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OPTIMAALINEN KOHTAUSKULMAJAKAUMA
MAKIHYPYN LENTOVAIHEESSA

Matti A Ranta ja Raimo von Hertzen
Teknillinen korkeakoulu, Matematiikan laitos
PL 1100, 02015 TKK

TIVISTELMA

riippuvat aerodynaaminen nostovoima, vastusvoima ja pituusmomentti. Hypyn kohtauskulman
jakaumalla on huomattava vaikutus hypyn pituuteen. Tyossid johdetaan Pontryaginin #iriarvo-
periaatetta kdyttien matemaattiset yhtilot hypyn optimaalisen kohtauskulmajakauman méirit-
tamiseksi. Numeeriset tarkastelut suoritetaan Japanin Hakuban normaaliméen (K100) tapauksessa.
Pontryaginin mukaan optimoitua hyppyi verrataan yksinkertaisempaan perushyppyyn seki osittain
optimoituihin hyppyihin. Yhteenvetona voidaan todeta, ettd yksi suurimpia virheitd on liian suuri
kohtauskulma hypyn alkuvaiheessa ja etti optimaalinen kohtauskulmajakauma voi lisitd hypyn
pituutta yli 10 m.

JOHDANTO

Mikihyppy on hyppyriméessé suoritettava hiihtourheilulaji, joka sai alkunsa Norjassa 1800-luvun
alkupuolella. Hypyt suoritettiin luonnonmdissi ja alastulo tapahtui lihes vaakasuoralle tasolle.
Suomessa pidettiin ensimmiiset mestaruuskilpailut 1886 ja ensimmiinen varsinainen miki
valmistui Helsingin Alppilaan 1905. Kun kansainvilinen hiihtoliitto FIS perustettiin 1924, alkoi
hiihto- ja méenlasku-urheilun voimakas kehittyminen talviolympialaisineen, Holmenkollenin ja
Lahden kisoineen seki Keski-Euroopan mikiviikkoineen.

Kisitykset makihypyn suoritustulokseen vaikuttavista tekijoistd ovat vuosien kuluessa vaihdelleet.
Viisikymmentiluvun alkupuolella prof. Strautman Sveitsistd oli sitd mielti, ettd aerodynamiikka
eli asento ilmalennon aikana oli tirkein. Saatu vauhti piti silyttdd mahdollisimman hyvin ja siksi
ponnistus hyppyrin nokalla oli vain juohea lihto ilmaan. Vuosikymmen myShemmin prof.
Hochmut Saksasta oli tdysin pdinvastaista mieltdi. H#n korosti ballistiikan eli ilmalennon
lahtonopeuden ja ldhtokulman merkitystd. Nykytutkimus jakaa mikihyppysuorituksen osiin
seuraavasti: 1dhto, liuku, ponnistus, ilmalento ja alastulo. Ponnistus muodostaa hypyn
kriittisimmén vaiheen ja mairdd pitkédlti hypyn pituuden. On huomattava, etti pystysuoran
nopeuskomponentin lisdksi ponnistus vaikuttaa myos hyppiidjin asentoon varsinkin ilmalennon
alkuvaiheessa.  Kilpailuhyppyjen tilastollinen faktorianalyysi osoittaa, ettdi hyppéijin
lentoasentoon liittyvdt tekijit ovat térkein hypyn pituutta selittavd tekijs, selvdsti jopa
nopeustekijoitd tirkedmpid [1]. Tdstd johtuen on erityisen tirke#d tutkia lentoasennon vaikutusta
hypyn pituuteen ja pyrkid médrittimé4n optimaalinen asento hypyn aikana.

Optimaalisen sddtSteorian pohjalta on hypyn lentovaiheen kohtauskulmaa tiettivisti ensimmiiseni
tutkinut L. Remizov [2], joka Pontryaginin #driarvoperiaatetta kiyttien pyrki mairittiméain
hyppéddjén kohtauskulman optimaalista jakaumaa. Remizov kisitteli kuitenkin radan loppupiiti
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vapaana, miki ei vastaa todellisuutta, silld lentoradan loppupiste on sidottu alastulorinteeseen.
Tdssd tyOssd laajennetaan Remizovin kisittelyd ja médritetddn optimaalisen kohtauskulma-
jakauman liséksi erilaisia osittain optimoituja hyppystrategioita.

PONTRYAGIN-OPTIMOITU HYPPY

Tarkastellaan hypp4éjan massakeskipisteen lentorataa kuvan 1 mukaisesti. Hypp4ij4n liikeyhtilst
radan tangentin ja normaalin suunnalla ovat

%:g[sine—kCD(a)(v—V)z], v(0) =g, &
%=£[cos9—kCL(a)(v—V)2], 6(0)=6,, @
1%

missi v on hyppd4jain vauhti radan tangentin suunnassa, 8 tangentin kaltevuuskulma
vaakasuorasta mitattuna, V tuulen nopeus ratatangentin suunnalla, ¢ hyppédjin kohtauskulma
suksista mitattuna, Cp () ja C;(c) hyppiijin aerodynaamiset vastus- ja nostovoimakertoimet ja

g painovoiman aiheuttama kiihtyvyys. Kerroin & on mddritelty kaavalla

pPA
=" 3
g 3

missd p onilman tiheys, A hyppadj4n referenssipinta-ala ja m hyppadjin ja varusteiden massa.

lentorata

v alastulorinne
y=n)

Kuva 1. Makihypp44jin massakeskipisteen lentorata ja alastulorinne. Massakeskipisteen vauhti on
v, radan tangentin kaltevuuskulma 6 ja hyppaijan kohtauskulma suksista mitattuna c.

Hypyn alastulopisteen koordinaatit ovat

T
x(T) = j vcos@dr, y(T)=[vsin6at, ), (5)
0

O

missi T =T[c] on kohtauskulmahistoriasta o =a(¢) riippuva hypyn kestoaika. Jos alastulo-
rinteen yht4ld on muotoa

m(x,y)=n(x)-y=0, (6

toteuttaa hypyn péitepiste rajoite-ehdon
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m(x(T) , (T))=0. )

Todetaan vield, ettd pisin hyppy saavutetaan silloin kun loppupisteen vaakakoordinaatti (4) on
maksimoitu. Optimointitehtdvd voidaan ratkaista Pontryaginin minimiperiaatetta kiyttden [3].
Hypyn loppupisteen vaakakoordinaatti saavuttaa maksiminsa silloin, kun funktionaali

T
Jle]=- j v(a(2)) cosO(a(t))dt (8)
0

saavuttaa miniminsi. Optimointitehtivid vastaava Hamiltonin funktio on
H =-vcos@ + p,vcosO + pyvsine +p,8sinf —kCp(x)(v -V)?]

+Do %[cos@ —kC, (@)v=V)?]. 9)

Optimoinnissa loppuaika 7 on vapaa ja piddtepiste liikkuu kayrilld (7). Liittotilamuuttujat
Pxs Py> Py ja pg toteuttavat kanoniset liittoyhtalst

dps __OH 4y OH dp, _OH dpy  OH

3 ’ ’ . 1
dt ox dt dy dt ov dr 26 e

Koska 0H/dx=0H/dy=0, ovat muuttujat p, ja p, vakioita. Hypyn paitepisteessi on
voimassa paite-ehdot

p(T)==dn'(x(T)), p,T)=d, p,T)=0, pag(T)=0 (11)
sekd
H(T)=0. 12)

Yhtiloistd (11) ja (12) seuraa vakiolle d arvo

_cos@cos f
¢= sin@-p8) £

missi @ =60(T) ja tanB=n'(x(T)) eli ® on lentoradan ja B rinteen kaltevuus hypyn
pédtepisteessd. Nyt Hamiltonin funktio saadaan muodoon

H = p, glsin6 —kCp @)=V )1+ py Elcosd —kC, @)v—-VY?] —SRO=OcosB
v sin(@ - )
Liittoyhtiloista (10) ja Hamiltonin funktiosta (14) saadaan muuttujille p, ja p, yhtilost
dp, g 2 2 sin(®@ —0)cos
—+=2p,8kCpr(0)v=V)+ pyg =[cos8 +kC, (x -V o T)=0,
7 P,8kCp(@)(v=V)+ pg v2[ L (@) )l Sn@—p) p,(T)
(15)
dpg g . cos(®@ -0)cos B
—Z =-p,gcosf + py=sinf@ —y—m—-o—— T)=0, 16
- PE Po SN0 =V @ B) pg(T) (16)

missé padte-ehdot ovat kaavojen (11) mukaiset.
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Tarkastellaan seuraavaksi optimaalisen s‘ei'eidén o= (x(t) miiiirittéimist'a Pontryaginin minimi-

Hamiltonin funktion minimit 16ytyvit joko ohjausalueen sisépisteistd, jolloin

oH : Cro(@)
220 el —Le _g 17
do € VP, + D CD,a (a) ( )

tai ohjauksen rajoilta, jolloin
O =0, tai O, . (18)

Ohjauksen alaraja ¢ ;, madrdytyy ehdosta, ettd hyppasjin sukset eivit saa haukata ilmaa. Kéytéin-
nossd O, =0 on ehdoton alaraja. Yldraja o, médrdytyy taas ehdosta, ettd virtaus ei saa irrota
liian suuren kohtauskulman takia eli hyppidji ei saa “sakata”. Kéytinnossd timé raja saadaan
ehdosta C; (¢, ) =0. Kun médritellddn funktio f kaavalla

C, (o)
flays—=2—, (19)
CD,a (Ot)
voidaan optimaaliselle kohtauskulmalle pitkin lentorataa kirjoittaa
Ciin , kun -vp, ! pg 2 f(Oin)
at)={f(-vp, ! pg) kun  f(Qp)>-vP, ! Do > f (Clopax) (20)
Cpnax R kon  f(og.)2-vp,/pg -

YHi on kirjoitettu lyhyesti v(f)p,(2)/ pg (t) =vp, ! pg. Todetaan vield, ettd Hamiltonin funktio
H=H(,z,p;,®), missdé on merkitty z;=x,y,v,0 ja p; = PysDys Py Po s haviad pitkin
optimirataa. Hamiltonin funktion aikaderivaatta pitkin lentorataa on

dH oH oH dz BH dp; aH da _oH 0H do

= Y (L =t @1)

dt ot < oy ap a’ " oa dr o o dr’

silli summan termit havidvét liittoyhtdldiden (10) nojalla. Kun ohjaussuure « on madritetty
optimaalisesti, on voimassa joko dH /da =0 tai do/dt=0. Koska Hamiltonin funktio (14) ei
my6skasn riipu eksplisiittisesti ajasta, on 0H /d¢ =0. Néin ollen my6s dH /dt =0 eli Hamiltonin
funktio on vakio pitkin optimirataa. Koska piite-ehdon (12) mukaan H hidvidi pidtepisteessd,
tulee sen hivitd pitkin koko optimirataa eli H =0. Téstd seuraa, ettd pitkin optimirataa on
voimassa yhtils

sin(®@ —8)cos

p, [sin - kCp (@)(v V) ]+ = Leos6 —kC, @) =V) ] =v—" o

(22)

Optimointiongelman ratkaisemiseksi on ratkaistava yhtdaikaisesti liikeyhtdlot (1), (2) ja
Hittoyhtilst (15), (16) ohjauksella (20) ja rajoitteella (7). Havaitaan, ettd kyseessd on kahden
pisteen reuna-arvotehtivd. Ratkaisua voidaan tunnetusti hakea ampumis- tai relaksaatio-
menetelmilld (shooting and relaxation methods [4]). Vaihtoehtoinen tapa on edetd seuraavasti.
Ratkaistaan yhtiloistd (17) ja (22) littotilamuuttujat alkuhetkelld p,(0) ja p,(0). Naiden
lausekkeet sisiltivit tuntemattomat suureet (0), @ ja . Ongelmaa voidaan nyt kisitelld
alkuarvotehtdvind ja perikkiisilld approksimaatioilla saadaan edelld mainituille suureille yhi
parempia approksimaatioita. Iterointi voidaan lopettaa, kun lasketut loppuarvot p, (T) ja pg(T)
ovat riittdvin ldhelld nollaa.



OSITTAIN OPTIMOIDUT HYPYT

Seuraavassa tarkastellaan erilaisia osittain optimoituja hyppystrategioita. L&htokohtana on
parametrisoitu kohtauskulman ¢ esitys. Parametrit midritetidn siten, ettd hypyn pituus
maksimoituu. Valitaan lisiksi perushyppy, johon optimoituja hyppyjd tullaan vertaamaan.
Perushypyksi voidaan valita esimerkiksi hyppy vakiokohtauskulmalla o, joka vastaa parasta
liitosuhdetta (C, /C, = max) tai suurinta nostovoimaa (C, =max). Eri hyppystrategioiden
hyvyyden mittana kiytetian Hamiltonin funktion nelitn aikakeskiarvon nelidjuurta

T
Erpgs = #%J‘H(t)zdt . 23)
0

viitti erilaista strategiaa.

I Optimoitu vakiokohtauskulma
Vakiona pidettivi kohtauskulma ¢, valitaan siten, ettd hypystd tulee mahdollisimman pitka.

II Vakasuora kiihtyvyys vakiona
Viitteessd [5] on esitetty, ettd hyvissid hypyssd vaakasuoran kiihtyvyyden tulisi séilyd vakiona
mahdollisimman pitk#4n, Derivoidaan vaakasuoran kiihtyvyyden lauseke

x=k [CL(a)sinB—CD(a)cose](v—V)2 (24)
ja asetetaan se nollaksi. T4st4 saadaan kohtauskulmalle ehto

d_a=_ C,(@)cosB + Cp(a)sind é[cose—kCL(a)(v—V)z]

dt C, o (@)sin® —Cp, , (ct)cosb v

C, (a)sinf+Cp(xx)cosf  2g
Cpy(@)sing -Cp ,(x)cos@ v-V

[sin® — kCp(a)(v=V)*] . (25)
Tami voidaan integroida suoraan liikeyhtildiden (1) ja (2) kanssa. Alkukulma «(0)=c, jid
optimoitavaksi parametriksi.

III Optimoitu lineaarisesti muuttuva kohtauskulma
Annetaan kohtauskulman muuttua lineaarisesti kaavan

9%~ %
o(t) =0y + H (26)
T
mukaan. Alku- ja loppukulmat a:(0) = ¢ ja a(¢) = o jddvit optimoitaviksi parametreiksi.

IV Pituusmomentti nollana

Vastus- ja nostovoiman lisdksi hypp#djién vaikuttaa kaatava (tai nostava) pituusmomentti M.
Hypp4ijin kulma-asema vaakatasoon nihden on § = 6 — ¢« . Jos hyppi4gjin hitausmomentti kuvan
1 tasoa vastaan kohtisuoran ja massakeskipisteen kautta kulkevan akselin suhteen on J, voidaan
hyppiijan rotaatioyhtilo kirjoittaa muodossa
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Jd*@-o)/di* = %CM (@) pAl(v-V)?, 27

missd C,, (&) on pituusmomenttikerroin ja I vastaava referenssipituus. Jos hyppy4 ohjataan siten,
ettdi C,, (@) =0, saadaan yhtdldstd (27) kohtauskulmalle lauseke

a(t) = 0ty =6, + (g =6yt +6(1) . (28)

Optimoitaviksi parametreiksi jadvit suureet (0)=c, ja @(0)=¢,, silla suure éo =6(0)
voidaan laskea yhtélosti (2).

V Optimoeitu paraboolisesti muuttuva kohtauskulma
Kohtauskulman lauseke siséltad nyt kolme parametria ja se voidaan esittid muodossa

o, =0y t . t
a)=a,+ Q2-—=)t-a(1-—)t. 29)
T T T

Optimoitaviksi parametreiksi jadvat suureet (0) =, a(T)=a, ja a(T)=¢,.

NUMEERISET TULOKSET

Numeeriset tarkastelut suoritettiin Japanin Hakuban normaalimien (K100) tapauksessa [6].
Hyppyrin nokalla kaytettiin alkuarvoja vy =24.50ms™ ja 6, =4.64°, jotka vastaavat Hakuban
mien suunniteltua “inrur’-nopeutta 24 ms™! ja tyypillistd jalkaponnistusta. Aerodynaamiset
kertoimet Cp () ja C, () on otettu Watanaben [7] kokeellisten tulosten mukaan, joissa suksien
V-kulma oli 14°. Kohtauskulma ¢ on laskettu suksista. Siihen on lisittavd 10°, jos tarkastellaan
vartaloa. Ohjauksen raja-arvoiksi saatiin ¢, =0° ja o, =38.2°. Kaavan (3) métrittelemille
kertoimelle Kkiytettiin tyypillistdi arvoa k=9.15-10m™s?. Lisiksi oletettiin, ettd hypyt
tapahtuivat tyynessd sadssi, jolloin V =0ms™ . Optimoitujen hyppyjen parametrit on esitetty
Taulukossa 1, johon on liitetty my®s perushyppyjen ja Pontryagin-optimoidun eli kokonaan

pituus (L) ja pituuden prosentuaalinen lisdys toiseen perushyppyyn verrattuna(4). PH1 =
ensimmaiinen perushyppy (C,/Cp =max), PH2 = toinen perushyppy (C; =max), I-V osaopti-
moidut hypyt ja PO = Pontryagin-optimoitu hyppy.

PH1 PH2 I 1I I v Vv PO
0 (°) 17.3 382 280 16.5 21.5 140 169 16.8
o, (%) 38.2 38.2 38.2
Gy (°s™1) 14.7
a s 1.15
Erps D) 3.54 121 0.42 021  0.069 0.066
L(m) 8501  90.00 9807 10071 10120 10140 10150  101.51
A (%) 5.54 000 897 1190 1245 1266 12.78 12.79

optimoidun hypyn vastaavia kulmien arvoja. Lisdksi on esitetty eri hyppyjen pituudet ja
kohtauskulmahistorian “virhettd” kuvaavat RMS-arvot sekd kunkin hypyn pituuden
prosentuaalinen lisdys toiseen perushyppyyn verrattuna. Havaitaan, etti Pontryaginin mukaan
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optimoitu kohtauskulmahistoria tuottaa ensimméiseen perushyppyyn verrattuna jopa 194 %
paremman tuloksen ja toiseen perushyppyyn verrattuna 12.8 % paremman tuloksen. Optimaalinen
kohtauskulma ¢, hypyn alussa on tapauksissa II, IV, V ja PO luokkaa 14°~17°. Tapauksessa IV
hypyn pituus ei paljoakaan vaihtele kulman ¢, ollessa vililla 12°—16°, kunhan ¢ valitaan
sopivasti. Tapauksissa I ja III, joissa optimointi on yksinkertaisempi, on alkukohtauskulma selvisti
suurempi. Ainakin tapauksissa IV, V ja PO, jotka hypyn pituuden kannalta ovat lahes
samanarvoiset, on optimia vastaava maksimi kohtuullisen laakea, joten pieni poikkeaminen
parhaasta kohtauskulmahistoriasta ei paljoa huononna hypyn pituutta. Kohtauskulmajakaumat on
esitetty ajan funktiona kuvassa 2. Hypyn kesto asettuu vilille 7 =3.81-3.93s Kkaikissa
optimoiduissa tapauksissa.
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Kuva 2. Osaoptimoitujen hyppyjen I-V ja Pontryagin-optimoidun hypyn kohtauskulmajakaumat
ajan funktiona.

Pontryagin-optimoidun hypyn tarkastelu osom:aa ettd hyppiijin kulmakiihtyvyydella vaakatasoon
nihden 6 =6 —¢& on maksimi 6.13%™> hypyn alussa _|a minimi -3.02°72 hetkelld 7 = 2.3 s.
Koska hyppé4jin hitausmomentti on luokkaa J = 20 kgm?, vaihtelee optimiohjaukseen vaadittava
pituusmomentti vélilla 2.15 Nm > M > ~1.06 Nm. Pituusmomentin tulee kaataa hypp#ijad alussa
voimakkaasti eteenpiin ja hetken ¢ = 0.85 s jilkeen taaksepdin kuitenkin vihenevisti hetken 7=
2.3 s jdlkeen. On helppo todeta, etti luokkaa 2 Nm olevia pituusmomentteja voidaan kehittdd
esimerkiksi k#den pinta-alaan kohdistuvan aerodynaamisen voiman avulla. Hyppddjin
vaakasuoraan ndhden mitatun kulmanopeuden keskiarvo koko hypyn yli integroituna on 4.44%™",
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miki on varsin ldhelld pituusmomentilla nolla (tapaus IV) tapahtuvan hypyn vakioarvoa 4.24°%7",
Nain ollen hypp#ijin asento kiertyy keskiméirin lihes samalla kulmanopeudella niissd hypyissa.

SUOSITUS

Teknillisesti lienee helpointa toteuttaa tapaus IV eli hyppy, jossa pituusmomentti on nolla koko
hypyn ajan. Mien koko, hyppyrip6yddn kallistus, laskuasento sekd ponnistus tuottavat
alkunopeuden, alkukulman ja hypp##jdd kiertéivin vakiona sdilyvin kulmanopeuden. Optimoinnin
tille tapaukselle asettamat numeeriset vaatimukset ovat

Vo = 24.50ms™ vy ==0.36ms™2

B, = 4.64° 6, =18.91°s7! (30)
oy =14.00° g =14.67°s7

8 =-9.36° 8 =4.24%71

Vertaamalla n#itd Pontryagin-optimoidun hypyn taulukkoarvoihin havaitaan selvid eroja, mutta
silti hypyn pituus on vain 0.11% lyhyempi kuin kokonaisoptimoitu hyppy. Huomattakoon, etti
ponnistuksen aiheuttama normaalivoiman lisdys AN lisdd suksien taaksepdin suuntautuvaa
kitkavoimaa madrdlls WAN , mikéd tekee mahdolliseksi impulssimaisen muutoksen hypp#djdn
kulmaliikem#srddn ja kulmanopeuteen. Jos kiytetiin arvoja AN =300N (normaalivoiman
lisdys), = 0.7 m (massakeskipisteen etdisyys hyppyripoydén pinnasta), J =20 kgm? (hypp#ajin
hitausmomentti), ¢#=0.2s (ponnistuksen kesto) ja x4 =0.06 (suksien ja lumen vilinen
kitkakerroin), saadaan kulmanopeuden muutokseksi Aw = uANIt/J =7°"", Mikili hyppaidja
antaa hypyn kiertyi nilkoista kohtalaisen vapaasti, voidaan hyvinkin saavuttaa edelld mainittu
optimihypyltd vaadittava eteenpiin kaatava kulmanopeus 4.24°%7" . Vaikeinta on kuitenkin saada
alkuehdot kiytdnnéssé toteutumaan. Pienikin virhe ponnistuksessa ja ilmalennon alussa voi pilata
koko hypyn. Todettakoon lopuksi, ettd “optimaalinen ilmalento” on lennon ensimmadisten 17 m
matkalla onnistuttu kokeellisesti madrittimain ja tulokset [1] tukevat voimakkaasti tdssd tyossd
esitettyji laskelmia.
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TIVISTELMA

Tdssd tyossd on tarkasteltu standardivalikoimasta otetuista putkipalkeista valmistettujen
avaruuskehien optimointia geneettistd algoritmia (genetic algorithm, GA) kiyttden. Minimoitavana
kohdefunktiona on kehin massa ja rajoitusehdot huolehtivat siitd, ettd rakenteen siirtymét s&ilyvét
sallituissa rajoissa, vertailujdnnitys ei ylitd suurinta sallittua arvoa, koko kehd tai sen yksittdiset
palkit eivit menetd stabiilisuuttaan ja rakenteen ominaistaajuudet pysyvit pois kielletyiltd vileilts.
Kehin topologia ja muoto ovat ennalta kiinnitetyt. Putkipalkkikehien optimointia on lopussa
havainnollistettu kahdella laskuesimerkilld. Geneettisen algoritmin antamnia tuloksia on verrattu
muilla keinoin saatuihin tuloksiin.

JOHDANTO

Putkipalkit ovat hyvin yleisid rakenneosia erilaisissa kone- ja rakennustekniikan sovelluksissa.
Niilldi on painoon ndhden suuri taivutus- ja véintdjaykkyys ja ne sopivat hyvin myos
puristussauvoiksi. Putkipalkkien saatavissa oleva kokovalikoima on laaja, jolloin kuhunkin
sovellukseen voidaan valita tarkoitukseen kooltaan parhaiten sopiva profiili. Jotta rakenteesta
saataisiin mahdollisimman hyv4, voi suunnittelija kdyttdd hyvidkseen optimointia. Optimoinnilla
tarkoitetaan asetetun ongelman ratkaisemista parhaalla mahdollisella tavalla. Tédmi tarkoittaa
hyvien ratkaisuvaihtoehtojen systemaattista hakua optimointiteorian tarjoamien keinojen avulla.
Kyseessd ei ole siis tavalliseen tuotekehitykseen kuuluva konstruktion parantelu suunnittelijan
intuition, kokemuksen ja erilaisten kokeilujen tai prototyyppien testien kautta.

Tidssd esityksessd kisitellddn putkipalkeista tehdyn avaruuskehin optimointia. Ideana on valita
kehdn palkit annetusta mielivaltaisesta putkipalkkien joukosta niin, etti kohdefunktiona oleva
kehin massa minimoituu ja vaaditut rajoitusehdot toteutuvat. Pyrittdessd mahdollisimman keveéén
ratkaisuun pdistidn samalla myds tavallisesti taloudellisesti edulliseen lopputulokseen.
Rajoitusehtojen tarkoitus on huolehtia siitd, ettd optimoinnin tulos on kéyttokelpoinen rakenne.
Rakenteeseen mukaan tulevien palkkien lukumaiirai ja sijoittelua tai kehdn muotoa ei muutella
optimoinnin kuluessa, jolloin kyseessd on kantavien rakenteiden optimoinnin ns. mitoitusongelma.
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Kun kehédn kullekin palkille on vain tietty rajattu miird mahdollisia profiileita, on optimointi-
ongelmassa mahdollisia kandidaattirakenteita myos #irellinen maird. Avaruuskehdn massan
minimointiongelma on siis luonteeltaan kombinatorinen tehtdvd, jossa kysytddn parasta
vaihtoehtoa tietysti mahdollisten ratkaisujen joukosta. Jo melko pienelld kehilli ja rajoitetulla
valikoimalla profiileita kandidaattirakenteiden lukuméirs kasvaa hyvin suureksi. Tall6in kaikkien
vaihtoehtojen lapikdyminen eli ns. totaalinen enumeraatio ei ole kidytdnnon kokoluokan tehtivissi
mahdollista. Vaikka osa periaatteessa mahdollisista ratkaisuista karsittaisiin etukiteen pois
selvistikin epikaypind eli rajoitusehtoja rikkovina, jai todennakoisesti tai mahdollisesti kdypia
ratkaisuehdokkaita vield aivan lijan paljon, jotta ne kaikki voitaisiin tarkistaa ja valita niistd paras
kdypd. Ratkaisuvaihtoehtojen suuri miird johtaa siihen, etti usein intuition ja kokemuksen
perusteella valittu rakenne on huonompi kuin optimoinnin avulla 18ydetty. Ratkaisuvaihtoehtojen

lisddntyessd on havainnollistettu oheisessa taulukossa 1.

Taulukko 1.  Palkkien lukumiirin vaikutus laskenta-aikaan enumeraatiossa, kun kullekin
palkille on 10 mahdollista profiilia ja yhden kandidaattirakenteen analysointi
kestdd 0,001 s.

Palkkeja Kandidaattiratkaisuja Laskenta-aika
2 10° 0,1s
4 10* 10s
6 10° 16 min 40 s
8 108 ~27h 47 min
10 101° ~115d18h
12 1012 ~31a259d
14 10" ~3170a357d
16 10'¢ ~317097 a 336 d

Putkipalkkikehin massan minimointiongelma on hyvin vaativa epélineaarinen, rajoitettu ja
suunnittelumuuttujiltaan diskreetti optimointiongelma. Talld hetkelld sen ratkaisemiseksi yleisessi
tapauksessa kohtuullisella laskentatyGlld ei ole olemassa luotettavaa algoritmia tai menetelmii.
Siten kaikkein keveimman rakenteen 19ytdminen putkipalkkikehdn massan minimointiongelmassa
on usein mahdotonta. Jos globaalia optimia ei ole mahdollista l6ytdd, tdytyy tyytyd liki-
optimaaliseen ratkaisuun. Monissa sovelluksissa tillaiset melko ldhelld globaalia optimia olevat
ratkaisut ovat kuitenkin riittdvan hyvia tuloksia.

Téssd tyOssd avaruuskehidn massan minimointiongelman ratkaisumenetelméksi on valittu
geneettinen algoritmi, GA. Se on erds lukuisista heuristisista menetelmistd ja on tullut viime
vuosina varsin suosituksi algoritmiksi kantavien rakenteiden optimoinnissa. Ideana geneettisessd
algoritmissa on matkia luonnon evoluutiota pitdmailld ylld tiettyd ratkaisujen populaatiota, josta
valittuja keskimddrédisti parempia vanhempia risteyttdmilld saadaan aina seuraava populaation
sukupolvi. Prosessissa voi pienelld todennakdisyydelld tapahtua mutaatio, joka lisd4 satunnaisesti
populaation monimuotoisuutta. Toiveena on, ettd sukupolvien kuluessa populaatio sisdltdd yhi
parempia ratkaisuita, kunnes se siséltid my0s tehtdvin globaalin optimin.



MASSAN MINIMOINTIONGELMA

Yksikriteeristdi optimointiongelmaa muodostettacssa tdytyy ottaa kantaa ainakin seuraaviin
kysymyksiin:

e  Mitkd suureet otetaan ongelman suunnittelumuuttujiksi, joita muuttelemalla pyritiin
paidsemién optimaaliseen lopputulokseen?

e Miki suure valitaan kohdefunktioksi eli miké asia halutaan saada mahdollisimman
suureksi tai pieneksi optimoinnin tuloksena?

e Mit4d rajoituksia asetetaan optimiratkaisulle eli mitd rajoitusehtoja sen tiytyy
toteuttaa?

Kohdefunktion ja rajoitusehtojen tdytyy luonnollisesti jotenkin riippua valituista suunnittelu-
muuttujista. Tietty optimointiongelma voidaan usein formuloida usealla eri tavalla ja valittu tapa
vaikuttaa merkittdvasti mahdollisuuksiin onnistua optimointiongelman ratkaisussa.

Suunnittelumuuttujat

Tarkastellaan seuraavassa tapausta, jossa kaikille kehdn palkeille, joita on n kpl, valitaan profiilit
samasta m kpl erilaisia profiileita sisdltdvistd joukosta. Profiilit ovat keskendén samaa tyyppii,
esimerkiksi poikkileikkaukseltaan suorakaiteen muotoisia, mutta niiden Ilukumiird tai
kokojakauma on mielivaltainen. Putkipalkkikehdn massan minimointiongelmassa suunnittelu-
muuttujiksi x; voidaan nyt valita palkkien profiilien jarjestysluvut niiden muodostamassa sarjassa.
Téllgin siis suunnittelumuuttujien vektori x, missd x; € {1, 2,...,m } jai=12,...,n , ilmoittaa
kehdn kunkin palkin poikkileikkauksen “suuruuden". Profiilit voidaan esimerkiksi jirjestdd
jonkinlaiseen suuruusjérjestykseen niin, ettd kun siirrytdén profiilien sarjassa yhtd pienempaén tai
suurempaan, muuttuu palkki mahdollisimman véhidn kevyemméksi tai jireamméksi. Kehén
analysoinnissa tarvittavat palkkien poikkipintasuureet saadaan poimittua suoraan teristehtaan
toimittamnasta taulukosta, kun tiedet4in, monesko profiili kullakin palkilla on.

Kohdefunktio

Perimmaiseksi tavoitteeksi putkipalkkikeh#én optimoinnissa on luonnollista ottaa kustannusten
minimoiminen. Kehin kokonaiskustannuksiin vaikuttavat materiaalin kulutuksen lisdksi myos
esimerkiksi valmistuskustannukset. Valmistuksen aiheuttamien kustannusten suuruus riippuu
puolestaan tyomenetelmisté ja hinta voi olla erilainen eri konepajoissa. Yksinkertaisuuden vuoksi
voidaan valmistuskustannukset kuitenkin jittaa pois ja keskittyd vain materiaalin kulutuksen
minimointiin. T#lléin optimointiongelman kohdefunktioksi valitaan kehdn massa. Kun kaikkien
palkkien materiaali on sama, voidaan minimoinnin kohteeksi ottaa yhtdi hyvin my6s
materiaalitilavuus. Kohdefunktion arvo on laskettavissa helposti, kunhan vain tiedetddn, mikd on
kutakin palkkia vastaavan suunnittelumuuttujan arvo.

Rajoitusehdot

Rajoitusehtojen tehtdvd on huolehtia siitd, ettd optimoinnin tuloksena saatava kehd on
kayttokelpoinen. Téssd tyOssd tdmd tarkoittaa, ettd putkipalkkikehin siirtymit eivdt saa kasvaa
liian suuriksi, vertailujdnnitys ei ylitd suurinta sallittua arvoa, kehén stabiilisuus sdilyy ja sen
ominaistaajuudet eivit satu jollekin kielletylle vilille. Joskus voi olla lisdksi tarpeen ottaa
huomicon myos esimerkiksi védsymiseen liittyvdt rajoitusehdot tai pakottaa kehdn eri palkit
riippumaan jollakin tietylld tavalla toisistaan.
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Rajoitusehdot voidaan muotoilla olemassa olevien normien pohjalta niin, ettid optimoinnin antama
lopputulos tdyttda terdsrakenteille asetetut vaatimukset. Tilloin edelld luetellun Kkaltaiset
vaatimukset siirtymille, jénnityksille jne. tdyttyvit sitd kautta, ettd halutaan rakenteen olevan
normien mukainen. Toinen tapa on muodostaa rajoitusehdot suoraan ilman, ettd kidytetdsin hyviksi
terdsrakennenormeja. Tassd tydssd on valittu tima jalkimméinen tapa asettaa rajoitusehdot.

Jotta rajoitusehtojen arvot voitaisiin laskea, tulee kehd analysoida esimerkiksi elementti-
menetelmalld. Siirtymien, jinnitysten ja ominaistaajuuksien laskemisen vaatima tydmééra riippuu
tdlloin oleellisesti analysointiin kdytetyn laskentamallin tarkkuudesta. Jos FEM-malli huomioi
esimerkiksi suuret siirtymit ja epilineaarisen materiaalimallin, tulee siitd laskennallisesti raskas.
Laskenta-aika kasvaa t#lldin luonteeltaan iteratiivisilla optimointialgoritmeilla helposti liian
suureksi. Koska my0s geneettisessi algoritmissa joudutaan laskemaan kohdefunktion ja
rajoitusehtojen arvot hyvin monta kertaa, kéiytetd4n téssi tydsséd kunkin palkin mallintamiseen yhti
yksinkertaista lineaarisen kimmoteorian mukaista 12 vapausasteen avaruuspalkkielementtii.
Kaikkien liitosten oletetaan olevan tdysin jiykkid, ja poikkipintapainuma péisee vapaasti
tapahtumaan vi4nnon yhteydessa.

Optimointiongelma standardimuodossa

Putkipalkkikeh4n massan minimointiongelma on standardimuodossa esitettyna

minW(x)

grx)<0  i=l..,n,

gf(x)SO i=1.., 50

glx)<0  i=1...ny , (1)
g% (x)<0

gf(x)<0 i=L..n

Xe {xl, Xp,en xi}

missi W(x) on kehin massa, g/(x)<O ovat siirtymarajoitusehdot, gZ(x)<0 ovat
jénnitysrajoitusehdot, g,.bl (X)S 0 ovat yksittdisten palkkien nurjahdusrajoitusehdot, gbg x)SO on
koko kehén nurjahdusrajoitusehto ja g,-f (x) <0 ovat ominaistaajuusrajoitukset. n,, ng, 1y ja ne ovat
siirtym#- ja jinnitysrajoitusehtojen, lokaalien nurjahdusrajoitusehtojen ja ominaistaajuus-
rajoitusehtojen lukumddirdt sekd n ongelman kaikkien epédkdypien tai kdypien ratkaisu-
kandidaattien lukumééra.

Siirtymérajoitusehdot g“(x)SO rajoittavat FEM-mallin haluttujen vapausasteiden i siirtymit
u; (x) alarajojen u}“i" ja yldrajojen 4™ vilille, jolloin normeeratuiksi rajoitusehdoiksi saadaan
&) ja wl®) o o)
min max

U; Ui



Jannitysrajoitusehdot g°(x)<0 rajoittavat vakiovddristymisenergiahypoteesin (VVEH) mukaisen

vertailujannityksen o™ (x) alle suurimman sallitun arvon o©™* kaikkialla kehassé.
Normeeratuksi rajoitusehdoksi kutakin jannityksen laskentapistetts ; kohden saadaan

o (x)
O.max

~1<0. 3)

Laskentapisteitd tulee olla riittévasti ja sellaisissa paikoissa kehissd, ettd voidaan olla varmoja
vertailujannityksen pysymisesti alle suurimman sallitun arvon.

Nurjahdusrajoitusehdot g"1 (X)SO estdvit kehidn yksittdisid palkkeja nurjahtamasta. Palkin i

nurjahdusvoiman P, lausekkeeksi redusoidun hoikkuusluvun 'ln,. funktiona on otettu

2
p =] )
n; l _ -),t 3 :
R‘ea 4| 1= 72 '1": ’ 2’“-‘ </l“‘r

n'rl

missd E; on kimmomoduli, 4; poikkipinta-ala, R_. puristuspuolen my6toraja, y puristuspuolen

suhteellisuus- ja my6torajan suhde ja ’1'",- rajahoikkuusluku.

pt

A P

Kuva 1. Nurjahdusvoima P, on redusoidun hoikkuusluvun A, funktio ja yhtyy Eulerin
hyperbeliin rajahoikkuuslukua 4, suuremmilla arvoilla.

Nurjahdusrajoitusehdoissa vaaditaan, ettd kunkin palkin i normaalivoiman N{(x) vastaluku on
pienempi kuin nurjahdusvoima R, (x) jaettuna lokaalin nurjahduksen varmuusluvulla N eli

normeerattuna

_NuN; (x) _
—Pnl ) 1<0. &)
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Globaali nurjahdusrajoitusehto g (x)<0 huolehtii siit4, etti useampi palkki tai koko kehi ei

pidse yhtdaikaisesti nurjahtamaan. Tétd varten lasketaan lineaarisen stabiilisuusteorian mukaisen
kahden matriisin ominaisarvotehtivin alin positiivinen ominaisarvo A;, yhtilostd

Ku=-1K,u , (6)

missi K on jdykkyysmatriisi ja K; geometrinen jaykkyysmatriisi. Taméd ns. kriittinen
kuormituskerroin A, =4, (x) on samalla suoraan varmuus kehin globaalin nurjahtamisen
suhteen, jolloin normeeratussa globaalissa nurjahdusrajoitusehdossa vaaditaan

1—Mso, )

bg

missd Npg on globaalin nurjahduksen suhteen haluttu varmuusluku.

Ominaistaajuusrajoitusehdoissa gf(x)SO on ideana estid rakenteen ominaistaajuuksia f;

joutumasta Kielletyille vileille [f™®, f7=] joita on 7, kpl eli j=12,...,7i;. Kehin

ominaiskulmataajuudet @; saadaan ratkaistua ominaisarvotehtavisti

Ku=w’Mu, ®

missi K on jiaykkyysmatriisi ja M (konsistentti) massamatriisi. Ominaistaajuus f; saadaan
ominaiskulmataajuudesta @; jakamalla termilld 2. Standardimuodon normeeratuiksi rajoitus-

ehdoiksi saadaan tilloin

1200 ety =12
£
€))
fi(x) - - _
: 1<0 Vi=12,...,ng4 ,j=12,...,7;

ng on FEM-mallin vapausasteiden lukumdirsd, joka on samalla kehidn ominaistaajuuksien
lukumé@srd.

Mikili optimointiongelmassa on useita kuormitustapauksia, tulee kutakin kuormitustapausta
kohden omat siirtymé-, jannitys- ja stabiilisuusrajoitusehdot. Kiytetylld laskentamenetelmalld
kehin ominaistaajuudet, ja siten ominaistaajuusrajoitusehdot, eivét riipu kuormituksista.



GENEETTINEN ALGORITMI

Geneettinen algoritmi on heuristinen ja stokastinen optimointimenetelmd, jossa matkitaan luonnon
evoluutiota. Se on melko yksinkertainen algoritmi, joka sopii hyvin vaikeiden kombinatoristen
optimointiongelmien ratkaisemiseen. Tillaisten tehtdvien kisittely muilla perinteisimmilld
menetelmilld voi olla hyvin hankalaa ja hidasta. Vaikka GA ei 16ytiisikdsn globaalia optimia,
tarjoaa se kuitenkin hyviéd likioptimaalisia ratkaisuja, jotka ovat monissa kédytdnnén ongelmissa
riittdvéan hyvié tuloksia.

Geneettisen  algoritmissa  koodataan aluksi satunnaisesti valitut optimointiongelman
ratkaisuehdokkaat populaation yksiloiksi. Yleisimmin kiytossd on bindirikoodaus, missd kutakin
ratkaisuvektoria x vastaa tietty binddriluku. Bindiriluvun bittejd kutsutaan geeneiksi. T#amén
jilkeen populaatiosta valitaan joukko yksiloitd vanhemmiksi, joista aina kahta vuorollaan
risteyttdmdlld saadaan seuraavan sukupolven yksilot. Risteytys tapahtuu kullakin parilla
todennékoisyydelld p. ja todennikoisyydelld 1— p, ndméi kopioituvat sellaisenaan seuraavaan

sukupolveen. Vanhempien valinta tapahtuu yksildiden ns. kelpoisuusfunktion arvojen perusteella.
Kelpoisuusfunktio on optimointiongelman kohdefunktiosta johdettu positiivisia arvoja saava
funktio. Sen arvo on sitd suurempi, mit4 parempi ratkaisu on kyseessé ja mitd vihemmin se rikkoo
rajoitusehtoja. Rajoitusehtojen rikkoutuminen huomioidaan yleensd sakottamalla kelpoisuus-
funktiota suhteessa rajoitusten rikkomisen suuruuteen nihden. Risteytyksen jdlkeen uusi
populaatio altistuu vield pienelld todennikdisyydelld py, tapahtuvalle mutaatiolle, missd yksildiden
geenejd muutetaan satunnaisesti vastakkaisiksi. Mutaatiota seuraa jilleen uudelleen vanhempien
valinta, risteytys jne., kunnes tietty sukupolvien mairi on tiynni ja optimointi lopetetaan.
Tarkempi tutustuminen geneettiseen algoritmiin onnistuu esimerkiksi teosten [1] ja [3] avulla.

Tdssd tyossd kidytetty geneettisen algoritmin versio poikkeaa perusmuodosta siten, ettd siinid ei
kéytetd koodausta. Tdlldin suunnittelumuuttujien vektori x kelpaa suoraan populaation yksiloksi.
Yksiloiden kukin geeni voi saada minkd tahansa lukuarvon joukosta {1, 2, ...,m } Missd m on
erilaisten profiilien lukumiérd. Valinta tapahtuu ns. turnausvalintana, missi kahdesta populaation
satunnaisesti valitusta yksilostd péidsee vanhemmaksi kohdefunktion arvoltaan parempi, jos
molemmat ovat kdypid. Jos molemmat ovat epikiypii, valitaan rajoitusehtoja vihemman rikkova,
ja jos vain toinen on kdypd, valitaan aina se. Risteytys tapahtuu kahden pisteen risteytykseni, jossa
vanhemmat katkaistaan kahdesta satunnaisesti valitusta kohtaa ja katkaisukohtien viliset osat
vaihdetaan keskenddn. Mutaatiossa yksilon geeni voi muuttua miksi tahansa sille mahdollisista
vaihtoehdoista. Kohdefunktion arvon tasaisen paranemisen varmistamiseksi kdytetdin elitismi,
jossa aina kaksi populaation parasta yksiléd kopioidaan automaattisesti seuraavaan sukupolveen.
Risteytys- ja mutaatiotodennakoisyyksind on kaytetty arvoja p. =08 ja p,, =0,05.
Populaatiossa on ollut 50 kpl yksildit4 ja sukupolvia on kéyty ldpi kaikkiaan 200.

ESIMERKKIONGELMA 1

Tarkastellaan ensimmaisend esimerkkiongelmana kuvan 2 mukaista yksinkertaista 8 palkin
avaruuskehdd. Minimoitavana kohdefunktiona on kehin massa ja rajoitusehdot pakottavat voiman
F suuntaisen siirtymin 1 pienemmiksi kuin suurin sallittu arvo #*' =70 mm, palkkien VVEH:n

mukaisen vertailujinnityksen kaikkialla kehéssd pienemmiksi kuin maksimiarvo o™ =237
MPa ja huolehtivat siitd, ettd kukin palkki erikseen ei meneté stabiilisuuttaan varmuudella yksi.
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F=30 kN
L=6m

Kuva 2. Esimerkkiongelman 1 putkipalkkikehd.

Kehin palkit tulee valita kuvan 3 mukaisista Rautaruukin poikkileikkaukseltaan suorakaiteen
muotoisista putkipalkeista, joita on valmistajan suositussarjassa kaikkiaan 84 kpl [4].
Suositussarjan jérjestys toimii suoraan tarvittavana profiilien suuruusjérjestyksend. Kehén palkit
on sijoitettu niin pdin, ettd pystysuorissa palkeissa (1, 2, 3, ja 4) kuvan 3 mukainen y-akseli on
globaalin y-akselin suuntainen ja vaakasuorissa palkeissa (5, 6, 7 ja 8) kuvan 3 y-akseli on
globaalin z-akselin suuntainen.

Kuva 3. Poikkileikkaukseltaan suorakaide putkipalkki.

Jotta voitaisiin olla varmoja, ettei vertailujdnnitys ylitd optimoinnin kuluessa missdin kohdin

kehid arvoa o™ | valitaan kaikkien palkkien alku- ja loppupéén poikkileikkauksista ulkoreunalta
8 pistettd ja vaaditaan, etti kaikissa ndissé pisteissd vertailujdnnitys jad alle suurimman sallitun
arvon. Valituista pisteistd 4 sijaitsee poikkileikkauksen nurkissa ja 4 sen symmetria-akseleilla.
Talloin 8 palkin tehtivissd jannitysrajoitusehtoja tulee kaikkiaan 128 kpl. Nurjahdusrajoitusehtoja
tarvitaan puolestaan yksi kutakin palkkia kohden, jolloin niitd on yhteensi 8 kpl.



Standardimuodossa esitettynd esimerkkiongelma 1 on muotoa

Ongelman kiypien ja epikiypien ratkaisukandidaattien lukumszra on nyt 7 =848 .

rnjnW(x)

M-1<0

usall -
red

"f_(")_lso i=1,2...,128
max

_Ni(x)_lso i=12,...,8
P, (x)

xe{x,,%,,..., x5 }

(10)

Koska geneettinen algoritmi on stokastinen optimointimenetelmd, ei optimoinnissa sitd
kiytettdessd saada joka kerta samaa tulosta. Taulukossa 2 on esitetty GA:lla 16ydetty paras tulos 3
optimointikerran jdlkeen. Samassa taulukossa on myoOs vertailuratkaisuna ldhteessd [2] esitetty
tulos, joka on saatu valitsemalla suunnittelumuuttujat tihin tyohon ndhden hieman eri tavalla,
relaksoimalla ongelma jatkuvamuuttujaiseksi ja ratkaisemalla jatkuva ongelma sekd pyoristamalla
tamd jatkuvan ongelman ratkaisu jilleen diskreetiksi. Kuvassa 4 on puolestaan esitetty kehin

massan kehittyminen optimoinnin kuluessa taulukon 2 ratkaisun tapauksessa.

200

Taulukko 2.  Esimerkkiongelmassa 1 geneettiselld algoritmilla 16ydetty ratkaisu ja ldhteessd
[2] esitetty vertailuratkaisu.

Palkki 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. Massa [kg]
Profiili, GA 81 58 1 1 1 1 1 629,7
Profiili, [2] 1 83 1 1 1 4 1 634,6
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2 900 A
a
8 goo &
E
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500 i ; ; ; 1 . . ; ;
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Kuva 4. Kohdefunktion arvon kehittyminen optimoinnin kuluessa esimerkkiongelmassa 1.
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Taulukon 2 perusteella nidhdéddn, ettd geneettiselld algoritmilla onnistuttiin 18ytiméin parempi
tulos kuin mitd kéytettdvissd oleva vertailuratkaisu on. Kuvan 4 perusteella voidaan puolestaan
todeta, ettd kohdefunktion kehitys on nopeinta ensimmdisten sukupolvien aikana ja se tasaantuu
loppua kohden. Tamai on melko tyypillistd geneettisen algoritmin kohdalla.

ESIMERKKIONGELMA 2

Toisena esimerkkiongelmana on kuvan 5 mukainen 26 palkin avaruuskeha. Jilleen minimoidaan
kehin massaa rajoitusehtojen huolehtiessa, ettei VVEH:n mukainen vertailujinnitys kasva missién
kohdin suuremmaksi kuin suurin sallittu arvo o™ =237 MPa, kehén yksittdiset palkit tai koko
kehd ei menetd stabiilisuuttaan varmuudella N, =Ny =3 ja kehdn kaikki ominaistaajuudet f;

pysyvit pois kielletyltd valiltd 38 Hz < f; <42 Hz .

Optimoinnissa mahdollisia palkkikokoja ovat esimerkkiongelman 1 tapaan kaijkki 84 Rautaruukin
suositussarjan suorakaiteen muotoista profiilia [4]. Palkit on sijoitettu mallissa niin péin, etti
pystysuorien palkkien (1, 2, 3, 4, 9, 10, 11, 12, 18 ja 21) kuvan 3 mukainen y-akseli on globaalin
y-akselin suuntainen, vaakasuorien palkkien (5, 6, 7, 8, 13, 14, 15, 16, 23, 24, 25 ja 26) y-akseli on
globaalin z-akselin suuntainen ja vinossa olevien palkkien (17, 19, 20, 22) y-akseli on globaalin yz-
tason suuntainen.

h
3
& 2L
23 26 >
= 24 F
( 17 2 21
19
- A T
15
4 14 L=4m
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5 of 12 's F=20000 N
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3 7
L 1 4 2 3 y
Fd / L
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Kuva 5. Esimerkkiongelman 2 putkipalkkikehd.

Myds jannitysrajoitusehtojen osalta kéytetddn samaa ldhestymistapaa kuin esimerkkiongelmassa 1
eli pakotetaan vertailujinnitys kunkin elementin alku- ja loppupoikkileikkauksen ulkoreunalla
kahdeksassa eri pisteessd enintdéin o™ :n suuruiseksi. Talloin voidaan olla varmoja, ettd
vertailujdnnitys ei ylitd suurinta sallittua arvoa, joskin jannitysrajoitusehtoja tulee kaikkiaan 416
kpl. Nurjahdusrajoitusehtoja on yksi kutakin palkkia kohden ja ominaistaajuusrajoituksia 2 kutakin
tuntematonta FEM-mallin vapausastetta kohden eli yhteensa 144 kpl.



Standardimuodossa esimerkkiongelma 2 on
min W (x)

o (x)

O.max

-1<0 i=12,...,416

_Nble(x)_lgg i=12,...,26
P, (x)

1—-)“‘“—(")50 . (11)
be

l—f"—(}.K)SO i=12,..72
fmm

_f_ii’Q-lso i=1,2,...72
fmax

xe X, Xy, - X7 }

Kiypien ja epikiypien ratkaisukandidaattien lukuméra on télld kertaa 7 = 84% kpl.

Taulukko 3.  Esimerkkiongelmassa 2 geneettiselld algoritmilla 16ydetty ratkaisu.

Massa 1372,8 kg
Palkki 1. 2. 3. 4. 5. 6. 7. 8. 9. 10. 11, 12, 13,
Profiili 8 53 32 61 1 63 8 74 1 13 63 13 7
Palkki 14. 15. 16. 17. 18. 19. 20. 21. 22. 23. 24. 25. 26
Profiili 4 38 17 5 11 21 5 51 47 14 13 1 17
2600 T T 1 T T T T T T
2400 4
._.2200 .
2
Ezooo -
é 1800 =
1600 o]
1400 - -4 r .I‘ II!‘ l : \_:
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Kuva 5. Kohdefunktion arvon kehittyminen optimoinnin kuluessa esimerkkiongelmassa 2.

Esimerkkiongelmassa 2 kehin massan kehitys ei hidastu optimoinnin kuluessa yhté paljon kuin
ensimmaisessd esimerkissi. Jos sukupolvien misrdd olisi lisdtty, olisi todennékdisesti saavutettu
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my06s parempi tulos. Taulukon 3 tuloksista voidaan todeta, ettid kdytinndssd ei ole mahdollista
hyvéiksyd rakennetta, jossa ldhes kaikki palkit olisivat keskendin erilaisia. Télléin joudutaan
asettamaan lisérajoitusehtoja, jotka pakottavat esimerkiksi pystypalkit keskendin samanlaisiksi.
Tama ei kuitenkaan tuo optimointiin varsinaisesti mitdsn uutta.

YHTEENVETO

Optimointi on hyvin luonnollinen jatke kantavien rakenteiden tietokoneavusteiselle analysoinnille.
Suunnittelijan ei kannata tyytyd pelkdstidfin muutaman vaihtoehdon keskindiseen vertailuun FEM-
laskelmien perusteella. Tietokoneiden kasvava laskentakapasiteetti ja kehittyvdt optimointi-
algoritmit mahdollistavat yh& suurempien ongelmien ratkaisemisen kohtuullisessa ajassa.
Nykytilaan johtanut kehitys on tapahtunut melko lyhyesséd ajassa, eikéd ole mitd4n syytd uskoa,
etteik® samanlainen kehitys olisi todenn#kéistd myds tulevaisuudessa.

Putkipalkkikehin massan minimointiongelmassa on mahdollista valita geneettisti algoritmia
kiytettdessd monenlaisia rajoitusehtoja ilman, ettdi niiden epéjatkuvuuteen, epilineaarisuuteen tai
derivoitumattomuuteen tarvitsee kiinnittds huomiota. Algoritmia kéytettdessd riittds, ettd osataan
laskea kohdefunktion ja rajoitusehtojen arvot halutussa suunnitteluavaruuden pisteessa.

Tarvittava FEM-analyysien suuri m##drd saattaa nousta ongelmaksi suurempien kehien
optimoinnissa. Mikdli yksi analyysi ja kohdefunktion sekd rajoitusehtojen arvojen laskeminen
kestdd muutamaa kymmentd sekuntia kauemmin, tulee kokonaislaskenta-aika pitkédksi. Kohde-
funktion ja rajoitusehtojen arvot tiytyy tyypillisesti laskea optimoinnin kuluessa tuhansia kertoja.
Lisdksi sama tehtdva olisi hyvé ratkaista useampaan kertaan, silld GA on stokastinen menetelmi ja
saattaa siten antaa huonolla tuurilla ensimmaéiselld optimointikerralla heikon tuloksen.

Geneettistd algoritmia kiytettidessd ei tiedetd, onko tuloksena saatava keh#d optimointiongelman
optimiratkaisu. Jos se ei ole paras mahdollinen ratkaisu ongelmaan, ei ole my&skdin olemassa
yksinkertaista keinoa selvittdd, miten kaukana 16ydetty ratkaisu on todellisesta optimista. Toisaalta
geneettiselld algoritmilla on mahdollista 16ytdd jonkinlainen ratkaisu jo suhteellisen pienelld
laskentaty6lld, mikd on arvokas ominaisuus.

Geneettinen algoritmi ndyttdisi olevan kiyttSkelpoinen menetelmi esimerkkiongelmien kaltaisten
putkipalkkikehien optimoinnissa. Silld on toki puutteensa, mutta my6s selvit edut.

LAHTEET

[11 Goldberg D. E. 1989. Genetic Algorithms in Search, Optimization, and Machine Learning.
Addison Wesley publishing company.

[2] Jalkanen J. 2003. Space frame optimization using continuous solution and simulated
annealing. Teoksessa Jarmai K., Farkas, J. (toimittajat) Metal Structures: Design,
Fabrication, Economy. Proceedings of the International Conference on Metal Structures
3.-5.4.2003 Miskolc, Unkari.

[3] Michalewicz Z. 1994. Genetic Algorithms + Data Structures = Evolution Programs.
Springer-Verlag.

[4] Rautaruukki Metform 1997. Rautaruukin putkipalkkikiisikirja. Himeenlinna.
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THOVISTELMA

Tdmén artikkelin ideana on laajentaa ristikoiden topologian optimointia tasokehirakenteisiin.
Optimointitehtdvissd kdytetddn kahdentyyppisid diskreettejd suunnittelumuuttujia, joiden avulla
tasokehidrakenteelle pyritd4n valitsemaan paras mahdollinen topologia ja mitoitus. Optimointiteh-
tavd on diskreetti ja monitavoitteinen. Aluksi monitavoitteinen optimointitehtdvd muunnetaan
sarjaksi yksitavoitteisia tehtédvid, jotka ratkaistaan hybridimenetelmilld. Siind kiytetdsin sekd heu-
ristista evoluutiostrategiaa ettd kohdefunktion ja rajoitusehtojen gradientteja kiyttdvia MMA- ja
branch and bound algoritmeja.

JOHDANTO

Rakenteiden topologian optimoinnin ldhttkohtana on yleensd perusrakenne, joka sisiltdd kaiken
mahdollisen materiaalin seki rakenteen kuormituksen ja tuennan [1]. Topologian optimointi jae-
taan usein yleiseen muodon optimointiin ja layout-optimointiin. Yleisessd muodon optimoinnissa
perusrakenteena on levy- tai solidirakenne, joka on jaettu pienempiin osiin. Suunnittelumuuttujalla
péadtetddn, tiytetdanko yksittdinen osa materiaalilla vai ei, joten suunnittelumuuttujat ovat binéri-
muuttujia ja lopputuloksena saadaan seki rakenteen topologia ettd karkea hahmotelma optimaali-
sesta muodosta. Tyypillisid tehtivin ratkaisustrategioita ovat erilaiset relaksointimenetelmit [1],
[2], duaalioptimointialgoritmit [3] tai erilaiset heuristiset algoritmit, kuten esimerkiksi ESO-
algoritmi [4].

Toinen topologian optimoinnin haara, layout-optimointi, kasittelee ristikoiden ja kehien topolo-
gian optimointia. Perusrakenne sisaltdd kaikki mahdolliset sauvat tai palkit ja suunnittelumuuttu-
jilla péidtetddn yksittdisen perusrakenteen osan kohtalosta, joten myds layout-optimointitehtdva on
diskreetti. Yleensd testiesimerkit ovat olleet ristikoita, jolloin suunnittelumuuttujina usein kiyte-
tdan sauvojen poikkipinta-aloja. Esimerkkeji ristikon topologian optimoinnista 16ytyy mm. 1dh-
teistd [1] ja [S].

Tidssd tutkimuksessa topologian optimointia laajennetaan tasoristikoista tasokehérakenteisiin
siten, ettd jokaiselle perusrakenteen osalle on kolme vaihtoehtoa: osan poisto sekd sauva tai palkki.
Sauvalle ei synny taivutusmomenttia, joten se on kiinnitetty molemmista piistddn nivelilld. Sallit-
tuja kuormituksia ovat pistevoimat rakenteen solmuille ja tasainen kuormitus perusrakenteen
osalle. Jos kéytetddn tasaista kuormitusta, kyseisen osan on oltava palkki.

Topologian lisidksi tehtdvissd haetaan optimaalisia palkkiprofiileja valitulle topologialle. Profii-
lit valitaan diskreetistd joukosta, joten niiden lukuméirs on rajallinen. Tehtidvéssd kidytetddn kahta
diskreettid suunnittelumuuttujaa, joista toisella valitaan rakenneosan topologia ja toisella palkki-
tai sauvaprofiili.
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MONITAVOITTEINEN OPTIMOINTITEHTAVA

Optimointitehtdvini on minimoida rakenteen massa sekd ennalta valitut solmusiirtymékomponen-
tit, kun rakenteen osien normaalijinnityksii ja stabiilisuuden nurjahduskuormituskerrointa kiyte-
tidn rajoitusehtoina. Rakenne analysoidaan elementtimenetelmilld. Laskentamallissa jokainen
rakenneosa mallinnetaan yhdelld palkki- tai sauvaelementilld, jolloin solmusiirtymét ja -voimat
voidaan laskea tarkasti. Kéyttimilld tasaiselle kuormitukselle yksityisratkaisua myos normaalijén-
nitykset saadaan tarkkoina. Stabiilisuusrajoitusehdossa kéytettivd nurjahduskuormituskerroin
lasketaan ominaisarvotehtivistd, mutta timin suureen tarkkuus on kehnohko, jos rakenteen palkit
tai sauvat mallinnetaan vain yhdelld elementilld. Niinpd ominaisarvotehtivéin jaykkyysmatriisit
muodostetaan kiyttimilld elementtid, jossa interpolointifunktion asteluku on korotettu kolmesta
neljdsn. Toinen vaihtoehto on mallintaa kukin palkki tai sauva useammalla palkkielementilla.
Optimointitehtidvé on

min[m 8, ... ]
Omax SO0y

Az

b, €{0,1,2}

s,-e{l,2,...,np}, i=12,...,n

1)

missd m on rakenteen massa, §; on solmusiirtymakomponentti, ¢, rakenteen suurin normaali-
jinnitys, ¢, normaalijinnityksen suurin sallittu arvo, A nurjahduskuormituskerroin ja A, sen
alaraja. Suunnittelumuuttujista topologiamuuttujaa merkitaéin symbolilla p, ja mitoitusmuuttujaa
s;. Perusrakenteessa oletetaan olevan n osaa ja erilaisten profiilien lukumérd on - Samoja pro-

fiileja kéytetddn sekd sauvoille ettd palkeille.

Optimointitehtivén (1) ratkaisut ovat Pareto-optimeja. Vektori X on Pareto-optimaalinen, jos ei
16ydy kidyp#di suunnittelumuuttujavektoria X, joka parantaa jonkin kriteerin arvoa aiheuttamatta
samanaikaisesti jonkin toisen kriteerin arvon heikkenemisen. Vastaavasti vektori X on heikosti
Pareto-optimaalinen, jos ei ole olemassa kédypai vektoria x, joka samanaikaisesti parantaa kaikkien
kriteerien arvoja. On selvidd, ettd kaikki Pareto-optimaaliset pisteet ovat myds heikosti Pareto-
optimaalisia.

Lihteessi [6] on esitetty menetelmi, jossa optimointiongelma (1) muutetaan kaksitavoitteiseksi
ongelmaksi

min[m AJ'

Omax SOy

Az &
b, €{0,12}

s €{l2,.m}, i=12,...n

missd solmusiirtymét on korvattu niiden painotetulla summalla

A=w8, +w,8, +...+W,5,. ©)]
Tehtivin (2) optimiratkaisut ovat alkuperiisen tehtivin Pareto-optimeja, mutta kaikkia tehtivin
(1) Pareto-optimeja ei vilttiméttd 16ydetd tehtivian (2) avulla. Tehtivi (2) ratkaistaan rajoitusme-

netelmai {7] kayttden, jolloin monitavoitteinen optimointitehtdvd muunnetaan yksitavoitteiseksi
optimointitehtavaksi



min A

msmy

O max SOy @
A2A,

b; {0,1,2}

s e{l2,ny} i=12,...n

missd massan yldrajaa m ; kdytetd4n parametrind. Tehtdvin (4) ratkaisut ovat tehtivin (1) heikosti
Pareto-optimaalisia pisteiti.

OPTIMOINTITEHTA VAN RATKAISUMENETELMA

Lihteessé [8] on esitelty perusideat kolmesta eri ratkaisumenetelmisti, jotka ovat: suora menetel-
md, hybridimenetelma ja relaksointimenetelmé. Suorassa menetelméssd kaikki suunnittelumuuttu-
jit pidetédn diskreetteind. Hybridimenetelmissé topologiamuuttujat pidetiin diskreetteind mutta
mitoitusmuuttujat relaksoidaan jatkuviksi. Relaksointimenetelmissi seki topologia- ettd mitoitus-
muuttujat relaksoidaan jatkuviksi.

Téssd tutkimuksessa optimointitehtdvin (4) ratkaisuun kiytetdsin hybridimenetelmii. Menetel-
mén keskeinen idea on etsid perusrakenteelle paras mahdollinen topologia kéyttiden optimointial-
goritmina geneettisen algoritmin muunnosta, jota tissd esityksessd kutsutaan evoluutiostrategiaksi.
Erilaisia topologioita tulisi vertailla parhailla mahdollisilla palkkiprofiileilla eli jokaisen topologi-
an tutkiminen siséltdd periaatteessa diskreetin optimointiongelman. Tdssd vaiheessa ongelmaa
kuitenkin yksinkertaistetaan tyytymailld jatkuvan optimoinnin antamaan tulokseen, joka useimmi-
ten antaa erilaisille topologioille oikean paremmuusjirjestyksen. Jatkuva tehtivi ratkaistaan
MMA-algoritmilla [9]. Kun paras topologia on Idydetty, mitoitusmuuttujille etsitisn diskreetit
arvot kéyttden branch and bound algoritmia. Hybridimenetelmin lohkokaavio on esitetty kuvassa
1.

=
=

Evoluutio- Jatkuva
strategia optimointi
MMA:Ha

=

==

b [b

Mechanismi

i

Esikasittelij

Kinemattisesti kaypa

i

Branch and
Bound

b

; ~
1s
Kuva 1. Hybridimenetelmiin lohkokaavio

Yleensd topologian optimoinnissa rakenneosan poisto tehddsn kiyttimalld pienid poikkipin-
tasuureiden arvoja, mutta tdssd tutkimuksessa mallinnetaan todellinen rakenne eli, jos topolo-
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giamuuttujien arvot kertovat, ettd jokin rakenneosa pitiisi poistaa, se todellakin poistetaan lasken-
tamallista. Menetelmén hyotynd on laskentamallin pieneneminen. Toisaalta on mahdollista, etti
rakenteesta tulee mekanismi, jolloin ei voida laskea siirtymié, jinnityksid eikd optimoida mitoi-
tusmuuttujien arvoja. Tdmé ongelma on ratkaistu kéyttdmélld mekanismi rakenteiden kohdefunk-
tiolle ja pahiten rikkovalle rajoitusehdolle suurehkoja vakioarvoja.

Evoluutiostrategiassa kiytetdsin jérjestysvalintaa, jossa paremmuusjdrjestykseen asettaminen
perustuu kahden rakenteen vertailuun. Jos molemmat ovat kdypié tai niilld on suunnilleen yhti
suuri pahiten rikkovan rajoitusehdon arvo, niin rakenteiden keskiniisen jirjestyksen ratkaisee
kohdefunktion arvo. Jos taas toisella on selvésti pienempi pahiten rikkovan rajoitusehdon arvo,
niin se on parempi.

Seuraavaksi esitellddn mitoitusmuuttujien relaksointia. Kustakin palkkiprofiilista tarvitaan kol-
me suuretta: poikkipinta-ala A, neliomomentti I ja korkeus h. Sauvalle korkeutta ei tarvita. Kiy-
tettdvisséd olevat profiilit jirjestetdéin poikkipinta-alan mukaiseen suuruusjérjestykseen ja titd jar-
jestysnumeroa kaytetdsn diskreettind mitoitusmuuttujan arvona. Relaksoinnissa kullekin suureelle
(A, I ja h) tehdéddn oma kuutiosplinikdyré, jolloin kullekin pintasuureelle saadaan jatkuva ja deri-
voituva kdyrd vilille 1<s<n p Naitd kdyrid ja niiden derivaattoja kdytetddn mitoitusmuuttujien
optimoinnissa.

On selvid, ettd kiyrien arvot eivit saa olla mielivaltaisia. Kunkin suureen arvon on oltava posi-
tiivinen. Lisdksi neliomomentin ylidraja saadaan keskittimalld poikkipinta-alat korkeuksille +#,
jolloin pintasuureiden vilttdiméattomiksi ehdoiksi saadaan

A>0

I1>0 (5)
h>0

AR?14>1

Yksinkertaisella I-profiililla on varsin helppo todeta, ettd ylla olevat ehdot ovat myos riittdvit eli
jokaiselle ehdot (5) toteuttavalle pisteelle voidaan esittds ainakin yksi palkkiprofiili. Azritapauk-
sissa namd "profiilit” eivét kuitenkaan endi ole palkkeja eiké niitd voi laskea palkkiteorialla.

Splinikdyramallinnus onnistuu parhaiten, jos kdytettédvat palkkiprofiilit ovat samankaltaisia ja ne
ovat selvisti erikokoisia, jolloin pintasuureiden splinikdyrét ovat siistejd. Negatiiviset pintasuurei-
den arvot ovat mahdollisia, jos esimerkiksi yhdistetddn putkipalkki- ja I-profiileja. T4llin hybri-
dimenetelm&i ei voi kayttdd. Myos splinikdyrien lokaalit minimi- tai maksimipisteet aiheuttavat
hankaluuksia.

ESIMERKKI

Esimerkkinid kdytetd4n kuvan 2 perusrakennetta, jossa on 21 osaa. Niisti kolmea kuormitetaan
tasaisella kuormalla, joten topologiamuuttujien lukumazri on 18 ja mitoitusmuuttujien 21. Materi-
aalina kéytetdan terastd E=205 GPa, o; =170 MPa ja p = 7850kg/m’. Pituus L =2 m, tasainen
viivakuorma ¢ =30 kN/m ja kuormituskertoimen alaraja A,=2,5. Rakenteen omaa painoa ei
huomioida kuormituksissa.

Kuvaan on merkitty pisteet A, B ja C. Naiden pisteiden siirtymien pystykomponentit ovat koh-
defunktion solmusiirtymid §,, 65 ja 8., joiden positiivinen suunta oletetaan olevan alaspiin.

Kaavan (3) painokertoimia merkiti4n vastaavasti symboleilla w, , wy ja w;.
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Kuva 2. Testiesimerkin perusrakenne

Valittavissa olevat palkki- ja sauvaprofiilit ovat nelidputkia ja niiden ominaisuudet esitetiizin
taulukossa 1. Profiilin nimi kertoo sen ulkomitat ja seiniménpaksuuden.

Taulukko 1. Kiytettévit palkki- ja sauvaprofiilit [10]

Nimi A/(10°mm?) 1/(10°mm*) h/ mm
1 40%x40/2 0,294 0,0694 40
2 50 x 50/2 0,374 0,1415 50
3 60 x 60/2.5 0,559 0,3034 60
4 70x 70/ 2,5 0,659 0,4941 70
5 80 x 80/ 2,5 0,759 0,7515 80
6 90x90/2,5 0,859 1,086 90
7 100 x 100/2,5 0,959 1,506 100
8 110 x 110/ 3 1,261 2,383 110
9 120 x 120/3 1,381 3,123 120
10 140 x 140/ 4 2,135 6,516 140
11 150 x 150/ 4 2,295 8,080 150
12 160 x 160/ 5 3,036 12,02 160
13 180 x 180/5 3,436 17,37 180
14 200x 200/5 3,836 24,10 200

Aluksi lasketaan kevein rakenne, joka toteuttaa jdnnitys- ja stabiilisuusrajoitusehdot. Pienim-
méksi massan arvoksi saadaan m = 203,1 kg. Tdm4 rakenne on esitetty kuvassa 3. Rakennekuvissa
palkki on esitetty paksulla viivalla ja sauva ohuella. Valittu profiili on merkitty kuvaan ulkomital-

laan. :

140

Kuva 3. Massan minimi

Seuraavaksi ryhdytdén ratkaisemaan optimointitehtivis (4). Muodostetaan ensimméinen siirty-
misumma A, kiyttden yhtd suuria painokertoimien arvoja w, =w, = we =1/3. Tilld kohde-
funktiolla lasketaan kolme eri pistettd: kiyttden massarajoituksia 400 kg ja 600 kg sekd ilman
massarajoitusta. Saadut rakenteet on esitetty kuvassa 4 ja rakenteiden tiedot taulukossa 2.
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Massarajoitus 400 kg Massarajoitus 600 kg

<4 200 150 140 200 200
140
140 100
50 100
200 120

Ei massarajoitusehtoa
v/ Kaikki profiifit 200

140

Kuva 4. Parhaat rakenteet, kun kohdefunktiona kéytetééin siirtymédsummaa A, .

Toisessa solmusiirtymien summassa A, halutaan painottaa enemmén pistettd C, jolloin paino-
kertoimiksi valitaan w, =0,1, w; =0,3 ja w, =0,6. Tillekin siirtymédsummalle optimoidaan
parhaat rakenteet sekd ilman massarajoitusehtoa ettd kdyttdimalld massarajoituksia 400 kg ja 600
kg. Rakenteet esitetiéin kuvassa 5 ja niiden ominaisuudet taulukossa 2.

Massarajoitus 400 kg Massarajoitus 600 kg
w4 200 150 140 27 200 200 140
120
50 120 120 120 140
200 150 200 200

Ei massarajoitusehtoa

:/% Kaikki profiilit 200

Kuva 5. Parhaat rakenteet, kun kohdefunktiona kiytetdén toista siirtymdsummaa A, .

Kolmanneksi siirtymdsummaksi valitaan pisteen C pystysiirtymé4, joten painokertoimet ovat
w, =wg =0, w, =1. Jélleen lasketaan siirtymén minimi ilman massarajoitusta sekd massarajoi-
tuksilla 400 kg ja 600 kg. Parhaat rakenteet on esitetty kuvassa 6 ja rakenteiden ominaisuudet
taulukossa 2.



Massarajoitus 400 kg Massarajoitus 600 kg
200 140 140 200 200 140
Q0 160
200

200

200 60
Ei massarajoitusehtoa

200 140

200

200

200

200

Kuva 6. Parhaat rakenteet, kun kohdefunktiona on pisteen C pystysiirtyma

Taulukko 2. Optimoitujen rakenteiden ominaisuuksia. Minimoidut suureet on esitetty lihavoituina.

. Al A2 A3

m/kg | 203,1 | 400.0 | 599,0 | 1802 | 399.6 | 600,0 | 1412 | 399,4 | 600,0 | 1033
5,/mm | 3,266 | 1,430 | 0,9264|0,7052| 1,465 | 1,515 | 0,8362 | 3,200 | 3,615 | 3,369
5,/mm | 9,805 | 3,541 | 2,842 | 1,770 | 4,381 | 3,191 | 2,050 | 9,255 | 5,274 | 3,902
S./mm | 14,01 | 5815 | 4,089 | 2,855 | 5241 | 3,521 | 2,655 | 4,512 | 2,971 | 2,351
A/mm | 903 | 3,60 | 2,62 | 1,78 | 3,70 | 2,74 | 1.85 | 566 | 395 | 321
Ajmm | 117 | 4,69 | 3,40 | 231 | 4,61 | 322 | 2,29 | 580 | 3,73 | 2,92
AJmm | 140 | 582 | 409 | 2,86 | 524 | 3,52 | 2,66 | 4,51 | 2,97 | 2,35

2 255 | 3,70 | 50,3 | 145 | 8,41 | 364 | 86,3 | 2,55 | 2,57 | 2,77

Topologian optimoinnin vaikutuksen selvittimiseksi etsitd4n parhaat mahdolliset palkkiprofiilit,
kun kaikkia kolmea siirtymidsummaa minimoidaan massarajoituksilla 400 kg ja 600 kg kiyttden
kuvassa 7 esitettyd kiintedi topologiaa. Tulokset esitetiin taulukossa 3.

Fs,

Kuva 7. Vertailutopologia

Taulukko 3. Vertailutopologialla saadut siirtymésummien arvot

m < 400 kg m< 600 kg
A,/mm 3,61 (+0,3 %) 2,67 (+1,9 %)
A,/mm 4,67 (+1,3 %) 3,46 (+7.5 %)
A,/mm 5,21 (+16 %) 4,11 (+38%)
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Tuloksista ndhdién, ettd rakenteen topologia muuttuu, jos joko massarajoituksen arvoa tai koh-
defunktiona olevan siirtymidsumman painokertoimia muutetaan. Toinen mielenkiintoinen havainto
on, ettd kaikissa topologioissa on kiytetty sekd palkkeja ettd sauvoja. Jossain méérin yll4ttéavas on
myos, ettd solmusiirtymien minimeissé ei ole kiytetty kaikki mahdollisia palkkeja, mikd ainakin
tissi esimerkissé osoittaa vidraksi lisddmélld rautaa siirtymét pieneneviit —uskomuksen. Jos jokai-
nen perusrakenteen osa valitaan palkiksi ja kiytetddn suurinta profiilia, niin rakenteen massaksi
saadaan 1972 kg ja solmusiirtymiksi & , =0,7015 mm, 5 =1,714mm ja §, = 2,928 mm. Naistd
siirtymdsummiksi saadaan A, =1,781 mm ja A, =2,341 mm, jotka ovat taulukossa 2 esitettyjd
arvoja suurempia. Vastaavasti tutkittaessa vertailutopologialla saatuja tuloksia havaitaan, ettd ero
parhaisiin tuloksiin kasvaa, kun pisteen C pystysiirtymén painotusta lisdtd4n.

Kuvassa 8. esitell4in optimointiprosessin etenemistd piirtamallad kullakin hetkelld paras tunnettu
topologia. Taipuman arvot saatu jatkuvilla poikkipintamuuttujien arvoilla ja O:nnen sukupolven
topologiat on luotu arpomalla. Kuvan esimerkkini kiytetdin solmun C pystysiirtymén minimointia
massarajoituksella 600 kg.

Sukupolvi0, 6. =4,28 mm

Sukupolvi62, 6, =2,95565mm

% l\/

Kuva 8. Paras tunnettu topologia optimoinnin edetessi
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THE 3D DISPLACEMENT ANALYSIS OF PLAVINAS HYDRO POWER PLANT

POWERHOUSE AND 2D STRESS AND STABILITY ANALYSIS

PENTTI VARPASUO
Fortum Nuclear Services Ltd.
POB 10, 00048 FORTUM

ABSTRACT

This paper reports the research conducted in framework of the rehabilitation project of Plavinas
hydropower plant complex in Daugava river cascade in Latvija. The aim of the current task is to model
the bitumen filled joints of the Plavinas powerhouse element model with the aid of gap elements and
analyse the obtained model for load conditions beginning from the impounding of the upper reservoir
of the dam and extending to the current state of the dam - powerhouse complex. In particular, the joint
deformations and powerhouse settlements are calculated as of the status of the plant in the year1967
and in the yesr1998. Furhermore, the joint deformations and machine house settlements of the plant are
calculated in the state where design improvements in drainage wells and soil stabilation measures
have taken place.

The results of stability analysis are the safety coefficients of the powerhouse complex against the soil
failure either in sliding or in overturning mode. The safety is evaluated by by increasing the load
proportionally until the deformation in soil indicate the imminence of the failure.

The 3D analysis results are presented in the form of color plots and animations (video clips) for joint
movements and for machine house settlements.

1. INTRODUCTION

This report describes the modeling and computational analyses of the powerhouse —soil system of
Plavinas HHP. For camrying out 2d analyses of the powerhouse - soil system different program
containing various version of Cam-Clay model were utilized. Following four codes were used:
GeoFEAP [1], FLAC [2], MSC/MARC [3] and ABAQUS [4].

2. SOIL MODELING
2.1 Geometry of the 2d model

The 2d model model was chosen to correspond to the deep section according to the Imperial College
report [5]. The origin of the system of coordinates has been chosen to lie at elevation +0.00 on the
middle axis of the powerhouse. The bottom boundary of the model lies at depth of —27.00. The model
is divided in two soil layers. The dividing line between these two soil layers is located at elevation
+0.00. The upper edge of the soil part of the model is in the upstream side at elevation +30.00 and at
the downstream side at elevation +23.00. The upper edge of the soil part of the model has a 16 meters
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long and 4 meters deep triangular recess adjoining the powerhouse in the downstream side. The width
of the powerhouse in the model is 40 meters. The width of the heel of power house in the model is 65
meters and the width of the apron plate is 40 meters. The width of downstream apron in the model is
142 meters. The total width of the model is 352 meters. The bottom soil layer below elevation +0.00
has quadrilateral elements from 1 to 375. The upper soil layer below elevation +30.00 has elements
from 376 to 910. The powerhouse and apron plates have elements from 911 to 1063.

The location of the ‘deep section’ is shown as section B-B in the following Figure 1:

B« Ce-
! —rﬁumwm{mhlo:h
e @ Fi : LB
P - : 10
8 eot0 e
.‘.‘ - e S——
b7 Y
W - .
\ A ;
. > ~ Rock 1}
e D W -~ e A — . L
‘:_ o i 1
B 1

B e C wi

Figure 1 The location of the 2d model section in the longitudinal section of the powerhouse

3. ABAQUS ANALYSES

All ABAQUS analyses were carried out in Silicon Graphics Indigo-2 workstation with R10000
processor. The cam-clay formulation in ABAQUS [6] will be presented in following sections.

3.1. Formulation of cam-clay constitutive model in ABAQUS

The effective stress principle for porous media is used in ABAQUS to derive the equilibrium
equations. The total stress, s, acting at a point is assumed to be made up of the fluid pressure, called in
ABAQUS the pressure stress, and of the effective stress s* in soil skeleton.

The effective stress is defined by
)] 6* =6+ yuul

where ¥, is the coefficient that depends on saturation and u,, pressure stress in fluid.

To measure the pore content of the medium ABAQUS the void ratio instead of porosity. The relation
between void ratio and porosity is as follows €= n/(1-n), where ¢ is void ratio and n is porosity. The
volumetric behaviour of the porous soil material is modelled by assuming that the elastic part of the
change in volume of the material is proportional to the logarithm of the pressure stress

(2) (</(1+eo))In[(potp Y (pt pi)] = T -1
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where K is the logarithmic bulk modulus of the material, ¢, is the initial void ratio, p is the equivalent
pressure stress defined by

(3) p=-13tr 6=-(1/3) (611 + G2, +022)

po is the initial value of equivalent pressure stress; J° is the elastic part of the volume ratio between
current and reference configurations and p’ is the “elastic tensile strength” of the material in the sense
that J* approaches infinity as p approaches —p; °.

In addition to the logarithmic bulk modulus Poisson’s ratio or shear modulus can be given to specify
the instantaneous elastic response of the soil medium.

The porous elasticity model in ABAQUS is coupled with the critical state clay plasticity model. The
clay plasticity model provided in ABAQUS id an extension of the Modified Cam-Clay model
presented in previous sections. The inelastic behaviour of the material is described by a yield function,
which depends on the three stress in variants of the material, an associated flow rule define the plastic
strain state, and a strain hardening theory that changes the size of the yield surface according to
inelastic volumetric strain. The hardening law can be either piecewise linear or exponential. The
equation of the yield surface in the model is as follows:

(4 (1B3(p/a) ~1)* + ¥M/a)’ -1=0

where p =-1/3 tr ¢ is the equivalent pressure stress ; =(1/2) q [1+1/K —(1-1/K)(r/q)’]; q = is the von
Mises stress; r = is the third invariant of the stress tensor; M is the slope of the critical state line, B is
“cap” size parameter ( see Figure 14); a, is the hardening parameter defining the initial size of the yield
surface; K is the triangular shape parameter describing the shape of yield surface in the octahedral
plane ( see Figure 15). The meaning of parameters a, , P is best described by the following two

Figures:
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] ) ) Figure 3 Clay yield surface in octahedral plane
F l,gure 2. Clay yield surfaces in the p-t plane of principal stress coordinates with two values of
with two values of the cap parameter B the triangular shape parameter K

The hardening law in ABAQUS clay model can be either exponential or piecevwise linear. The
exponential form of the hardening law is formulated with the aid of the parameters defining porous
elasticity and can therefore used only in conjunction with porous elasticity option. The size of the yield
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surface at any time is determined by the initial value of the hardening parameter a; and the amount of
ineleatic volume change that occurs according to the equation

® a = ag exp[ (1+eo)(1-F)/(A-xI%)]

where J° is the inelastic volume change, k is the logarithmic bulk modulus, A is the logarithmic
hardening constant, € is the initial void ratio. Instead of parameter a, explained in Figure 14 the initial
size of the yield surface in ABAQUS can be specified with intercept parameter e, , which is the
intercept of the virgin consolidation line with the void ratio axis. The relationship between a4 and ¢,
parameters is as follows:

©) 20=(12)expl(e; <o~ X In po)/(A-)]

where pg the is the initial value of equivalent hydrostatic pressure given by the initial field of excess
pore pressures.

At least two experiments are needed to calibrate the ABAQUS cam-clay model: a hydrostatic
compression test and a triaxial compression test. In hydrostatic compression test the sample is
pressurized equally in all three directions and the volume change is recorded. The onset of yielding in
hydrostatic compression test gives the initial position of the yield surface, a;. The logarithmic bulk
moduli x and A are recorded in hydrostatic compression test by plotting the logarithm of pressure
versus void ratio, The void ratio is related to measured volume change by equation

(7 J = exp (&) = (1+e)/(1+eo)

The slope obtained for elastic range is -k and the slope obtained for inelastic range is -A. The tri-axial
compression test has a fixed confining pressure while differential stress is applied. The tri-axial

compression is suitable for calibration of parameter M and B. M is the ratio of shear stress q to the
pressure stress p at critical state and can be obtained from stress values when the material has become

perfectly plastic. B represents the curvature of the cap part of the yield surface and can be calibrated
from a number of tri-axial tests at high confining pressures.

3.2. Application of the ABAQUS Cam-clay model

To define ABAQUS cam-clay model the following material parameters were applied to both soil
layers in 2d model:

Density = 0.0023 Gg/m3,x =0.03, v =0.3, =0.3, M=1.3,¢, = 1.293,p=1,K=1, €, =0.348 and the initial
hydrostatic pressure of 6y = 6y,= G, = -0.5 MPa was applied to all soil elements in the model. The
obtained vertical displacement plot in meters is presented in Figure 4.

468



MADFATRAN Vartits § 0 S5007 480 39
Frioge amet, vpirn Mgy Torsd im0 Oebatrica’sat. LIGAN oo N N4 ATH R U] DY) M

RS
Iwid? Frge
Was 1003 @
M < Bt S YAt

Figure 4. The vertical diplacements computed by ABAQUS 2d model. Units [m].

4.3D ANALYSES

The geometry of the 3D model reported here is based on 3D model developed in Hydroproject and
described in reference [7]. The original data transfer consisted of following items: (1) The table of
nodal coordinates of the model consisting of 67674 nodal points and calculated piezometric heads at
nodal points corresponding years 1967 and 1998; (2) The connectivity table for 46203 8-node solid
elements and their material code; (3) The table explaining the meaning of material code, (4) Table
assigning properties to virgin soil materials with codes 1-20. In addition to these data also the
following results of the triaxial soil test on reconstituted samples were transferred.

The 7 material parameters characterizing the cam-clay model in ABAQUS were given for various soil
types as follows:

No X v A M e B K
1 006 | 0303 | 13] 1293 | 10/ 1.0

2 006 | 031 03| 13| 129310 1.0
3 006 | 0303 |13 ] 1293 | 10| 1.0
420 | 003 | 03| 03| 13| 1293 ]| 10| 1.0

Table 1 Cam-Clay material parametrs used in ABAQUS 3d analysis

469



Four different analyses were carried out. The first analysis used the excess pore pressures computed by
the seepage model of the Hydroproject and decreased the volume weight of the soil under the phreatic
line to take into account the buoyancy forces. The analysis was carried out by applying the 1MPa
compressive initial stress to all soil elements in groups from 1 to 20. Then the vertical pressure load
was applied on the model upper surface to set the displacements to zero in the model. This first step
the in the analysis involving initial stress and surface pressure is called the geostatic step. It usually
took about 6 equilibrium iterations to find the equilibrium in geostatic step. After geostatic step the all
other loads like mechanical loads, gravity loads and the field of excess pore pressures are applied to
the model in a linear ramp with 20 increments. Each increment usually took from 2 to 4 equilibrium
iterations to converge. The second load case investigated was the same as the first load case only the
time point investigated corresponded to year 1979.
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Figure 5 Vertical displacements for the year 1998 from ABAQUS 3d model
computed from the nodal forces of piezometric heads. Units [m].

In the load cases 3 and 4 the treatment of the loads from piezometric head measurements was treated
differently. The water elevation values measured in piezometers can expressed with the aid of the
following equation

®) H=pu/fs+h
where H is the piezometric head p, is the excess pressure in the pores of soil and h is the elevation of
the investigated point in soil. In analyses 3 and 4 the analyses 1 and 2 were repeated by by using the

fields of nodal forces calculated directly from piezometric head fields by forming the gradients. These
fields were provided for years 1998 and 1979 by Hydroproject. The load case 3 is calculated from
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piezometric heads corresponding to year 1998 and load case 4 is calculated from piezometric heads
corresponding to year 1979. The vertical displacement results for load cases 3 are given in Figure 5:

5. JOINT MOVEMENTS CALCULATED BY NASTRAN [8]

The joint between the two blocks of the powerhouse in the middle and the joint between the upstream
apron were described with gap elements, representing the stiffness of bitumen in the joint. The
properties of gap elements are so that they take the compressive stresses only but do not have any
strength for tension. The overall displacement fields for three time years in the operational history of
the plant were obtained from Hydroproject for years 1967, 1979 and 1998. Using these fields as
prescribed displacements the movements in the joints were determined from the model containing gap
elements.

The scheme showing the locations of modelled joints as well as the notation convention for the plots
describing the joint movements is given in Figure 6. The obtained movements in vertical joint N 23 are
given in Figure 7:
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Figure 6 Scheme for location of joints were movements were calculated

6. GEOFEAP ANALYSIS
6.1, Cam-Clay in GeoFEAP

The significance of the Cam-Clay model lies in the unified treatment of the volumetric and shearing
response of saturated soils. The main feature of the model is the critical state concept. This concept is
based on the experimental observation that a soil undergoing shear eventually reaches a critical state in
which the soil maintains constant volume under unlimited shear distortion while the effective stresses
are stationary. In addition, the critical state point is considered to be a function of effective stresses and
void ratio (e). The model also assumes the existence of an unique state boundary surface, which
represents the limit of possible states of a soil. The soil behaves elastically if a soil's state lies below
the state boundary surface. When the soil's state is on the state boundary surface, the soil yields and
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responds as an elasto-plastic material. In this case, the plastic strains are computed using a hardening
law and associated flow rule. There are two Cam-clay models: the "original" Cam-clay model and the
"modified" Cam-clay model. Both models assume the existence of the critical state concept, but they
differ in the assumption of dissipated energy during plastic deformation. There is no direct
experimental evidence that confirms the validity of the assumptions made in either model. Thus, the
choice between the two models depends on judgment. In GeoFEAP, the modified Cam-clay was
selected for implementation because it has been more widely used in FE applications. To define a soil's
state, three parameters are used: the mean pressure, p', the deviatoric stress, g, and the specific volume,
v, where v=I+e, which is the volume composed of an unit volume of soil material with surrounding
voids. The soil's state is said to be at a critical state when a soil deforms continuously under stationary
effective stresses (i.e. dp'=dq=0) at constant volume (i. . dg, =0). There are two "lines" that are
particularly important in the development of the critical state concept: (1) the isotropic virgin
compression line (VCL) and (2) the critical state line (CSL).
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Figure 7 Displacements in the middle joint N 23 X = 158 m for year 1998.

The governing equation in a matrix form for the modified Cam-clay model can be written in
incremental formulation as:

de 1/B" 0 M? -7} 2n dp'
9 P = _ ] 2_ a2
( )[deq] [[ 0 1/3G'] ¥ <0‘ RSP )][ 2 4ntAME - nz)]>][ dq ]

where <x> is the Macauley brackets and is defined as <x> = x if elasto-plastic, 0 if elastic.

Mis the slope of critical state line; A is the slope of virgin consolidation line; x is the
swelling/compression line; € is void ratio and M = stress ratio = q/p’. The elastic parameter G' in Eq.
(1) is related to the elastic Poisson's ratio, V', and the bulk modulus, B’, (primes are used to emphasize
that these are effective stress parameters) by the following equation:

(10) G’ =3(1-2v))B’/[2(1+v*) ] where B’ = (1+e)p’/x
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6.2. Material definition in GeoFEAP

The modified Cam-Clay model has been implemented using both Displacement and Mixed
formulation approaches. This soil element is implemented in a FORTRAN subroutine called
ELMT47.Three rows of input data are required for this element. The first row of data contains the
modified Cam-clay model parameters: slope of the failure line in compression (Mc), slope of the virgin
compression line (Lambda), slope of the recompression line (Kappa), specific volume at unit pressure
on the isotropic virgin compression line (N), elastic Poisson's ratio (XNO), initial overconsolidation
ratio (OCRI), and shape parameter for failure criteria (fLode) and the penalty bulk modulus (PB) (if
other than the water bulk modulus is to be used). The second row of data requires initial coefficient of
lateral stress at rest (Ko) and the soil unit weight (Gammas). Additionally, body forces per unit volume
(Bx, By) and element thickness (D) may be input. The third row of parameters contains the number of
Gauss points per direction for geometric representation (Ngauss), the number of Gauss points per
direction for stress representation (Sgauss), the drainage conditions (drained or undrained) is indicated
by the parameter drain (0 or 1 respectively). For consolidation analysis (drain=2), the following
additional parameters are input: permeability in the x-direction (Kx), permeability in the y- direction
(Ky), and the time integration parameter (beta), number of nodes representing the excess pore
pressures (Epnode). The integration parameter (Beta) ranges from zero (euler-explicit) to one (euler-
implicit).
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Figure 8 The horizontal displacement results from GeoFEAP analysis.
The maximum displacement is 7.5 cm. Units [m].

6.3. Geometry of the 2d model

The 2d model model was chosen to correspond to the deep section according to the Imperial College
report [9]. The origin of the system of coordinates has been chosen to lie at elevation +0.00 on the
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middle axis of the powerhouse. The bottom boundary of the model lies at depth of —27.00. The model
is divided in two soil layers. The dividing line between these two soil layers is located at elevation
+0.00. The upper edge of the soil part of the model is in the upstream side at elevation +30.00 and at
the downstream side at elevation +23.00. The upper edge of the soil part of the model has a 16 meters
long and 4 meters deep triangular recess adjoining the powerhouse in the downstream side. The width
of the powerhouse in the model is 40 meters. The width of the heel of power house in the model is 65
meters and the width of the apron plate is 40 meters. The width of downstream apron in the model is
142 meters. The total width of the model is 352 meters. The bottom soil layer below elevation +0.00
has quadrilateral elements from 1 to 375. The upper soil layer below elevation +30.00 has elements
from 376 to 910. The powerhouse and apron plates have elements from 911 to 1063. The material
parameters used for GeoFEAP model were for both soil layers as follows: Mc =1.2, Lambda = 0.3,
Kappa = 0.03, N = 1.293, Xnu =0.3, OCRI =1.2 Ko =0.5, Gammas =0.023 Ggr/m’. Initial confining
stress was applied by increasing the weight of soil elements tenfold. For powerhouse the following
elastic parameters were applied E= 30 GPa, v=0.2 and density = 2.5 Mg/m®. The obtained horizontal
displacement results for 2d GeoFEAP analysis are shown in Figure 8.

7. FLAC ANALYSIS
7.1. The definition of the soil model in FLAC

FLAC code is the finite difference for solving ground water flow and geo-mechanical problems. The
modified Cam-clay model in FLAC is an incremental hardening or softening elasto-plastic model. Its
features include a particular form of non-linear elasticity and a hardening or softening behavior
governed by volumetric plastic strain. The failure envelopes are self-similar in shape and correspond to
ellipsoids of rotation about the mean stress axis in the principal stress space. The shear flow rule is
associated; no resistance to tensile mean stress is offered in this model. The model is expressed in
terms of effective stresses. In particular, all pressures referred are effective pressures. The model is
expressed in terms of three variables: the mean effective pressure p, the deviator stress q and the
specific volume v. Principal stresses o), G,, O3 are used, the out-of-plane stress, 6., being recognized
as principal stress ©;. The sign conventions in FLAC follows the continuum mechanics sign
convention for solids tensile stresses, traction and dilation are positive. The following discussion will
follow the notation and sign conventions of reference [10]. The generalized stress components p and q
are functions of first and second invariant of the effective stress tensor.

The soil material parameters used for FLAC analysis were for both soil layers as follows:

M = 1.3, A = 0.3, kx = 0.03, initial specific volume v, = 1.348, reference pressure p;” = 1 MPa,
coefficient of pre-consolidation mpc =1, Poisson’s ratio =0.3, saturated density = 0.0023 gigagr/m’,
initial confining compressive stress oxx=0yy=0zz= -1 MPa was applied trough the soil medium

For concrete part of the FLAC model following material parameters were applied: E = 30 GPa, v =0.2

The geometry for the computational grid in FLAC analysis was as follows: The overall size of the grid
was exactly the same as in the GeoFEAP analysis and first it was devided in horizontal direction to 70
computational cells and in vertical direction into 35 computational cells making the total number of
2450 cells. Two sub-areas of the model corresponding to horizontal index i from 1 to 20 and vertical
index j from 31 to 35and i = 41,70; j= 27,35 were nullified. These sub-areas contained 370 cells
leaving to actual analysis domain 2450 — 370 = 2080 computational cells. Cells corresponding indices i
= 1,10;j=1,30and i = 11,20; j = 1,28 and i = 21,40; j= 1,24 and i = 41,60; j=1,24 and i = 61,70;
J=1,26 were soil cells. Cells comresponding indices i = 11,20; j=29,30 and i = 21,40 j=25,35 and
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i=41,60; j=25,26 were concrete cells representing the powerhouse and apron structures. Plain strain
analysis was carried out in explicit finite differences using the grid explained above. Boundary
conditions were same as in the GeoFEAP analysis meaning that both ends of the model were restrained
in horizontal direction and the bottom edge of the model was restrained in both horizontal and vertical
directions. During first 2000 computational cycles the initial stress and gravitational forces were
applied and the during subsequent 2000 computational cycles the hydrostatic pressure was applied
using linear ramp. The failure index contours from FLAC are given in the following Figure:
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Figure 9 Mohr-Coulomb failure index in 2d model computed by FLAC.

8. MARC ANALYSES
The following material soil properties were input for MARC 2d analysis:

Bottom soil layer (elements 1-375): E = 100 MPa, v =0.3, density = 0.0023 Ggr/m’, cohesion ¢ = 0.02
MPa, virgin compression logarithmic bulk modulus A = 0.3, logarithmic bulk modulus for swelling ¥ =
0.03 , M = slope of the critical state line = 0.882

Upper soil layer (elements 376-910): E = 50 MPa, v =0.3, density = 0.0023 Ggr/m’, cohesion ¢ = 0.02
MPa, virgin compression logarithmic bulk modulus A = 0.3, logarithmic bulk modulus for swelling x =
0.03 , M = slope of the critical state line = 0.882

Concrete (elements 911-1063): E = 30000 MPa v =0.2, density = 0.0025 Ggr/m’
Initial pre-consolidation pressure for all soil elements (1-910) 0.5 MPa, initial stress for all soil
elements G, =-0.5 MPa, o,y =-0.5 MPa, 6., =-0.5 MPa, initial void ratio for all soil elements 0.74.

MARC analyses were heavy even in 2d geometrical configuration. The duration of a typical run were
about 10 hours in wall clock time in a PC with a 650 MHz processor. This is because of the large strain
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capability of MARC and because of the update of the stiffness matrix at every increment of the
solution. However, it seems that the sparse solver in MARC is not as effective as that in ABAQUS.

The vertical displacements obtained from the MARC analysis are presented in following Figure:
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Figure 10. Vertical displacements of 2d model computed by MARC. Units [m].

9. CONCLUSION

In the current report the derivation of the Cam-clay model and the meaning of the cam-clay model
parameters were explained. The seven parameter cam-clay model included ABAQUS program was
chosen for modeling the soil in 3D finite element analyses and the parameter values were chosen.

The displacements and the stresses in joint powerhouse-soil model were calculated for years 1979 and
1998 corresponding to different ways to input the loads a caused by phreatic ground water surface and
excess pore pressure in the soil.

The joint movements of the middle joint and upstream apron-powerhouse joint were
calculated for years 1967, 1979 and 1998 and predicted for the year 2010 on the basis
of observed settlement history.

The dispersion in the results of performed 2D analyses is large. It seems very difficult to develop a 2D
model that would give consistent results for the same problem formulation using different analysis
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codes for computation and that would give results that agree reasonably with the measured settlement

field

REFERENCES

[1] Espinoza, R. D., Bray, I. D., Taylor, R. L. and Soga K. (1995) GeoFEAP: Geotechnical
Finite Element Analysis Program, Version 1.2, Report no. UCB/GT/95-05, Department of
Civil and Environmental Engineering, University of California, Berkeley, California.

[2] FLAC, (1998) Fast Lagrangian Anaysis of Continua, Theory and Background & Example
Applications, Itasca Consulting Group Inc, Minneapolis, Minnesota.

[3] MARC, (1997) Theory and User Information, Version K7, Marc Analysis Research
Corporation, Palo Alto, California.

[4] ABAQUS, (2000) Version 6.1, Theory Manual & Benchmark Manual I-II, Hibbit, Karlsson
& Sorensen Inc., Pawtucket, Rhode Island.

[5] Potts, D. M., Dravkovic, L, Finite Element Analysis of Plavinas Powerhouse, GCG
Computing Ltd., February, 1999.

[61] ABAQUS, (2000) Version 6.1, Theory Manual & Benchmark Manual I-1I, Hibbit, Karlsson
& Sorensen Inc., Pawtucket, Rhode Island.

[7] Yu. K. Zaretsky, M. I. Karabaev, Plavinas HPP, Measures for providing safety of
structures, Mathematical model of soil-powerhouse system, Computational analysis of the
stress-strain state of the system during construction and operation and assessment of current
state of the system, Final report, International Institute of Geomechanics and
Hydrostructures, Moscow, 2000. (in Russian)

[8] M. Reymond, M. Miller, MSC/NASTRAN, Quick Reference Guide, Version 70.7,
MacNeal-Schwendler Corp., (2000) Los Angeles, California.

9] Potts, D. M., Dravkovic, L, Finite Element Analysis of Plavinas Powerhouse, GCG
Computing Ltd., February, 1999.

[10] Malvem L. E. (1969) Mechanics of Continuous Medium, Englewood Cliffs, New Jersey,

Prentice Hall.

477



478



GRAPHIC-ANALYTICAL METHOD TO DETERMINE THE INITIAL
STATE OF SUSPENSION BRIDGE WITH INCLINED HANGERS

P. HOLOPAINEN
Tampere University of Technology
P.O.Box 527
FIN-33101 TUT, FINLAND

ABSTRACT

The initial geometry of a suspension bridge with fairly arbitrary inclined hangers is determined
making use of the funicular polygon. The certain angles of initial geometry can be determined
from the polygon of forces. The lengths of hangers and cable segments can be calculated from the
bridge scheme obtained by the funicular polygon. The previous problem is the same as the forward
intersection in the geodesy. The forces in the hangers and cable segments can be calculated from
the polygon of forces. With this in mind the lengths of vertical components of the hanger forces
determine the scale of the force polygon.

The initial state of some bridges have in different ways inclined hangers that are compared with
bridges with vertical hangers.

Especially the initial state of a bridge with hangers perpendicular to the cable in initial state, is
considered. Further, the case where the hangers perpendicular to the cable are densely located, is
considered. A differential equation y" = f(S, y, »') of the continuously curved cable is derived.

S is the constant cable force. The previous differential equation is an equilibrium equation of a
differential cable element in the direction perpendicular to the cable line. The horizontal
supporting of the stiffening beam is discussed briefly.

INTRODUCTION

When fitting hangers in an inclined position the purpose is add the stiffness of suspension bridge
towards vertical loads. Especially this may be necessary in pedestrian suspension bridges, whose
own weight is small and on whose the live load is ‘more alive’ than on highway suspension
bridges.

FUNICULAR POLYGON

When we add the forces Fj, F,,..., F,, each in its own action line, we chose an arbitrary force F,.
When we add in order Fy, Fy + F}, Fy + F{ + F3, ... , Fy +....+ F, the funicular polygon
is obtained (Fig. 1a).

When we take not into account the action lines of forces }7'0’ .... s F,, and if we place the forces one

after another, we obtain the polygon of forces (Fig.1b).
The funicular polygon and the polygon of forces can be used in many aims.
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(2) Funicular polygon (b) Polygon of forces

SUSPENSION BRIDGE WITH INCLINED HANGERS

It is assumed, that the own weight of the horizontal stiffening beam and roadway is g and the
hangers are fixed on the beam with equal distances and at inclinations «; (Fig. 2a). The stiffening

beam is at rest suspended from hangers. The vertical components Hj, of hanger forces are equal

to the support reactions G; of the continuous stiffening beam. The beam is prepared straight or

lightly arched. It is assumed, that in the middle of the bridge the distance of the cable from the
beam or roadway is 4 and the hangers are fitted in inclined positions as shown in Fig. 2a. It shall
determine the direction angles ; of the cable segments, the turning-points points of cable line

and the forces in the cable segments and hangers.

First draw the horizontal lines 1...9 by distance H;, from each other. These distances define the

scale of the force polygon (Fig. 2b). When the bridge is symmetric, the O is chosen in the middle
of lines 1...9 as in Fig 2b. Then some cable force is chosen, for example S, or direction angle
B, Then as in funicular polygon (Fig. 1) the hanger force H; and following gable segment force
S; is obtained. In the same way continuing the triples (Hy, S5, B5) -.. (Hg, Sg, Bg) can be
obtained.
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Fig.2
The triples before can be calculated as follows. When S, is chosen from the geometry of the force

polygon (Fig.2b). Then

(G +Gy +G3 +G.
ﬂo=arcsm[‘ e 4] ¢)
[/]

can be obtained. Further from the geometry of the force polygon obtains hanger forces

G;

- , (i =1.8). @
sin @;

H"=

When Si—l - S" - Hi = -0- ﬂle
4 ! Si-1 y - G;

. = ar 2 i 3

ﬂl ¥ Si—l,x + Gi cot a; ( )

S; = S (i = 1..8). @)

. ’
i

Note, that when S; is calculated from Formula (3), B; =2 0 when i = 0..4 and B; < 0 when
i=5.8
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CALCULATION OF THE LENGTHS AND INTERSECTION POINTS OF CABLE
SEGMENTS AND HANGERS

The calculation begins in the middle of bridge, where the distance of the cable from the beam (or
from the roadway) is known d. Only the direction angles of the cable segments and the hangers are
known. The problem is the same as the forward intersection used in geodesy, e.g. [2, p.155], where
the calculations are presented keeping an eye on the manual calculator. Here this feature is not
taken into account.

Fig. 3

It is below denoted by lower case i the intersection points of cable and hangers and capital I the
fixing points of the hangers on the beam. Using the notation of Fig. 3 then

a5=%+dcota5, by =d. 5)

Here keeps angles §; > 0, (i = 5...8). Begins from the known points i = 5 and 7 = 6. The
lengths s;, k., can be solved from

[cos B — cos a,+1:H s } _ {— a; + AL + (i +1 - 5)AL} ©

sin ;  —sinapy |(Aa - b

The left hand half of the bridge is here assumed symmetric to right half. The intersection points
(turning-points of cable line)

4y = a; + 5; €08 f; %)
bi+1 = bi + §; sIn ﬂi N (i = 5...8).

If the pylon head (i = 9) is vertically placed at the beam end
g = L/2

by = bg ?tan S - (% - ag). ®

Vertical hangers. It assumes, that the hangers of the suspension bridge presented in Fig: 2a are
turned in vertical position. Therefore @; = .. = @y = # /2. Drawing the force polygon



horizontal lines as in Fig. 2b remains unchanged. The cable force S, is chosen here. After this the
drawing is continued on principle in the same way as presented in Fig. 2b. The hanger forces
H; = G; are here vertical. Then Equations (1) ... (8) can be used.

HANGERS ARE PERPENDICULAR TO THE CABLE

When the hangers of the bridge presented in Fig. 2a are turned around their fixing points on the
beam into the position ‘perpendicular to the cable’, are except the direction angles f; of the cable
segments also the direction angles a; of the hangers unknowns. The ‘perpendicular to the cable’
means here, that the angle between hanger and cable are equal on the both sides of hanger. Thus
cable force S is constant along the cable. Instead of Fig. 2a the structure looks as presented in
Fig. 4a.

Bo
@
?
G1
G
® 2
By=0
Gg
Fig. 4
Cable force S, (= S; =...= Sg)is chosen again.
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B = arcsin(g"—*ﬂs'%i—ql s), G = 0..3) ©)
By =0.

When the sum of the angles of the triangle is 77

- Eﬂ_;;/fz_ G = 1.4 (10)

i
can be obtained. The hanger forces

H; = —_GL—, ¢ =1.8). a1
sin ¢;

To calculate the lengths of cable segments and hangers and their intersection points Formulas

(5) ... (9) and Fig. 3 can be applied.

A determination of the initial state of a suspension bridge of this type is presented by Cichocki
[3]. He made not use of funicular polygon in his consideration.

HANGERS PERPENDICULAR TO THE CABLE ARE DENSELY LOCATED

The hangers load continuously the suspension cable. The differential equation of the cable line
will be derived. Using the notations presented in Fig. 5 the following derivation is presented.

Fig. 5

(12)
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y ds f ay
=dg = 1+ 1+ = 13
sy +cosﬂp dx (13)

- 1 &
dy = cosﬂ ,D i (dx) ] ’ )
fl 27 2
dx? dy f dy
dn = g 1+—]+[—J 1+[—) - (15)
1+ (%)2 [: e d d

(12) and (15) =
3
2 2 .y 2
g{[n(%] ]+y‘;x§_’}1+[g)2 =S%. (16)

This Equation (16) is a non-linear differential equation of the cable line. It is an equilibrium

equation of cable elements in perpendicular direction to the cable line.
Another differential equation for the cable line can be obtained as follows using the notation in

Fig. 6.

X
Fig. 6

Y _ 9=
ol et a7
Q(x)—g[x+y%),

R A R
Hx) =S (I)gdxdx S-g,

dy

&+ gy—
& _ dx (18)
dx S-g

When the differential equation (18) of the cable line can be separated and then integrated
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SO - d) - gb? - a?) = uge? 19

be obtained. Then the equation of cable line

2 2
y=i¢‘}[i) -ﬂ+d2-x7 (20)

be obtained. Using boundary conditions x = L/2, y = yp (the height of the pylon) the cable force

L2
g[? + ¥ - dzJ
S = : @1

yp—d

It is assumed here that the hangers are fitted on the cable from pylon to pylon and that the beam is
correspondingly longer.

NUMERICAL APPLICATIONS

The following types of suspension bridges are calculated. A. Inclined hangers (looks nearly as in
Fig. 2a). B. Vertical hangers. C. Hangers perpendicular to cable line (looks nearly as in Fig. 4a).
D. Hangers perpendicular to the cable line are located infinitely dense

In all types A,B,C, the values L = 90m,AL = 10m, d = 0.5 m, g=10kN/m, i =0,]1..8

I =1..8.First S, = 1000 kN is chosen in force polygon in Fig. 2b or 4b.

Type A. LI 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9
Given a; P 108 76 101 80 100 79 104 72 P

Given G, 113 100 100 100 100 100 100 113 kN
B; 2439 1894 1254 649 0 6.49 1254 18.94 24.39°
S; symmetric 9.82 1048 898 1438 8.02 m
h; “ 051 172 3775 873 m
S; “ 897 885 921 924 1000 kN
H; « 101.5 101.9 103.1 118.8kN

TypeB So = 1000 kN, o; = 90° (i = 1..8), G; (i =1...8) asprevious. H; = G,
Bi 2439 1823 1239 627 0 6.27 1239 1823 24.39°

S; symmetric 10 10.06 10.24 10.53 10.98 m

h; “ 0.5 1.60 380 7.09m

S; “ 911 916 932 959 1000kN
TypeC Sy = 1000AN = S; (i = 1...8). G; (i = 1...8) as previous.

a; 69.07 75.50 81.36 87.13 92.87 98.64 104.50 110.93°

B; 2439 1746 11.54 574 0 574 11.54 1746 24.39°



S; symmetric 995 985 954 996 13.54m

h; = 0.5006 1.50 3.50 6.51m
H; N 100.1 101.2 103.3 121.0kN

Type D I present and compare it with types A,B and C in my lecture in 13.6.03

Lengths s;, 4; calculated previously includes the elastic strains due to the own weight of the

structure. Before manufacture the elastic strains shall be reduced from the strained lengths to the
non-strained lengths especially when preparing the elements of large suspension bridges.

The horizontal supporting of the beam. To the beam acts horizontal loads so as the inertia
forces of live mass and the horizontal effects of static vertical live loads because of inclined
hangers. Further, the thermal extension (compression) for example of steel beam length 200 m and
the change of temperature 30 C is 7.2 cm. A good horizontal support of the stiffening beam makes
it possible for the thermal displacement of both ends, but supports the beam toward the horizontal
force loads.

An application of the force method in the analysis of suspension bridge with inclined hangers
(Type C), where also the stiffening beam acts in geometrically non-linear way, is presented in [4].
A numerical solving of this type suspension bridge is presented in [S].
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ABSTRACT

Some consequences of using viscoplastic material models in the failure analysis of strain
softening solids are examined. Especially factors affecting the localisation band width under
quasi-static loading conditions are studied.

1 INTRODUCTION

Strain localisation can be observed in the mechanical behaviour and failure of various
materials. The origin of localisation lies at the micro-level of the material action. At a
macroscopic level a softening response is observed. Classical, i.e. local continuum models
embody an implicit assumption that the deformation of a body varies in a sufficiently
smooth manner. This assumption is not valid when strain localisation occurs.

Application of descending relation between stress and strain in a rate independent solid
within the classical continuum description results in the loss of well-posedness of the govern-
ing initial-boundary value problem. The governing hyperbolic equations of motion ceases
to be hyperbolic and became elliptic in the softening regime. Therefore, the domain is
split into an elliptic part, in which the waves have imaginary wave speeds and are not able
to propagate (standing waves) and into a hyperbolic part with propagating waves. As a
consequence, a spurious sensitivity to discretizations is observed in numerical simulations
of localisation problems. Several approaches to resolve this problem have been introduced
in the literature. Perhaps the simplest one which preserves well-posedness of the governing
equations is incorporation of the strain rate dependence to the constitutive model. The
viscosity contribution introduces a material length scale even though the constitutive equa-
tions do not explicitly contain a parameter with the dimension of length. Other strategies
like using micropolar continuum (or more generally microcontinuum) or higher-order gra-
dient continuum models result in much more complicated equations and their numerical
treatment is also more involved.
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2 VISCOPLASTIC MATERIAL MODELS

Two major categories in formulating rate-dependent or viscoplastic material models ex-
ists: the overstress format and the consistency approach. Today, two mostly used overstress
models are the Perzyna and the Duvaut-Lions models. In the Perzyna model [1], the di-
rection of viscoplastic flow is determined by the gradient of a plastic potential function
calculated at the current stress point. In the Duvault-Lions [2] model the viscoplastic flow
is determined by the difference between the current stress point and the closest point projec-
tion onto a static yield surface, also called as the back-bone model. For Perzyna viscoplastic
model, use of the postulate of maximum dissipation is rather involved. In the consistency
models, a dynamic rate-dependent yield surface is defined which allows the use of the pos-
tulate of maximum dissipation in a straightforward manner, as shown by Ristinmaa and
Ottosen [3].

Sluys has analysed the properties of several regularizing techniques for strain softening
solids in his dissertation [4]. He has concluded that the viscoplastic models regularize the
governing equations of motion at deformation states in fracture zones (mode-I localisa-
tion) and in shear bands (mode-II localisation). Wave propagation in viscoplastic solid is
dispersive, which is necessary to capture localisation phenomena.

In the Perzyna model the viscoplastic strain rate is defined by

1 Og
N — 1
& = 29 )ge e
where 7 is the viscosity parameter and ¢ is some function of the yield function f and g is
the plastic potential. Common choises for the overstress function ¢ are the power laws

on=(LY « sn=(Ly, @)

00

in which p is a material parameter and &, 0y are the current yield stress and the initial
value of it, respectively. The notation (y) refers to yH (y) where H is the Heaviside unit
step function.

3 ANALYSIS OF LOCALISATION — ONE-DIMENSIONAL PROBLEM

Needleman [5] studied the material rate dependency in localisation problems. He con-
cluded that the imperfection or inhomogeneity completely determines the localisation length
scale in quasi-static problems and in dynamic problems it is a characteristic length of prop-
agation of elastic waves. As it will be seen in the following sections, this conclusion holds
on only partially for quasi-static cases.

Wang investigated the width of the localisation zone in viscoplastic von Mises solid under
dynamic loading [6]. In the absense of imperfections the key parameters which determine
the width of the localisation band are the viscosity 7 and the softening modulus h. However,
in imperfect cases the imperfection size limp dominates the width of the localisation band
when the value limp is smaller than the material length scale l;mat- On the other hand
the influence of the imperfection disappears when the imperfection size is larger than the
material length scale [6], thus

lioc = min (lmat ) limp)- (3)

Wang investigated the localisation bandwidth in the case of pure shearing under dynamic
loading. Approximation to the width of the localisation zone is (linearized from eq. (6.42)



in Ref. [6])

lmat. ~ %_CGEO_'_Oﬁy (4)
where G is the shear modulus and ¢ = 1/G/p is the elastic shear wave velocity.

From the numerical experiments it can be concluded, that the average strain rate has
an influence on the localisation length scale in quasi-static cases. To investigate this phe-
nomenon a simple tensile bar of length L under quasi static loading is considered. The other
end of the bar is clamped and the axial displacement is prescribed at the other end with a
constant rate. Since there are no body forces and the modulus of elasticity is assumed to
be constant, the equilibrium equation is simply

0= E(ea—€F) =0. &)
Taking the kinematical equation into account, the equilibrium equation can be written as
Ugzz = G,V;E ) (6)

where u is the axial displacement. The viscoplastic strain can be solved from the rate
equation

Q

lo-—
n oo

&P =

where & = 09 + he'P, (7

and h is the hardening/softening modulus. It is assumed for simplicity, that the exponent
p has the value p = 1. The initial yield stress o is a function of the position z

oo(z) = o(1 — 6()), (&)

where the perturbation 6(x) is small, i.e. §(z) < 1. Substituting the constitutive equation
o = E(e — €'P) into (7) gives a first order ordinary diffrential equation for the viscoplastic

strain

E+h 1/FE

PO L <—e - 1) . 9)
noo N \ %o

Solution of this equation can be written as

¢ 1( E
VP (3, 1) = "2tV (g ¢ +/ e_(“(z)‘_“(’)’)—( e(z,s —1) ds, 10
€™ (z,1) o)+ = (s (10)
where
E+h
= —, 11
a(z) 90(@) (11)

Substituting this expression into the equilibrium equation (6) gives an integro-differential
equation

t
uss(ont) = g [P (ayto) 4 [ el (

A 7 Ug(z,s) — 1) ds] (12)

oo(z)
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Figure 1: One-dimensional problem; current yield stress as a function of position: (a) band
development with different strain rates, (b) evaluation of a localisation band, average strain
rate é = 6.67-10* 1/s.

which has to be solved in the viscoplastic domain. In the elastic unloading part the right
hand side of equation (12) vanishes. The boundary conditions are

w(0,t)=0 and u(L,t) =4,t, (13)
where 4, is the prescribed constant velocity of the right end of the bar.

From equation (12) it seems more tractable to assume the initial yield stress to be
constant over the bar and to consider the imperfection in the form of initial viscoplastic
strain. Wang [6] used constant reduction of the yield strength in the imperfect part of the
domain in analysing the width of the localisation zone in dynamic case. Numerical quasi-
static test cases reveal that in the case of a constant reduction of the yield stress the size of
the imperfect domain totally determines the localisation zone in the one-dimensional case.
However, this can be considered to be in accordance to the results of Wang [6], see equation
(3), since the material lenght scale in the quasi-static case is infinite.

However, if the reduction of the yield stress is not constant, the width of the localisation
band depends on the loading rate, see Fig. 1a, where the current yield stress & is plotted
along the imperfect part of the bar. The imperfection has been an initial viscoplastic strain
near the clamped end of the bar reaching to the point £ = 9L/100. The initial viscoplastic
strain distribution is obtained from an a priori analysis in which the bar is loaded with a
linearly varying distributed force. Uniform mesh with 4000 linear elements is used in the
computations.

In Fig. 2a the localisation band width is shown as a function of average strain rate as
observed in the numerical computations. Dependency on the strain rate is almost linear,
except near origin at very low strain rates. It seems that the loading rate in quasi-static
problems functions as a stress wave speed in the dynamic case, see equation 3.

Also the effect of the stress exponent p on the localisation band width has been studied
and the result is shown in Fig. 2b for values p € (1,2.25). For larger p-values the viscoplastic
strain spread out the imperfect zone. However, in these cases the rate of the viscoplastic
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Figure 2: (a) Width of the localisation zone as a function of average strain rate and (b) as
a function of the exponent p (loading rate ¢ = 6.67 - 10~4).

strain is larger in the imperfect area of the bar. The imperfection has been a linear reduction
(10 % reduction at the clamped end) of the initial yield stress in the part = € (0,0.09L).

4 ALGORITHMIC TREATMENT

For rate-dependent solids implicit time integrators are preferable. The critical time step
of explicit methods for the Perzyna type viscoplastic model is of order Ate, ~ noo/(pE),
which results in a value of order 10~3 s for the material parameters used in the example
in section 5. Especially for quasi-static cases it is untolerably small. In this study the
backward Euler scheme is used to integrate the viscoplastic constitutive models.

Incremental relation for stress and strain can be written as

Ao = C¥(Ae — A€™P) (14)

where the viscoplastic strain increment is
At
Ae'®? = Adm, where m= % and Al = —n—¢(f). (15)

The algorithmically consistent tangent matrix, which is needed in the global equilibrium
equations, can be derived from the iterative counterpart of (15) and the iterative change of
the viscoplastic strain is

om om
VP = A\Z— e
de AN B do + (AX Y + m)dA (16)
Substituting expression (16) into the iterative counterpart of equation (14) results in
om oly—1 dm\ ™!
6o =Hée—H |m+ A/\ﬁ S, where H=({(C%) " + Al\% . QAn
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The change in the viscoplastic multiplier can be solved from a scalar non-linear equation

ro,\) = Al — —Aﬁqu(o',/\) =0. (18)
By using the Newton’s method the iterative change A can be solved, giving
sx= T 4+ B8 Tese, 19)
a an
where
a=1+ : [n H(m+A/\6/\> 8/\] and n=>= (20)

Substituting the iterative change of the viscoplastic multiplier (19) back to the equation
(17) gives the desired Jacobian matrix

At om\
C=H %H(m+A)\a/\)n H. (21)
This algorithmic tangent matrix is necessary for the Newton's method to obtain asymptot-
ically quadratic convergence of the global equilibrium equations.
The local nonlinear problem (18) is also solved by the Newton’s method. Increasing
the power p in the constitutive model, makes the local problem more difficult and more
iterations are needed in the Newton process to reach the asymptotic convergence domain.

5 NUMERICAL EXAMPLE

A biaxial compressed specimen is analysed where strain localisation into a shear band
takes place at the onset of softening. The vertical displacement at the upper edge is pre-
scribed at constant rate and constrained to remain horizontal. Associative viscoplastic
flow is assumed with von Mises “yield function” f. The constitutive parameters have the
following values: elastic shear modulus G = 4000 MPa, Poisson’s ratio » = 0.49, initial
yield stress op = 100 MPa, the linear softening modulus h = —G/10, the viscosity 7'= 0.1
s, the exponent p = 1. The width and height of the specimen are 60 mm and 240 mm,
respectively. In Ref. [7] the same specimen is analysed as a rate independent solid by using
both classical and gradient continuum formulations. To trigger the unstable localisation
an imperfection is introduced with a 10 % reduction of the yield stress in one element at
the bottom left-hand corner of the specimen. Four noded bilinear elements with mean
dilatation formulation [8] are used in the computations.

In Fig. 3 deformed shapes of the specimen are shown from computations with average
strain rate é = 10~2 s (Fig. 3a) and 1073 s (Fig. 3b). It is clearly seen that the localisation
band is wider for the higher strain rate case. Also the width of the localisation band near
the imperfection is dominated by the size of the imperfect domain, but gradually widens
when moving away from the imperfection. The behaviour is thus similar to the dynamic
case [6].

Deformed states shown in Fig. 3 correspond to the computations where uniform meshes
are used. However, there is no visible difference in the load-deflection curves if highly
irregular meshes (internal nodal positions disturbed randomly) are used.
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Figure 3: Deformed states: (a) everage strain rate é = 102 (displacements magnified 5
times) (b) é = 10~ (magnification 7 times).
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6 CONCLUDING REMARKS

Localisation of deformation of viscoplastic solid under quasi-static loading conditions
has been studied. Size of the imperfection completely determines the localisation band
width if the imperfection is distributed uniformly. However, if the imperfection is non-
uniform, the width of the localisation zone is almost linearly dependent on the loading rate.
Also the localisation band width grows linearly with the stress exponent p in the interval
p € (1,2.25). Naturally, at vanishing loading rate the localisation takes place at a point/line
or plane depending on the dimension of the problem.
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HIEKAN MEKAANINEN KAYTTAYTYMINEN
KOLMIAKSIAALIKOKEESSA

O. KORHONEN
Helsingin kaupunki

K.-H. KORHONEN & M. LOJANDER
Teknillinen korkeakoulu. Rakennus ja ympéristotekniikan osasto.

TIIVISTELMA

Hiekan jinnitys- ja muodonmuutoskiyttaytymisti perinteellisen kolmiaksiaalilaitteen sellissd
vallitsevassa tilassa simuloidaan mitattujen jannityskomponenttien ja niitd vastaavien
muodonmuutoskomponenttien relaatioiden perusteella empiirisilld muodonmuutosyhtilsilld, jotka
on kehitetty, niin ettd ne muodostavat populaatiomekaniikassa yleisesti sovelletun lineaarisen
systeemin. Muodonmuutosyhtiloistd kehitetddn plastisuusteorian mukainen jénnitys-
dilataatioyht&ld ja plastisen potentiaalin yhtild.

Hiekan kolmiakselikokeet on tehty Teknillisen Korkeakoulun pohjarakennuslaboratoriossa,
maamekaniikan ja pohjarakennuksen pasaineopiskelijoiden toimesta laboratorion henkilskunnan
valvonnassa.

1. TUTKIMUKSET JA SYMBOLIT

Teknillisen Korkeakoulun pohjarakennuslaboratoriossa on 1980-luvulta alkaen tutkittu koheesio-
ja kitkamaalajien sekd murskeen ja kevytsoran muodonmuutos- ja lujuusominaisuuksia em.
materiaalien mekaanista kiyttdytymistd simuloivien matemaattisten mallien kehittdmistd varten.
Tassd yhteydessd kisitelliddn tavallisella kolmiakselilaitteella tutkitun Ahlbackin hiekan
koetuloksia [Kantee 1983].

Muodonmuutosyhtiloiden kehittdmistd varten tehtyihin kokeisiin valittuja maalajeja on tutkittu
lzhinn4 ns. tavallisella kolmiakselilaitteella. Ahlbédckin hiekka tutkittiin kuitenkin myds todellisella
kolmiakselilaitteella [Laaksonen 1983, Milen 1987]. Tavallisella kolmiakselilaitteella tutkittujen
néytteiden halkaisija oli 100 mm ja korkeus 100 tai 200 mm. T4ssd yhteydessé késitellddn Kanteen
[1983] tekemien kokeiden tulokset, joissa nédytteen korkeus oli 200 mm ja halkaisija 100 mm.
Muodonmuutosnopeus suurimman pidjannityksen suunnassa oli; de /dt = 1,5%/h.

Ahlbickin hiekalla tehtyjen kokeiden tulokset on esitetty oktaedrijéannitysten ja vastaavien
muodonmuutosten avulla, koska tuloksia on verrattu todellisella kolmiakselilaitteella tehtyjen
kokeiden tuloksiin [Milen 1987]. Koetuloksia ovat Laitinen, Laaksonen ja Milen [1980, 1983,
1988] approksimoineet useilla empiirisilld yhtiloilld. Koetulokset késiteltiin uudelleen vaikka
Laitisen, Laaksosen ja Milenin soveltamat empiiriset muodonmuutosyhtilét [Korhonen 1982}
approksimoivat hyvin koetuloksia. Koetulosten uudelleen kisittelylid pyrittiin selvittiméaian
voidaanko mitattujen jannitysten ja muodonmuutosten relaatioita approksimoida jollakin yleisesti
tunnetulla “kokonaisuuden” muodostamalla matemaattisella mallilla. Laskelmien perusteella
todettiin, ettd leikkausmuodonmuutos ja vastaava tilavuuden muutos seké leikkausmuodonmuutos

497



ja jannityssuhde To./G o kuuluvat aina edelld tarkoitettuun “kokonaisuuteen”. Kolmannessa
muodonmuutosrelaatiossa; v—v, esiintyi poikkeamia laskettujen ja havaittujen arvojen kesken.

Ahlbickin hiekan kolmiakselikokeiden tulokset on esitetty kuvissa 1 — 2. Kuvissa on esitetty myds
koetuloksia approksimoivat empiiriset muodonmuutosyhtilst. Koska Ahlbédckin hiekka on tutkittu
perinteiselld kolmiakselilaitteella on teksti kirjoitettu kriittisen tilan mallin [CSM; Schofield,
Wroth 1968] jinnitys-muodonmuutosinvarianteilla. Mallin jénnitys- ja muodonmuutosinvariantit
voidaan ilmaista pi3jinnitysten ja vastaavien muodon muutosten seki oktaedristen invarianttien
avulla yht4l6illd (1) ja (2) [Atkinson, Bransby 1978].

Cellpressure 240 kPa
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0,2

0 L) ¥ T T ¥ T T
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2) FQ—OBSERVED —m— CALCULATED

1,47
1,46
1,45
1,44
1,43
g 1,42
1,41
1,4
1,39
1,38 + T T T . T T T
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Kuva 1. Ahlbdckin hiekka. Avoin kolmiakselikoe. CADC, e, = 0,43.
@) Yoct = oct
b) Your =V
3

q=0, ~0; =ﬁ

Tout (1a)
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1
p=zlo+ o+ a)=0n, (1b)
1
gv . E(gl + 52 + 53) . 36‘04‘! (23.)
2 1
g =—\g-&)=—7 2b
5 3( 1 3) ‘/Eyoct ( )
1,5
1
—e— 360 kPa OBS
0,5 360 kPa CALC
A 240 kPa OBS
é%’ g , 240 kPa CALC
>
© 0 0,5 ols x 120 kPa OBS
- - - =120 kPa CALC
0,5 + 40 kPa OBS
40 kPa CALC
-1
1,5
a) alp
’4
3.5
3 T 40 kPa
%= 5 m 120 kPa
A 2 A240 kPa
45 ¢ X 360 kPa
" m = ax
0.5
T Ll L) c Ll
2 1,5 -1 0,5 0 0,5 1
Y (q/p)*de,/de,

Kuva 2 Ahlbéckin hiekka.
a) q/p - dv/de,
b) (q/p)*ds/ds-(a/p)’
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2. MALLIN RAKENNE

Maan mekaanisella mallilla simuloidaan kuormitettuun maakerrokseen; esim. maakerrosten varaan
perustetun rakenteen alla olevaan kantavaan rakennuspohjaan kohdistuvien jannitysten ja niiden
aiheuttamien muodon muutosten, siirtymien ja painumien vilisid elastisia ja plastisia relaatioita.
Koska malleissa on aina ko. maatyypeille soveltuva murtokriteeri voidaan laskelmilla selvitta
myds paikallisten ja totaalisten murtumien/sortumien kehittymismahdollisuus. Maan mekaanisia
malleja sovelletaan 13hinnd geoteknisesti vaikeissa olosuhteissa rakennettavien kantavien maa-,
vesi-, ja pohjarakenteiden geotekniseen mitoitukseen. Tyypillisid mallien avulla suunniteltavia
rakenteita ovat maapadot, pehmeikélle rakennettavat lifkennepenkereet ja ahtaissa,
kaupunkimaisissa olosuhteissa, rakennettavat syvit kaivannot, joiden tukiseinien liikkuminen
saattaa aiheuttaa vaurioita liheisyydessi oleville rakenteille yms. Hyvin kantavalle
rakennuspohjalle perustettavien asuin- ja teollisuusrakennusten pohjarakenteiden geotekninen
mitoitus voidaan yleensd tehdi klassiseen maamekaniikkaan perustuvilla menetelmilld. Maan
mekaaniset mallit eivit ole “joka paikan” suunnittelumenetelmid, vaan jareitd ja kalliitakin
menetelmid, jotka tuottavat tuloksia kantavien maakerrosten mekaanisen kiyttdytymisen seké
rakennuspohjan ja sen varaan tehtivien rakenteiden staattisen vuorovaikutuksen mekanismeja
laskelmilla simuloimaan kykenevén suunnittelijan késissi.

Maan mekaanisella mallilla lasketaan kantaviin maakerroksiin kehittyvié elastisia ja plastisia
muodonmuutoksia. Elastiset muodonmuutokset ovat méérddvid mm. tien rakennekerrosten ja
péillysteen mitoituksessa. Pehmeikolle rakennetun tiepenkereen médragvit plastiset painumat
kehittyvit sitd vastoin penkereen alla olevissa koheesiomaakerroksissa. Elastiset
muodonmuutokset ovat télloin yleensd merkityksettomén pienid. Tdssd yhteydessd késitelldsin
hiekan plastisten muodonmuutosten laskemiseen sovellettavan mallin “rakenteeseen” kuuluvia
funktioita, jotka esiintyvit mallin jiykkyysmatriisissa ja muodonmuutosinkrementtien matriisissa .
Matriisista (32) kdy ilmi kuinka plastiset muodonmuutosinkrementit liittyvét my6t6funktion f,
potentiaaliyhtilén g ja my6t6lujenemisparametrin h avulla toisiinsa ja jannitysinkrementteihin.
Wood [2002] on esittdnyt kriittisen tilan mallin [CSM, Schofield, Wroth, 1968] jaykkyysmatriisin
D mallin formalismilla. Jaykkyysmatriisi D on muodostunut vaikeasti tunnistettavaksi lahinna
siksi, ettd sen sisiltd on perinteellisesti esitetty kidénteismuodossa ns. muodonmuutosmatriisina.
Tissd yhteydessi ei ole tarvetta poiketa tdstd perinteellisestd muodosta (3).

oo o %]
{5‘95 ]_"_1 T -ﬂ (3a)
P H
) o og o og |7
| Op 8q Oq &q |
H=i{%3_g+%a_g} (3b)
Op,| 0s? Op Oe, Oq

&’ plastinen tilavuuden muutos

&7 leikkausmuodon muutos
& inkerementti

r [

g =0, - o, jannitysdeviaattori

p'= %(0',’ + 20';) hydrostaattinen jannitys, CSM:n symboli



f my6tofunktio

g plastisen potentiaalin yhtdl6

H plastinen moduuli

h = 1/H my&télujenemisparametri

P, Mydtdpinnan sijainnin médrddva muuttuja

Yhtﬁléssii (3) my6tofunktio f ja potentiaaliyhtils g on miiritetty jinnityskomponenttien p ja q
avulla:

f=flg.p.p,) (42)
g=glg.p.¢) (4b)

f potentiaaliyhtédlon sijainnin madradavd muuttuja

Maan mekaanisen mallin kehittely on funktioiden f,g, ja H etsimists, testaamista ja tdydentdmistd
lahinnd muodonmuutosyhtéldiden perusteella: Tdrkeimmét muodonmuutosyhtilét ovat:

g= q(f:: ); n=q/p= 77(5:) ja g, =¢, (e‘s). Myotofunktio voidaan méirittdd perustutkimuksen
luonteisissa selvityksissid tarkoitusta varten tehtévilld erityiskokeilla. Potentiaaliyhtdlé méiritetisn
tavallisesti normaalisuussdinnén (5a) avulla integroimalla jannitysdilataatioyhtild (5b).

de? dp
D
d= dgvp =d(p)tai:d = d(n,v) (5b)

s

d on yleensd empiirinen yhtild, y on tilaparametri. Myotdfunktio f ja potentiaaliyhtld g voidaan
esittdd my6s muodonmuutoskomponenttien &7 ja &7 avulla. [Nemat — Nasser & al, 1980].

f=q—F(p,€v,£s) (6a)

g= q+G(p,£v,5:) (6b)

Téssd yhteydessd yhtilod (6a) on sovellettu muodossa (7a), koska myddon aikana f=0 ja f =0ja
koska yhtil6 (7b) on aina olemassa. N¢ja N, ovat operaattoreita.

g=pN,(5,¢) (72)
Yhtdlén (7a) muuttujilla on yleensi selkei relaatio (7b).
e =5(e?) (7b)
Yhtil6d (6b) on vastaavasti sovellettu muodossa (7c).
g=-pN,(s,.¢,) (70)

Yhtilot (6) ja (7) ovat muodonmuutosyhtdlits, joita sovelletaan mm. mallin maaparametrien
méérittimiseen. Yhtiléiden (6) ja (7) funktionaalinen muoto riippuu kokeessa kiytetystd
jannityspolusta. Yhtils (6) soveltuu timén vuoksi parhaiten sellaisen mallin kehittelyyn, jossa on
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kaksi osaa; deviatorinen osa ( p =0) osa ja hydrostaattinen osa (q # 0). Vermeer [1980], Frydman
[1976] ja Laaksonen [1988]ovat kehittineet em. kaksiosaisen hiekan mallin (A double hardening
model for sand).

Yhtilsn (6) avulla voidaan kehittdi plastisen moduulin yhtil6 (9) deviatorista my§tdé varten
[Nemat — Nasser et al 1980, Ohmaki 1979, Korhonen 2000]: Plastisen tilavuuden muutoksen
hydrostaattiset inkrementit voidaan laskea ko. muodonmuutosyhtalolla:

OF de? OF
4= T4
0sf de?  Oes,

)

Yhtilssti (9) todetaan, ettd leikkausvastus muodostuu kahdesta komponentista; dilataatiosta ja
kitkasta. Leikkausvastuksen muodostumistapa on ollut tirkein syy siihen, ettd
muodonmuutosyhtilst on kehitetty lineaaristen systeemien konseptilla, joka simuloi kahta
samanaikaisesti tapahtuvaa prosessia.

Yhtils (9) niyttdd soveltuvan plastisen moduulin mérittimiseen myds silloin kun
kolmiakselikokeen leikkausvaihe tehdd4n perinteelliseni avoimena kokeena, jossa jannityspolun

kaltevuus ong/ p =3/1. On ilmeisti, ettd yhtils (9) on yksinkertaisin mahdollinen plastisen
moduulin muoto, josta kiy selvisti ilmi my®os leikkausvastuksien komponentit.

3. MUODONMUUTOSYHTALOT

Muodonmuutosyhtalsilld esitetdsin mekaanisessa mallissa maakerrokseen/maaniytteeseen
kohdistuvien jinnitysten ja niiden aiheuttamien muodonmuutosten vélisid relaatioita.
Muodonmuutosyhtilét olisi kehitettdvd muodonmuutosprosessia simuloivan mekanismin
perusteella. Hiekkakerros/ndyte muodostuu aina vihintdan kahdesta populaatiosta; maarakeista ja
ntiden vilissd olevista huokosista. Plastisia muodonmuutoksia simuloivissa malleissa rakeet
otaksutaan jaykiksi kappaleiksi joiden muoto ei muutu prosessin aikana. Tdssd yhteydessi
huokostilassa oletetaan olevan vain ilmaa. Huokosvedenpaine ja kapillaarijannitykset oletetaan
nolliksi. Jannitysten johdosta maakerrokseen kehittyvi muodonmuutosvastus kehittyy kuivassa
maakerroksessa hiekan rakeiden vilisesti kitkasta ja huokostilan tilavuuden muutosten
aiheuttamasta dilataatiovastuksesta, jonka suuruuden mittana maamekaniikassa pidetdin
tilavuudenmuutoksen inkrementin 8¢, ja samanaikaisesti kehittyvén leikkausmuodonmuutoksen
inkrementin Jz, suhdetta d, jota sanotaan dilataatiokulmaksi.

oe?
d=—2=d(n, 10, 5b
57 (7 v) ( )

Yhtilostd (9) todetaan, ettd termi OF/e; edustaa kitkavastusta. Hooken lakia noudattavissa
materiaaleissa leikkausvastusta voidaan pitis materiaalivakiona, joka ilmaistaan
leikkausmoduulilla. Maan plastisten muodonmuutosten yhteydessé kehittyvin vastuksen
ilmaisemiseen leikkausmoduuli ei sovellu, koska vastus rijppuu ldhinnd maakerroksen tiiviydesté
ja lisiksi leikkausjannityksen ja hydrostaattisen jannityksen suhteesta n = q / p. Maakerrokseen
muodonmuutosten yhteydessé kehittyvd leikkausvastus ilmaistaan yksinkertaisimmin plastisella
moduulilla Hy yhtélon (9) mukaisesti.

Jannitysten (q,p) sekd ominaistilavuuden ja leikkausmuodonmuutosten viliset relaatiot johdetaan
tissd yhteydessi lineaarisen systeemin muodostavasta yhtéléryhmasti (11). Koska ominaistilavuus

v ilmaisee my&s maakerroksen tiiviyden soveltuu sen inkrementti 3, = dvP = v* my6s
dilataatiovastuksen ilmaisemiseen. Yhtiléryhméan (11) dilataatioyhtild on muokattu Gajon ja
Woodin [1999] esittimastd yhtilostd (10a):
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d =§§§=Z—§=A[M(l+km)—n] (102)
A on dilataatioyhtidlon korjauskerroin, A=1,0
kg Maaparametri; tdssd yhteydessi. oletetaan kq =1
Ve ominaistilavuus kriittisessé tilassa
Y= (v-v¢) tilaparametri

Yhtil6n (10a) mukaan plastisen tilavuuden muutoksen vastus: eli dilataatiokulma de’ /dsf =d

riippuu kahdesta muuttujasta: n = g/p ja ¥ = (v — v¢). Ominaistilavuuden muutoksen ja
jannityssuhteen 1 muodostama lineaarinen systeemi kirjoitetaan muotoon (10b). Etumerkit
méiritetddn tapauskohtaisesti “common-sense” periaatteella.

dv

L ey +lpa =)

i (10b)
=L =dM -7)+clv-v,)
de,

Lyhenteet: y = i-(v - vc) (7= (M . 77)

dv —
—=—ay+by
de,

(10c)

d—77=—cw+a"7;7
de,

Yhtilostd todetaan, ettd “toimivat” muuttujat ovat y ja 77 . Yhtdloryhmén (10) ratkaisu on

manipuloitu muotoon (11). Tilaparametrin v maksimiarvo o0 Yy = Av, = (Vo — Vo).
Muodonmuutosyhtéld tulostetaan siis muuttujilla v ja ) tai vastaavilla oct-invarianteilla ja
parametreilla.

v=vc+(/?2Ar‘/11 ][(a+/12)c'i"‘°’ -(a+/1,)c'i‘"] (11a)
=M —( ;_4 J[(d A —(d+ A, )e ] (11b)

Karakteristisen yhtdlon juuret A; ja A, ovat negatiivisia reaalilukuja. Kuten tunnettua,
muodostetaan karakteristinen yhtil6 kertoimista a, b, ¢, ja d yhtdl6ryhméssa (10). Yhtdléiden (10)
ja (11) maaparametrit on mééritetty Ahlb4ckin hiekan kolmiakselikokeiden perusteella. Kuvissa la
ja 1b on em. koetuloksia approksimoitu yht#16illd (11a) ja (11b). Kuvista havaitaan, ettd yhtdlot
approksimoivat hyvin koetuloksia, josta voidaan paitelld, ettd Ahlbédckin hiekka kayttaytyy
avoimen kolmiakselikokeen leikkausvaiheen aikana lineaarisen systeemin teorian mukaisesti.
Samanlainen havainto on tehty mm. Otaniemen savella tehtyjen vastaavien kokeiden perusteella
[Korhonen, Lojander 2000]. Lineaarinen systeemi soveltuu sekd saven ettd hiekan mekaanisten
mallien yhdeksi potentiaaliseksi osaksi. Toisaalta on todettava, ettd yhtilsitd (10) ja (11) vastaavat
muodonmuutosyht&l6t, jotka on johdettu Volterran [1959] populaatioteoriasta, approksimoivat
myds hyvin koetuloksia [Krankka 1982, Kotakorpi 1979, Laitinen 1980, Laaksonen 1983, Milén
1987, Korhonen 1982].
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Hyvin koetuloksia approksimoiva empiirinen muodonmuutosyhtils ei ole riittdva osoitus siiti, ettd
se kaikissa olosuhteissa soveltuisi elasto-plastisen mallin rakentamiseen. Kimmoteoriaan ja
plastisuusteoriaan perustuvat tarkastelut ja verifioinnit osoittavat jonkin matemaattisen
yhtilstyypin lopullisen soveltuvuuden. Yhtils (10) on tyypillinen lineaarisen systeemin
lihtdyhtilé, mutta silld on samalla myds maamekaniikan keskeisimmén teorian,
jannitysdilataatioteorian [Rowe 1972, Schofield, Wroth 1968], tausta. Nayttdisi mahdolliselta, ettd
populaatioteoria [Volterra 1959] ja plastisuusteoria johtavat kiyttokelpoiseen, mutta teoreettisesti
yksinkertaiseen mekaanista kiyttaytymistd simuloivaan malliin.

4. PLASTINEN POTENTIAALI

Plastinen potentiaaliyht#lé on maamekaniikassa kehitetty perinteellisesti ns. jannitys-
dilataatioyhtildstd. Kriittisen tilan mallin [Schofield, Wroth 1968] dilataatioyhtdlostd (12a)
saadaan integroimalla yksinkertaisin kysymykseen tuleva potentiaaliyhtils (12b), jota on
sovellettu lukuisissa CSM:n julkaisemisen jilkeen kehitetyissd hiekan malleissa [esim. Adachi,
Oka 1984]. Yhtilo on kehitetty isotrooppista maakerrosta varten.

'3
_ def M-y
d'ef (12a)
g =Mpn(p./p) (12b)
P’ =p on konsolidaatiojdnnitys kun n = 0

Yhtilsilld (12) voidaan laskea vain tilavuuden muutoksen (dilataation) aiheuttama leikkausvastus,
mutta ei kitkan aiheuttamaa vastusta. Tunnetuimmista jannitys-dilataatioyhtiloistd vain Rowen
[1972] yhtilostd voidaan kehittds teoreettisesti sellaiset muodonmuutosyhtilét, joissa
dilataatiovastuksen lisiksi my&s hiekan rakeiden vilisen kitkan ajheuttama leikkausvastus on
otettu huomioon.

Boukpeti ja Drescher [2000] ovat kehittineet ”Superior sand” — malliksi kutsutun mallin hiekkaa
varten. Mallin my6téfunktio ja potentiaaliyhtils ovat analogisia. Jannitysdilataatioyhtdl (14)
saadaan potentiaaliyhtilostd (13) derivoimalla ja soveltamalla normaalisuussaédntdd (5a). Yhtélossd
(13) et ole anisotrooppisuutta edustavaa termid, eiki tilaparametira y.

g=g-MpV3 1-L =0 (13)
Do
Po = P, kun q = 0, méiris potentiaalipinnan hetkellisen laajuuden p — q tasossa.

Yhtils (13) on ns. Semi-Cubical Parabola, eli “Tschirnhausen's cubic [Lawrence 1972]. Kun
yhtils (13) derivoidaan saadaan dilataatioyhtild (14).

2 2
ﬂ=_[_M "7}=_d€v=d (14)

dp 27 de,

Yhtilon (14) kanssa analogisen ratkaisun on esittinyt mm. Ohmaki [1979]. Yhtilostd (14)
todetaan, et dilataatiokulman (d&? /de?) ja jannityssuhteen n relaatio ei ole lineaarinen kuten
useissa mekaanisissa malleissa on olztettu.

Kuvassa 2a on esitetty Ahlbdckin hiekalla tehdyn kolmiakselikokeen tulosten perusteella
jénnityssuhteen 1 ja dilataatiokulman vilinen havaittu relaatio. Kuvaan on piirretty myos yhtdlén
(12a) perusteella laskettu vastaava teoreettinen relaatio, joka lineaaristettuna approksimoi vain

siedettivisti koetuloksia. Yhtilon (14) soveltuvuutta Ahlbickin hiekan jénnitys-dilataatioyhtdloksi
on tarkasteltu kuvassa 2b. Yhtilo (14) voidaan kirjoittaa muotoon (15).
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de, 3
q/p*— =—5[M2—772] (15)

5

Yhtilén (15) mukaan termeilld n(de,/de;) ja n’ on yksikésitteinen relaatio. Kuva 2b osoittaa, ettd
Ahlbickin hiekan kolmiakselikokeen tulokset noudattavat siedettivilld tarkkuudella yhtal6ité (14)
ja (15). Yhtil (13) soveltuu ilmeisesti isotrooppisen, 16ysdhkon hiekan potentiaaliyhtdloksi.

5. LOPUKSI

Edella on pyritty esittelem#in Ahlbackin hiekan kolmiakselikokeiden tulosten perusteella eriitd
tarkeimpis hiekan mekaanisen mallin rakennuspalikoita. Nayttad ilmeiseltd, ettd matemaattisten
mallien yleisen teorian ja plastisuusteorian menetelmien avulla voidaan kehittdd hiekan mallille
kohtuullisen tarkat muodonmuutosyhtilst ja lisdksi plastisen potentiaalin yht4ls, esim. Boukpetin
ja Dreseherin [2000] esittdmalla tavalla. Yhtil6t (13), (14) ja (15). Em. tutkijoiden esittdma
menetelms plastisen moduulin maérittdmistd varten vaikuttaa keskeneriiselté ja soveltuu huonosti
kiytinnon tarkoituksiin. Samanlainen toteamus on tehtévi erdistd japanilaisten tutkijoiden 1980-
1990-luvuilla julkaisemista malleista, joissa mydtofunktio ja potentiaaliyhtild toimivat siedettédvan
hyvin, mutta plastisen moduulin yht#l6std puuttuu selked idea ja tarvittava tarkkuus. Nayttdd siltd,
ettd plastisen moduulin yhtiléd on ryhdyttdvi etsimén uudella ja tuoreella tavalla. Ahlbéckin ja
Ojakkalan hiekan koetulokset [Laaksonen 1983, 1988, Milen 1987] soveltuvat plastisen moduulin
yhtil6én kehittelyyn.

Hiekan mekaanisia malleja on kehitetty intensiivisesti 1970-luvulta alkaen [mm. Frydman 1976,
Vermeer 1980, Nemat-Nasser & al 1980, Laaksonen 1988, jne.]. Wood on oppilaittensa kanssa
kehitellyt sekd savelle ettd hiekalle uutta teoreettista mallia, jota Wood [2002] on pitényt 1960-
luvulla julkaistun kriittisen tilan mallin [Schofield, Wroth 1968, Roscoe, Burland 1968]
legaalisena perillisend. Nain ilmeisesti onkin. Merkittivan osan uuden mallin teoriasta muodostaa
“Bounding Surface-Plasticity”-teoria, jota mm. puolalaiset teoreetikot [mm. Mroz] kehittelivét jo
1970-luvulla. Téssi teoriassa on “laskusdsntsja” (mapping rules) mm. plastisen moduulin
laskemista varten. Moduulin laskus#4ntd oli yksi syy siihen, ettd teoriaan yritettiin vakavasti
syventyi myds TKK:n pohjarakennuslaboratoriossa Otaniemessé. Varsin pian todettiin, ettd
rahkeet eivit riitd Bounding-Surface-teorian ymmartimiseen. Saimme &dskettdin kdsiimme
tunnettujen tutkijoitten kirjoittaman julkaisun, jossa he tunnustivat etteivat he hyviksy Boundin-
Surface-teorian laskusant6ja. Em. tutkijat toteavat: "It is very difficult to ascribe physical
meaning to the bounding-surface mapping rules”. Wood on 1980-luvulta alkaen kehitellyt
nimenomaan Bounding-Surface-ideaan perustuvia malleja. Kun Wood oli TKK:n vierailevana
luennoitsijana v. 1989 ja 1991 kysyimme asiaa hanelti. Hin totesi, etti teoriaa selvitetdén useissa
julkaisuissa tulevaisuudessa. Ndin on tapahtunut. Wood on 1990-luvulla ja alkaneella
vuosituhannella julkaissut apulaistensa kanssa suuren méaaran saven ja hiekan malleja kisittelevid
tasokkaita julkaisuja. Vastausta Bounding-Surface-teorian korostuneeseen asemaan néisté erittéin
korkeatasoisista julkaisuista ei 16ytynyt.

Gajon ja Woodin [1999] julkaisema jannitys-dilataatioyhtils, joka on esitetty edelld (102) on
edistyksellinen, koska siind on otettu huomioon tilaparametrin y vaikutus. Se soveltuu mm.
lineaarin systeemin yhdeksi lihtoyhtsléksi. Néyttdad mahdolliselta, ettd Gajon ja Woodin yhtdlsd
voidaan kehittii edelleen. Hiekan mekaanisten mallien pullonkaulaksi muodostuneen plastisen
moduulin yhtilon ratkaisu 16ytynee samalla ilman Bounding-Surface konseptia.
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ABSTRACT

A general thermomechanical model is derived for a mixture. The system is described by proper
choices of free energy and dissipation function. The general theory is applied to a TH model for a
bentonite buffer. The free energy of the system is chosen to take into account the individual
behaviours of the components and their mutual interactions. The resulting thermodynamically
consistent macroscopic model is fitted to a suction experiment and applied to a simple 1D TH
simulation of the bentonite buffer of the Febex in situ test. The results calculated with FEM are
compared to measurements.

1. INTRODUCTION

A buffer of compacted bentonite is planned to be used to prevent the movement of
groundwater and the consequential escape of material from a geological repository for spent
nuclear fuel. Fluid flow, phase changes, mechanical behaviour of the buffer, rock, and the waste
canisters, and the heat produced by the waste constitute a coupled thermohydromechanical system.
The aim of the study is to derive a general thermodynamically consistent THM model for an
arbitrary mixture. The general theory is applied to the thermohydraulic modelling of a mixture of
compacted bentonite, liquid water, vapour, and air.

The system is described by proper choices of free energy and dissipation function. The free
energy of the system is chosen to take into account the individual behaviours of the components
and their mutual interactions through adsorption, vaporisation, and mixing of the gaseous
components. The choice is based on the equilibrium conditions for the water species in different
combinations of the components.

The model is fitted to a suction experiment for Febex bentonite and applied to the TH
simulation of the bentonite buffer of the Febex in situ test, which is considered in the international
Decovalex 3 project. The present approach is to describe the essential features of the TH behaviour
of the buffer in a simple 1D geometry. The results calculated with FEM are compared to the
measurements.

2. THE GENERAL MODEL

The system consists of solid skeleton (s), liquid water (1), water vapour (v), and air (a). Vapour
and air occupy the same gaseous (g) volume fraction. The molar volume fraction & = Byxy for
ke {a, v} and & = Bix for k € {s, 1} of component k is defined by means of the volume fraction
B = Vy/V of the phase j € {s,], g} and the molar fraction x; = ny/(n,+n,) for k€ {a, v} and x. =1
for k € {s, 1} of component k, where n, [mol] is the mole number of component k. Apparently, we
have Y &= 1. The molar volume fractions relate the apparent densities py=my/V [kg/m3] to the
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intrinsic densities Oy = my/ (i V3) [kg/m3], for which j=gforke {a,v} and j=k for ke {s,1} by
the equation o= £ 0.

We also define porosity 77=1-¢&, liquid saturation y=&/(1-¢&), and vapour fraction
=&,/ (& + &) as alternative variables.

In the general model the state variables are chosen to be the molar volume fractions &,
intrinsic densities Py, and strains &, [-] of the components, and the common temperature 7 [K]. The
indicator function taking care of the restriction for the molar volume fractions is

I(és,fl,:v,é,)={°’ (6.&EnE)eC, )

+oo, Otherwise,

where the feasible set is

G= {(gs,gl,gv,ga)e R Y& =L 20,ke s, 1, v, a}} )

The free energy [J/m’] of the system is

y= 2 Yy = 2 P +TI(E1.8..8.), ©)

kefs, L, v, a} ke{s, I, v,a}

where Vi [J/kg] is the specific free energy of component k without the restriction (2).
Dissipative behaviour of the system is characterised by the dissipative variables, which in the
general work are chosen to be the rates of deformation Dy [1/5], the heat fluxes qi [W/m®], and the
relative velocities Vy [m/s]. The dissipation function ¢ [W/m3] is a function of the state variables
and the dissipative variables.

We follow the procedure introduced in [1] of using the principle of maximal rate of entropy
production [2] with the orthogonality relations

¢ =v[ Y, (3¢/0D,): D +(39/3 (D, ))D, +(3¢/3q,)-q, +(3¢/3V,)- V], &)
v= ¢[2k(a¢/aD;):D; +(3¢/0 (D, ))uD, +(9¢/9q, )-q, +(3/0V, )- V, ]" .0
As a result we get the following general constitutive relations
/ oV, ., 99
=5tV (6)
%= P e TV oD,
a'#'k _ 0 t 7
IICOREIC N v
- -f% -5’- . ()
k
VT,
T v 5. )]
“m. - oV, _, 99
m, ;[ e +&B ]vg +Z[pj 3. +§B)V§k Vav (10)
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P =gt g1 an

G -G, =0, (12)

where 67y [Pa] is the deviatoric Cauchy stress, py [Pa] is the pressure,

_ék(B+ZpJ aék] 3)

is the relative thermodynamical pressure [Pa], B [Pa] is the relative hydrostatic pressure for
which

B={B,Vke{s,1,v,a}|(B,.B,.B,,B,)e Tl (£,.&.£,.E, )} (14)

s [J/(kgK)] is the specific entropy, m, [N/m’] is the rate of production of linear momentum,
and

- 1
G, =V, _EUk'Uk+p_k (15)

is the generalised specific Gibbs function [J/kg], where U, [m/s] is the absolute velocity of
component k.

3. THERMOHYDRAULIC MODELLING OF BENTONITE

3.1 Constitution

The general theory is applied to thermohydraulic modelling of bentonite buffer with an
assumption of a rigid skeleton. We get the constitution from the general constitutive relations with
appropriate choices of the free energies and the dissipation function. The chosen specific free
energies of the components are the following

v, (T,ﬁs,f,-)=-csﬂnl%z(éj), (16)
0 s

WI(T’ﬁl’é)_—cl L2 (gs’él) (é ), )
0

wv(T,ﬁv,é)——chn;+RT Lo o by () +ae )+ 1(E). a9
0 v v,0 v v v v

5, 6)=-cTn L+ BL 1 Py RT, Pu  RT T
V., (Tvpa,éj)_ caTln'Z:)-‘-Ma Inﬁa'o Ma ﬁa +Ma 8. (éj)-*-p'al(é.l)’ (19)

where ¢, [J/(kgK)] is the specific heat at constant volume, My [kg/mol] is the molar weight,
R [J/(mol K)] is the universal gas constant, f [J/kg] is a vaporisation function, 4 [-] is an adsorption
function, gy [-] is a mixing interaction term for the gaseous components, and F;ko [kg/ma] is the
intrinsic density at the reference state (P, T) = (Py, Ty), where P [Pa] is the (mixture) pressure.

The chosen forms for the adsorption function, mixing terms, and vaporisation function,
respectively, are
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,,(55,51)=,,[%_L1-_m) =a[i__1_] , 20)

Zmax nO x xmax
& (fv,é):ln(é %f gloéiog,,,o ), ke {a, v}, (21)

f()= 22)

0

where Ymax [-] is the maximum saturation, a = b((1 — 1) / n0)2 is a constant material parameter,
and Lg [J/kg] is a constant related to the latent heat of vaporisation.
The dissipation function is chosen to be

¢(qj,Vj,va) 2 [gk;kTq“ qk) E #kkf(ﬁkvk)-(ﬂka)+

ke{sl,v,a} ke{lig} (23)
_RT1 B
P, DT 1—§)(§va)'(cvvg)’

where A, [W/(Km)] is the heat conductivity, 14 [kg/(sm)] is the dynamic viscosity, ky [m?] is
the permeability tensor, D [m?s] is the diffusivity, V= { Vg + (1 - {) V, is the molar weighted
velocity of gas, and V,, =V, - V,.

The result for the relative intrinsic pressure denoted as py = py/&; gets the form

5. = B+p XL 51 aéh . ke{s,1v,a}, 24)
ﬁkRT—ﬁkoRT ~TI=P-P-TI, ke{v.a}. (25)
k Mk

Here, the relative hydrostatic pressure B = P — P, is found to equal to the mixture pressure.
The Darcy law for liquid, the Darcy law for gas, the Fick law for the relative velocity of
vapour, and the Fourier heat conduction law, respectively, get the form

51 k I:V(é ) plg+pl_Vh:| (26)
1
BV, = _ﬁ[vp_ug} , 27
Ky B,
LV, = —D[V{ ¢ (1—¢)%—R'Tﬂg] 28)
q, =-§AVT . (29)

Component interactions are studied by considering the Gibbs equilibrium (12) of the water
species in different mixtures. The resulting Clausius-Clapeyron equations “outside” and “inside”
the porous medium, respectively, are



0 po . 0 _
RALANEL P Dt S PR VA Y il -4 (30)

v 1 p

1

CF, RT| ° T, o
_LP M[ T-T, T P- P}

ikl Y URNPY ST +hiE 2L 31)
LA R, (e7=er) T, B ‘afl

where (P, {°P°, and &P, denote the partial pressure of saturated vapour from the gaseous
phase inside the porous medium, outside the porous medium, and at the reference state,
respectively. This is compatible with the conventional equilibrium conditions for ideal vapour with
the assumptions ¢f =¢, ¢/ =cy+R/M,, and L=Ly+ (¢ - cf)T, where ¢” [J/(kgK)] is the
specific heat at constant pressure and L [J/kg] is the latent heat.

Suction curves

L 1
0.5 0.6 07 08 0.9 1

Figure 1. The suction curve (dashed) and the Febex fit (solid). The wetting experiment of a
confined sample with p, = 1600...1650 kg/m’.

By combining the Gibbs equilibria (30, 31) at the same pressure and temperature we get the
relative humidity inside the porous medium as

{pP ¢ oh
In RH —ln(go ) F =h+éla—§l (32)
and the Kelvin law for the suction pressure p, by means of the adsorption function as
= h+ 33
b= ( S5 3 ] (33)

which form is also presented in [3]. The fitted suction curve by means of (20, 33) along with a
van Genuchten fit used in the Febex project is plotted in Figure 1.
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3.2 The thermohydraulic model

The final state variables are saturation ¥, temperature T, and vapour fraction {. Inertial terms
and gravitation are neglected and the total pressure is assumed to be constant. The model consists
of the conservation of the mass of the water species, and the thermal energy conservation, i.e.,

3 3 N

g(pl +0,)+V-[PEV +PENV,]=0 , (34)
ar (3

c-aT—L(%+V-(p1Vl))+V-q=O, (35)

where ¢ = X0y The constitutive relations are reduced to the Clausius-Clapeyron equation,
vapour state equation, Darcy’s law for liquid, the result of Fick’s law for vapour, Fourier’s law for
heat flow, and to the latent heat of vaporisation, i.e., to

£=L -7, P _ P T a_h
lné,0 RT{L" 7 +{c? - )TlnTJ+h+§la§l, (36)
. RT

P=byg 37)
v, =55 B2 (1 1) 20 VT -T2 ], (38)
171 M MV 3 max

£V, =-B,DV{, (39)
q=) q, =) EAVT =-AVT, (40)
L(T)=L(T,)+(c? = (T -Ty) = Ly +(c? =] )T, (41)

respectively. The relation between saturation and relative humidity is given by equations
(20, 32).

4. THERMOHYDRAULIC SIMULATION OF THE FEBEX IN SITU TEST

The thermohydraulic aspects of the Febex in situ test (Figures 2 and 3) are simulated in 1D
polar co-ordinate r € [R;, R;] = [0.485, 1.14] m. The simulation covers the radial distributions of
relative humidity and temperature for the sections E1 and E2 in the directions RD1, RD2, RD3,
and RD4, and the evolutions of relative humidity and temperature in 3 points (E1H, E1C, and
E1G) of the section E1. The initial saturation is Y = 0.54 corresponding to RH = 38 %, and initial
temperature is that of the surrounding rock, i.e., Tiy = T; =285.15 K. The simulated sequence
between —180...1000 d is divided in three periods. The moisture boundary conditions are no-flow
at the heater and full saturation at the rock for every case.

1. Days between —180...0d correspond to the isothermal saturation period between the

construction and the starting of the heaters.

2. Days between 0...53 d correspond to the heater adjustment period, which is approximated
by a linear increase of the heater temperature to the final value assessed by the
measurements for each case (Table 2). The temperature boundary condition at the rock is
of the Robin type q = H (T—T;) with a calibrated value of the heat transfer coefficient
H [W/(m?K)].

3. Days between 53...1000 d correspond to the period of controlled heating during which the
temperature of the hottest point on each heater is kept at 373.15 K. The period is simulated



by keeping the heater temperature constant. The other boundary conditions are the same as
for the period 2.
The results are calculated with the FEM program ELMER [4] in co-operation with CSC. The
simple 1D mesh consists of 40 linear elements. A time step of 1 d is used for every case.
For heat capacity, heat conductivity, and liquid permeability, respectively, the following
empirical relations are employed

¢ =cu (X.T)=NeBi6, + Puy (1.38(T ~273.15) +732.5),, 42)
A -A

)'=Z’eff(x)=A2+I+;(lT)2/dx, (43)

k =k(x)=kx’, (44)

where A, and A, [W/(Km)] are the thermal conductivities for dry and fully saturated medium,
respectively, x [-] is the saturation for which the thermal conductivity is the average value
between the extreme values, dx [-] is a parameter, and k, [m?] is the permeability of the fully
saturated medium. For diffusivity of vapour-air mixture we use the relation D = D{(T/T})" [5]. The
parameter values are given in Table 1.

The simulated and measured results for the evolution of relative humidity at the points E1H,
E1C, and E1G are illustrated in Figure 4. Figure 5 shows the radial distribution of relative
humidity for the section El in the directions RD3 and RD4. Figure 6 shows the radial distribution
of relative humidity for the section E2 in the directions RD3 and RD4. Figure 7 shows the radial
distribution of relative humidity for the section El in the direction RD2. Figure 8 shows the radial
distribution of relative humidity for the sections E1 and E2 in the direction RD1. Figure 9 shows
the radial distribution of temperature for the sections E1 and E2 in the direction RD4.

7039
= In dia i
Test zone A {ermediate Service
i _ Zone zone
D.39 17.00 270 350 46.80
—_— =5 pff
2575 4.540 1.020 4.540 4.325
1 ‘l bt L >

X B b i | Heater #2 ]- -l
7
Cable Steel | J i | Conerete Com:rer.e\\
channel liner ‘ | | plug a1t
L _
| g 1 ; i T 1 f 1
| D2 | F| 1]6 | M| E D c B! A K !
B2 E2 M2 H N FI L Instrumented sections i
01 2 13m B Concrete Bl Lamprophyre
p——

[ Bentonite [ Granite

Figure 2. Profile of the Febex in situ experiment and the simulated sections El and E2.
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Figure 3. A typical Febex cross section with the definitions of the directions RD1, RD2, RD3,
and RD4. The points E1H, EI1C, and E1G of the section El correspond to r = 0.52, 0.81, and
1.1 m, respectively, in the 1D simulation.

Table 1. The parameters.

Initial and reference Literature Calibration
Name Value Name Value Ref. | Name Value Case
To 293.15K g 9.81 m/s* a 0.4 suction
test
Po 0.1013MPa | R 8.314 1/(mol K) H 1.9 W/(m®K)
o 0.45 M, 0.018 kg/(mol) T(R,) 266.15K EI1;RD3,
RD4
Dy 1690 kg/m® | g 1.0-10%kg/(sm) [6] | T(R) 269.15K E2;RD3,
RD4
Ymax 0.999 &% 0.023 [6] | T(RY) 272.15K E1E2;
RD2
Xinit 0.54 D, 0.216-10* m¥s [6] | T(R) 253.15K EI1E2;
RD1
T, 285.15K T, 273 K [5] Laboratory test
n 1.8 [5] | Name Value
c? 1.87-10° I(kgK)  [6] | A, 0.57 W/(Km)
c? 4.18-10° J/(kgK)  [6] | A, 1.28 W/(Km)
L(Ty) 2.45-10°J/kg [6] | xo 0.65
I3 998 kg/m’ 6] | dx 0.10
ky 2.0-10?% m?
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Figure 4. Simulated (solid) and measured (dash) evolution of relative humidity at the points
ElH, EIC, and EIG. The thin solid curve shows the simulated extra point.
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Figure 5. Simulated and measured radial distribution of relative humidity at 90, 180, 300, and
1000 d for the section El in the directions RD3 (left) and RD4 (right).
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Figure 6. Simulated and measured radial distribution of relative humidity at 90, 180, 300, and
1000 d for the section E2 in the directions RD3 (left) and RD4 (right).

Rolative Humidey

ba [1} [T} or B.I 0w L] L1 L

Figure 7. Simulated and measured radial distribution of relative humidity at 90, 180, 300, and
1000 d for the section El in the direction RD2.
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Figure 8. Simulated and measured radial distribution of relative humidity at 90, 180, 300, and
1000 d for the sections EI (left) and E2 (right) in the direction RD1.
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Figure 9. Simulated and measured radial distribution of temperature at 90, 180, 300, and
1000 d for the sections El (left) and E2 (right) in the direction RDA4.

5. CONCLUSIONS

The presented TH simulations are essentially simplified 1D predictions of the relative humidity
by means of calibration of the temperature boundary conditions. The actual geometry, behaviours
of the heater, liner and rock, and the deformation of the buffer are not considered. Convection heat
transfer, pressure variation due to vaporisation, dependence of dynamic viscosity of liquid on
temperature, and dependence of liquid density on temperature and pressure are neglected, and the
gas diffusion is of a simple form. The main simulational simplifications are the approximation of
the heater adjustment period by a linear time dependence of temperature, and the use of a full
saturation boundary condition at the rock surface.

Because the heater performance is simulated by means of temperature boundary conditions, the
lack of temperature data constitutes a source of uncertainty. Other main uncertainties are related to
the initial moisture distribution in the buffer and to the effect of the construction gaps and the
instrumentation.

Fitting of the model against the suction experiment is done only by means of a single wetting
curve with shortage of data at the dry region.

The largest discrepancy between the measured and simulated results can be seen in the case of
relative humidity evolution at the centre of the buffer after the starting of the heaters. First a rapid
condensation is measured followed by a rapid vaporisation after a sufficient temperature increase.
In the simulation the same effect of consecutive wetting and drying is seen in considerably less
extent at the region nearer the heater, e.g., at the extra point depicted in Figure 4. We suggest that
this discrepancy be due to the gaps and instrumentation present in the actual case.

Despite the simplifications and uncertainties the simulations and the observations are fairly
consistent. The model succeeds in its aim to describe the essential features of the TH behaviour,
i.e., heat transfer, vaporisation, fluid flow, gas diffusion, and suction induced by adsorption.
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IKKUNARUUDUN LAMPENEMISEN JA RIKKOUTUMISEN MALLI
O. KESKI-RAHKONEN, J. MANGS

VTT Rakennus- ja yhdyskuntatekniikka
PL 1803, 02101 Espoo
Sahkoposti: Olavi.Keski-Rahkonen @vtt.fi

TIIVISTELMA

Hyvin ldmpod eristdvien ikkunoiden lasinruutuja on viime aikoina uusissa asennuskohteissa
rikkoutunut ilmeisesti auringon ldmpositeilyn vaikutuksesta. Tdssd on esitetty karkea malli
rikkoutumisen syystd. Ikkunan sdroytyminen on auringon siteilyenergian aiheuttaman
ldimpenemisen, ikkunan rakenteen sekd lasiruudun reunaan mahdollisesti syntyneiden pienten
sdrdjen yhteisvaikutusta. Ilmi6 on voimakkainta hyvin ldmp6d eristivissd ikkunoissa ja
silekaihtimet sopivassa asennossa vahvistavat sitd vield jonkin verran.

1. JOHDANTO

Rakennusten energiankidyttd on merkittdivd osa Suomen energiankulutusta. Jo pitkédin
viranomaiset ovat ohjeistuksellaan pyrkineet tietoisesti parantamaan rakennusten energia-
tehokkuutta, jolloin huomio keskittyy myos ikkunoihin. Ikkunateollisuus on pystynyt vastaamaan
noihin haasteisiin tuottamalla kaupallisia ikkunaratkaisuja, joiden ldmmonlépéisyd on pystytty
huomattavasti parantamaan aikaisemmin kdytettyihin ratkaisuihin verrattuna. Vaikka Suomi on
ilmastollisesti kylmd maa, viime aikoina on tormitty tillaisten ikkunoiden sovelluksissa uuteen
ongelmaan: ikkunalasien ruutuja rikkoutuun silloin tillsin nienndisesti itsestdin parhaimmin
eristettyjen ikkunaratkaisujen sisélld. Rikkoutumisen ilmeinen syy on auringon ldmpdsiteily,
mutta tarkkaa mekanismia ei ole toistaiseksi tunnettu. Vaikka vauriot ovat harvinaisia, niiden syyti
on selvitetty ja tdssi siitd ensimmaisid tuloksia.

Kun umpion limpétila nousee auringon ldmmittivian vaikutuksen tai muun syyn vuoksi,
ikkunaruutuihin syntyy erilaisia jannityksid. Ne vaikuttavat eri paikoissa ja ovat suuruudeltaan
erilaisia. Tiarkeimmit niistd ovat: (a) ldmpd8okki ruudun pinnassa, (b) limpé&jannitykset ruudun
poikkileikkauksessa vaikuttavan ldmpotilagradientin vuoksi, (c) umpion paineennousun aiheutta-
masta mekaanisesta kuormasta johtuvat laatan jinnitykset (d) lampétilagradienteista ruudun
pinnan suunnassa aiheutuvat lampojannitykset sekd (e) valmistusvirheistd ja vieraista kiteistd
(NiS) aiheutuvat paikalliset jinnityshuiput. Tédssd mallitetaan n#itd ilmidita ja paitelldéin tulosten
perusteella, onko joku n#istd ilmiistd ikkunan rikkoutumisen syy.

2. HAVAINTOJA RIKKOUTUMISESTA KENTALTA SAADUISTA NAYTTEISTA

Todellisessa kohteessa rikkoutuneita muutamia ikkunoita tutkittiin laboratoriossa. Sargjen
kulku ruudulla ilmenee kuvan 1 yldosasta. SdrGjen asemasta ja kulusta ruudulla voitiin paitelld
jotain rikkoutumismekanismista seké jannityshuipun paikasta ruudulla. Paikallisen jannityshuipun
(ilmid e), kuten nikkelisulfidin (NiS) ja nopean kuumenemisen eli lampoSokin (ilmid a)
aiheuttaman jinnityksen mahdollisuus voitiin sulkea pois. Umpion sisdisestd paineesta (ilmid c)
johtuvan siron alkukohta riippuu ruudun reunachdoista: vapaasti tuettu alkaa keskipaikkeilta,
jaykasti kiinnitetty pitempien sivujen keskeltd. Néitd ilmioitd katsotaan myoskin kvantitatiivisesti

521



alempana. S#rén alkaminen rikkoutuneista ikkunoista on rekisterdity tarkastelemalla sirdjen
reunoja ja risteymékohtia mikroskoopilla. Sarén muodostamat kulmat lasipintoihin seki reunoihin
mitattiin. Vaurioita katsottiin mikroskoopilla (suurennos sdidettivissi asteittain vililld 7,2 - 56)
sdron ja lasilevyn reunan yhtymikohdassa (< 10 mm lasilevyn reunasta). Kuvassa 1 on tyypillinen
sirén muoto ruudun reunassa. Tutkimuksesta voitiin paitelld, ettd sir6 on alkanut ikkunan
reunasta. Samoin séron kulkusuunta selvisi. Alkukohdasta paljastui pieni paikallinen vaurio, kuten
kuvan 1 alaosassa sird 2b.

/\/—\ 4ah
2bj
o 4b
T 4c
3b
4d
3a

3c

Kuva 1. Kentdlld rikkoutuneiden ikkunoiden sdrdjen kulku ruudussa kolmessa eri ikkunassa
(yldkuvat). Lasilevyn reunan vauriot sidron kohdalla, alhalla vasemmalla siré 2a ja alhaalla
oikealla 2b. Siron kohdalla on poistettu osa ikkunapuitteista, mistd johtuu kuvissa nékyvi
puupoly. Yldkuvan nuoli osoittaa ikkunan ykiosaan.

3. LASIRUUDUN TATIPUMINEN

Umpiossa oleva ikkunaruutu kuormittuu, kun paine umpion sisdlld muuttuu. Lasilevy on
asennettaessa hyvin tarkasti tasomainen, mutta se muuttaa jatkuvasti muotoaan vasteena paineen
muuttumiselle ldmpdtilan muutosten ja ulkoisen paineen muutosten vuoksi. Umpion eri ruudut
kytkeytyvit painekuorman vilitykselld toisiinsa, mutta niiden muodonmuutoksia voidaan
tarkastella yksittiisina laattoina.

Suurillekin taipumille suorakaidelaatan taipuma on esitettdvissd Fourier'n sarjana [1]

W5 Y)= Y, 3 Wy sin(=)sin(=2) W
m=] n=1
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missd a ja b ovat ruudun mitat sekd x ja y koordinaatit vastaavien mittojen suunnassa. Umpion
paineen laskemista varten tarvitaan tilavuuden muutos v, miki jd4 tasolaatan ja taipuneen laatan
pintojen viliin. Se saadaan integroimalla kaava (1), mistd seuraa

dab & w2g+12v+a‘ i
v= |w(x y)d{i:— : =WA )
:! ’ z’ ;;(2y+1)(2v+1)

Termit suppenevat nopeasti, jolloin kidytdnndssa riittdd muutamat ensimmdiset termit etsimédmme
tilavuuden muutoksen médrittdmiseen [2]; keskim#drdistd taipumaa on merkitty W .

v~ﬂ{w +iw,, +Iw,, +iw } (3)
~7r2 Imv3"vi T 3"3 933

Yhtilon (1) kertoimet on laskettava epilineaarisella laattateorialla, missé taipuma ei ole enia
suoraan verrannollinen kuormaan. Tillaisista laskuista on kirjallisuudessa hyvi klassinen esitys ja
yhteenveto laajasta laskentasarjasta [3]. Tarkastellaan laattaa, jonka paksuus on £ ja tyypillinen
mitta a. Laatan keskikohdan taipuman w, ja sille kohtisuorasti vaikuttava painekuorma riippuvat
toisistaan yleisesti yhtdlén [1]

4
a w w
l(_) =—|c¢, +¢, (= )? 4

E\h h h

mukaisesti, misséd c; ja ¢, ovat vakioita, joiden arvot riippuvat laatan muodosta ja sen reunojen
tuentatavasta. Tidhédn tyohon poimittiin muutamista esitetyistd ratkaisuista [3] nididen vakioiden
lukuarvoja. Kuvassa 2 on esitetty yhtilon (4) kuvaajat keskikohdan taipumalle w. ja
keskimérdiselle taipumalle W kahdessa dirimmdisessd reunaehtojen yhdistelmdssd. Pienilld
kuormilla taipumien ollessa pienid (w, < h) taipuma riippuu kuormasta lineaarisesti kimmoisena
laattana, mutta taipuman kasvaessa laatta alkaa k#yttdytyd kalvon tapaan ja taipuma on lopulta
verrannollinen kuorman kuutiojuureen. Kuvasta 2 nidhdédédn myos, ettd keskiméaraisen taipuman eli
samalla my6s umpion tilavuudenmuutoksen ja painekuorman vililld on yhtdlén (4) muotoinen
riippuvuus, kun keskipisteen taipuma w, korvataan keskimariisells taipumalla W .

Umpion painetilannetta voidaan nyt tarkastella suoraan viitteissd [2, 4] esitetylld mallilla, kun
sitd muutetaan hieman ottamaan huomioon umpion epdsymmetrisyys, miké johtuu kiinnittimisesta
ikkunanpuitteisiin toispuoleisesti laatan reunan tuentaa muuttaen. Auringon limmittiméissi
umpioikkunassa kuormat ovat niin pienid (laaduton kuorma (p/E)(a/h)" < 20), ettd olemme joko
lineaarisella alueella tai melko ldhelld sitd. Yhtdlon (4) kertoimien numeroarvoja ei esitetd tassd,
koska laskemalla muutamia dériesimerkkejd havaittiin, ettid paineennoususta johtuvat jannitykset
ovat epaedullisimmissakin tapauksissa pienehkdjd [4].
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Kuva 2. Laatan keskikohdan laaduttoman taipuman w/h ja keskimddrdisen laaduttoman
taipuman W /h riippuvuus laaduttomasta kuormasta erilaisilla laatoilla, mistd ilmenee yhtilossd
(4) esitetty riippuvuus.

4. RUUDUN KIINNITYS PUITTEESEEN JA LAATAN TUENNAN REUNAEHDOT

Umpion laatan kiinnityksestd aiheutuvia reunaehtoja tutkittiin tekemailld taipumamittauksia
kolmella erilaisella avonaisella umpioelementin kappaleella. Mitattaessa umpioiden ruutujen véliin
tyonnettiin kiila, jolla saatiin halutun suuruinen muodonmuutos. Laatan taipumat mitattiin sitten
mittakellolla tai tyOntOmitalla tarvittavista laatan kohdista. Laatan reunaehto vaikuttaa suurimman
jénnityksen esiintymiskohtaan. Vapaasti tuetulla suorakaidelaatalla se on keskipisteessd, jaykasti
kiinnitetyssé laatassa pitempien sivujen keskikohdassa.

Tulosten tulkitsemiseksi mittaukset muutettiin laaduttomaan muotoon jakamalla taipumat
lasinruudun paksuudella = 4 mm, seki etdisyydet ruudun suunnassa ruudun mitalla @ = 400 mm.
Mittaustulokset on esitetty graafisesti kuvissa 3 ja 4 vastakkaisilta sivuilta kiinnitetyn umpion
osalta. Kuviin on sovitettu tulosten tulkitsemiseksi teoreettiset kéyrit, jotka kuvaavat laatan pinnan
muotoa pitkédssd suorakulmaisessa laatassa. Taipuma w on likim@4rin paikan funktiona suurillakin
taipumilla muotoa

. TX . 3mx

w(x)=w,sin(—)+w;sin(—) )
a a

joka saadaan ottamalla yhtdlosti (1) kaksi ensimmaistd termid.
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Kuva 3. Ruudun taipuma sivuilta vapaasti tuetussa umpiossa.
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Kuva 4. Ruudun taipuma sivuilta jiykdsti kiinnitetyssé umpiossa.

Vapaasti tuetulla laatalla yhtdlon (5) kertoimista w; on vallitseva ja w; on positiivinen mutta
itseisarvoltaan pieni. Kuvasta 3 nikyy, ettd timi oletus pitdd hyvin paikkansa. Suhde wyw, =
0,026. Kaikki kéyrit sopivat hyvin mittausvirheiden rajoissa saatuihin pisteisiin. Tdmi tilanne on
hyvin puhtaasti vapaasti tuetun laatan tilanne. Mittaukset paljastavat my&skin pienen liimauksessa
havaittavan puutteen. Liitos el ole jiykkd vaan viruu vihitellen. T4ss4 se nikyy toistomittauksen
antamina lievasti suurempina arvoina.

Kuvassa 4 on oletetusti jaykésti kiinnitetty reuna, silli umpion ruutu oli liimattu oikeata
asennustapaa jiljitellen puiseen ikkunanpuitteeseen. Kiyttimilli yhtilon (5) muotoista
funktiokehitelm#i taipuman yritteeni [3], kerroin w; on negatiivinen ja vaihtelee suuruudeltaan eri
kéyrissd kuormituksen muuttuessa. Tdma havaittiin myds kokeellisesti, silld alimmassa kiyrissi
suhde w3/, = 0,25, mutta ylimédssé kiyrissi vain 0,1.

Alkutilassa kuvassa 3 mitatun laatan kiinnitys on hyvin ldhelld jdykasti kiinnitetyn laatan
teoreettisia arvoja. Liimaus ei kuitenkaan ole pitivi. Kolme alinta kiyrédi saatiin, kun ruutujen
vilissd olevaan kiilaan ei koskettu, mutta sama taipuma mitattiin vierekkdisisti kohdista alle
puolen tunnin aikana kolme kertaa. Keskikohdan taipuma oli sini aikana kasvanut noin
kolminkertaiseksi. Se johtui siit4, ettd jaykka kiinnitys aukesi véhitellen ja liimaliitos puitteen ja
ruudun vililld antoi vdhitellen periksi.

Ndistd tuloksista voidaan péitelld, ettd umpion ikkunan ruudun reunaehdot ovat vapaasti tuettu
silloin, kun ruutu on kiinnitetty vain umpion tukilistaan. Silld puolella umpiota, missi ruutu on
liimattu ikkunanpuitteeseen, reunaehto on jotain jaykisti kiinnitetyn ja vapaasti tuetun vilimailta.

5, UMPION JANNITYKSET

Johdannossa esitetyt umpion mahdolliset jannitystilat kisitellddn tdssd kvantitatiivisesti niiltd
osin, kun ilmiditd pidetddn mahdollisina kuvan 2 tarkastelujen jilkeen. Kun ikkunaruudun toiseen
pintaan kohdistuu #killisesti energiavirta, joka voi aiheutua esimerkiksi auringon ilmaannuttua
pilven takaa ja alkaessa limmittdd ikkunarakennetta, ruutuun syntyy limpétilagradientti sen
paksuussuunnassa. Séteilyn puoleinen reuna limpenee enemmén kuin sen vastakkainen puoli. Jos
pinnoissa on ohuita kalvoja, niiti ei tissé tarkastelussa tarvitse ottaa huomioon. T4mi epitasainen
limpidminen aiheuttaa ruutuun ldmpodjénnitystilan nimeltdin  ldmpdSokki  (ilmis  a).
Lampdjannityksen suurin arvo O ja sen esiintymishetki 7, siteilytyksen alkamisesta saadaan
analyyttisella teorialla [5]. Kdyttamalla lasin keskimairdisid materiaalivakioita: limpdlaajenemis-
kerroin @ = 8-10°%K, kimmokerroin E = 80 GPa, limmonjohtavuus & = 1.05 W/Km,
lampédiffuusiokerroin k = 50,2 mm®s, Poissonin luku = 0.22 seki lisiksi aurinkovakion arvoa
1390 Wm [6], tulokseksi saadaan 4 mm lasille: 0.~ 0,9 MPa ja t,,, = 6,6 s. Koska lasin veto-

lujuus on 30 ... 150 MPa, Sokkijdnnitys ei riitd rikkomaan lasinruutua. T4std on mydskin aivan
lautamiesjdrjen mukaista pitkdaikaista kokeellista tietoa. Sokkijénitys ei ole mitenkitn erilainen
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perinteisissd ikkunoissa nykyaikaisiin verrattuna. Koska tallaiset ikkunat eivit lampimissakdan
maissa rikkoudu auringon pilkahdettua pilven takaa, mekanismi ei ole ikkunoille vaarallinen.

5.1 Taipuneen laatan jénnityksia

Taivutusjinnitys rundun kulmissa (ilmi6 b). Ikkunan puite on vahva verrattuna lasinruudun
jaykkyyteen. Jinnityksettomind ruutu on tasolevy ja pysyy sellaisena myds puitteeseen
asennettuna. Puite pitdd sen reunat samassa tasossa vaikka ruudun muodostama laatta muuttaisi
muotoaan jouduttuaan erilaisten kuormitusten alaiseksi. Tallaisia kuormituksia ovat lampdsiteilyn
epitasainen jakautuminen ruudun poikkileikkaukseen ja paine-erot umpion sisd- ja ulkopuolen
vililli. Kun ruudun poikkileikkaukseen syntyy lémpotilagradientti A7, ruutu pullistuu
lampolaajenemisen vaikutuksesta kuumempaan suuntaan muodostaen pallopinnan, joka on
jénnitteetdn silloin kun muodonmuutokset ovat esteettomid. Kun laatan reuna on tiukasti puitteessa
kiinni, muodonmuutokset eivit ole vaipaita. Laatan kulmiin syntyy jannitys o’ , jonka suuruus
lasketaan analyyttiselld kaaavalla [7]. Ikkunalasille tarvittaisiin AT > 280 K , jotta lasin
vetojannitys ylittyisi. Tdmd on vihintddn kertalukua suurempi arvo, kuin mitd mittauksilla on
havaittu ruudun pintojen viliseksi limpétilaeroksi. T4ama ilmid ei voi siten olla rikkoutumisen syy.

Taivutusjéinnitys ruudun keskelli tai pitkdn sivun keskelli (ilmid c). Paine-ero umpion
sisd- ja ulkopuolen vililld aiheuttaa ruutuun tasaisesti jakautuneen painekuorman. Sen suuruus
umpion sisdlld saadaan kaasun limpétilan funktiona kidyttden tdytekaasun tilanyhtdlod sekd
kaavalla (3) laskettavaa tilavuudenmuutosta. Tulokset saadaan nopeasti kayttden viitteessd [4]
esitettyji tuloksia. Vapaasti tuetun laatan ruudun keskelle syntyy paineen vaikutuksesta
taivutusjannityksen maksimi ¢, jonka arvo taasen saadaan analyyttiselld kaavalla, [7]. Paineen
lukuarvot riippuvat laatan muodosta ja reunanehdoista. Viitteessd [4] on tarkasteltu kysymysta
yleisemmin ja osoitettu, etts tdmd jannistystila johtaa lasin murtumiseen vain melko harvinaisissa
tilanteissa.

Kun laatta on jiykisti tuettu, paineistetun umpion maksimijénnitys esiintyy ruudun pidemmén
sivun keskelld. Kuvasta 1 voisi pinnallisesti epdilld, ettd ainakin ruuduissa 3 ja 4 timi olisi ollut
sdrén alkamiskohta. Kuitenkin: (1) jannityksen arvo on vapaasti tuetun laatan arvoa pienempi ja

sarOytymisen syy.

5.2 Vetojinnitys ruudun reunassa (ilmio d)

Kun ikkunaruutu on asennettuna puitteeseen, sen reunat eivit ole alttiina 1dmp0siteilylle vaan
ovat syvilld puitteen sisdlli. Puite on kuumana kesdpdivédndkin viiledmpi kuin ikkunan
kuumimmat osat. Reunoilta lasi jidhtyy limmonjohtumisesta puitteeseen. Kun lasiin syntyy
pinnan suuntaisia limpoétilaeroja AT matalampien limpétilojen alueella syntyy vetojénnitystd,

jonka suuruus &, lasketaan kaavalla [8, 9]
o, =EadTl ©

missé E on lasin kimmokerroin ja o on lasin limpélaajenemiskerroin. Murtojinnitys riippuu lasin
laadusta. Vaaralliseksi reunan limpdhjénnitys kasvaa, kun lampétilaero on luokkaa 70 ... 100 K.
Kentilti tehdyt mittaukset osoittivat, ettd suurimmillaan ruudun limpétila oli 75 °C. Jos oletamme
ruudun reunan puitteen sisélli olleen silloin vield ldhelld huoneenlampétilaa 20 °C, lampétilaero
olisi silloin suurimmillaan 55 K. Vaikka timi jannitys on voimakkain tihdn mennessi esitetyist
ilmisistd (a-c, e), sekddn ei vield kaavan (6) mukaan riitd rikkomaan ruutua, jos sen esittimi
vetojannitys olisi ainoa lasia rasittava tekiji.
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6. IKKUNAN LAMPENEMINEN

Ikkunan ldmpeneminen riippuu auringon asemasta. Kéyttden auringon siteilyyn ja
pallotihtitieteeseen liittyvid yhtéloitda [6, 10, 11] auringonsiteilyn tehotiheys pystysuoralle
ikkunalle voidaan laskea paikkakunnan koordinaattien, pidivdmiirin ja kellonajan funktiona.
Esimerkkinéd esitetdin kuvassa 5 auringonsiteilyn tehotiheys kaakkoispuoleiselle (kuva 5)
ikkunalle p#ikaupunkiseudulla (@ = 60 ° pohjoista leveyttd ja L = 25 ° itdisti pituutta) 28.8.2000.
Kuvassa 5 on myds 28.8.2000 aikana mitattu auringon tehotiheys. Lasketun ja mitatun
tehotiheyden vilinen yhteensopivuus on hyvi.

28.8.2000 kaakkois]ulkisivu
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Kuva 5. Laskettu (vinoneliot) ja mittattu (yhtendinen viiva) auringonsiiteilyn tehotiheys
kaakkoispuoleiselle pystysuoralle pinnalle (ikkunalle).
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Kuva 6. Lasiyhdistelmd FRAMETMplus 5.1-ohjelman laskentaa varten.

Tilla tavalla laskettuja tehotiheyksii voidaan kayttdd ikkunoiden analysointiohjelmien
sy6ttotietoina ikkunoiden limpidmisen laskemiseksi. Ikkunalasien pintojen lampétiloja on laskettu
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ikkunoiden limpotekniseen analyysiin tarkoitetulla valmisohjelmalla FRAME™plus 5.1 [12]
auringon tehotiheyskidyrdn avulla. Laskennan tuloksia on verrattu todellisten ikkunoiden
mitattuihin pintaldmpétiloihin. Ikkunat olivat MSE-tyyppisid ikkunoita, joiden eristyslasissa oli
Iplus R-selektiivilasi ja argon tdytekaasu 12 mm umpiotilassa. Muut kaksi lasia olivat kirkasta
float-lasia. Ikkunoiden ruutujen paksuudet olivat 4 mm. FRAME™plus 5.1-ohjelman kayttimisti
lasi- ja vililistakirjastoista voidaan muodostaa haluttuja lasiyhdistelmii yleisimmilld
tdytekaasuilla. Nami kirjastot sisdltivat Kanadassa ja Yhdysvalloissa kdytettyjen tuotteiden
tietoja, ja niistd muodostettiin lasiyhdistelmd jonka osien ominaisuudet ovat lihelld mitattujen
ikkunoiden ominaisuuksia. Kuvassa 6 esitetdin laskennan lasiyhdistelmé. Lasien L1 ja L2 vilisséd
oli 100 % ilmaa ilman vililistaa sekd lasien L2 ja L3 vilissd 100 % argonia. Al-vililistan
tiivistysmassana oli polyisobutyleeni ja polysulfidi. Lasiyhdistelmidn korkeus oli 1000 mm.
Kuvassa 7 nikyy laskennan tulos. Yhteniiset kdyrit ovat todellisesta kohteesta mitattuja ja pisteet
tilld ohjelmalla laskettuja limpotiloja. Yhteensopivuus on erittdin hyvd mutta ei aivan tdydellinen,
koska ohjelma ei siséltinyt kaikkia suomalaisen teollisuuden kiyttdimid komponentteja. Témén
tyon tarkoituksiin tulos oli kuitenkin niin vakuuttava, etti voimme viittds ohjelmiston sisiltdvén
kaiken olennaisen lampétilojen laskemiseen tarvittavan tiedon.

28.8.2000 lounaisjulkisivu, kaihdin nostettu yiés
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Kuva 7. Lounaisjulkisivun mitatut ja lasketut ulkolasin ulkopinnan, eristyslasin ulkopinnan ja
eristyslasin sisdpinnan ldmpdtilat.

7. SARON ETENEMINEN LASISSA

Lasi on luonteeltaan hauras materiali ja sen luonne vaikuttaa myOs tdssd kisitellyssd
ongelmassa. Hauras materiaali on tdynni pienid sirGjd, joiden koko alkaa molekyylitasolta ja
ulottuu pahimmillaan yli koko ruudun. Téllainen sdrd on havainnollisesti ndhtivissd kuvan 1
alaosassa oikealla. Lasin kestdmisen varsinainen avain 16ytyykin ndiden sdrdjen teorian kautta.

S#rdjen yksinkertainen teoria on tunnettu olennaisilta osiltaan jo vuodesta 1920, jolloin
Griffith esitti siti kiisittelevin mallinsa. Silti sdr6t ovat edelleenkin vilkkaan tutkimuksen



kohteena, silli nykyaikainen laskentatekniikka on on avannut uusia mahdollisuuksia teoreettisten
mallien luomiseen sekd mittaustekniikka niiden tulosten todentamiseen ja sirdjen kuvantamiseen
aina atomitasolle ulottuvalla tarkkuudella. Selostamme tdssd Griffithin teoriaa [13] ja lisddmme
siihen katsauksen viimeaikaisimmasta kehityksesti. Pienen siron, pituus ¢, yksinkertaistettu malli
tasaisessa levyssd on ellipsi. Levy4 kuormittaa voima F aiheuttaen siihen vetojinnitystilan, jonka
suuruus on keskiméirin o, kun oletamme voiman F jakautuvan tasaisesti koko levyn sivun
pituudelle. Kun levyssi on sérd, timi tasainen jinnityskenttd muuttuu. Jos ellipsin pidakselien

pituudet ovat b ja ¢, jo 1913 Inglis osoitti, ettd suurin jannitys 0, esiintyy ellipsin kapeammassa

kérjessd ja sen suuruus on

ayy=0'(1+20/b) 9)

Koska sérén ellipsi on kapea, ts. b << ¢, huippuun syntyy voimakas jannityskeskittyma. Aluksi

teoreettisen murtolujuuden. Griffithin uusi 16ytd 1920 oli, ettd sdrod lahtee kasvamaan vasta sitten,
kun sdr6n pituus ¢ saavuttaa tietyn vihimmaéinpituuden, jota voidaan kutsua siron kriittiseksi
vaikuttavaa termid ovat kimmoinen muodonmuutosenergia ja sdrdn pintaenergia y,jonka
lukuarvot vaihtelevat lasilaadusta riippuen huoneenldmpétilassa valilld 3,50 ... 4,32 J/m®. Siron
pintaenergia y on analoginen nesteen pintajdnnitysenergialle ja aiheutuu samasta syysti. Pinnassa
oleviin atomeihin vaikuttavat voimat suuntautuvat aineen sisdiin piin. Aineen keskelld olevissa
atomeissa ndmd voimat suuntautuvat suurin piirtein symmetrisesti kaikkiin suuntiin. Sirén
syntyessi levyn pinta-ala kasvaa verrannollisena sér6n pintojen yhteiseen pituuteen.

Kun levyd jénnitetddn ehjdnd ilman sir6d, kimmoisen muodonmuutoksen synnyttimiseen
tarvittava tyo on verrannollinen venymén nelioon. Kun levyssi on sérg, jannitys ja siten myos
venymd on nolla likimain sellaisen sirokeskisen ympyrdn sisilld, minkd side on c¢. Timi
pienentid muodonmuutosenergiaa suhteellisesti timédn ympyrdn alan ja levyn alan suhteessa.
Niiden yhteisvaikutuksesta kokonaisenergia muuttuu siroisti levyd jénnitettédessd. Pintajénnitys-
energia kasvaa verrannollisena sirén ¢ pituuteen, mutta muodonmuutosenergia vihenee verran-
nollisena sirdn pituuden nelion. Kokonaisenergian kuvaaja c:n funktiona on alaspiin aukeava
paraabeli. Pienilld sdron pituuksilla ¢ energian muutos kasvaa, jolloin sérén pituus on vakaa. Kun
pituus ¢ kasvaa, muodonmuutostyd pienenee nopeammin kuin pintaenergia kasvaa. Saavuttaessa
paraabelin huippuun tullaan siron kriittiseen pituuteen c*. Sdrd on tullut energeettisesti epésta-
biiliksi. Se kasvaa ilman ulkoista energian lisiysti. Sen arvo saadaan kaavalla

2
c* = ﬂz (10)
no I
missé E on lasin kimmokerroin, ja & ¢ lasin murtolujuus. Tyypillinen arvo lasien kriittiselle sirén

pituudelle on 20 pm. Griffithin energiakriteeri on riittivd, mutta ei vilttimiton ehto sirdn
kasvulle. Orowan osoitti kuitenkin jo 1955, ettd todella hauraassa aineessa siron Kkirjen
kaarevuussidde on atomien vilisen etdisyyden suuruusluokkaa. Siten heti kun energiaehto kasvaa
riittivaksi, my6skin sdro ldhtee kasvamaan. Lasia voitaneen piti4 tillaisena hauraana aineena.

Kun sdron pituus on ylittdnyt kriittisen arvon c*, se kasvaa nopeasti ja rikkoutuminen tapahtuu
kuormitetussa ruudussa hyvin lyhyen ajan sisilli. Ikkunateollisuuden kannalta tdmé ei kuitenkaan
ole vield riittdvad. Eri tehtailla sekéd rakennustyomailla asennuksen jilkeen rikkoutuneet ikkunat
havaitaan laadunvalvonnassa ja erilaisissa tarkastuksissa, jolloin ne poistetaan hylkyind ja
perusteluna on erilaiset valmistus- sekd tyovirheet. Lasi asennetaan kuitenkin rakennukseen, jonka
elinkaari on tyypillisesti 50 vuotta. Vaikka aika on paljon pitempi kuin tdméin alan takuuajat,
lasiteollisuus joutuisi huonoon valoon, mikili ikkunat rikoutuisivat vahitellen itsestdsn tuon ajan
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sisdlld. Historiallinen kokemuksemmehan on, ettd ikkunat voivat sdilyd ehjind satoja vuosia.
Kohteessa jénnityksen alaiseksi joutuvassa ikkunassa on siséddnrakennettu mekanismi, joka saattaa
rikkoa sen paljon nopeammin ellei sitd ole valmistettu riittdvan lujaksi. Wiederhorn teki laajoja
mittauksia sérodistd lasista jo klassiseksi tulleessa tyOssddn [13]. Hén havaitsi, ettd jo aiemmin
tunnettu sidrdjen kasvu riippuu kuormituksesta ja siind havaitaan jannityksen lisdéntyessd kolme
erilaista aluetta: (I) alimmilla kuormituksilla eksponentiaalisesti jannityksen funktiona lisdéntyvi
kasvunopeus, (II) likimain vakiona pysyvi alue, missd sdron kasvua rajoitti veden diffuusio sértn
kirkeen ja (III) uusi voimakas eksponentiaalisen kasvun alue, miki ei enéd riippunut kosteudesta.
Tassd merkittdvii oli Wiederhornin havainto, ettd aluessa I sidr6n kasvu riippuu ympérdivén ilman
kosteudesta. Mekanismi oli jannityskorroosio aivan siron terdvissi kérjessa.

Vaikka ikkunalasi kohteeseen asennettuna olisi sellainen, ettd siind ei ole yhtd#n kriittisen
kokoista sdrod, tdmi jannityskorroosio aiheuttaa sellaista siron kasvua, ettd jonkin ajan kuluttua
jokin niistd voi ylittd4 tdmidn rajan ja johtaa rikkoutumiseen. N@mi lasin sirdon kasvun
fenomenologiset teoriat ovat jo vanhoja, mutta tuore katsaus osoittaa [14], ettii ne ovat edelleenkin
pitdvid olennaisilta osiltaan makroskooppisella tasolla. Uudemmilla mittauksilla on voitu
varmistaa, etti alemmilla jinnitystasoilla kasvunopeus pienenee ratkaisevasti, joten perusteita
16ytyy turvallisen jdnnitysrajan méirittimiselle. Tdhdn tuo vield yhden lisén ikkunassa esiintyvd
vaihtuva kuorma, miki yleensi lisdd murtumisriskid. Jo 1977 Michalske esitti mittausmenetelmén,
millid tdmé jénnityskorroosion turvaraja oli médritettdvissd [14], ja se on sen jdlkeen otetty yleisesti
kiyttoon alan tekniikassa. Kun tuotteelle halutaan turvata riittdva elinikd, sitd on testattava tietylld
tavalla kiihdyttden, esimerkiksi ylittimélld kenttdolosuhteiden rasitukset hallitulla tavalla.

Murtumismekaniikassa materiaalit on perinteisesti jaettu hauraisiin kuten lasi ja sitkeisiin
kuten metallit. Viime aikoina sitkeiden aineiden murtumismekanismit on voitu selittdd jo
atomitason ilmidisti alkaen teoriaa, laskentamenetelmid ja uusinta mittaustekniikkaa kiyttden.
Hauraiden aineiden kuten lasin murtumisen selitys on jadnyt kvalitatiiviselle tasolle. Wiederhorn
[15] teki nuorempien avustajiensa kanssa aivan dskettdin uusia havaintoja atomivoimamikro-
skoopilla sdron etenemisesti. Se oli tarpeen, koska optisella mikroskoopilla ei saatu nakyviin
riittdvisti yksityiskohtia sdrén varsinaisesta rakenteesta. Erityisesti keskityttiin katsomaan, mitd
tapahtuu sirolle, kun sen eteneminen pysdytetidn poistamalla kuormitus joksikin ajaksi ja
palautetaan se sitten takaisin. Nami kokeet osoittivat, ettd sdrdn etenemisen vanhat teoriat eivit
yksityiskohdiltaan olleetkaan enii riittdvin tarkkoja. Kuitenkaan Wiederhorn tydtovereineen ei
osannut tulkita mittaustensa tuloksia oikealla tavalla.

Erityisesti Ranskassa tutkimus oli edennyt jo uusille teille sekd teorianmuodostuksessa [16],
etti kokeellisella alueella [17]. Hiukan myShemmin Célarié ym. [18] mittasivat myos
atomivoimamikroskooppia kiyttden sidron etenemistd lasissa. Kokeiden tulokset on n#htdvissid
havainnollisessa muodossa sihkoisesti, joiden johtop#dtokset tutkimusryhmistd Marliére tiivisti
seuraavasti [19]: "Niinpé tapa, jolla lasi ja metallit murtuvat on hyvin samankaltainen, mutta
lasissa tuhat kertaa pienemissi mitoissa." Tistd syystd lasin murtumapintaa on pidetty tasaisena
vastakohtana metallien rosoiseen murtumapintaan. Optisella mikroskoopilla ei nihty titd
rosoisuutta, jonka mittaamiseen tarvitaan nanometrialueella toimivia mittalaitteita. Olennaista oli,
etti teoreettisten mallien kiytto [16], auttoi ymmértdméaén tété tulkintaa. Kun nyt tunnemme tdmén
lasin murtumamekanismin hyvin syvillisesti, lasiteollisuus kyennee aikanaan valmistamaan
materiaalia, jonka lujuusominaisuudet ja jannityskorroosion kesto ovat nykyisié paljon parempia.
Toistaiseksi alan teollisuuden on kuitenkin tyydyttivd konstruktioidensa kehittdmiseen,
laadunvalvonnan tiivistimiseen sekd tuotteittensa kiihdytettyyn ikitestiin rikkoutumisien
véhentédmiseksi.
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9. YHTEENVETO

Tissé artikkelisssa esitetddn teoreettinen malli, milld ikkunan lasiruutujen limpétila voidaan
laskea moninkertaisen ikkunarakenteen sisilld ottaen huomioon auringon asema sekd lampétilat
ikkunaseindn sisd- ja ulkopuolella. Mallin ennusteita verrataan kesiékauden pituisiin
kenttdhavaintoihin yhdestd kohteesta. Se osoittaa, miksi hyvin l4mpod eristdvdssd ikkunassa
rakenteen sisdlld olevat lasiruudut lampenevit voimakkaasti, sekd antaa kvantitatiivisen tydkalun
ndiden ldmpétilojen ennustamiseen.

Ikkunalasin rikkoutumiseen moninkertaisen, mydskin eristyslasielementtejd  sisdltdvin
ikkunarakenteen sisélld on useita mahdollisia syitd. Artikkelissa on mallitettu kvantitatiivisesti
useimmat tillaiset mekanismit ja laskettu niistd lasiin kohdistuva jénnitys, jota on verrattu
kiytettyjen lasilaatujen lujuusominaisuuksiin. Ikkuna koostuu kahdesta tai useammasta
tasolasilevystd, jotka on liimattu ilmatiiviisti kehykseen. Kun tillaisen ikkunan sisd- ja
ulkopintojen vililli on lampétilaero, umpiossa oleva kaasu aiheuttaa ikkunaan erilaisia
jjinnityksid. Kvantitatiivisesti mik#dn niistd ei kuitenkaan ollut niin suuri, ettdi se olisi
kyennyt selittiméidn havaittujen murtumisten esiintymisti.

Sitdvastoin ikkunan lasiruundun epitasainen ldmpidminen on osoittautunut suurimmaksi
rasitukseksi pelkéstidn jénnityslaskelmien perusteella. Téméin mallin mukaan rikkoutuminen alkaa
voimakkasti ldmpidvin lasiruudun reunasta. Reuna on ikkunan keskiosaa viileimpi, koska siitid
johtuu lampod huomattavasti viileimpiin kehys- ja karmirakenteisiin. Ruudun reunaan syntyy
silloin vetojénnitysti. Koska lasi on haurasta materiaalia, veto reunassa johtaa helposti sielld jo
olevien pienten sérdjen kasvuun ja lopulta rikkoutumiseen.

Téamén olettamuksen pitevyyttd testattiin tarkastelemalla mikroskoopilla useiden kentilld
rikkoutuneiden lasiruutujen sirgja. Tutkimuksessa ilmeni, ettd rikkoutumisen piiasiallisena syyni
on lasiruudun ldmpidmisestd johtuvan vetojédnnitystilan sekd ikkunan reunassa olevan vian
yhteisvaikutus. Hauraaseen lasimateriaaliin syntyy valmistusprosessissa helposti pienid paikallisia
vikoja, joissa jaannosjannitys voi nousta jo lihelle lasin lujuutta. Kun ruutu sen jilkeen kuormittuu
lampétilaerojen seurauksena uuteen makroskooppiseen jinnitystilaan, saré voi alkaa kasvaa tistid
pienesti vikakohdasta.

Haurasmurtumalle on tyypillistd, ettd tietyn kriittisen koon ylittdnyt sdro lidhtee kasvamaan.
Sar6n syntyessd jédnnittyneen kappaleen muodonmuutostyd pienenee, mutta samalla
pintajédnnitysenergia kasvaa kappaleen pinnan suurentuessa. Ellipsin muotoiselle sérdlle edellinen
on verrannollinen sdron pituuden nelid6n, jalkimméinen sdrdn pituuteen. Kun hauraassa lasissa
sdr0 kasvaa yli 20 pm:n pituiseksi, se muuttun energeettisesti epavakaaksi, mikd on vilttimaton
ehto siron kasvulle. Koska hauraissa aineissa sdron kérjen kaarevuusside on atomien vilisen
etdisyyden suuruusluokkaa, myos paikallinen jdnnitys kasvaa sielld korkeaksi ylittden teoreettisen
murtolujuuden, miki on riittivd ehto sdrén kasvulle. Ndimé yhdessd johtavat sirén etenemiseen
ldpi koko lasiruudun seuraavaan eteen tulevaan reunaan saakka. Etenevi sird voi my0s haarautua
kahteen tai useampaan sar60n ilmeisesti kohdatessaan paikallisen vikakohdan, miki johtaa sitten
nopeasti koko ikkunaruudun tuhoutumiseen.

Jannityskorroosio aiheuttaa sdrdjen kasvua siten, ettd ikkuna voi rikkoutua ptkidnkin ajan
kuluttua kohteeseen asentamisesta. Laadunvalvonnalla tuotannon eri vaiheissa seké kiihdytetylld
elinajan testauksella alan teollisuuden olisi varmistettava, ettd uusien energiatehokkaiden
ikkunoiden lasiruutujen kestdvyys on suhteessa rakennuksen elinkaariaikaan sekd mahdollisiin
tuotteiden takuuaikoihin.
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TIIVISTELMA

T3ssd esityksessd analysoimme yht4 kaikkein tunnetuinta matala-asteista kuorielement-
tis, MITC4-elementtis. Suotuisissa olosuhteissa MITC4 pystyy helposti tavoittamaan kuo-
ren muodonmuutokset seki antamaan luotettavia vastauksia myds lukkiutumisesta kérsivis-
si kuoren tiloissa. Toisaalta elementtiin tehdyt muutokset saattavat synnytt#d tuloksia
vasristavin konsistenssivirhekomponentin tapauksissa, joissa lukkiutuminen ei ole ongelma.
Esitimme sek3 teoreettisia ettd numeerisia tuloksia hyddyntien MITC4-elemetin muunnos-
ta kaksiulotteiseksi, kuoren keskipinnalla mééritellyksi elementiksi.

1 JOHDANTO

Kuorien elementtimenetelmalls tapahtuvassa numeerisessa mallinnuksessa perinteinen
ja edelleenkin yleisin menettelytapa on kayttdd suoraan kolmiulotteisen elastisuusteorian
yhtslsihin matala-asteista bilineaarista diskretaatiota. Téhén liittyen joudutaan suoritta-
maan erilaisia dimensioreduktioita seks kuoren geometrian approksimoinitia. Liséksi kon-
vergenssin saavuttamiseksi myos taipumadominoiduissa tiloissa on vilttdmiténtd turvau-
tua erilaisiin numeerisiin “temppuihin”, kuten ali-integrointiin tai ep&standardiin interpo-
laatioon. Tehtéva on vaikea, koska lopulliset tavoitteet ovat jossain maérin ristiriitaisia. Toi-
saalta on tirkeas tavoittaa kaksiulotteisessa mallissa kolmiulotteisen teorian asymptootti-
nen ratkaisu mahdollisimman tarkasti, kun taas toisaalta tietyt t&td konsistenssia rikkovat
toimenpiteet ovat vilttimattémis numeerisen lukkiutumisilmion kasittelemiseksi.

Vaikeat kuoritehtsvit ovatkin poikineet lukuisia ratkaisuehdotuksia pé&asiassa erilaisten
kuorielementtien muodossa. Niists tunnetuin ja ehkipsd menestyksekkéinkin on bilineaa-
rinen MITC4-elementti [1]. Tosin on todennskdisté, ettd monet vastaavaan tarkoitukseen
suunnitellut kuorielementit ovat toteutukseltaan lihes MITC4-elementin kaltaisia. Tarkas-
telemme téssd paperissa MITC4-kuorielementin konvergenssiominaisuuksia sekd teoreetti-
selta kannalta ettd esimerkin voimalla. Analyysimme perustuu tulkintaan, jonka mukaan
MITC4 voidaan kasittdas kaksiulotteiseiseksi bilineaarielementiksi, johon on tehty tiettyja
modifikaatioita elementille asetettujen vaatimusten t@yttdmiseksi [2]. Analyysi rajoittuu
py6rahdyssymmetristen kuorten tapaukseen mutta jo niiden perusteella havaitaan, ettd
MITC4-elementti on yhdistelmi operaatioita, joiden tarkoituksena on vahent4d lukkiutu-
mista taipumadominoiduissa tiloissa mutta silti sdilyttaé elementin konsistenssi kalvodomi-
noiduissa tiloissa.
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2 KUORIMALLI

Tarkastelun pohjana l4pi koko paperin on Reissnerin ja Naghdin kuorimalli, jossa ongel-
man dimensio on redusoitu kahteen palauttamalla muodonmuutokset kuoren keskipintaan
liitettyihin suureisiin. Muodonmuutokset mé4ratyvat kolmesta siirtymékomponentista u, v
ja w sekd kahdesta rotaatiokomponentista 6 ja . Merkitsemalld u = (u,v,w,0,%), voidaan
kuoren skaalattu kokonaisenergia kirjoittaa kalvodominoidussa tilassa

Faelw) = 3 (P A0 + An(ww) - Q) @
ja taipumadominoidussa tilassa
Fp(u) = %(Ab(% u) +t 72 Am (v, 1)) — Qu). (2)

Tissd Ay (-, ) vastaa kuoren taipumaenergiaa ja Am(-,-) kuoren kalvo- ja leikkausenergiaa.
Parametri ¢ on kuoren (dimensioton) paksuus ja Q(-) edustaa lastin potentiaalia. Bilineaa-
rimuodot As(-, ) ja Am(:,) voidaan matalan kuoren tapauksessa kirjottaa [3]

2

Ay(w,2) = /Q {v(as + o) @) (R + K22) (@) + (1= ) 3 i ()i @) oy,

ja
Am(,2) = 6(1 = ) /Q (p1(w)p1 () + po(w)p2(2) Yzdy,

+12 /Q (v(Bu1 + Baz) () (Bu + B22)(2)

2
+(1-v) Y Bij(whi;(v)}dzdy,

i,j=1

missi v on materiaalin Poissonin luku sekd z ja y ovat kuoren paikaarevuuskoordinaatit.
Matalan kuoren tapauksessa venymét voidaan taas esittéd siirtymien avulla

ﬂ —.a_u_+ —9_0.
=5 T "1 =5z
o) 8
Ba2 =a—Z + bw K22 =a—;f
_1,8u  Ov _ _1.06 N
B2 ——2-(55+£)+cw—ﬁ21 K12 -2(3y + am) = K21
ja
L w
= oz P2 = Oy’

Parametrit a, b ja ¢ mairadvit kuoren geometrian ja matalan kuoren tapauksessa néitd

voidaan pit4é vakioina yli koko kuoren.
Energiaformulaatiot (1), (2) ovat tavalliseen tapaan yht#pitivia variaatiomuodon: Etsi

u € U siten ettd

Alw,v) = Q) VuelU, 3)
missé bilineaarimuodon A(-, ) skaalaus riippuu tarkasteltavan muodonmuutoksen tyypista.
Avaruus U on tissi tapauksessa energia-avaruus, jossa sopivat, ongelmakohtaiset oleelliset
reunaehdot on asetettu voimaan.
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2.1 KAKSIULOTTEINEN MITC4-ELEMENTTI

MITC4-kuorielementin kyky vilttds kalvo- ja leikkausvenymien lukkiutuminen perus-
tuu tiettyihin elementtiin tehtyihin bilineaarimuotoa redusoiviin muutoksiin. Nami voidaan
tulkita kaksiulotteisessa mallissa numeerisiksi modifkaatioiksi bilineaarimuotoon A,,. Niin
syntyvéi muotoa voidaan merkits A?”, ja sen lausekkeeksi saadaan

A w2) = 61— ) [ (1) + P dody
Q

+12/Q{u(511 + Ba2)(w) (P11 + fa2) (1)

+(1=v) Y Bij(w)Bi(v)}dedy,

i,j=1

missd B;; = R¥;; ja p; = R'p;. Operaattorit R ja R* tulee valita siten, ettd lukkiutuminen
valtetasin ja konsistenssi siilyy. MITC4-elementin tapauksessa voidaan valita

Bin =M1, fBoo =T¥Pas, Bra=M7"Bra, p1=Mip1, p2=1}p2, (4)

missé IT% ja I} ovat ortogonaalisia L2-projektioita z:n ja y:n suhteen elementeittain vakioi-
den funktioiden avaruuksille WE ja WY. Naiden liséksi II}¥ = IIZII} on L?-ortogonaalinen
projektio elementteitdin vakioiden funktioiden avaruuteen. Modificitua bilineaarimuotoa
kiytetidn sitten elementtiapproksimaation maériimiseen, jolloin ratkaistavana on tehtdva:
Etsi uy, € Uy, siten ettd

AP (uy,0) = Q) Vu € Un, (5)

missd U, C U on tavallinen bilineaarielemettien muodostama elementtiavaruus.

On selvid, ettd lukkiutumisen vilttimiseksi on matala-asteisen elementin tapaukses-
sa kiytettsva jonkinlaista modifikaatiota konvergenssin paranatamiseksi. Sen sijaan ei ole
itsestssn selvii, ettd modifikaatio (4) on valttimittd kaikkein optimaalisin valinta. Toi-
saalta matala-asteisen elementin tapauksessa vaihtoehtoja on sangen rajoitetusti ja kuten
tulevasta kiy ilmi, monet seikat puoltavat juuri modifikaatiota (4).

3 VIRHEANALYYSI

Tarkasteltaessa MITC4-elementin kaltaisia tapauksia, joissa teht&vén bilineaarimuo-
toa on jouduttu muokkaamaa on tarkoituksenmukaista jakaa elementtimenetelmén virhe
approksimaatio- ja konsistenssivirheeseen. Niistd ensimmdaisen mairad paras mahdollinen
approksimaatio, joka on olemassa avaruudessa Uy tarkalle ratkaisulle u

ea(w) = Inf |llz —2lln.

Tassd ||| - ||ln = v/ A*(-,+) on modificitu energianormi. Konsistenssivirhettd taas syntyy
bilineaarimuotoon tehdyistd muutoksista
A — AM) (u, v
ec(u) = sup A4y
vetn  l2diln

Approksimaatio- ja konsistenssivirheen voidaan osoittaa toteuttavan ortogonaalisuudesta,
seuraavan identiteetin
2 _ 2 _ 2 2
e = ||lu — uplll = €5 +€:-
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3.1 VIRHERAJAT

Pisasiallinen syy MITC4-elementin kehittamiseen on ollut lukkiutumisilmidn valttami-
nen. Lukkiutumista taas voidaan pitd4 approksimaatiovirheen voimistumisena taipumado-
minoiduissa muodonmuutoksissa. Toisaalta MITC4-elementti on tarkoitettu yleiseksi kuo-
rielementiksi. Tamé&n vuoksi konsistenssivirheenkin olisi pysyttava hyvaksyttivissd rajoissa
kaikissa muodonmuutoksissa. Erityisesti tdmé koskee kalvodominoituja tiloja, silléd ndissd
ei esiinny lukkiutumista. Kaksi térkeintd kysymystd ovatkin

1. Kuinka hyvin MITC4 suoriutuu pasasiallisesta tehtivéstésn eli lukkiutumisen vilt-
timisestid? Matemaattisesti tima tarkoittaa approksimaatiovirheen rajoittamista tai-
pumadominoidussa tilassa.

2. Kuinka hyvin MITC4 soveltuu kalvodominoitujen tilojen approksimointiin? Vastausta
varten on tutkittava konsistenssivirheen kéyttaytymisté.

Taydellists vastausta naihin kysymyksiin on ainakin talls hetkelld mahdoton antaa. Tehty
analyysi rajoittuu pydridhdyssymmetrisiin kuoriin sekd tapauksiin, joissa elementit ovat
suorakulmaisia ja verkkoparametri on vakio kuoren pySréhdyssuuntaan. Talléin kuitenkin
voidaan osoittaa seuraavaa [4, 5]:

1. Olkoon Upp = {u € Un | AP (u,u) = 0} ja Up = {u € U | Am(u,u) = 0}. Tallsin
kullekin u € Uy pitee

&a(w) = inf |[lu—2ullla < Cihlul: + C2h3C V|, 2<5<3, (6)
v 0,h
missi Cz = 0 elliptisen sekd degeneroituneiden hyperbolisten ja parabolisten kuorten
tapauksessa.

2. Oletetaan, ettd b # 0 seki m = 1 elliptisen kuoren tapauksessa ja m = 0 parabolisten
ja hyperbolisten kuorten tapauksessa. T&lldin kalvodominoidun tilan konsistenssivir-
heelle e, p pétee

€c,M S Cl ('l_l')h + CZ(ta saﬂ)hl-l-s + C3 (tag)hz, s _>_ Oa (7)
missé

Ci(u) =C E |Bij (w)|2—m.,
ij
Ca(t,s,u) =Ct™* E 1835 ()] 1455
if

Cs(t,u) =Ct™ Z |ps(w)1

Ensimmiinen tulos (6) laajenee helposti yleisimpiin taipumadominoituihin tiloihin, silld
niissi u = u, + tu,;, kun taas tulos (7), osoittaa, ettd konsistenssivirheen kédyttéytyminen
riippuu oleellisesti venymakomponenttien 3;; ja pi sileydesta.

4 NUMEERISET TULOKSET

Teoreettiset tarkastelut antavat aihetta testata MITC4-elementin toimivuuttaa tarkas-
ti valituissa malliongelmissa. Erityisesti on syyté keskittyd virherajan (7) nostattamaan



epéilykseen, jonka mukaan konsistenssivirhe voisi kasvaa voimakkaasti kuoren paksuuden
lahestyessé nollaa kalvodominoidussa muodonmuuotksessa, jos kalvovenymét f§;; eivit ole
riittdvan sileitd. Testitapauksena toimii hyvin tunnettu paistiin kiinnitetty sylinterikuori,
jonka side on yksikén suuruinen ja pituus kahden yksikdn suuruinen [6).

Sopivan muodonmuutostilan synnyttdmiseksi lastin muodoksi oletetaan

Q) = /Q {Quu + Quv + Quuw)dady,

missi Qu, Qv, ja Qu € L2(Q). Eulerin yhtsldiden avulla voidaan erottaa kolme eri tapausta,
jotka sovelutavat testitarkoitukseen:

1. Valitsemalla
Qu = 12(—ZBn)
Qv = 12(—1/3%/311)
Qu = 12bvfn

synnytetiin muodonmuutos, jossa f11 # 0 ja P22 = P12 = 0. Sopivia, reunaehdot
toteuttavia tiloja saadaan aikaiseksi valitsemalla

P11 = cos (&I-r/f) cos (Ay),

misséd A on positiivinen kokonaisluku.

2. Valitsemalla
Qu = 12(-v £ B22)
Qo = 12(~ 2 B22)
Qu = 12bvf2;

synnytetiin muodonmuutos, jossa S22 # 0 ja f11 = Bi2 = 0. T4ll4 kertaa valinta

Bao = sin (/\'erz) cos (\y)

on sovletuva.

3. Valitsemalla
Qu=-9522L b1
Qv = _g'l_;ﬁaa_zﬂlz

synnytetsin muodonmuutos, jossa B1z # 0 ja 11 = P22 = 0. Nyt on mahdollista

valita joko

AnzT
P12 = cos (%) cos (Ay),

tai A
P12 = sin (—L-) cos (Ay)

Kaikissa tapauksissa b = 1/R = 1 on sylinterin siteen kidnteisluku ja L = 2 on sylinterin
pituus. Lissksi Poissonin luvuksi valitaan v = 1/3. Virheen mittariksi soveltuu esimerkiksi

el = Hlwnllln
)
Izl

>
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missd ||| - ||| = v/A(:,-) on tavallinen energianormi. Referenssiratkaisu u etsittiin kéyttaen
korkean kertaluvun elementtimenetelmii sekd hieman poikkeavaa kuorimallia [2]. MITC4-
elmentin yhteydessi kiytettiin sisnnéllistd suorakulmioverkkoa, jonka verkkoparametrit
olivat h, = 0.1 aksiaaliseen suuntaan ja h, = /256 periodiseen suuntaan.

Tapauksen A = 8,16, 32 tulokset on esitetty taulukoissa 1-3. Naista kéy selvésti ilmi, ettd
parametrin A kasvaessa MITC4-elementin kyky approksimoida kyseistd muodonmuutosta
heikkenee huomattavasti. Erityisesti on syytd panna merkille, etts tuloksen (7) mukaisesti
MITC4-elementin antaman approksimaation laatu muuttuu kuoren ohetessa.

Taulukko 1: Virheindikaattorin & arvo tapaukselle 1.

t\N] 8 16 32
10-7 | 026 0.39 0.24
1072 | 026 040 0.24
10~ | 0.25 0.40 0.16
10~* | 023 0.38 -0.41

Taulukko 2: Virheindikaattorin € arvo tapaukselle 2.

t\x] & 16 32

10-T [0.21 0.45 0.87
1072 [ 0.23 0.48 0.86
1073 | 0.34 052 046
10-4 | 0.33 0.60 -0.83

Taulukko 3: Virheindikaattorin é arvo tapaukselle 3.

t\A| 8 16 32

10-* | 0.22 0.46 0.90
1072 | 0.23 047 0.90
107% | 0.19 0.52 0.69
107% [ 022 0.54 -0.40

5 JOHTOPAATOKSET

Kuorielementtien suunnittelijoilla on ollut jo pitkdsn unelmana 16ytd4 “yksinkertainen
ja tehokas” ratkaisu, joka soveltuisi kdytettaviksi kuoreen kuin kuoreen. Bilineaaristen
elementtien menestynein versio on ollut MITC4-tyypin elementti, jossa lukkuitumista on
ehkiisty kalvo- ja leikkausjénnityksiin suunnatuilla reduktioilla. Monet testit ja analyysit
osoittavat, ettd taipumadominoituja tiloja onkin t5ll3 elementillsd mahdollista approksimoi-
da jokseenkin luotettavasti.

Jokainen tehty reduktio tuo kuitenkin muassaan konsistenssivirheen. MITC4 pystyy ap-
proksimoimaan my6s kalvodominoituja tiloja mutta sopivat testit pystyvét paljastamaan
elementin heikkoudet, jotka jo teoreettiset tarkastelut onnistuivat ennustamaan. Néissé ta-



pauksissa MITC4 epiileméttéd tuottaa huomattavan virheellisid tuloksia, joita ei voi pitdi
luotettavina.

VIITTEET

(1] K.-J. Bathe, E. N. Dvorkin, A formulation of general shell elements — the use of mized
interpolation of tensorial components, Int. J. Num. Meth. Eng., 22, (1986), 697-722.

[2] M. Malinen, On the classical shell model underlying bilinear degenerated shell finite
elements, Int. J. Num. Meth. Eng., 52, (2001), 389-416

[3] J. Pitkdranta, A.-M. Matache, C. Schwab, Fourier mode analysis of layers in shallow
shell deformations, Research Report No. 99-18, SAM, ETH-Ziirich

[4] V. Havu, J. Pitkiranta, Analysis of a bilinear finite element for shallow shells I: Ap-
prozimation of inextensional deformations, Research Report A430, (2001), Institute of
Mathematics, Helsinki University of Technology

[5] V. Havu, J. Pitkdranta, Analysis of a bilinear finite element for shallow shells II:
Consistency error, Research Report A433, (2001), Institute of Mathematics, Helsinki
University of Technology

[6] J. Pitkdranta, Y. Leino, O. Ovaskainen, J. Piila, Shell deformation states and the finite
element method: a benchmark study of cylindrical shells, Comput. Methods Appl. Mech.
Engrg., 128, (1995), 81-121.

539



540



JALKIKASITTELYMENETELMA
MITC-LAATTAELEMENTEILLE

M. LYLY?, J. NIIRANEN?, R. STENBERG?

1CSC — Scientific Computing Ltd.
Box 405, FIN-02101 Espoo
mlylyQ@csc.fi

2Institute of Mathematics
Helsinki University of Technology
Box 1100, FIN-02015 HUT, FINLAND
jarkko.niiranen@hut.fi, rolf.stenberg@hut.fi

TIIVISTELMA

Stabiloiduille MITC-tyyppisesti redusoiduille Reissner—Mindlin-laattaelementeille esi-
tetddn jalkikdsittelymenetelmd, jonka avulla laatan taipuma saadaan kertaluokkaa alku-
perdistd tarkemmaksi. Jilkikéisittely suoritetaan elementtikohtaisesti, joten se on lasken-
nallisesti kevyt toimenpide.

1 JOHDANTO

MITC-tyyppisesti redusoidut Reissner—Mindlin-laattaclementit ovat osoittautuneet op-
timaalisesti suppeneviksi ja stabiileiksi eli lukkiutumattomiksi elementeiksi [2]. Vastaaviin
tuloksiin on pdisty myés stabiloiduilla elementtimenetelmills [4].

Yhdistdmalld MITC-tyyppinen reduktio ja stabilointi myds lineaariset elementit on saatu
optimaalisesti suppeneviksi ja stabiileiksi [2], [8], [6]. Lisdksi niissd yhdistetyissd menetelmis-
s& taipumalle ja kiertym&komponenteille voidaan kiyttd4 samanasteisia, itse asiassa téysin
identtisis, yksinkertaisia interpolointipolynomeja. My®ds iteratiivisten yhtalénratkaisumene-
telmien ndkdkulmasta stabiloituja menetelmid voidaan pitdd klassisia menetelmii parem-
pina, koska stabiloinnin ansiosta jaykkyysmatriisin h3irisherkkyys laskee [9].

Téssd artikkelissa esitetdfn lyhyesti Reissner—Mindlin-laattamallille (luku 2) edells
mainittu stabiloitu MITC-tyyppisesti redusoitu elementtimenetelm3 ja sen virhearviot (luku
3). Télle menetelmélle esitetdsn taipuma-approksimaation tarkkuutta parantava, jalkikisit-
telymenetelmé seki sitd vastaavat virhearviot (luku 4) ja numeeriset tulokset (luku 5).

2 REISSNER—MINDLIN-LAATTAMALLI

2.1 Variaatioformulaatio

Tarkastellaan lineaarisen, elastisen ja isotrooppisen laatan taivutusta. Laatan liukuker-
roin on G ja Poissonin vakio v. Laatan keskipinta ! C R? ennen muodonmuutosta ja laatan
paksuus ¢ << diam(2).
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Yksinkertaistaen tehtévai oletetaan, ettd ) on konveksi monikulmio ja etté laatan reuna
00 =T on jaykasti tuettu. Lisdksi oletetaan, ettd laatan paksuus ¢t on vakio.

Merkinnillj (-, )p tarkoitetaan L2?(D)%-sisituloa, missi d = 1,2 tai 2 x 2. Lissksi
kiytetdin merkint3s (-, ) = (-, ).

Nailld merkinnéilld ja oletuksilla jiykisti tuetun Reissner—Mindlin-laatan kimmoker-
toimella skaalattu variaatioformulaatio voidaan esittdd seuraavassa muodossa [1], [10], [5]:

Varaatiotehtéivd 2.1. FEtsi taipuma w € W = {v € H}(Q) | v = 0} ja kiertymd
neV={neH(Q)? | o =0} siten, ettd

5(W,ﬂ;v,"7) = (f7v) V('U,ﬂ) EW XV, (1)

missi f € H™Y(Q) on laatan keskipintaa vastaan kohtisuorassa oleva kuormitus. Bili-
neaarimuoto

g(za ¢;Ua 77) = Gt30’(¢7 ”I) + GK;t(VZ - ¢7 Vv - "7), (2)
missd k > 0 on leskkauskorjauskerroin, ja taivutusenergia
1 v . .
a(¢,m) = g{(e(#),e(m)) + 7 (div ¢, divn)}. 3)
Lineaarinen venymdtensor: .
e(n) = 5(Vn + (V)"), (4)
ja vektoriin kohdistuva divergenssioperaattori mddritellin yhtalolla
. _ Nz 371y
divy = B + By (5)

Jos oletetaan, ettd f = Gt3g, missd g € H~1(Q) on riippumaton paksuudesta t, tehtivil-
14 2.1 on ei-triviaali ratkaisu rajalla t — 0 (Kirchhoff—Love-ratkaisu) [10], (1, Proposition
3.1, p. 297).

Lis#dksi voidaan olettaa, ettd k = 1, koska tarkasteltavassa stabiloidussa elementtimenetel-
méssé leikkausenergiaa modifioidaan siten, ettd leikkauskertoimen arvon valitseminen j&&

toisarvoiseksi kysymykseksi.
Nailld oletuksilla variaatiotehtéva 2.1 voidaan esittds sekamuodossa ottamalla (skaalat-

tu) leikkausvoima
g=t"*(Vw - B) (6)

uudeksi muuttujaksi avaruudessa @ = L*(Q)? [1], [10], [5]:
Varaatiotehtivi 2.2. Etsi (w,8,q) € W x V x Q siten, ettd

M(w, B,g;v,m,7) = (9,v) V(v,m,7) EW XV xQ, (7)
missd bilineaarimuoto

M(z,¢,8;0,m,7) = a(@,n) + (5, Vv =) + (V2 = §,7) — t°(s, 7). (8)



2.2 Differentiaaliyhtdlét ja reunaehdot

Variaatiotehtévid vastaavat seuraavat differentiaaliyhtilét ja reunaehdot [5]: Heikkoa
muotoa 2.1 vastaavat differentiaaliyhtélot ovat

LB +t73(Vw - B) =0 Q:ssa, 9)
—t72(Aw — divB) = g Q:ssa. (10)

Vektoriin kohdistuva differentiaalioperaattori L m&aritelldan yhtalolls
Ln = divm(n), (11)

missd momenttitensori
v

m(n) = 3{e(m) + ——divnl), (12)

ja toisen asteen tensoriin kohdistuva divergenssioperaattori mééaritellddn yhtalolla

1-v

Ougzg 0 OUzy OUys " Ouyy

50 oy oz T oy (13)

divu = (

Tehtdvad 2.2 vastaavat differentiaaliyhtilét ovat

LB+ q=0 Q:ssa, (14)
—divg =g (Q:ssa, (15)
Vw -8 —t’q=0 Q:ssa. (16)

Molempia tehtdvid vastaavat reunaehdot ovat

w =0 Ila, (17)
B =0 Tilla. (18)

3 ELEMENTTIMENETELMA
3.1 Perusoletukset ja merkinnit

Aluksi tehddan joitakin tavallisia elementtimenetelmén diskretointia koskevia oletuksia,
joissa kolmion tilalla voidaan yleisessé tapauksessa puhua elementistd, esimerkiksi nelikul-
miosta [3]:

Adrellinen joukko Cp on joukon Q C R? osiointi suljetuiksi kolmioiksi K C Q eli ) =
Ukec, K, missé verkontiheys h = maxgec, hx ja elementtikoko hx = diam(K).

Kolmioinnin oletetaan olevan sdénnéllinen: Oletetaan, etté on olemassa vakio ¢ > 0 siten,
ettd hx/px < ¢ VYK € Cp, missd px on kolmioon K sisdltyvien ympyréiden halkaisijoiden
yli otettu supremum. Lisiksi oletetaan, ettd verkontiheys h lihenee nollaa.

Lisdksi kolmioiden oletetaan olevan yhteensopivia: Jos K1, K5 € Cp, niin K; N K3 on
joko tyhjé joukko, kolmioiden K ja K, yhteinen reuna tai kolmioiden K ja K5 yhteinen
kulma.

Oletetaan vield, ettd VK € Cp, kolmiot K ja K ovat aﬂiini—ekvivaleptit: VK € Cp on ole-
massa yksikésitteinen bijektiivinen affiinikuvaus Fg : K — K, missd K on referenssikolmio,
jonka kulma & = (&,7) = (0,0), (1,0) tai (0, 1).

Affiinikuvauksen avulla méé#ritelldsn lokaali polynomiavaruus

P(K)={p=poFx' | pe P(K)}, (19)
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missé Py, (K) on referenssikolmiolla K kokonaisasteeltaan korkeintaan astetta k olevien poly-
nomien muodostama avaruus.

Virhearvioissa esiintyville positiivisille vakioille, jotka ovat riippumattomia paksuudesta
t ja verkontiheydestd h, kiytetddn merkintdd C, joko alaindeksills tai ilman.

3.2 Elementtiavaruudet

Elementtialiavaruudet Wy, C¢ W, V, C V ja Q, C Q, taipumalle, kiertymalle ja
leikkausvoimalle, mééritelldsn kokonaislukuasteelle k > 1 seuraavasti [9]:

Wip={veW | U|K€Wk(K) VK € Cp}, (20)
Vh={’f)€V | 7)|K€Vk(K) VKECh}, (21)
Q={reQ | rx € Qx(K) VK € Cp}. (22)

Taipuma ja kiertymakomponentit interpoloidaan samoilla muotofunktioilla, leikkausvoima.
MITC-interpolointitekniikalla:

Wi(K) = Ri(K) (23)
Vi(K) = Ry (K)* (24)
QuE) ={r=J o F¢' | # € Q,(K)}, (25)

missid Jx : 2 — R? on edelld madritellyn affiinikuvauksen F : K — K Jacobin kuvaus.
Lokaaliset polynomiavaruudet Ry (K) ja Q(K) mééritellisin erikseen eri elementtityypeille.
3.3 Elementit

Variaatiotehtdvin 2.2 approksimatiiviseen ratkaisemiseen kiytetdén stabiloitua MITC-
redusoitua elementtimenetelmas [9]:

Menetelma3 3.1. Etsi variaatiotehtdvdn 2.2 ratkaisulle elementtiapproksimaatio (wp, B)) €
Wy x V', siten, ettd
Bh(whnah;van) = (g,v) V(’Uﬂ?) € Wh X Vha (26)

missd bilineaarimuoto

Bn(z #;v,m) = a(¢,m) — Y axhk(RxLe, RxLn)k
KeCy

+ > ( +axhk) N Bk (Ve - ¢) — axhk Lo, Rx (Vv — 1) — axhk Ln)k.
KeCp

(27)

Reduktio-operaattori Ry mddritellidn erikseen eri elementtityypeille. Menetelmdn formu-
loinnista eliminoitu konsistentti approksimatiivinen leikkausvoima

ank = (t2 + axhﬁ{)‘l(RK(V'wh - ﬂh) - OAKh%{Lﬂh)u{ VK € Cp. (28)

Menetelmé&ssad 3.1 voidaan kiyttds eri elementtejd valitsemalla lokaalit polynomiavaruu-
det ja reduktio-operaattori eri tavoin. Stabiloitu MITC-redusoitu kolmioelementti méiritel-
183n seuraavilla valinnoilla [9]:

Elementti 3.1. Kolmiolle K € Cy, lokaalit polynomiaveruvudet valitaan siten, etti Rp(K) =
Py (K) ja (kierretty Raviert— Thomas-avaruus)

~ ~ ~

Qi (K) = Pi1(K)* & (n, —€)PlT(K), (29)



missd PO (K ) on homogeenisten astetta k—1 olevien polynomien avaruus referenssikolmi-
olla K. Reduktio-operaattori Rx mddritelliin ehdoilla

[ [(Rg — %) -+]pdo =0 Vp e Py (E) VE C 8K, (30)
E
[ Bii=)-pdgdn =0 v € Ps(RY, (31)

joissa o on referenssikolmion reunan E koordinaatti ja ¥ reunan E yksikkotangentti.

Huomautus 3.1. Nelikulmiolle lokaalit polynomiavaruudet ja reduktio-operaattori voidaan
valita usealla eri tavalla [9].

3.4 Virhearviot

Leikkausvoiman virhearvio esitetdsn my®s seuraavassa verkontiheydest4 riippuvassa nor-
missa:

Maiédritelmd 3.1, Jos r € @Q, niin

lIrll-1n = {3 Bklirlg &}/ (32)

KeCy

Elementin 3.1 virhearvioissa esiintyy vakio, joka on periisin menetelmin stabiiliuden
todistamiseen kiytettdvistd kidnteisarviosta [3]:

Lemma 3.1. On olemassa vakio C; > 0 siten, ettd
Crhk | Lnll x < ax(n,m) Vn € Vi(K), (33)
missd ak (n,m) vastaa yhtdlon (3) mukaista madrittelyd sisdtulolla (-,-) = (-,")k .-

Jotta virhearvioissa voidaan eritelld eri virhetermit, kiiytetdsin seuraavia merkintdji:
Sisdosan verkontiheys h; = maxgcq, hx ja reunaosan verkontiheys hy = maxg g0, hi,
missd 2; CC Q. Merkinnilld CC tarkoitetaan kompaktia upotusta.

Seuraavien virhearvioiden perusteella elementti 3.1 suppenee optimaalisesti [9]:

Lause 3.1. Olkoon Q konveksi monikulmio ja 0 < a@ < ag < C;r VK € Ch. Jos
menetelmdssd 3.1 kdytetian elementtid 3.1, niin

llw —wrlly + 18 = Balls + tllg — gnllo + llg = gnll-1,0 <CL{AE(llgllk—2 + tllglle—1) (34)
+ ho(llgll-1 + tllgllo) }-
Liséksi, jos k > 2, niin
llw = wallo + 1B — Bullo < Ch{AE(llgllk-2 + tllgllk—1) + Rs(llgll-1 + tllgllo)}- (35)

Seuraavissa virhearvioissa esiintyy interpolaatio-operaattori, jonka interpolointi-ominai-
suudet ovat optimaaliset [9]:

Mairitelmd 3.2. Interpolaatio-operaattori Iy, : H3 () — W), masritellssin ehdoilla

(v = Ixv) o Fg)(@) =0 Va C K, (36)
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/ (v — Ixv) o Fi)pdo = 0 Vp € Po_s(B) VE C 0K, (37)
E

/K (v = Ixv) o F)pdédn = 0 V5 € Po_s(K), (38)

joiden on toteuduttava lokaalilla operaattorilla Ix = Iy|x VK € Cp.

Seuraavassa luvussa esiteltdvissd taipuman jilkikisittelymenetelmissi alkuperiisen ja
jélkikdsitellyn elementtiapproksimaation vilille asetetaan yht#lod (36) vastaava kulmasol-
muja koskeva ehto. N&in voidaan kdyttds hyviksi seuraavia superkonvergenssituloksia [9],

[7]:

Lause 3.2. Olkoon ) konveksi monikulmio j6 0 < a < ax < Cr VK € Cj. Jos
menetelmdssd 3.1 kdytetidn elementtid 8.1, niin

{ > & +axhi) M IVUw — wa)[lf &}/ <C{RE(llgllk-2 + tllgllk-1)
KeChn (39)

+ ho(llgll-1 + tllgllo)}-

Lause 3.3. Olkoon 2 konveksi monikulmio, 0 < oo < ax < Cr VK € Cy jat < Ch (ns.
numeerisesti ohut laatta). Jos menetelméssi 3.1 kaytetddn elementtid 3.1 ja k > 2, niin

[ 7hw — wallo < CA*{Rf (llglle—2 + tllgllk-1) + hs(llgll-1 + tllgllo)}- (40)

Huomautus 3.2. Lauseiden 3.1, 3.2 ja 3.3 virhearviot patevit myos vastaaville stabiloiduille
MITC-tyyppisesti redusoiduille nelikulmioelementeille [9], [7].

4 JALKIKASITTELY
4.1 Perusidea

Jalkikisittelyn ideana on kiyttas hyvéksi taipuman alkuperéisen elementtiapproksimaa-
tion superkonvergenssituloksia ja etsid taipumalle elementtiapproksimaatio alkuperiista
avaruutta astetta laajemmasta avaruudesta. Taipuman jalkikasitellyn elementtiapproksimaa-
tion virhearvioilla osoitetaan, ettd jalkikisittelymenetelm3 antaa alkuperiistd astetta tarkem-
man approksimaation.

Jalkikdsittelymenetelmd perustuu leikkausvoimalle asetetun yhtalén (6) heikkoon muo-
toon. Jilkikdsittelyehto asetetaan erikseen jokaiselle elementille K € Cp, tietyn testifunktio-
avaruuden Tk suhteen:

(Vw, Vo)k = (B, Vv)k +t2(q, Vv)k Vv € Tk. (41)

Liséksi asetetaan kulmasolmuarvoja koskeva sidosehto, jonka avulla jalkikisitelty element-
tiapproksimaatio sidotaan alkuperdiseen elementtiapproksimaatioon ja asetetun jilkikssit-
telytehtdvin ratkaisusta saadaan yksikésitteinen.

4.2 Jilkikisittelymenetelmi

Olkoot w, € Wy, B, € Vi ja g, € Q@ taipuman, kiertymin ja leikkausvoiman
elementtiapproksimaatiot, jotka on saatu kiyttdmailld menetelmissi 3.1 elementtid 3.1.
Yhtilsiden (20) ja (23) seki elementtimiiritelmin 3.1 perusteella taipuman alkuperéinen
elementtiapproksimaatio wpx € Wi(K) = Pi(K) VK € Cp. Taipuman jalkikésitelty
elementtiapproksimaatio wj, € Wi C W etsitaén siten, ettd wj ;o € Wit1(K) = Fri1(K).



Jilkikisittelymenetelmd 4.1. Olkoon J, kolmioinnin Ch kaikkien kulmien muodosta-
ma joukko. Kaikilla kolmioilla K € Cy etsi lokaali taipuman jalkikdsitelty elementtiapp-
roksimaatio w;;l k € Pry1(K) siten, ettd

(Vwy, Vo)k = (B, Vo)k + t2(qy, Vo) Kk Yo € Wiy (K), (42)
wy(a) = wp(a) Va e Ty NK, (43)
missi W1 (K) = {v € Piy1(K) | v(a) =0 Ya€e JnNK}.

Kirjoittamalla lokaali jilkikdsitelty elementtiapproksimaatio muodossa w,’;l K = Wh ik +Wn|k
péddytidn seuraavaan ekvivalenttiin muotoon: Etsi Wh ik € Wrt1(K) siten, ettd

(V’lf)h,vv)}( = (ﬂh - th,Vv)K + tz(qh,Vv)K Vv e Wk+1(K). (44)

Huomautus 4.1. Jalkikisittelymenetelm4lls 4.1 saatava elementtiapproksimaatio ei vilt-
tamattd ole jatkuva yli elementtirajojen. Jos ratkaisusta halutaan saada jatkuva, voidaan
asettaa tdydentdvd ehto, jossa kiytetdin yhtilén (6) heikkoa muotoa jokaiselle reunalle
E C 0K tietyn testifunktioavaruuden T suhteen:

(Vw-7m,Vv-1)g = (,B-T,Vv~T)E+t2(q-T,Vv-T)E Yv € Tg, (45)

missé 7 on reunan E yksikkStangentti ja merkint3 (-, -) g tarkoittaa L?(E)-sisstuloa. T&ll6in
avaruus Wy41(K) korvataan pienemmilla avaruudella [7).

4.3 Virhearviot

Seuraavasta virhearviosta ndhdsén, miten taipuman jalkikisitellyn elementtiapproksimaa-

tion lokaali virhe riippuu alkuperiisestd elementtiapproksimaatiosta ja laatan paksuudesta
[7]:

Lause 4.1. Olkoon Q konveksi monikulmio ja 0 < a < ax < C; VK € Cn. Jos
menetelmdssd 3.1 kiytetddin elementtid 3.1 ja jilkikisittelymenetelmdd 4.1, niin

lwh — wilix <|Mhw — wallyx + 1w — ]y &
+ C{IVInw = wh)llo,x + |V(w — Iw)|lo,x (46)
+118 = Bullo,x + t*llg — gnllo,x},
llwi, = wlio,x <IHhw — whllo,x + [ Tiw — wllo,x
+ Che{lIV(Iaw — wi)llo,x + [V(w — Lyw)|lo,x (47)
+118 = Bullo,x + tllg ~ gpllo.x},

missi Iy : HY(Q) = Wi = {v € W | vx € Wi1(K) VK € Cn} noudattea midritelmad
3.2, kun asteen k tilalla on aste k + 1.

Virhearvion 3.1 seki superkonvergenssitulosten 3.2 ja 3.3 avulla lauseesta 4.1 seuraa, et-
t4 jalkikisitellyn elementtiapproksimaation virhearvion tavoiteltu verkontiheyden potenssi
saavutetaan numeerisesti ohuilla laatoilla [7]:

Lause 4.2. Olkoon 2 konveksi monikulmio, 0 < a < ax < Cr jat < Ch. Jos menetelmdssi
3.1 kdytetidn elementtid 3.1 ja jilkikdsittelymenetelmdd 4.1 sekd k > 2, niin

{ > lwh —wlif £}*2 < Ch{RE(llgllk-2 + tllglle—1) + hs(llgll-1 + tllgllo)}, (48)
KeCy

llwi, = wllo < CR*{RE (llgllk-2 + thglle-1) + ho(llgll-1 + tllgllo)}- (49)
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Huomautus 4.2. Koska jalkikisitellyn taipuma-approksimaation optimaalinen suppene-
minen perustuu alkuperdisen taipuma-approksimaation superkonvergenssiin sekd kiertyméan
ja leikkausvoiman alkuperiisten elementtiapproksimaatioiden optimaaliseen suppenemiseen,
lauseiden 4.1 ja 4.2 virhearviot patevit myos stabiloiduille MITC-tyyppisesti redusoiduille
nelikulmioelementeille. Lisdksi lauseen 4.1 virhearvioista nahd&sn, ettd lauseen 4.2 vir-
hearviot voidaan johtaa muillekin sellaisille elementeille, joille pétevéit superkonvergenssi-
tuloksia 3.2 ja 3.3 seki lauseen 3.1 virhearvioita vastaavat tulokset.

5 NUMEERISET TULOKSET

Numeeriset tulokset koskevat seuraavanlaista jiykisti tuettua neli6laattaa: = [—1, 1] x
[-1,1), G = 1, v = 0.3 ja t = 0 (Kirchhoff—Love-rajatapaus). Kuormitus f = A?w on
annettu siten, ettd se vastaa tarkan ratkaisun taipumaa w = cos?(rz/2) cos?(ry/2).

Symmetrian takia vain laatan keskipinnan positiivinen neljinnes on mallinnettu. Laskuis-
sa on kiytetty seki siannollists ettd epasiddnnollistd (Delanay-kolmiointi) verkkoa, ks. kuvat
1 ja 3. Elementtien asteluku k = 1 (lineaarinen), 2 (kvadraattinen) tai 3 (kuubinen). Ele-
menttien lukuméiirs mallinnettavan alueen kutakin reunaa kohti on IV = 2,4, 8 tai 16, siis
verkontiheys h ~ 1/N.

Lineaarisille elementeille stabilointikerroin ax = 0.1. Korkeampiasteisille elementeille on
kiiytetty monimutkaisempaa, stabilointikertoimen maritysta [9], jonka tuloksena kvadraat-
tisille elementeille 0.0089 < ax < 0.1143 ja kuubisille elementeille 0.0090 < ax < 0.0223.

Suhteelliset L2-virheet on esitetty kuvissa 2 ja 4 seki taulukoissa 1 ja 2. Taipuman alku-
periisen elementtiapproksimaation (katkoviiva, ep,) ja jalkikdsitellyn elementtiapproksimaa-
tion (jatkuva viiva, e} ) suhteelliset virheet on esitetty logaritmiasteikolla elementtilukumaé-
ran N suhteen. Lisdksi kuvissa 2 ja 4 on esitetty taipuman alkuperdisen elementtiapp-
roksimaation kulmasolmuarvojen painotetun keskiarvon suhteellinen virhe (pisteviiva).

Jotta numeerisia tuloksia voidaan verrata teoriatuloksiin, muotoa N~" = A" oleva funk-
tio on sovitettu laskentatuloksiin pienimmén nelissumman menetelm3lla. Sovitusta vastaa-
vat suorat ja niiden kulmakertoimet r ja r* on esitetty kuvissa 2 ja 4 varsinaisten tulosten
jatkeena.

Vertailun perusteella numeeriset tulokset ovat yhtenevii teoriatulosten kanssa: Kun k =
2 tai 3, alkuperiisen elementtiapproksimaation suppenemisnopeus r = k + 1 ja jalkikésitel-
lyn elementtiapproksimaation suppenemisnopeus r* & k+2 =~ r+1 — kuvissa 2 ja 4 jatkuva
viiva laskee astetta jyrkemmin kuin katkoviiva. Siis tavoiteltu verkontiheyden lisdpotenssi
on saavutettu. My6s taipuman alkuperdisen elementtiapproksimaation kulmasolmuarvo-
jen superkonvergenssi nihdiin kuvista 2 ja 4 — pisteviiva laskee astetta jyrkemmin kuin
katkoviiva.

Kun k& = 1, suppenemisnopeus r ~ k + 1 & r*, mutta myls téssé tapauksessa virhe
pienenee — kuvissa 2 ja 4 jatkuva viiva kulkee alempana kuin katkoviiva. Taulukoista 1 ja 2
virheiden pieneneminen nihd&in tarkemmin — parhaimmillaan suhteellinen virhe pienenee
noin kymmenesosaan alkuperéisesta.
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Taulukko 1: Suhteellinen L2-virhe siinndlliselld verkolla.

N 2 4 8 16
k=1

en 2.069 x 107! 6.449 x 1072 1.707 x 1072  4.308 x 1073
e, 1.062 x 107! 2.957 x 10~2  7.525 x 10~® 1.858 x 103
k=2

en 3.024 x 1072 3.874x 1073 4.639x 107* 5.663 x 107°
e, 1.850 x 10~2  1.750 x 1073 1.334 x 10~* 8.954 x 10~°
k=3

en 2.979 x 1073 1.766 x 10™* 1.062x 10™° 6.655 x 10~7
e, 2.030 x 1072 8.828 x 107° 2.952x 107° 8.251x 107°

L

[

or o

]

[
o
Ll

L

[+ (] a (23

L

o

A AT AV AV AT AT AP AY AV AT AV AV AVATAY,
b\r #mf #ﬁ SRS ‘3:'..3!5.3
B ONATAVANAVARS S s tab ot T
AT VAT AVAN A g, VA e S T
B, Y,
L A A L X A e
STAVATR, o Ay S S e e P
R R AN M S TN
AT vy, S i A, 2]
A SR AT
Pavy AVAY, i\ g
AT e AT are O e ety
1’4‘}“7‘ bt P ¥ N h”‘q"ﬂ#‘."vg >
R RS OB L PR
h;’nﬂ""’ins‘*.JL"'AVIVA"A"A'?R;*” g
" 4741’5‘3\-‘.“ e ¥ AWAV AV SAVAY AT
QA D SR
A TN TR A LA TR,
’Arﬁ?, PO AT TAVAraTiv A% o
S AT AT ;';ﬁqu.‘ A
1

AFAY, >
O AAYAY o N

e 1 v b b

VAN a I e VAT gy v AVAY,

e
ORISR AT

DaVAVA AV AVA AT Y AVAVAV.VAVAVAYLY
a2

Kuva 3: Epasidannolliset verkot, kun NV = 2,4, 8, 16.
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Kuva 4: Suhteellisen L2-virheen suppeneminen episainnolliselld verkolla, kun & = 1,2,3
(en katkoviivalla, e}, jatkuvalla viivalla, ep:n kulmasolmuarvot pisteviivalla).

Taulukko 2: Suhteellinen L?-virhe episaanndlliselld verkolla.

N 2 4 8 16
k=1

en 2.162x 107! 6.943x 1072 1.610x 1072 3.972 x 10~3
e 1.626 x 1071 4.990 x 10~2 1.112x 10~2 2.668 x 103
k=2

en 1.390 x 1072 2.023 x 10~ 2.455x 10™* 3.065 x 10~%
er 5.563 x 1073 5.099 x 10~* 3.771 x 10~*  2.006 x 10~°
k=3

en 9.940 x 10~* 8.138 x 107° 5.627 x 10~®  3.407 x 10~7
er 4.436 x 10~* 1.872x 10~® 5.947 x 10~7 2.660 x 10~8
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TIIVISTELMA

Elementtimenetelmén p-versiossa elementit ovat usein suuria, ja niiden sivut voivat olla muo-
doltaan hyvinkin monimutkaisia. T4ssi artikkelissa tasokolmioelementtien sivut voivat olla
rationaalisia Beziér-kiyrid, ja geometria kuvataan sekoitusfunktiomenetelmalls. Jos muoto-
funktiot ovat ainoastaan tyypillisid hierarkkisia polynomimuotoisia funktioita, elementti ei
pysty kuvaamaan jéykdn kappaleen rotaatiota eiki vakiovenyméikenttis. Se el siis toteuta
elementin tdydellisyysvaatimuksia. Tassd artikkelissa esitetfsin, kuinka elementti saadaan
toteuttamaan tiydellisyysvaatimukset lisaamélls elementin muotofunktioavaruuteen sivun
rationaalista geometrista kuvausta vastaavat funktiot. Liséksi tarkastellaan, mills edellytyk-
silld elementin sivu on tulkittavissa rationaaliseksi, jotta lisittyjen muotofunktioiden mah-
dollinen lineaarinen riippuvuus polynomimuotoisten muotofunktioiden kanssa ei aiheuta nu-
meerisia ongelmia. Esimerkin avulla todetaan, etts lissmuotofunktioilla rikastettu elementti
toimii paremmin kuin tavanomainen.

1 JOHDANTO

Téamén tutkimuksen 18htokohdat ovat muodon optimoinnissa, jossa rakenteelle etsitdsin ra-
joitusehdot toteuttavaa ja tietyn kohdefunktion mukaan parasta mahdollista muotoa. Rajoi-
tusehtojen ja kohdefunktion arvot miiritetiin rakenneanalyysilld, joka suoritetaan usein esi-
merkiksi elementti- tai reunaelementtimenetelmilli. Elementtimenetelmén eri versioista eni-
ten kiytetty on h-versio, mutta muodon optimoinnin kannalta p-versio tarjoaa joitakin etuja.
Elementit voivat p-versiossa olla kooltaan suuria, joten optimoinnin edetesss tapahtuva ra-
kenteen muodon muuttuminen ei vé&ristd niitd yhtd paljon kuin pienempié h-elementtejs,
eikd elementtiverkkoa tarvitse luoda uudelleen niin usein. Lisiksi p-elementtien tarkkuus on
vdhemman herkké vairistymiselle. Myds p-elementtien reunoilla saatavat tarkemmat j&nni-
tystulokset ovat eduksi, koska muodon optimoinnissa jinnitysten kannalta mielenkiintoiset
alueet ovat yleensd juuri rakenteen reunocilla.

Rakenteen geometria kuvataan muodon optimoinnissa useimmiten parametrisilla kiy-
rilld, joiden ohjauspisteiden koordinaatit toimivat suunnittelumuuttujina. Jos kiyrit ovat
rationaalisia, suunnittelumuuttujina voivat liséksi olla ohjauspisteiden painokertoimet. Tie-
tokoneavusteisen suunnittelun ohjelmistoissa kappaleiden geometria mallinnetaan usein ra-
tionaalisilla kiyrilld ja pinnoilla, joten kytkenti muodon optimoinnin, suunnittelun ja tuo-

553



554

tannon vilille on ainakin teoriassa helposti luotavissa. Rationaalisilla parametrisilla kiyrilla
on monia hy8dyllisid ominaisuuksia, niiden teoria ja algoritmit ovat pitkélle kehitettyjd, ja
aiheesta on julkaistu kattavia teoksiakin (esim. Piegl ja Tiller, 1997), mutta muodon opti-
moinnissa niits on kiytetty suhteellisen vihan (Schramm ja Pilkey, 1993; Eschenauer et al.,
1994; Wieghardt et al., 1997; Wang et al., 1999; Lépine et al., 2001).

Rakenteen reunakiyrat voivat sellaisenaan olla myds elementtien reunakéiyrind, jos ele-
menttien geometria kuvataan sekoitusfunktiomenetelmills. T31l6in rakenteen ja elementti-
mallin geometria vastaavat tarkasti toisiaan, mika on erityisesti muodon optimoinnissa toi-
vottavaa. Shyy et al. (1988) kiyttivit polynomimuotoisia parametrisia kiyrid p-elementin
reunoina ja esittivit tietyt ehdot, jotka toteuttava elementti on tdydellinen. Schramm ja
Pilkey (1993) kiyttivit polynomimuotoisten lisdksi myss rationaalisia reunakiyrid, joilla va-
rustettu elementti ei kuitenkaan toiminut optimoinnissa hyvin. Tést4 saatiin aihe nykyiseen
tutkimukseen.

Taméin tutkimuksen tavoitteena oli kehittdd p-elementtis siten, ettd se reunakiyriensd
rationaalisuudesta huolimatta toteuttaa taydellisyysvaatimukset ja antaa luotettavia tulok-
sia. Artikkelin luvussa 2 esitelldsn tavallisten ja rationaalisten Beziér-kiyrien vilinen yhteys
ja luvussa 3 kiyrien rajaaman elementin geometria kuvataan sekoitusfunktiomenetelmélla.
Luvussa 4 tarkastellaan polynomimuotofunktioilla varustetun elementin taydellisyytté, joka
voidaan taata luvun 5 rationaalisilla lisimuotofunktioilla, joiden hy6tyjé ja haittoja luvun 6
esimerkkilaskelmat valaisevat.

2 POLYNOMIMUOTOISET JA RATIONAALISET BEZIER-KAYRAT

Esitelladn seuraavassa tdman artikkelin kannalta térkeédt asiat tavallisista ja rationaalisis-
ta Beziér-kiyristid (esim. Piegl ja Tiller, 1997, luvut 1.3 ja 1.4). Astetta n olevan Beziér-
kiyrin méirittelemiseksi tarvitaan ohjauspisteet P* = (P, P}), joita on n + 1 kappaletta
(i =0,...,n). Ohjauspisteiden muodostamaa monikulmiota kutsutaan ohjausmonikulmiok-
si. Rationaalisen Beziér-kdyrin ohjauspisteilld on lisidksi painokertoimet w;, jotka periaat-
teessa voivat olla my6s ei-positiivisia, mutta usein oletetaan ettd w; > 0. Tavallisen, n-
asteisen Beziér-kiiyrdn kantafunktiot ovat n-asteisia Bernsteinin polynomeja B; ,(u), jotka
saadaan yhtélostd

, — L i1 _ ,\n—i C
B;n(u) = i!(n—i)!u (1-u) 1=0,...,n. | (1)
Vililla u € [0,1) Bernsteinin polynomit ovat ei-negatiivisia ja toteuttavat lisdksi ykkosen
jaon

n
Y Bin(wy=1 uel01]. ()
=0
Bernsteinin polynomien avulla miiritelldsn my6s rationaaliset kantafunktiot
Rin(w) B; n (u)w; i=0,...,n wel0,1], (3)

B Z?:o Bjn(w)w;

joiden avulla puolestaan m#3ritelldén rationaalinen Beziér-kéyrd

n
R(u) =Y Rin(wP* wue01]. (4)
=0
Yhtiléistd (2) ja (3) ndhdiin, ettd
w;, =a Yi < ’Ri,n(u) = Bi,n(u) Vi. (5)



Jos siis kaikki painokertoimet ovat yhtd suuria, kaavasta (4) saadaan rationaalisen Beziér-
kiyrin erikoistapaus eli tavallinen polynomimuotoinen Beziér-kiyra.

3 GEOMETRIAN KUVAUS SEKOITUSFUNKTIOMENETELMALLA

Koska elementtimenetelmén p-versiossa elementit ovat yleensé suuria, geometrian kuvauk-
sen tarkkuus on térkedmpad kuin h-versiossa. Sekoitusfunktiomenetelméssé (Gordon, 1971;
Gordon ja Hall, 1973a,b; Cavendish et al., 1976) elementin geometrian masrdsvit paramet-
riset reunakdyrat, jotka voivat olla 15hes mielivaltaisia edellyttien, ettd ne rajaavat kiyvin
elementin, eivitks sisélla esimerkiksi silmukoita. Elementti on tarkasti reunakiyriensi mu-
kainen, ja siksi menetelmd sopii hyvin monimutkaisen geometrian kuvaamiseen. Szabé ja
Babugka (1991, s. 111) esittdviit kolmioelementeille soveltuvan sekoitusfunktiomenetelmin,
jota on téssi esityksessd hieman muokattu.

Elementin solmu- ja sivunumerointi on esitetty kuvassa 1. Kolmioelementtien yhteydessa

Yi 2 (12’ y2)

(z1,31)

3 (z3,ys)

T

Kuva 1: Elementin solmu- ja sivunumerointi, solmukoordinaatit ja reunakiyrét.

kiytetdan merkintdjen yksinkertaistamiseksi usein kolmio- eli pinta-alakoordinaatteja Li,
Lo ja L3, jotka saavat arvon 1 omalla solmullaan ja arvon 0 vastakkaisella sivulla, kuten
kuvassa 2 on esitetty. Kolmiokoordinaattien valilld on sidosyht&l6

Li+Ly+Ls=1, (6)

joten vain kaksi niist3 on riippumattomia. Kaytetdén merkintGjen selkeyttdmiseksi kuitenkin
kaikkia kolmea. Elementin sivut kuvataan rationaalisilla Beziér-kéyrilla

R'(u) = (RL(u), R (u)) we[0,1] =123, (7)

jotka on suunnattu siten, ettd parametrin u kasvaessa kuljetaan elementin reunalla vastapéi-
vadn. Kun reunakiyrien suunnat on sovittu, voidaan maéritelld esimerkiksi sivuun 1 liittyvét

Solmunumerointi

D DB 2

Kuva 2: Kolmiokoordinaattien L; ja Lo sekd apumuuttujan £; tasa-arvokayrié.
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3C Z
Kuva 3: Sivun 1 Beziér-kidyran ja solmu- Kuva 4: Sekoitusfunktion S! tasa-
jen 1 ja 2 yhdysjanan vélinen erotus. Vaa- arvokiyria.
kaviivat kuvaavat erotusfunktiota EL(u) ja
pystyviivat erotusfunktiota E}(u).
erotusfunktiot

El(u) = Rl(u) — (1 —w)zy —uzs E;(u) = R;(u) — (1 —u)yr — uyz, (8)

joita on havainnollistettu kuvassa 3. Ne ovat siis sivun 1 kuvaavan Beziér-kiyran seki sol-
mujen 1 ja 2 vilisen janan z- ja y-koordinaattien erotukset. Muiden sivujen erotusfunktiot
ovat tdysin analogiset yht#losss (8) esitettyjen kanssa ja ne saadaan vaihtamalla indekseja
syklisesti.

Sekoitusfunktiomenetelmé saa nimens3 rationaalisista sekoitusfunktioista, joita on yksi
kutakin elementin sivua kohti

4L1Ly

. 4LoL4 3 4L3L,
C1—(Ly - Ly)?

Tt @eny TTTm-nr O

Sl
Tarkastellaan esimerkiksi sivun 1 sekoitusfunktiota S*, joka osoittajassa olevan tulon LLo
ansiosta on nolla elementin sivuilla 2 ja 3 lukuunottamatta solmupisteitd 1 ja 2. Niin si-
vun 1 geometrian kuvaus ei vaikuta muiden sivujen kuvaukseen. Muut termit on valittu
siten, ettd sivulla 1 (jélleen poistukien solmut 1 ja 2) sekoitusfunktio saa arvon yksi. Niin-
pi kuvassa 4 solmujen viliset janatkin ovat itse asiassa tasa-arvokiyrié, ja ndhd&in, kuin-
ka sekoitusfunktio on yleisesti ottaen hyvin sile. Solmuilla 1 ja 2 sekoitusfunktiolla S on
kuitenkin singulaaripisteet, joissa se on epamaidrdistd 0/0 -muotoa, ja suunnattu raja-arvo
vaihtelee nollan ja ykkdsen vililla riippuen ldhestymissuunnasta. Tastd ei ole kuitenkaan
haittaa, kuten myShemmin perustellaan.

Sekoitusfunktiomenetelmén mukaan kuvapisteen koordinaatit saadaan yhtalGista

3 3 3 3
z=Y Lai+y S'Ei&) y=) Lwi+)y SEj(&), (10)
i=1 i=1 i=1 i=1
joissa on kiiytetty apumuuttujia
Lo—Li+1 Ly —Ly+1 Li—Ls;+1
a=2"F =22 6=l (11)

joista muuttuja £&; on esitetty kuvassa 2. Kuvauksissa (10) ensimmaéinen summalauseke on li-
neaarinen kuvaus kolmiokoordinaateista xy-tasolle. Toisessa summalausekkeessa jésenet ovat



elementin tietyn sivun sekoitus- ja erotusfunktioiden tuloja. Tarkastellaan jélleen esimerkiksi
sivua 1, jonka erotusfunktiot 1&hestyvit nollaa lihestyttiessi solmuja 1 ja 2. Vaikka sekoitus-
funktiolla onkin epéjatkuvuuskohta kyseisilld solmuilla, on sekoitus- ja erotusfunktion tulo
kuitenkin jatkuva. Niinpa yht&lon (10) mukainen kuvaus on jatkuva ja hyvin siled kaikkialla,
elementin alueessa, edellyttéen ettd elementin reunakéiyrit ovat sileits. Lisiksi sivulla kuvaus
madrdytyy pelkistddn sivun erotusfunktioiden (ja tietysti lineaarisen kuvauksen) mukaan,
koska vastaava sekoitusfunktio saa arvon yksi.

4 POLYNOMIMUOTOISET HIERARKKISET MUOTOFUNKTIOT

Elementtimenetelméan p-versiossa kiytettévit muotofunktiot voidaan valita monella tapaa,
eiki ole olemassa yksiselitteisesti parasta valintaa. Niiden tulisi kuitenkin toteuttaa vastaavat
yhteensopivuus- ja téydellisyysvaatimukset kuin k-version muotofunktioidenkin, jotta mono-
toninen suppenevuus olisi mahdollinen. Sanotaan, ettd muotofunktiot ovat hierarkkisia, jos
polynomiastetta p olevat muotofunktiot ovat astetta p + 1 olevien osajoukko. Tést4 seuraa
se hy6dyllinen ominaisuus, ettd astetta p olevan elementin jiykkyysmatriisi on astetta p + 1
olevan elementin j8ykkyysmatriisin osamatriisi. Ensimmaiset hierarkkiset muotofunktiot p-
versiolle esitteli Peano (1976), mutta tassi esityksessd kiytetdsn Legendren polynomeihin
perustuvia hierarkkisia muotofunktioita (Szab6 ja Babugka, 1991, luku 6.2.1.).

Kirkimuodot ovat samat kuin kolmisolmuisen kolmioelementin muotofunktiot element-
timenetelman h-versiossa, eli ne ovat suoraan kolmiokoordinaatit

N'=L, N2?=[L, N¥=ILs (12)

Kérkimuotofunktiot saavat siis arvon yksi omalla solmullaan ja arvon nolla vastakkaisella
sivulla. Kéytetddn astetta ¢ olevalle Legendren polynomille merkintdi P;(n). Maaritellasn
apufunktio

4+/2(Pi(n) — Pi—s )
wi(n) = ( .Z(n) : 2(77)) i=2,3,..., (13)
V2i—=1(1 - n?)
joka rationaalisesta ulkoasustaan huolimatta on itse asiassa astetta i — 2 oleva polynomi,
koska nimitt4jin termi 1 — 72 saadaan aina supistettua pois. Nyt sivuun 1 littyvit muoto-

funktiot

Nfl =L1L2(pi(L2 —L]_) 7= 2,3,... (14)

ovat siis astetta ¢. Tulon L;L, ansiosta sivumuotofunktiot Nfl ovat nollia sivuilla 2 ja
3. Muiden sivujen muotofunktiot saadaan yht&lostd (14) vaihtamalla kolmiokoordinaatteja,
syklisesti. Astetta ¢ olevia sisé- eli kuplamuotoja on i — 2 kappaletta, joista j:s on

N7 = LiLoL3Pioj_o(Ly — L1)Pj-1(2Ls —1)  j=1,...,i—2 i=3,4,.... (13)

Tulon L;L,L3 ansiosta sisimuotofunktiot ovat nollia kaikilla elementin sivuilla.

Kutsutaan kirki-, sivu- ja sisimuotofunktioihin liittyvid vapausasteita vastaavasti kirki-,
sivu- ja sisdvapausasteiksi. Kaikilla elementeilld on oltava kirkivapausasteet, jotka vastaavat
h-version solmusiirtymii. Elementin eri sivujen vapausasteet ja sisiivapausasteet voidaan va-
lita mielivaltaisesti toisistaan riippumatta, kun vain huolehditaan siiti, etts yhteisen sivun
jakavat elementit ovat yhteensopivia. Liséksi vaaka- ja pystysuuntaisten siirtymien approksi-
mointiin voidaan tietylld sivulla kiytt34 eri m&4rd vapausasteita, miké patee myds elementin
sisdvapausasteille.

557



558

4.1 Elementtien tidydellisyys polynomimuotofunktioilla

Yhtilsiden (12), (14) ja (15) mukaiset muotofunktiot toteuttavat yhteensopivuusvaatimuk-
sen. Taydellisyysvaatimuksen toteutuminen edellyttds sité, ettd muotofunktiot pystyvat ku-
vaamaan elementin jaykin kappaleen translaatiot ja rotaation sekd vakiovenyméakentén.
Translaatioiden kuvaus selvisti onnistuu, koska yht#ldiden (6) ja (12) perusteella muoto-
funktioavaruus sisaltis vakiotermin.

Jotta rotaation ja vakiovenymékentin kuvaaminen onnistuisi, on muotofunktioiden kyet-
tivd kuvaamaan elementin geometria. Elementtimenetelmén h-versiossa yleisesti kiytetyilld
isoparametrisilla elementeilld tdm& vaatimus toteutuu luonnostaan, koska geometrian ja siir-
tymien kuvaamiseen kiytetdin samoja muotofunktioita. Téssé esityksesséd kiytetdan geomet-
rian kuvaamiseen sekoitusfunktiomenetelm&3 ja siirtymien approksimointiin p-menetelmén
muotofunktioita, joten ei ole itsestdin selvdd ettd kyseinen vaatimus toteutuu. Siksi asete-
taan ehto, joka on samankaltainen kuin ehto jota Shyy et al. (1988) esittavit kiytettaviksi,
mutta lievempi: elementin tietyn sivun muotofunktioiden asteen on oltava véhintddn yhté
suuri kuin sivun kuvaamiseen kdytetyn reunakdyrdn aste. Témén ehdon toteuttavat elemen-
tit ovat tiydellisid, jos elementin reunakiyrit (7) ovat epérationaalisia eli painokertoimet
ovat yhtdlon (5) mukaisesti yhtd suuria. Jos reunakéiyrs on rationaalinen, kuten t#ssd esi-
tyksessé sallitaan, ei polynomimuotoisilla muotofunktioilla ole mahdollista kuvata elementin
geometriaa tarkasti, eikd elementti siis ole tdydellinen.

4.2 Esimerkki epédtidydellisestéd elementistad

Tassd ja luvun 6 esimerkissi kiytetddn kimmomoduulille arvoa E = 200 GPa, Poissonin
luvulle » = 0,3, elementin paksuudelle ¢t = 10 mm ja oletetaan, ettd rakenne on tasojénni-
tystilassa. Jaykkyysmatriisien integroinneissa kiytetdin astetta 20 olevaa numeerista kaa-
vaa (Dunavant, 1985), jos elementti on kdyraviivainen ja tarkkaa kaavaa (Lawrence et al.,
1991), jos elementin kaikki sivut ovat suoria.

Epitaydellisyyden havainnollistamiseksi tarkastellaan kuvassa 5 esitettys elementtis, jon-

200t 200 4
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Kuva 5: Ominaisarvo- ja kuntolaskelmissa Kuva 6: Virhetarkasteluissa kiytetty kol-
kiytetty elementti. Kuvassa on havainnol- men elementin rakenne. Reidin muoto on
listettu ohjauspisteen P! painokertoimen esitetty painokertoimen w; arvoilla 1/+/2,
w; vaikutusta elementin muotoon. 4, 8 ja 16.
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Kuva 7: Kuvan 5 elementin jiykkyysmatriisin kolmanneksi pienin ominaisarvo A3 painoker-
toimen w; funktiona. Muutamien kuvaajien kohdalle on merkitty elementin kiyrin sivun
siirtymé&approksimaation korkein aste.

ka yksi reunakiyré on toisen asteen rationaalinen Beziér-kiyrs ja kaksi muuta sivua ovat
suoria. Beziér-kiiyrin ohjauspisteiden P° ja P2 painokertoimet ovat wy = ws = 1, ja ohjaus-
pisteen P! painokerroin w; vaihtelee, miks vaikuttas elementin muotoon, kuten kuvasta 5
ndhdédan. Elementilld on kirkivapausasteet, ja kiyréin sivun vapausastemaira vaihtelee. Suo-
rilla sivuilla ei ole vapausasteita, eikd elementilld ole my&skiisn sisivapausasteita. Elementin
j8ykkyysmatriisin pienimpien ominaisarvojen laskeminen lienee helpoin tapa todeta pystyy-
ko elementti kuvaamaan jiykin kappaleen translaatiot ja rotaation. Kdytinnossi ominaisar-
voista ainakin kaksi on laskentatarkkuuden rajoissa nollia, ja ne vastaavat jiykin kappaleen
translaatioita. Mitd pienempi kolmanneksi pienin ominaisarvo on, siti paremmin element-
ti pystyy kuvaamaan jaykin kappaleen rotaation. Kuvassa 7 on esitetty jaykkyysmatriisin
kolmanneksi pienin ominaisarvo Az painokertoimen w; funktiona. Kuvan eri kiyrit vastaa-
vat eri asteisia siirtymé&approksimaatioita elementin kdyralld sivulla. Ylimmaisend kulkee
approksimaatioastetta 1 eli lineaarista approksimaatiota {pelkit kirkimuodot, ei sivumuo-
toja) vastaava kiyrd. Seuraava kiyrd vastaa approksimaatioastetta 2 (kirkimuodot ja en-
simmé&inen sivumuoto) ja lopulta alimmainen kiyra liittyy asteeseen 10 (kirkimuodot ja 9
sivumuotoa). Kuvasta nihdisn, kuinka kiyrin sivun siirtyméapproksimaation asteen kas-
vaessa elementti kuvaa jaykén kappaleen rotaation tarkemmin, miki on tietysti luonnollista.
Painokertoimen w; ldhestyessé arvoa 1 elementin kiyrs sivu lihestyy toisen asteen polyno-
mimuotoista kiyrés, ja kaikki approksimaatioasteet lineaarista lukuunottamatta pystyvit
kuvaamaan rotaation kiytinnossi tarkasti. Lineaarinen siirtymiapproksimaatio ei toteuta
luvussa 4.1 esitettyd ehtoa, joten siksi elementti ei ole tdydellinen, vaikka reunakiyri onkin
polynomimuotoinen.
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5 RATIONAALISET LISAMUOTOFUNKTIOT

Kuten luvussa 4.1 esitettiin, on elementin muotofunktioiden kyettdvéa kuvaamaan elementin
geometria, jotta elementti voisi olla tiydellinen. Jos elementin reunakiyrit ovat rationaalisia,
kuvaus ei pelkilld polynomimuotoisilla muotofunktioilla tietenkién onnistu. Elementtimene-
telmén p-versiossa muotofunktioavaruutta voidaan kuitenkin laajentaa. Jos esimerkiksi tie-
det#in, ettd tarkka ratkaisu siséltdé singulaaripisteen, lisdtddn muotofunktioiden joukkoon
tdman pisteen suhteen singulaarisia funktioita. Aivan vastaavasti voidaan muotofunktio-
avaruutta laajentaa geometrian kuvausta vastaavilla funktioilla, joiden ansiosta elementti
toteuttaa tdydellisyysvaatimukset.

Tarkastellaan jélleen esimerkiksi elementin sivua 1, jonka reunakiyré oletetaan epéline-
aariseksi. Geometrian kuvaukseen kiytettiviistd yhtdlostd (10) voidaan valita osat, jotka
soveltuvat sivun 1 muotofunktioiksi

N = S'El&) Nyt =S Ej(&). (16)

Kutsutaan niit3 tdssé esityksessé lisimuotofunktioiksi, joihin liittyvét lisivapausasteet. Mer-
kinnsssi N¢! alaindeksi viittaa z-koordinaatin kuvausta vastaavaan muotofunktioon. Nu-
meeristen ongelmien vilttimiseksi voidaan kertoimella ¢l lausekkeen arvo skaalata muihin
muotofunktioihin nihden sopivaksi, koska erotusfunktion saamat arvot voivat vaihdella suu-
restikin riippuen elementin todellisesta koosta globaalissa zy-koordinaatistossa. Suoritettu-
jen kokeilulaskelmien perusteella kertoimen tarkalla arvolla ei ole merkitysté, kuten oletet-
tavaa onkin, mutta sopiva suuruusluokka voidaan laskea esimerkiksi kaavalla
ck = <
* " maxyepo,y |EL(w)]’
jossa vakiolle ¢ valittava arvo m&irii rationaalisen muotofunktion itseisarvon maksimin.
Sopivan suuruusluokan valitsemiseksi tarkastetlaan muiden muotofunktioiden elementin alu-
eessa saamia arvoja. Kdrkimuotofunktioiden (12) maksimiarvo on luonnollisesti 1. Sivu- ja
sisimuotofunktiot on muodostettu siten, etti asteluvun kasvaessa funktion itseisarvon mak-
simiarvot pienenevit. Yhtélon (14) mukaisen toista astetta olevan sivumuotofunktion itseis-
arvon maksimi elementin alueessa on noin 0,612 ja yht#lon (15) mukaisen kolmatta astetta
olevan sisimuotofunktion noin 0,037. Niiden arvojen perusteella sopiva valinta voisi olla
¢ = 0,5. Kaavan (17) nimittdjan tarkan arvon laskeminen on tydlastd, joten kiytinndssd
riittd8, ettd lasketaan muutamassa kohdassa erotusfunktion arvo ja kiytetd&n naista itseis-
arvoltaan suurinta.

(17)

6 ESIMERKIT

Yhtilén (16) mukaisilla lisimuotofunktioilla rikastettu elementti toimii odotetusti, eli se
toteuttaa tiydellisyysvaatimukset, vaikka elementilld ei olisi kirkivapausasteiden lisdksi mi-
t#4n muuta kuin lisivapausasteet. Toisaalta muotofunktioavaruuden laajentaminen lisdmuo-
tofunktioilla voi aiheuttaa my®s ongelmia. Rationaalisen reunakiyrén lahestyessd polynomi-
muotoa myds erotusfunktio (8) lihestyy polynomimuotoa, ja on mahdollista, ettd lisémuo-
tofunktiot (16) ja polynomimuotofunktiot tulevat lineaarisesti riippuvaisiksi.

Lineaarisen riippuvuuden arvioimiseksi voidaan laskea jiykkyysmatriisin K (josta on to-
ki eliminoitu jaykin kappaleen liikemahdollisuus) kunto k¥(K), joka mégritellddn matriisin
suurimman ja pienimmin singulaariarvon osamiiréni. Kunto kuvaa matriisin numeerista
kiésnnettdvyyttd ja kasvaa kidntimisen vaikeutuessa. Tarkastellaan jélleen kuvassa 5 esi-
tettys elementtis, jolle kiiytetdéin samoja materiaaliarvoja ja integrointikaavoja kuin luvus-
sa 4.2. Jaykin kappaleen liikemahdollisuuden poistamiseksi elementin molemmat kiyrén si-
vun vastaisen kiirjen kirkivapausasteet ja ohjauspisteessi P? olevan kirjen pystysuuntainen
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Kuva 8: Rikastetun elementin jiykkyysmatriisin kunto k(K) painokertoimen w; funktio-
na. Muutamien kuvaajien kohdalle on merkitty elementin kiiyrén sivun polynomimuotoisen
siirtym&approksimaation korkein aste.

kérkivapausaste on poistettu. Kéyralls sivulla on yhtilda (16) vastaavat kaksi liséivapausas-
tetta vaakasuuntaan ja kaksi pystysuuntaan seki vaihteleva masri sivuvapausasteita. Suo-
rilla sivuilla ei ole vapausasteita, eiki elementills ole mydskain sissvapausasteita. Kuvassa 8
on esitetty jiykkyysmatriisin kunto k¥(K) painokertoimen w; funktiona, ja eri kuvaajat vas-
taavat eri asteisia polynomimuotoisia siirtymaapproksimaatioita elementin kiyrslla sivulla.
Néhdé4én, kuinka sivuvapausasteiden mé#irén lisisintyesss jiykkyysmatriisin kunto huono-
nee, koska laajempi polynomiavaruus pystyy tarkemmin kuvaamaan rationaalifunktion, ja
siten lisé- ja sivumuotofunktiot ovat 1dhes lineaarisesti riippuvia. Painokertoimen w; lihes-
tyessd arvoa 1 elementin kiyrd sivu léhestyy toisen asteen polynomimuotoista kiyris, ja
kunto huononee niin, ettd arvolla w; = 1 kaikkia sivuvapausastem&iria vastaavat j3ykkyys-
matriisit ovat kilytdnnossd singulaarisia. Taman perusteella voisi kuvitella, ettd rikastetun
elementin antamat tulokset hajaantuvat painokertoimen w; lahestyessi arvoa 1. Niin ei
kuitenkaan ole, kuten seuraavassa esitetiin.

Tarkastellaan kuvassa 6 esitettys kolmen elementin mallia, jossa keskimmaéinen element-
ti on tésmélleen sama kuin kuvassa 5 oleva ja aiemmissa esimerkeisss kiytetty. Suorilla
z = 0mm ja y = O mm on symmetriareunaehdot ja kyseessd on siis neljinnesmalli, jo-
ka kuvaa nelilevyn keskelld olevaa reikis. Reiin muoto voi vaihdella painokertoimen w;
funktiona, ja kuvassa 6 on esitetty arvoja 4, 8 ja 16 vastaavat muodot ochuemmalla viivalla
sekd arvoa 1/+/2 vastaava, tarkka ympyrénkaari vahvemmalla viivalla. Kuormituksena on
suoralla z = 200 mm vaakasuuntainen vetojinnitys 100 MPa. Materiaaliarvot ja integroin-
tikaavat ovat samat kuin luvussa 4.2. Lasketaan rakenteelle ratkaisu @ kuvan 6 mukaisella
elementtiverkolla ja kiytetdadn tarkan ratkaisun u approksimaationa huomattavasti tihesim-
millé elementtiverkolla ja astetta 10 olevilla elementeilld saatua tulosta. Nyt voidaan laskea
ratkaisun @ energianormin suhteellinen virhe

_ lu— l~l”E

(er)E = (18)
llullg
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Kuva 9: Energianormin suhteellinen virhe painokertoimen w; funktiona. Kuvaan on merkitty
muutamien kiyrien kohdalle elementtien aste.

Kuvassa 9 on esitetty eriasteisille approksimaatioille saadut tulokset painokertoimen w;
funktiona. Eri kuvaajat vastaavat eri asteisia elementtejé. Jokaisella kolmella elementilld on
kiytetty samaa astetta ja kiiyriviivainen elementti on rikastettu, eli silld on 4 lisdvapausas-
tetta. Nahd4sn, kuinka asteluvun kasvaessa tarkkuus luonnollisesti paranee. Kuvaajissa ole-
vat katkokset kohdan w; = 1 ympéristossd johtuvat siité, ettd talldin jiykkyysmatriisi on
ollut singulaarinen, eiki ratkaisu ole onnistunut. Katkoksista huolimatta painokertoimen
wy ldhestyessé arvoa 1 ei tapahdu havaittavaa, linjasta selvisti poikkeavaa virheen kasvua.
Niyttéaisi siltd, ettd lisimuotofunktioilla rikastettuja elementtejé kiytettdesss tulokset ovat
luotettavia, jos ratkaisu saadaan laskettua. Tdméi on hieman yllittidvas alemman esimerkin
ja kuvan 8 perusteella.

Tarkastellaan edelleen kuvassa 6 olevaa, edella esiteltyd rakennetta. Talld kertaa reian
muoto pidetisn vakiona, mutta elementtien astelukua vaihdellaan. Ndin voidaan vertailla
normaalien p-elementtien ja lisimuotofunktioilla rikastettujen elementtien suorituskykya.
Saatuja tuloksia on esitetty kuvassa 10 tulostamalla eri painokertoimen w; arvoilla energia-
normin suhteellinen virhe elementtimallin vapausasteiden lukumé&érin nelidjuuren funktio-
na. Kaikki kolme elementtii ovat samaa astetta, ja kiiyraviivainen elementti on joko normaali
p-version mukainen tai lisimuotofunktioilla rikastettu. Kuvaajat ovat kaikilla painokertoi-
men w; arvoilla lidhes suoria, joten suppenevuus on eksponentiaalista. Nain tulee ollakin,
koska rakenteessa ei ole singulaaripisteitd, ja siksi tarkka ratkaisu on siled. Painokertoi-
men arvolla w; = 1/4/2 normaali malli on pienilld asteluvuilla hivenen rikastettua parempi,
mutta ero kiytinnosss hividi elementtien asteluvun kasvaessa. Saman suuntainen tulos on
saatu my®&s muissa tapauksissa, joissa painokerroin on ollut ldhelld arvoa w; = 1. Lisimuoto-
funktioista ei siis télldin ole hydtyé, mutta ei suurta haittaakaan. Painokertoimen kasvaessa
rikastetun mallin virhe on kuitenkin selvisti pienempi, ja arvolla w; = 16 ero on suurilla
asteluvuilla jo 1dhes dekadin. Lisdksi etenkin arvojen w; = 4 ja w; = 8 osakuvista ndhdéan,
kuinka normaalin mallin suppenevuus on epdtasaista ja kuvaajassa on havaittavissa selvii
sahalaitaisuutta. Tdmi aiheuttanee epdtarkkuutta laskettaessa a posteriori virhearvioita,
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Kuva 10: Energianormin suhteellinen virhe elementtimallin vapausasteiden lukuma&rin ne-
lidjuuren funktiona. Kdyraviivainen elementti on joko normaali p-version mukainen tai lis3-
vapausasteilla rikastettu. Osakuvat vastaavat painokertoimen w; eri arvoja.

joiden laskemisen vaivattomuus on juuri erds syy kiyttdi elementtimenetelmin p-versiota.

7Y YHTEENVETO

Yhdistelména elementtimenetelman p-versio, rationaaliset Beziér-kiiyrit elementtien reu-
noina ja geometrian kuvaus sekoitusfunktiomenetelmélld muodostavat kokonaisuuden, joka
sopii oivallisesti esimerkiksi muodon optimoinnin analyysimenetelméksi. Kun elementteja
vield rikastetaan reunakdyris vastaavilla lisimuotofunktioilla, kuten t#ssi artikkelissa on
esitetty, ne saadaan toteuttamaan tiydellisyysvaatimukset. Esimerkki osoittaa, etti rikas-
tettu elementti toimii rikastamatonta paremmin. Ero on sitd suurempi, mité rationaalisempi
reunakiyri on. Reunakéyran lihestyessd polynomimuotoista elementit ovat yhts tehokkaita.
Jatkossa voitaisiin tarkemmin tutkia rikastamisen vaikutusta a posteriori virhearvioiden
tarkkuuteen. Lisiksi olisi syyta kehitt4d kiyrin rationaalisuutta luotettavasti mittaava ver-
tailuluku, jonka avulla voitaisiin etukiteen paittis kannattaako elementtis rikastaa vai ei.
Esiteltyjen lisimuotofunktioiden yleistys nelikulmioelementeille olisi varsin suoraviivainen.
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EULERIN DIFFERENTIAALIYHTALON KUVAUS KIERTYMIS-
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TIVISTELMA

Esityksessd perehdytasin kiertymismonistoon SO(3) ja Eulerin kiertymisliikkeen differentiaa-
liyhtdloon, joka on médritetty kiertymismoniston tangenttiavaruudessa, sekd kuvaukseen, jossa
tdmd differentiaaliyhtild muunnetaan lineaarisen avaruuden differentiaaliyhtiloksi. Niin saatu
differentiaaliyhtil6 voidaan ratkaista tavanomaisilla differentiaaliyhtiloiden ratkaisumenetelmillsi.
Kiertymisliikkeen parametrisointiin kiytetdan alkutilan kiertymévektoria, jonka vastaava vi-
nosymmetrinen tensori on kiertymisoperaattorin alkutilan tangentti. Kuten tunnettua kiertymis-
monistoa ei voida kuvata kokonaan yhdella ainoalla alkutilan kiertymavektorilla, mutta alkutilan
kiertyméavektorilla sekd sen komplementaarisella kiertymévektorilla kiertymismonisto on mahdol-
lista kuvata kokonaisuudessaan — singulaarittomasti. Numeerisessa esimerkissd tarkastellaan
symmetrisen hyrrén kiertymisliiketta.

1 JOHDANTO

Yleinen jdykdn kappaleen liikke voidaan jakaa suuntaisliikkeeseen ja kiertymisliikkeeseen.
Kiertymisliike voidaan kuvata joko suoraan kiertymisoperaattorilla tai sen parametreilla. Kierty-
misliikkeen parametreina kiytetdin tavallisesti Eulerin kulmia, erilaisia kiertymisvektoreita, kva-
ternoneja (Eulerin parametreja) tai Rodriguesin parametreja. Kiertymisliikkeen kuvaaminen poik-
keaa suuntaisliikkeests; silld kiertymisavaruus on kaareutuva monisto eikd lineaarinen avaruus,
kuten suuntaisliikkeessd. Tama kiertymismonisto on Lien ryhmd SO(3) eli erityinen ortogonaa-
lisuusryhmi, jota on kisitelty kattavasti lzhteissa [1], [2] ja [6].

Laskennallisen mekaniikan piirissé on tunnettu pitk4sn se tosiasia, etts kiertymalisdysvektorin
avarundellinen esitysmuoto ei sovellu tavanomaisille aikaintegroimismenetelmille, koska avaruu-
delliset kiertymé-, kulmanopeus- ja kulmakiihtyvyysvektorit kuuluvat eri tangentiaalisiin avaruuk-
siin eri ajan hetkind. Aiemmin on erheellisesti luultu, ettd vastaavassa aineellisessa eritysmuodossa
tdtd ongelmaa ei ole. Kuten kiertymilisdysvektorin avaruudellisessa esitysmuodossa myds sen
aineellisessa esitysmuodossa kiertymd-, kulmanopeus- ja kulmakiihtyvyysvektorit kuuluvat eri
tangentiaalisiin avaruuksiin eri ajan hetkini, [8]. Tdm4 tulee ottaa huomioon kiertymisoperaattoria
parametrisoitaessa. Epdyhteensopivuus voidaan korjata tangentiaalisilla operaattoreilla, jotka ku-
vaavat alkioita tangenttiavaruuksien vililla.
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2 KIERTYMISMONISTO

Kuvassa 1 on hahmoteltu derivoituvan moniston perusajatusta, [6). Derivoituva monisto voi-
daan kuvata karttalehtien avulla — parametriavaruudesta monistoavaruuteen — siten, ett3 paramet-
risoinnin vaihdon kuvaus karttalehdesti toiseen on derivoituva. Usein monisto upotettu monisto-
avaruuteen, jonka ulotteissusluku on suurempi kuin parametriavaruuden ulotteisuusluku (n > d).

01(%) n9,(%4)

monistoavaruus E”

Kuva 1 Hahmotelma d-ulotteisesta derivoituvasta monistosta

Moniston tangentti pisteessi x e.# voidaan méiritelld parametrisoidun kiyrin ¢(f) avulla,
kuvan 2 mukaisesti,

5= im @D =00 i x:=(0), o) k. )

10 t

Tangenttiavaruudelle kiytetsisin merkintisi T,.# , missi x €.# on tangentin kantapiste.

Kuva 2 Tangentti monistolla .4

Kiertymisliike voidaan esittid kiertymisoperaattoreiden avulla, joiden muodostama joukko
voidaan maritelld kaavalla

SO(3):= {R:]E’ — E? lineaarinen [R™R =1, detR = +1}. @)

Kiertymisoperaattori R on siis ortogonaalinen operaattori, joka sdilyttd#i kuvauksessa alkuperii-
sen kitisyyden. Kaava mairittd4 ep#isuorasti derivoituvan moniston, jossa ortogonaalisuusehto
asettaa kuusi toisistaan riippumatonta sidosehtoa kiertymisoperaattorille, jolloin kiertymisope-
raattoreiden joukko SO(3) muodostaa 3-uloitteisen pinnan, tai oikeammin moniston, 9-uloitteiseen
avaruuteen. Kiertymismonisto voidaan parametrisoida vain paikallisesti, kuten lahteessd [10] esi-
tetty, mutta jo kahdella karttalehdells tim3 parametrisointi voidaan suorittaa tiysin peittavésti.
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2.1 Kiertymisliikkeen kuvaus kiertymivektori avulla

ro=-nx(nxpy)
T} =Xy COSY + 1 X PoSiny ,

Kuva 3 Kiertymisliike, jossa alkuperdinen vektori p, kierretidn akselin m ympiri vasta-
piividn kulman y verran vektoriksi p,

Vastaavasti miké tahansa kiertymisoperaattori voidaan esittdi kiertyméavektorin ¥ avulla, joka
migritell4n

¥Y:=yn, neE,yeR,, 3)
missé m on kiertymisakselin ykkésvektori || =1 ja y on positiivinen kiertymiskulma. Kierty-
mévektorin ¥ ja kiertymisoperaattorin R vilinen yhteys nihd4iin kuvasta 3, jolloin kiertyneeksi
vektoriksi p, saadaan

P1=Po—+Hh

=p, +(1—cosy)n x(n xpy)+nxp,siny @
=Rp, PiPoB.Ip.N €E°, y €R,
Kiertymisoperaattori voidaan myds kirjoittaa muotoon
R:=1+ 308 1-0sv gz =exp(®), y=[¥. )
14 14
missi vinosymmetrinen tensori ¥ mééritellisn kaavalla
$h=¥xh, Vh eE’. )

Toisin sanoen ¥ on akselivektoria ¥ vastaava vinosymmetrinen tensori.

2.2 Yhdistetty kiertyminen
Kahden perikkiisen kiertymisliikkeen aineellinen esitysmuoto voidaan kirjoittaa muodossa
R, =RR,, =Rexp(By ), )
missé @g on aineellinen kiertymailisaysvektori pisteessi R € SO(3). Uusi kiertymisoperaattori
Rusi saadaan siis kertomalla oikealta kiertymisoperaattorin lisiykselld R 4. , miks vastaa kierty-
miilisdyst4 kiinte4n koordinaatiston suhteen.
Yhdistetyn kiertyméan avaruudellinen esitysmuoto on vastaavasti
R, =R, R=exp(6; R, ®)

missd Og on avaruudellinen kiertymilisaysvektori pisteessi R e SO(3), miki edustaa kiertyma-
lisgysti liikkuvan koordinaatiston suhteen.
Aineellisella ja avaruudellisella esitysmuodoilla on yhteydet:

R,. =RR,.R", 0, =R6O.R" ja 6, =RO,. ©)
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2.3 Kiertymismoniston tangenttiavaruudet

Kiertymisvektorilla kuvatun kiertymisliikkeen tangenttiavaruus saadaan, kaavan (1) mukaises-
ti, kiertymisoperaattoria exp(tq’l) derivoimalla
d exp(tif‘,)

= 10
% : (10)

t=0

joten vinosymmetrinen tensori ¥ € T;S0(3), missi I edustaa moniston kantapistetti. Vinosym-
metriset tensorit A muodostavat myds Lien algebran, jossa Lien sulkeet méadritelldéin kaavalla

[A,B]:=AB-BA = (AxB)", A,Beso(d), (11)
missd vinosymmetristen tensoreiden joukko so(3) médritellddn

s0(3) := {Z : E* > E lineaarinen | AT = —K}. (12)
Lien sulkeet on kaksiolineaarinen, vinosymmetrinen operaattori, joka toteuttaa myds Jacobin
identiteetin.

Yhdistetyn kiertymisliikkeen aineellinen Langenttiavaruus mielivaltaisessa kantapisteessi
R €S0(3) saadaan derivoimalla kaava R exp(#®) parametrin ¢ suhteen ja asettamalla ¢ =0

i TS003) := {@R;= (R, @))I RO, R €S0(3), & eso(3)}, (13)
missd (R,®) edustaa vinosymmetristi tensoriavarﬁutta ® e50(3) kantapisteessi R € SO(3). On
huomattava, ettei tensoreita Or € IR SO(3) ja P1 € 4ineiSO(3) saa laskea yhteen, silléi ne kuu-

luva eri kiertymismoniston SO(3) tangenttiavaruuksiin, kuva 4.
Vastaavasti avaruudellinen tangenttiavaruus mééritelld4n kaavalla

waTxS00):= {8:= (R, 8) BR; R € 50(3), 8 eso(3)}, (14)

jolloin tensori Or € 4varIRSO(3) .

Kuva 4 Aineellisten (vas.) ja avaruudellisten (oik.) kiertymien geometrinen tulkinta

Seuraavaksi haetaan kiertymivektorin lisiyksen §®@x ja kokonaiskiertymévektorin muutoksen
&% vilinen yhteys. Derivoidaan yhtilo

exp(‘f’I +t -6“?‘,) = exp("f’l)exp(r '&53) (15)

parametrin ¢ suhteen ja asettamalla ¢t = 0 saadaan yhteys, [4]
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5@, =T-6%,

T:= SmV/I_l—cc;sy/@I_l_!//—s;nV"PI@q,p a6
v v v
wi=|¥], R=exp(¥), ‘311130 T(¥) =1

missi ¥ on aineellinen kokonaiskiertymivektorin variaatio, 3y on aineellisen kiertymiliss-

yksen variaatio. On huomattava, ett4 tangenttimuunnos on epasaannéllinen (singulaarinen) kierty-

mékulman arvolla 2x , joten joudutaan rajoittumaan kiertyméakulman arvoihin 0 <y <27 .
Madritelldsn aineellinen vektoriavaruus kaavalla

mTR:={®R:=‘P+®| R = exp(¥) €50(3),0 <E°}, a7
jolloin T: uineTy — aineTr . Méfiritelma (17) tarjoaa kéiytinnéllisen merkintitavan kiertymévektorei-

den erottelemiseksi.
Vastaavasti avaruudelliselle esitysmuodolle saadaan yhteys

M =TSy
T=T(y) (18)
vi=|v| =¥

missd avaruudellinen tangenttimuunnos T: . 7; — .. 7Tx, ts. tangenttimumnos on kuvaus kier-
tymismoniston eri tangenttiavaruuksien vililld. Maéritelmas (17) vastaava avaruudellinen vekto-
riavaruus voidaan m#iritelld

MR3={GR?=9+WIR=CXP(\T’) €S0(3),0 e]E3}, 19)
jolloin T7: Tt > el -
Aineellinen kulmanopeustensori ja avaruudellinen kulmanopeustensori m#ritellszn, [6]
O::=R'R €, LSO0(3), &x:=RRT e __T,50(3). (20)
Niitd vinosymmetrisid tensoreita vastaavat akselivektorit, eli aineelliset ja avaruudelliset kulma-
nopeusvektorit voidaan esittéi kokonaiskiertymévektoreiden ja niiden aikaderivaattojen avulla
Q =T(¥) ¥, missi O e, T, V.9 e,.T 1)
®Og =TT(\I’1)"i’1s missd Op € ,, T, VW) € 0T
Aineellisilla ja avaruudellisilla kulmanopeuksien esitysmuodoilla on yhteydet:
@r =RQR" ja @ =RQ,. 22)
kuten kiertymilisiyksille (9), kuva 5.

5®RaQR RT mk’mn aineTR RT avaR
T T?! T Tr
- I 3 . I I
W]a \PI 5\"1"4’1 ainezi ava:Ii

Kuva 5 Vaihdannaiskaavio
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Aineellinen ja avaruudellinen kulmakiihtyvyystensori ja niitd vastaavat vektorit masritelldsn:

~

Ap =0y, Ag € TuSOB) Ggi=Bg, g€ o TxS003)
Ar =0, Ageidy Qg =Og, Op € g4lp
Vektorit @r,Qr,Ar €an.Tr , missd kantapiste R =R(¢) ja samalla tangenttiavaruus muuttuu

alati. Vektoreita ®g,Qq,Ag voidaan kutsua pyorrevektoreiksi, kuten myds avaruudellisia vekto-

reita Or,®ORr,0R € avr IR
Aineelliset ja avaruudelliset kulmakiihtyvyydet tangenttimuunnoksen T avulla lausuttuna:

Ay =T-¥,+T-W¥, missi Age,. L PP el

T - =T .- P . e
apg=T -y, + T -y,;, missd ag € .. Th; ViVpWi € aell

(23)

(24)

2.4 Komplementaarinen kiertymivektori

Kokonais-Lagrangen esitysmuodossa singulaarisuusongelmat — kiertymikulman arvolla
w =2n — voidaan vilttdd midrittelemélld myos toinen karttalehti, joka parametrisoi tdydentévisti
kiertymismonistoa. Komplementtikiertymévektori W¢ €T} méritelldsn kaavalla

W= \1'—27;'-\11, w:=|¥, (25)

Kiertymivektori kuvataan komplementtikiertymavektoriksi, kun kiertymiskulma ylittds suoran-
kulman, ts. y > n . T#llsin komplementtikiertymikulma € =27 -y , joka on siis pienempi kuin
suorakulma, ts. € <z .Kuvassa 6 on esitetty parametrisoinnin vaihdot alkuperdisestd kiertyma-
vektoriparametrisoinnista komplementaariseen kiertymivektoriparametrisointiin. Nilld kahdella
karttalehdellsd miki tahansa kiertymisliike voidaan kuvata kattavasti.

kiertymismonisto SO(3)

parametrisointi-

iSointi- o
parametrisointi luvaus exp(¥C)

kuvaus exp(¥)

komplementti-
karttalehti

Kuva 6 Kiertymismoniston kaksi parametrisointia kiertymévektorin ja sen komplementti-
vektorin avulla

Kun kiertymévektori W €.n]; vaihdetaan komplementaariseksi kiertymivektoriksi
W €ainl)c , tarvitaan dynaamisessa analyysissa lisiksi komplementaarisen vektorin aikaderi-
vaattoja, jotka ovat

=By € nelic »
e e (26)
PC=B-¥+B-¥ T,
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missd symmetrinen kinemaattinen tensori B:=Dy W € %o (aineli eneTic) ja sen aikaderivaatat
ovat

B=(1-25)1+2%pen,
AR . . @7
B=%[(n-‘I’)I+(‘P®n+n®‘l‘)—3(n-‘l’)n®n},

jamissi n=¥/y .

3 EULERIN LOKEYHTALO
Tarkastellaan virtuaalisen periaatetta jiykille kappaleelle ¥, miki voidaan antaa muodossa

J'ax-(f-pi)dV=o, Véxel, 4, (28)
14

missd f on annettu ulkoinen kuormitusvektorikenttsi, p on tiheyskenttd, ¥ on kiihtyvyysvektori-
kenttd ja 6x on virtuaalinen siirtymikenttd. Holonomiset sidokset g — kuten esimerkiksi jiykén
kappaleen oletukset — muodostavat asema-avaruuteen & sidosmoniston .# , joka voidaan mésri-
telld

M= {x € é&| g(x)= 0} (29)
ja jonka tangenttiavaruus toimintapisteessi X, =X(f) on vastaavasti

Ty M= {5x eét| D,g(x =x0)-5x =0} . (30)

Virtuaalinen siirtymékentti §x kuuluu siis sidosmoniston tangenttiavaruuteen. On huomattava,
ettd virtuaalinen siirtymi voi olla suuruudeltaan mink# suuruinen tahansa, infinitesimaalinen tai ei.
Erilaisten sidosten sek# virtuaalisen tyon differentiaaligeometriaa on kisitelty tarkemmin esityk-
sessd [7] seki sielld annetuissa lahteissi.

Parametrisointi, joka parametrisoi (jaykan kappaleen) yleisen palloliikkeen, voidaan esittd yk-
sinkertaisesti muodossa

x=RX, (€2))

missd R on jaykén kappaleen kiertymisoperaattori ja X on alkutilan paikkavektorikentti. Nyt siis
g(RX) =0, jossa sidosehtona g on jiykén kappaleen oletuksesta syntyneet yhtilorajoitteet.

Sijoitetaan parametrisointi (31), jonka virtuaalinen siirtymikenttd seki toinen aikaderivaatta
ovat aineellisessa esitysmuodossa

5x=R660;X = —-RX50,,

% = RA,X + RO2X = -RXA, - RE, X0 £
virtuaalisen ty6n periaatteeseen (28), jolloin saadaan
50y -(My —JAg ~ B IQ ) =0 (33)
Jja missd on kiytetty merkint6ji hitaustensorille J ja ulkoiselle momenttivektorille Mg
= [pX'XAV, M= [XR™fdV (34)
14 vV

Kaava (33) esitt#id virtuaalisen tyon periaatetta Eulerin differentiaaliyhtil6lle sen aineellisessa
muodossa. Siitd my6s havaitaan, ettd Eulerin differentiaaliyhtilé on miiritetty kiertymismoniston
tangenttiavaruudessa g n I, silld virtuaalinen kiertymilisiysvektori 6®gr €.inJr kuuluu tzhin
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tangenttiavaruuteen. Kun lisdksi kiertymisoperaattori R =R(f) — tangenttiavaruuden 7r kan-
tapiste — on ajan funktio, muuttuu myds timén tangenttiavaruus ajan mukana. Perinteiset aika-
integroimismenetelmit on smmniteltu lineaarisen avaruuden differentiaaliyhtsléille, jotka on siis
magritelty R":ssid. Ndmi aikaintegroimismenetelmit eivit sovellu suoraan Eulerin differentiaa-
liyhtdlén numeeriseen ratkaisemiseen, ellei niiti muuteta tihén tarkoitukseen, kuten ldhteesss [8]
on esitetty. Toinen niiden muunnosten kanssa samanarvoinen tapa on kuvata Eulerin differentiaa-
liyhtl6 lineaariseen avaruuteen tangenttimuunnoksen T avulla josta seuraavassa.

3.1 Kuvaus lineaariseen avaruuteen
Eulerin differentiaaliyhtilon kuvaus lineaariseen avaruuteen saadaan sijoittamalla virtuaalisen
tyén periaatteeseen (33) yhteydet (16), (21a) ja (24a), jolloin periaatteeksi saadaan
S (T™™, - TITY, - T'ITY, - T"(T¥,) IT- ¥, )=0 (35
Y1ls oleva virtuaalisen tyon periaate on nyt mé#ritetty tangenttiavaruudessa 471, jossa kantapiste
I on vakio. Tangenttiavaruus ».Jt voidaan titen samaistaa euklidisen avaruuden E* kanssa.

Periaatteen (35) avulla voidaan myds mégritelld virtuaalista kiertymés Wi €ancly Vvastaava ul-
koisen kuorman ty6pari

M;:=T"M; e..T (36)
T4ll6in periaate (35) voidaan kirjoittaa muodossa
5 (M, -3, %, - M}*)=0 37

missé hitaustensori J1 € paT ©maely ja hyrrd- ja keskeismomenttivektori M €., 7y madritelldin
J,:=T"JT,

.. ) . 38
M= TTIT¥, + T (T¥,) " IT- ¥, %)
Periaatteen (37) mukainen muunnettu Eulerin differentiaaliyht#1s
J¥ =M, - M¥* (39

soveltuu suoraan differentiaaliyhtiloiden numeeriseen ratkaiserniseen, koska timi differentiaa-

liyhtilo on nyt maéritetty lineaarisessa avaruudessa gineTi .
Seuraavaksi esitetiizin lyhyesti muunnetun Eulerin differentiaatiyhtélén (39) numeerisessa rat-
kaisemisessa tarvittavat tangenttitensorit. Tangenttimuunnoksen T aikaderivaatta on

TOE,¥) = ¢, (F- )y (¥ #)F 4o, (B- )P o ¥t o, T (Fo ¥+ ¥ ¥)  (40)

miss3 kertoimet ¢, ovat

._ ycosy —siny
e

wsiny +2cosy —2
Cyi=

3 ]

. ¥ v _ 41)
__3siny -2y —wcosy __cosy—1 y —siny
6= 5 I e o= -3 v
v 4 4
Tensorin T raja-arvo on
Vs —-_l:‘
;‘Pﬁ; T(P,¥) = Z‘P . (42)
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Keskeisjiykkyys-, hyrrivaimennus- ja kuormitustensori méaéritelléizin
K= Do (3, +M}¥),
Chyms = Dy (3%, + MI¥), 43)
K om:= D (M,),
jolloin ndmé tensorit voidaan kirjoittaa muodossa
Ko = C(QIQ+IA,'P) + T - (JQ)") C (P, ) +
+TTI{C,(P¥) + C,(¥P)),

Copa = T (B3 -@30)" )T +3C, #w)), “44)

Kiom = C; (Mg, ¥)+TBT,  b:=[X(Rf)™ 7,
V

missi f,J ja My ovat annettu ulkoinen kuormitusvoimakentti (28) — oletettu vakioksi, hitaus-
tensori (34a) sekd ulkoinen momenttivektori (34b).Tensorit C,,C,,C, ja C, midritelldin

C(V,¥):=Dg(T-V), C,(V,¥):=Dy(T"-V)

. . . 45)
C,(W,¥) :=Dy(T¥), C,(¥,¥):=Dy(T¥),

ja ne voidaan kirjoittaa muodossa
C,(V, ¥):=c,Ve¥ —¢,(PV)e¥ +¢,(¥- V)T ¥ — ¢,V +c,((¥-V)I+¥Pe V),
C,(V,¥):=c,Ve¥ +¢,(PV)o¥ +c,(¥-V)¥ oW +¢,V +¢5((F-V)I+ ¥a V),
C,(F,P):= (¢, + c5)(P-V) +2¢,(P-F)(Wa'P) + 2¢,(FaWP) + (¢, +c)(WPoP) +
—,(P¥)e¥ —c,(PP)P, (46)

C,(¥,¥):=(c, (‘P-‘i’)2+cs(‘i‘-‘i‘))l+(%(‘I’-‘i’)2+c3(‘i’-‘i"))(‘i‘®‘l’)+
+2Q(‘I’-‘i’)(‘l’®‘i’)+(%+c3 )(‘P"i’)(‘i‘a‘l’)—%(‘l’-‘i’)(@‘i‘)a‘l’+

— (P WP+ c,(PH) T+ (¢, +c)(PoP) .

Kerrointen c; derivaatat ovat

, _ 3siny —y?siny — 3y cosy , W cosy —Sysiny —8cosy +8
cl = w; 2 Cz = WS 2
5 : C))
it Ty cosy +8y +y” siny —15siny
- & »

v
ja tensoreiden C,,C,,C, ja C, raja-arvot ovat

; -1y - - 1§
mC,(V,¥)=1¥, lmC,(V,¥)=-1¥,

48)
. » _ . . _ _l » » l . X .
ImC,(¥,%)=0,  ImC,(¥¥)=-3(¥e'¥)+5(¥P)L
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3.2 Eulerin liikeyhtilé avaruudellisessa esitysmuodossa

Eulerin yhtilon avaruudellinen esitysmuoto saadaan sijoittamalla virtuaalisen ty6n periaattee-
seen (28) parametrisointi (31), jonka virtuaalinen siirtymakentt sekd toinen aikaderivaatta ovat
avaruudellisessa esitysmuodossa

6% = 60 RX = -0y,

~ ~2 ~ “49)
%=z RX+0xRX = —Xay —0zX0,
jolloin saadaan
&R'(mk—jak _5ijx)=0, (50)

ja missi on kiytetty merkint6js avaruudelliselle hitaustensorille j ja ulkoiselle momenttivektorille
mg )
ji= J' pXTXdV, my:= j gfdV . (51)
14 V

Aineellisella ja avaruudellisilla suureilla (vektoreilla ja tensoreilla) on kaavojen (9) ja (22) mukai-
set yhteydet, jolloin virtuaalisen tydn periaate (50) voidaan my&s kirjoittaa muodossa

By R(My - JA, - 330 ) =0, (52)

missi suluissa olevat termit vastaavat Eulerin liikeyht#ilod sen aineellisessa muodossa. Toisaalta
avaruudellisia suureita linearisoitaessa tulee kiyttdd objektiivisia derivaattoja, kuten Lien deri-
vaattaa muodossa

RD(R"o), (53)

missé o-ilmaisee derivoitavan avaruudellisen vektorin paikkaa. Kun titi Lien derivaattaa soveltaa
virtuaalisen tyon periaatteeseen (50) ja erityisesti kaavaan (52) nahdén, ettd derivointi suoritetaan
aina vastaavilla aineellisilla suureilla. Niin on siksi, koska objektiivisen aineellisen suureen deri-
vaatta on aina objektiivinen. Tdstd sekd avaruudellisen ja ainecllisen kokonaiskiertymévektorin
samaistamisesta, y =¥, seuraa, etti avaruudelliset tangenttitensorit saavat tismélleen saman
muodon kuin vastaavat aineelliset suureet (44).

4 LASKENTAESIMERKKI

e, E;

Kuva 7 Hyrrd, jossa vertailutila on piirretty katkoviivalla ja alkuarvon mukainen asema
yhteniiselld viivalla



Esimerkkiongelmassa tarkastellaan kuvan 7 mukaista hyrri, jota kuormittaa oma paino ja jon-
ka teknisiksi tiedoiksi seki alkuehdoiksi on valittu

500 (RTes)-E.
[7]={0 5 O|kgm?, [M:]=mgl| <(RTe;)-E, |, mgl =20Nm,
00 1 0
(54)
03 01 4
[wi(r=0)]=| 0 |rad, [2:(r=0)]=| 0 —
0 50

missd m,g,! ovat hyrrin massa, vetovoimakiihtyvyys ja massakeskitn etdisyys origosta. On
huomattava, etta J=JijEi®Ej, M= M,'E,', Y= l[/iEi,Q =.Q,~E,' . Hyrra pyorll akselinsa yInpaﬂ
noin kahdeksan kierrosta sekunnissa, jolloin kiertymavektorin kuvaus komplementaariseksi suu-
recksi tulee ajankohtaiseksi, koska laskenta-aikaviliksi on valittu 15 sekuntia. Kiertymévektorin
kutistuskuvaus eli parametrisoinnin vaihto tehdésin kappaleen 2.4 mukaan. Laskentamallina on
kéiytetty kappaleessa 3.1 esitettyd lineaariseen avaruuteen muunnettua Eulerin differentiaaliyhti-
164 sekid samassa kappaleessa esitettyji tangenttitensoreita. Aikaintegrointi on suoritettu perintei-
selld Newmarkin menetelmilld, jossa vakio aika-askeleena oli »=0,001s ja jossa menetelmiipa-
rametreina olivat =025 ja y =0,5, miki vastaa puolisumnikaskaavaa.
Teoreettinen hyrrin prekessioliikkeen kulmanopeus on lihteen [3] mukaan
_ mgl
& J3393

Kuvassa 8 on esitetty hyrran prekessio- ja nutaatiokulman vasteen tulokset laskentavililli 1.5
sekuntia. Vasemmanpuoleisesta kuvasta nihdiiin, ettéi kiyriin keskimiiiiriinen kulmakerroin on
teorianmukainen 0,4 rad/s. Tulokset lisiksi vastaavat tdysin Iihteessi [8] esitettyji tuloksia, jossa
on kiytetty muunnettua Newmarkin menetelmés, miki edustaa Eulerin yhtalon kuvausta lineaari-
seen avaruuteen, jossa kantapisteend on edellinen toimintapiste R(z,) . Titd menetelmai tavalli-
seksi kutsutaan péivitetyksi Lagrangen menetelméksi, kun tissd esityksessd on kaytetty kokonais-
Lagrangen menetelmii, jossa tuntemattomana on alkutilan kokonaiskiertymiavektori.

= @, =045, (55)

okl frad)
i

2

-

es 0 15 2 o8 l; 15
aikn 5] aikm 1 [s]

Kuva 8 Hyrrin prekessiokulman ja nutaatiokulman aikavasteet.
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5 JOHTOPAATOKSET

Esityksessd on tutkittu kiertymismonistoa seki Eulerin kiertymisliikkeen differentiaaliyhtlod,
joka on miritetty kiertymismoniston tangenttiavarundessa. On esitetty kuvaus, jossa timé diffe-
rentiaaliyhtilé muunnetaan lineaarisen avaruuden differentiaaliyhtiloksi, joka voidaan ratkaista
kéyttden tavallisia aikaintegroimismenetelmid, kuten Newmarkin menetelm#i. Samoin on annettu
implisiittisissé aikaintegroimismenetelmissé tarvittavat muunnetun Eulerin liikeyhtdlon tangentti-
tensorit. Lisiksi kiertymisliikkeen parametrisointiin on kaytetty alkutilan kiertymévektoria, jonka
vastaava vinosymmetrinen tensori on kiertymisoperaattorin alkutilan tangentti. Singulaariongelmat
on ratkaistu kutistamalla kiertymavektori komplementaariseksi kiertymavektoriksi.

Vaikka esityksessd on kisitelty vain jiykédn kappaleen dynamiikkaa, voidaan tissd esitettyd
menetelmis soveltaa suoraan geometrisesti tarkkaan palkki- ja kuoriteoriaa. Menetelmds onkin
sovellettu teleskooppipuomin mallintamiseen [5] sekd singulaarittomaan Reissnerin palkkiele-
mentin kehittimiseen, jossa perustuntemattomana on alkutilan kiertymavektori [9].
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ABSTRACT

A model of a wound paper roll is presented. The roll is considered as a layered hyperelastic
orthotropic cylinder, linearly elastic in the circumferential and axial directions and non-linearly
elastic in the radial direction. The winding is considered as an incremental process consisting of
addition of successive single hoops of web onto the roll serving as an example of an accretion
process of solid mechanics. The governing field equations for the roll consist of the incremental
equilibrium equation and of the incremental constitutive and compatibility equations. It should be
noted that the total strain field does not satisfy the conventional compatibility equation since the
roll build-up constitutes an accumulative accretion process of pre-stressed material. The boundary
conditions are set by the elastic cylindrical roll core and by the tension of the added outmost hoop.

In many winding applications the displacements and displacement gradients are not small
compared to unity. In paper winding, the radial strains of the rolls take typically values of the order
5-10%, and even 15 % in the case of certain soft paper boards. Therefore, the infinitesimal strain
theory, utilized usually for strains well below 1 %, is not a good approximation for such rolls. A
discussion of finite strains in winding is given and it is shown how finite strains may be
incorporated into the developed winding model.

INTRODUCTION

The stress state of a winding roll provides the most important piece of information for the
evaluation of the future durability and functionality of the finished roll in the subsequent
converting processes. Unfortunately, non-destructive techniques to measure the internal state of
stress of a winding roll are still lacking. This applies to the finished roll as well as to the roll still in
a wind up. Thus, to evaluate the quality of the winding, there is an obvious need for a physical
model of the winding process. The inputs for this model would be the boundary conditions set by
the winding apparatus and the material properties of the web.

In most of the winding models, the roll is built up by shrinking concentric rings of paper onto
the existing roll. As each layer is added, new tangential and radial stresses in the roll are calculated
until the roll is completed.

In 1959 R. P. Gutterman [1] outlined the basic approach to the model of a roll of magnetic
tape. Although Gutterman's model was a continuous elastic disk, he already outlined the approach
of modeling the roll as discrete concentric thin rings. He made a mathematical analysis for the disk
using the theory of elasticity and was able to predict some roll failures.

In 1963 H. Tramposch [2,3], in a two-part report, modeled a wound roll of magnetic tape as a
collection of thin elastic concentric rings as suggested by Gutterman. The model was for a linear
elastic anisotropic material. From the model, the internal stresses were calculated. After the roll
was wound it was treated as a continuous, homogeneous, isotropic and viscoelastic disk with an
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initial stress state given by the winding. The internal stresses as a function of time were then
calculated from this model.

In 1973 Rand and Eriksson [4] obtained a good agreement between the measured stresses in a
roll of newsprint and their linear, anisotropic model. Their instrumentation was extremely
sophisticated. For example, to measure the tangential web stress, a hole was cut in the web and a
strain gage was mounted across the hole such that the strain gage added enough stiffness to the
web to compensate for the loss of stiffness due to the hole. They measured both the interface
pressure and the tangential tension throughout the roll, and also developed a single parameter
called "roll stiffness" to describe the roll quality.

Already 1947 Lekhnitskii [5] (first in Russian and 1968 in English) presented an elastic
solution for a system of several, not necessary of equal modulus, anisotropic and concentric rings
piled onto each other. Although his derivation contained all the needed elements, he did not
compile it in a form suitable for a winding model. In addition, a proper treatment to account for the
non-linear radial modulus was not presented.

Finally, in 1987 Hakiel [6] presented an undisputable theory and computation scheme for an
anisotropic and non-linear winding model. Since its release it has been the industry standard for
computing the internal wound roll stresses. An upgrade, accounting also for the centrifugally
induced stresses, was presented by Olsen [7] in 1995.

Due to historical reasons the type of the constitutive equations in the winding models has
traditionally been the plane stress state, which is suitable for narrow webs, such as magnetic tapes,
but less appropriate for reeling in the paper industry. However, this does not restrict the
applicability of the winding models since both the plane stress and plane strain states are described
by a linear relationship between the stresses and strains and can be transformed into each other.

The winding model presented in this paper will be based on Hakiel's approach. The new
features are the full treatment of the centrifugal forces, the proper iteration of the wound-on
tension relaxation and the treatment of finite strains. The theory is restricted to elastic materials,
though it is acknowledged that viscoelasticity should be accounted for when there is a need to
estimate the wound roll stresses hours or days after the winding. The state-of-the-art treatment of
viscoelastic winding is given by Qualls and Good [8].

THEORY

Although winding is a continuous process, it has traditionally been considered as an
incremental process in the winding models, that is, a process consisting of adding successive
single hoops of web onto the roll leading to an incremental increase in the roll radius. Thus,
instead of a spiral, the roll is assumed to be a collection of concentric hoops stuck together. This is
an example of an accretion problem of solid mechanics discussed by Brown and Goodman [9].
One should note that, due to the radial compression of the roll, the original web tension T of the
outer hoop will change after placing the hoop onto the roll. This tension loss is dictated by the
equilibrium of the hoop and the roll and is not known beforehand.

The roll is considered to be an hyperelastic orthotropic cylinder, linearly elastic in the
circumferential and axial directions and non-linearly elastic in the radial direction. Due to its
hyperelasticity, a complementary strain energy function w (o) for the roll exists. Using the
contracted notation for stresses and strains, the constitutive equations may be written as

_ow+

' b0

i

(i=1,..,6) (1)

For incremental changes one gets



6 W *
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do; j=100;00;

do; . )

For the orthotropic roll under consideration this can be written in terms of the engineering elastic
constants as

- -

[ e, | 1/E, -vgl/Ey -v_!E, 0 0 0 4o,
dgy Vg [E, 1/E; —vg,/E, 0 0 0 4oy
{ 4, _ v, /E, —v,l/Ey; 1/E, 0 0 0 J Ao, | 3)
Aye, 0 0 0 1/Gg, O 0 Az,
4y, 0 0 0 0 1/G, 0 4z,
4re) | O 0 0 0 0 1/G,||47,)

Above E; is Young’s modulus in the i-direction, v;; Poissson’s ratio for transverse strain in the i-
direction when stressed in the j-direction, and G; the shear modulus in the j-plane (ij = r, §2).
Note that these moduli are the tangential (linearized) moduli at the given stress level. Since the
order of differentation in (2) can be changed, Maxwell’s relations hold, that is

Vi Vi oi_

£ E G,j=r06,z). @
The requirement that the work done by the stress components must always be positive, in order to
avoid the creation of energy, provides a thermodynamic constraint on the values of the elastic
constants. This means that both the stiffness and compliance matrices must be positive-definite
leading to the conditions [10]

E.
'Vz"j|<(Fj.)”2: i’j=r’0,z’ (5)
and
E, E E,
-V (G Ve (G -va (G|
(4 z r
VoV Var < 5 < 5 6)

These restrictions on the engineering constants can be used to evaluate whether experimental data
are consistent with basic physical requirements.

For rolls wound of paper, plastic film and many other materials, all elastic parameters except
the radial modulus E, can be considered as constants. The most common constitutive laws for E,
are Pfeiffer’s law [11]

Er(o-r)=K2(Kl _o-r) (7)
corresponding to an exponential total stress-strain relation and the polynomial relation

Er (O',) = CO + Clo-r +C20-3 (8)
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suggested by Hakiel [12]. For rolls which are particularly soft at low pressures the form
E,(0,)=0,(Cy+C,0, +C,07) ©)

may be useful. For rolls which display a relatively rapid turn from soft to hard behaviour,
exhibiting an abrupt bend in the total stress-strain behaviour, a double exponential form can be
successful.

The subsequent theory is developed either for plane stress (4o, = 0) or plane strain (d¢, =0)
states. The former is appropriate for magnetic tapes, for example, and the latter for long paper
rolls. In addition, due to circular symmetry, the stress and strain fields are functions of the radial
coordinate only so that all shear strains and stresses vanish.

By using Maxwell’s relations (4) it may be shown that the constitutive relations can be written
in the form

A

r

L s, Y0 4y, Ay =—-day-Y Ao, (10)
, Eq Eq Eq

provided that for the plane strain case the substitutions

E, _>_Er__ , Vi_)_"r_a(HVﬂﬁ) , E, _>E_9 1)
1- VizVor EB Ea Vo 1- VozVap

are made.

The roll is wound on an orthotropic linearly elastic core of outer radius #,. The current outer
radius of the roll is denoted by R (see Figure 1) and the outer radius of the finished roll by Ry. A
radial position in the roll is denoted by r. Hence, ry Sr <R < R,. The roll is rotating with an
angular velocity @(R) .

a new layer
of tension T,

paper roll

Figure 1. Core tube, paper roll and a new layer to be added onto the roll.



The equation of equilibrium in polar coordinates in the absence of shear stresses is

o,

r +0, -0, = —pa’r?. (12)

Let us consider the changes induced by the addition of a single tensioned hoop of thickness A(R)
onto the roll of outer radius R. The governing field equations for this incremental state are the
equilibrium equation obtained from (12)

r&;o-—’—)-+Ao; -4oy =—pAMw*)r?, (13)
r

the incremental constitutive relations (10)

1 v 1 vV
de, =— Ao, -2 Ao, , Aey =— Ao, - Ao 14
r ] r Eo 8 g Ee 2 Eg r ( )

and the incremental strain-displacement relations

de, =84 g A (15)
ar r

where du = 4u(r) is the radial displacement at r due to the addition of the outer hoop. Equations
(13) — (15) are written within the range 7, <# <R. It should be noted that due to the discrete
accretion process of the roll the total strains and displacements &,, &, and » do not satisfy
relations (15) and, hence, the compatibility equation is not valid for the total strain field. The
origin of this incompatibility lies in the different displacement history of different parts of the roll:
the outer surface of a certain layer has experienced one displacement event, caused by the addition
of that very layer, more than the inner surface of the next layer. On the contrary, the displacement
field Au(r) is caused solely by the hoop added on the top of the current outer surface at R.
Therefore, the roll has experienced the displacement field Au(r) as a solid within the range
r,<r<R. After the elimination of Aw one gets from equations (15) the incremental
compatibility equation

J'M+A80-Ae, =0. (16)
dr

Equations (13), (14) and (16) can be combined and rearranged to give a second order differential
equation for the incremental radial stress

2
p2d(49,) | 5, d(do,) +(1-Z8y40, = ~B+v,g)pd@*)?, (n<r<R). (17)
dr? dr E

Equation (17) is subject to two boundary conditions. At the core-roll interface the radial
displacement of the core equals that of the roll. Therefore, also the tangential strains of the core
and roll at the core-roll interface are equal. Since the inner boundary of the core at » =7, is
subject to athmosperic pressure all the time, the change in the surface stress o,(r,) vanishes
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during winding. Therefore Ao, (r,)=0 and the change of the tangential strain of the roll due to
the added hoop at the roll-core interface becomes

+DpA@®)r? . (18)

Agg(ry) = UE( )

c

Now equations (13), (14) and (18) imply for the boundary condition at the core

2
2 202 ) - (—+ 0 ~D40, ()= pri -2 DE)) 4(@). (19)

0

The boundary condition at the outer surface of the roll is derived as follows. The equation of
equilibrium in the outer hoop added onto the roll of radius R is (see equation (12))

=—p(@+4w)’r* (R<r<R+h). (20)

Since the outer surface of the hoop is free of stresses and the hoop is very thin, one may
approximate equation (20) by
- h
RO—%&+U,(R)—O'0(R+§) =—p(a)+Aa))2(R+—2-)2 . 1)

Note that o, (R) vanished before adding the outer hoop. Therefore o,(R) in equation (21) equals
4o, (R) and the outer boundary condition becomes (4/R ~ 107™%)

40, (R) = p(a)+Aw) hR - T(R) (22)
where
h
T(R) = ho, (R+5) (23)

is the web tension of the added hoop. It should be noted that the web tension T in equation (23)
differs from the known tension T in the web line before entering the roll. This is due to bending
of the added hoop when wrapped around the roll, due to the radial stress at the bottom of the added
hoop, and due to compression of the roll induced by the added hoop. If the outer radius of the roll
is changed by 4R (< 0), the change in tangential strain of the added hoop due to bending and roll
compression is

dgg = —+—. 24)

The change in radial stress equals the hoop stress relieved by the centrifugal force at the bottom,
and vanishes at the top of the added layer. Therefore, the average change of radial stress in the
added hoop is



4, =1 p(w+ dwy R -T2 14% 4 ©5)
2 R
where 4o, can be calculated from equation (10) as
Ao'g = EgAgg + VraAO'r “ (26)

Using equations (24) — (26) the tension in the added hoop after the roll compression has taken
place becomes

T(R)=Tw(R) +hdcy =Tw(R)+ Egh(EhE +‘:TR) ) 27)

The approximation above is justified, since typically v,,4/2R ~10~* or 10~ in practical winding
cases. Note that the tension of the added hoop after bending around the roll but before the roll
compression

~ 2
T,(R)=Tw(R)+E, %a' (28)

can be calculated readily. Since evidently AR <0, the last term in equation (27) expresses a
tension loss in the web. The outer boundary condition (22) takes now the form

TW(R)+E0%§h

40, (R) = p(o+ Aw)* hR - el (29)

Equations (17), (19) and (29) (or (22) with (27)) comprise a boundary value problem whose
solution is the radial stress distribution in the roll due to the winding on of a single lap. The
corresponding tangential stress distribution can be solved from equation (13).

Actually, there is still one problem to be solved before the stress distributions due to one lap
are obtained. Namely, the amount of tension loss due to roll compression is an unknown quantity
and is intimately coupled to the radial strains due to the radial stresses to be solved. Let us suppose
for a while that the web tension T after the roll compression is given. One can now solve the
boundary value problem determined by equations (17), (19) and (22) and with the aid of the
incremental radial strains calculate the change in the outer radius of the roll. Let us write this
dependence in the form

AR= f(?T-). (30)

Combining equations (27) and (30) gives

L]

T, RT,

w

f(%)- G1)

Since the value of f for a given value of 7/7,, can be calculated as described above, the nonlinear
equation (31) may be easily solved numerically. When the value of T is known, the incremental
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stresses are obtained from (17), (19) and (22). An expression for the change in the outer radius can
be written as

R R
AR = Mu(rny)+ | A dr = %Aa, (o) + 1, DpA@* )2 + | Ae,dr . (32)
o c o)
A NOTE ON FINITE STRAINS

In many winding applications the displacements and displacement gradients are not small
compared to unity. In paper winding, for example, the radial strains take values typically of the
order 5-10 %, and even 15 % in the case of certain soft paper boards. Therefore, the infinitesimal
strain theory, utilized usually for strains well below 1 %, is not a good approximation any more. In
the following a brief discussion of large strains in winding of an orthotropic material is given. The
topic is worth of a more comprehensive treatment in a future work.

To a first approximation, the wound roll is modeled here as a hyperelastic material so that an
elastic potential function exists. The stress-strain relation may be written as

~ OW(E)
Ty =———, 33
)i oE, (33)

where T1s is the second Piola-Kirchhoff stress tensor, E;; the Lagrangian strain tensor, and /'
the strain energy per unit undeformed volume, or alternatively as

oW (C)

34
oCy, 34

Tu=2

where Cj; is the Cauchy-Green deformation tensor. It can be shown by group theoretical
arguments that the irreducible integrity basis (or invariants) for the tensor C in the case of
orthotropic material symmetry is [13]

I =ttC, I, =—;—[(trC)2—tr(C2)], I, =detC,
I4=eR’C'eR, 15=eR.C2.eR’ (35)
16=e@-C°e@, 17=e@'C2'e@,

where ep and e , unit vectors of the cylindrical coordinate system, are normal to two planes of
reflectional symmetry of the roll in the reference (or undeformed) configuration. To fulfill all the
symmetry requirements of an orthotropic material, the elastic strain-energy # =W (C) can only
be a function of the invariants, i.e.,

W=Wd,I,..I). (36)

After substituting this expression into equation (34) and changing to the Cauchy stress ¢ one gets
for the general form of the constitutive equation of an orthotropic material

o= 2L[(12 %u3 Q-VK)I+6—WB—I3 W g1
I, el

~ g or,” oI al,



ow ow ow
+I,—e Qe +];—e,Qey+1,—(e, ®Bre, +e,-B&e
4 814 r rTt6 816 [4 6744 615 ( r rtrr r)

+IGZTW(60 ®B'e‘9 +eg‘B®e0)], (37)
7

where e, and e, denote the unit vectors in the deformed configuration in the directions of line
elements which had the directions of e, and ey in the reference configuration, and

ox.
B=FF o B,=—1—L (38)

is the left Cauchy-Green tensor of the deformation.

In this work the stress and strain states of the wound roll display cylindrical symmetry. This
means that the displacement field has only a radial component and no rotation is associated in the
deformation. It can easily be shown that in this case the only independent invariants are Cyp,
Coo and C,; . Consequently, the strain-energy function for this cylindrically symmetric case is of
the form

W=W(CRR,C@@,sz). (39)
In several papers the stress-strain relation of wound rolls has been modeled as exponential in the

radial direction and linear in perpendicular directions [11,12]. This can be achieved by the strain-
energy function

K K 1 1 1
W="LllnChp+—t———t= Aoy InCrp InCppp +— InCgp)°, 40
7 Memty R g ro INCppInCgp 8A@@( 00) (40)

where plane strain is assumed for simplicity. The constants K, K, and A4zy and Agp can be
directly related to the conventional elastic moduli used for wound rolls [11]. By using the
appropriate Legendre transformation an alternative formulation in terms of the complementary
strain-energy

W*=%[1n(1-£KRi)-1](1-TRR)+ L_ 220 Fx oo +
1

~2
Toe 41
2 K; KK, doo 2490

may be developed. The corresponding strain-stress relation is (cf. with equation (1))

oW *

Yoty “2)

It should be noted that the above expressions are valid for the second Piola-Kirchhoff stress
tensor using material coordinates in the undeformed configuration, whereas the equation of
equilibrium (12) is written in terms of the Cauchy stress tensor using spatial coordinates in the
deformed configuration. Here an attractive possibility appears. Firstly, it will be pointed out that
the displacements due to one added hoop can be considered infinitesimally small whereas those
due to 20 000 (let us say) cannot. Secondly, although the natural strain is not a tensor in general, it
can be integrated from de; (which is a tensor) here since no rotations are involved in the
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deformation, leading to the relations €;= = LIn C;; . Therefore, the components €,,, €4 and e, of
natural strain can be used in the formulatlon of the present problem. It is easy to see that the
incremental equations (15) are valid even in the case of finite strains provided that the natural
strain €; and coordinates in the deformed configuration are used. Consequently, the incremental
compatlblhty equation (16) retains its simple form for finite strains whereas for the Lagrangian
strain, for example, the right hand sides of equations (15) should be multiplied by the factors
(1+du/dR)® and (1+u/R)*, respectively, where u = u(R) denotes the total radial displacement.
The constitutive equation in terms of the Cauchy stress and natural strain is

ow

= ) 43
oy pae,.j (43)
or
oW *
=P (44)

)

where W is the strain-energy per unit mass and #* the corresponding complementary energy.
Using the expression

p= poe—(e,, +Egp+€s) (45)

for the roll density the incremental form of equation (43) becomes

ow
Aoy =—(d€,, +Aeg +4 ezz)pr+ pY ——Aegy, (46)
if

which gives the incremental stresses in terms of the strains and incremental strains. Solving for the
incremental strains and expressing the strains €; in terms of the stresses o one gets the
incremental strains in terms of the stresses and incremental stresses (c.f. with equation (14)).
However, rather than trying to construct the appropriate functions /# and #* in the following, we
take the incremental constitutive equations (14) as the starting point of our analysis. This means
that the experimental results for the constitutive relation must be expressed in terms of the Cauchy
stress and natural strain. Accounting for the finite strain in the equation of equilibrium (12) leads,
after some mathematical manipulation, to the second order differential equation for the
incremental radial stress

2
24 (Az" ) 3,949 Boyug -

ar dr E,

d*o, d(4r) do,  d(4r) do, df,
~{rar — +[A+v,p)dr+2r=27] R s (dr —?)+
2
1049y 4r L 10, g, 4 )4 HEL AL qev,)af, } @7
where

£, poo) = pa*r? (48)



Here Ar = Ar(r) denotes the change due to one added hoop in the radial direction of the material
point located at r before the hoop was added. Equation (47) replaces equation (17) when finite
strains are considered. The extra terms in the boundary conditions will be omitted here, since their
effect is of the order of N whereas the effect of the roll bulk is of the order of N> (N ~ 20 000) .
Note also that in the process of roll build-up the radial pressure of a layer is increasing while the
tangential stress is decreasing, i.e., both directions are under monotonic loading. This means that
hysteresis effects can be accounted for by simply choosing the appropriate branch of the
constitutive relation. In conclusion, the benefit of using the Cauchy stress and natural strain is that
finite strains can be accounted for in the solution of the incremental accretion process of the roll
build-up without any changes in the form of the governing equations except the extra terms
displayed by equation (47)! One must only take care of that the spatial coordinates appearing in
the equations refer to the deformed configuration. In the numerical solution this becomes feasible
since the total displacements of the roll are updated after every single hoop added onto the roll.

CONCLUSIONS

Since non-destructive techniques to measure the internal stress state of a wound roll are still
lacking, there is an obvious need for a mathematical model of the winding process. A
computational model may be utilized when improving the wound roll structure in terms of optimal
internal stresses and strains in many industrial processes dealing with paper, plastic, metal foils
and textiles.

In the present paper, Hakiel’s winding model was extended by a full treatment of the
centrifugal forces and the tension reduction of the incoming layers due to the roll compression. It
was also shown how finite strains can be accounted for in the winding model. This is important
since radial strains may be even 10-15 % in wound paper rolls. In future work, extensive
numerical simulations should be performed to elucidate the qualitative and quantitative behaviour
of wound rolls.

ACKNOWLEDGMENTS

The authors thank prof. M. Mikkola for discussions.

REFERENCES

[1]1 Gutterman, R. P., Theoretical and Practical Studies of Magnetic Tape Winding Tensions and

of Environmental Roll Stability. U.S. Contract No, DA-18-119-SC-42, 1959.

[2] Tramposch, H., Internal Forces in a Wound Reel of Magnetic Tape — Part 1, IBM Technical
Report, 1963.

[3] Tramposch, H., Relaxation of Internal Forces in a Wound Reel of Magnetic Tape — Part II,
IBM Technical Report, 1963.

[4] Rand, T. and Eriksson, L. G., Physical Properties of Newsprint During Winding, Tappi
Journal 56(6), 153-156, 1973.

[5] Lekhnitskii, S. G., Anisotropic Plates. Gordon and Breach Science Publishers, New York,
1968.

[6] Hakiel, Z., Nonlinear Model for Wound Roll Stresses, Tappi Journal 70(5), 113-117, 1987.

[7] Olsen, J. E., On the Effect of Centrifugal Force in Winding, Tappi Journal 78(7), 191-195,
1995.

587



588

[8] Qualls, W. R. and Good, J. K., A Nonlinear Orthotropic Viscoelastic Winding Model.
Proceedings of the 3 International Conference on Web Handling, Oklahoma State
University, Stillwater, OK, USA, 1995.

[9] Brown, C.B. and Goodman, L.E., Gravitational stresses in accreted bodies, Proc. R. Soc.
London A276, 571-576, 1963.

[10] Jones, R.M., Mechanics of Composite Materials. McGraw-Hill, New York, 1975.
[11] Pfeiffer, J.D., Measurement of the K2 Factor for Paper, Tappi Journal 64 (4), 1981.

[12] Hakiel, Z., Nonlinear Model for Wound Roll Stress, TAPPI Paper Finishing and Converting
Conference Proceedings, p. 9-15, 1986.

[13] Spencer, A.JM., The Formulation of Constitutive Equation for Anisotropic Solids. In:
Mechanical Behaviour of Anisotropic Solids, p. 2-26, Proceedings of the Euromech
Colloguium 115, June 19-22, 1979, edited by J.-P. Boehler. Martinus Nijhoff Publishers, The

Hague, Netherlands, 1982.



INCREASE OF SHEET TENSION UNDER A ROLLING NIP

K. AROLA!, R. VON HERTZEN?

lHelsinki University of Technology
Laboratory for Mechanics of Materials
P.0.Box 4100, FIN-02015 HUT, Finland
e-mail: kilwa.arola@hut.fi

2Helsinki University of Technology
Institute of Mathematics
P.0.Box 1100, FIN-02015 HUT, Finland
e-mail: rvhertz@csc.fi

ABSTRACT

The rolling of a cylindrical drum on a stack of separate paper sheets is studied using the
finite element method. A two dimensional model under plane strain conditions is considered.
The material of the sheets is modeled by a linearly elastic orthotropic constitutive law. The
friction between the various contacting surfaces is modeled by the conventional Coulomb’s
law. As aresult of the FEM-calculations the time development of the displacements, stresses
and strains of the paper layers is obtained. The slip behavior at the various contacting
surfaces is presented. The results indicate the existence of an instant center in the stack
demonstrated earlier experimentally. The micro-slip pattern of the contacting surfaces in
the nip area and, particularly, at the trailing edge of the nip, seems to be the main reason
for the tightening effect of the nip.

1 INTRODUCTION

Web transport between nipped rolls is common in many industrial processes dealing
with paper, plastic, metal foils and textiles. The thin web is transported in rolling contact
between two deformable axisymmetric bodies. Also, reeling and winding of thin webs is
usually performed against a rotating drum creating a nip rolling over the web layers. The
rolling nip removes the boundary layer of air following the web surface and increases the
tension of the web passing the nip. The control of this tension increase is of primary
importance when improving the roll structure in terms of optimal internal stresses and
strains. Rolling contact phenomena including thin webs constitute a challenging problem, as
they involve contact of different deformable bodies, free and loaded boundaries with a priori
unknown borders, slip-and-stick patterns related to frictional behaviour, and geometric
and possible material nonlinearities. Bentall and Johnson [1] considered an elastic strip
passing between identical rollers. Their results provided details of the contact stresses and
deformations, the indentation of the strip by the rollers, the contact width, and the speed at
which the strip passes through the nip. No net tractive force was transmitted in the process.
In their numerical solution they approximated the surface stress distribution by overlapping
triangular elements. Soong and Li [2] studied the steady rolling contact with friction of two
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freely rolling dissimilar cylinders covered by bonded elastic layers and driving a thin sheet
in the nip. The sheet was incompressible in its thickness, had extensional elasticity but no
bending stiffness. They obtained the stresses and deformations as well as surface speeds for
the cylinders and the sheet in a series form using a stress function formulation. Later Soong
and Li [3] accounted for a pushing or pulling force acting at the tail end of the sheet. They
studied the effect of the normal load and tail force on the speed ratios of the two cylinders
and the sheet, and also the slippage and shear stress in the contact arc. The equations were
solved by the collocation method and an iterative procedure. In both papers Soong and
Li restricted their treatment to an isotropic elastic material. Batra [4] developed a finite
element solution for the plane strain problem of a rubber covered roll indented by a rigid
roll. Later Hinge and Maniatty [5] extended the finite element solution to the problem of
steady rolling contact between rubber-layered rolls with thin media in the nip. The contact
interface was assumed to be largely in stick and the bearing in the lower roll offered a
negligible resisting torque. They also restricted to an isotropic elastic material law and
the thin media was assumed to be inextensible, implying a constant thin media velocity
through the nip. Kalker [6] considered the rolling contact of two parallel rigid cylinders
covered with a number of homogeneous, isotropic and linearly elastic or viscoelastic layers.
The layers were completely bonded to each other and to the cylinders so that no interlayer
slippage could occur. Partial or complete slip could occur in the interface between the top
layers of the cylinders. Friction was assumed to behave according to Coulomb’s law with
a constant friction coefficient. Kalker presented a fast method for the calculation of the
elastic field on and inside the multilayered cylinders. A landmark investigation of the effect
of a rolling nip upon a pile of separate layers was performed by Pfeiffer [7]. He reported
experimental results on the strain-inducing mechanism of a rolling nip on a paper stack.
This simulated the winding of a roll with an infinite radius. He observed in his experiment
that the sheets nearest the stack surface were moved in the direction of the rolling nip while
sheets deeper in the stack moved in the opposite direction. He concluded that somewhere
beneath the contact interface there must be an instantaneous center of rotation. In this
paper, the first quantitative data displaying the effect of nip load, drum diameter, and the
number of sheets in the stack on the amount of nip induced tension was presented. Pfeiffer’s
observations, however, accounted for external nip behaviour only and neither stress or strain
distributions nor slip-stick patterns within the nip interface were considered. Good and
Wu [8] considered the mechanism by which a nip roller can increase the wound-in tension
in the outer layer of a wound roll. In their finite element analysis a Hertzian pressure
distribution moved across the upper surface of the web while the lower web boundary was
horizontally restrained by friction to accommodate slippage. They concluded that although
the classical Hertzian contact stresses are always compressive throughout much of the depth
of the web, they result in an elongating machine direction strain. As this elongating strain
advances with the moving nip roll, web material attempts to advance in front of the nip
and contact in towards the nip in back of the rolling nip. If the web material in back
of the nip is constrained, a net increase in tension will result. Although Good and Wu
provide the first basic understanding of the elongating strain in machine direction, their
model comprises only one web layer and does not properly account for the rolling contact
with friction since they employ a classical Hertzian pressure distribution with no shear
stress at the upper surface of the web. Mc Donald and Menard [9] studied roll defects
associated with interlayer movement experimentally. They considered, in particular, the
formation of crepe wrinkles during reeling and winding. Crepe wrinkles consist of one or
more folds of paper in the machine direction, and appear to be a consequence of layer-to-
layer movement, quantified by means of J-lines, and out-of-plane buckling under in-plane
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compressive forces. They concluded that below the immediate surface layers the drum
rolling against the conformable paper roll generated shear forces that caused the paper
layers to slip, and the balance between the shear stress and frictional stress determined
the amount of slippage and magnitude of the J-line. In their paper they gave several
experimental results of the effect of drum diameter, cover material, frictional and radial
compressive stress, and nip load on the size of the J-line. Recently, a rigorous contact
mechanical model of the winding nip was presented by Jorkama and von Hertzen [10, 11].
Their model consisted of the wound roll, winding drum and the intervening sheet. The
roll and drum were modeled as linearly elastic, orthotropic, homogeneous cylinders with a
rigid core, and the sheet was modeled as an orthotropic material as well. In their numerical
solution they utilized an iterative scheme, the Panagiotopoulos process, in an extended form
for the solution of the stick-and-slip zones within the contact area. They presented a novel
stick-and-slip mechanism, which explained the generation of the nip induced tension in the
incoming sheet. They also properly described the conditions of the incoming sheet after
the nip, which is a distinctive feature of winding compared to calendering. They utilized,
however, a solid elastic model for the wound roll. The real layered structure of the roll with
possible interlayer slippage can lead to a significantly different strain behaviour, especially
in the vicinity of the nip.

In the present paper the layered structure of the paper stack is fully accounted for. The
stresses, strains and displacements due to a rolling nip are calculated and the slip-and-stick
behaviour at all contacting surfaces is presented. A detailed description of the interlayer
movement of the paper sheets is given, and the mechanism of the nip induced tension as a
result of the shear stresses and opposing frictional forces is identified. The system studied
here is very close to that used by Pfeiffer [7] in his experiment.

2 NUMERICAL RESULTS FOR A LAYERED STACK
2.1 Model Setup

Let us consider a cylindrical steel drum rolling with a velocity v to the right on a stack
of ten paper sheets clamped at the left end as shown in Fig. 1. The sheets are placed on a
steel surface at rest. If the situation is observed from a coordinate system translating with
the center of the drum, the steel surface and the clamp bar are moving with the velocity

T2

Rigid drum | z
Clamp bar +

\ Layer 1
; = | Layer 2
v A A5 T
- ﬁ ) ]
5]5{ t - Layer 10
T TS

LT P77 7777
Rigid surface Y

Figure 1: Drum rolling on a paper stack.

v to the left and the drum is at rest (see Fig. 1). To get a basic understanding of the
phenomena and to keep the computational cost reasonable, a 2D-case under plane strain
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conditions is considered. Since the deformations of the steel drum and bottom plate are
negligible compared to those of the paper sheets, the drum and plate are modeled as rigid.
The paper sheets are modeled using four-noded plane strain finite elements!. A linear or-
thotropic constitutive model of the form

o11 Ei11 Enze Euss O 0 0 €11
o022 Eg2 Eps O 0 0 €22
o3 | _ E3zzz 0 0 0 €33 1)
O12 Eji212 O 0 Y12
013 Eiz;iz O Y13
023 Es323 Y23

is used. The z;-axis is oriented in the sheet length, xo-axis in the layer thickness and z3-axis
in the transverse direction. The friction between all contacting surfaces is modeled using
Coulomb’s friction law with a constant coefficient of friction.

At the beginning of the simulation the drum is touching the topmost paper layer at one
point without any compressive forces. Then the vertical displacement & of the center of the
drum is given as a time dependent kinematic condition and the drum is moved downward
to generate a nip. After that the rolling process is activated by moving the bottom surface
and the clamp bar to the left with a velocity v. One could also fix the bottom plate and the
clamp bar and move the drum to the right. The former approach is preferred here due to an
easier post processing of the results. To minimize the oscillatory effects caused by sudden
changes in the displacement and velocity, the kinematic conditions are applied smoothly.
The applied displacement and velocity are shown in Fig. 2 as a function of time. The values
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Figure 2: Time dependence of the vertical displacement of the drum and horizontal velocity
of the clamp bar and bottom plate. After 0.2 s the values of the displacement and velocity
are held constant.

of the parameters and other data used in the calculations are given in the Appendix. The
model had approximately 140000 degrees of freedom and the calculations were performed
using the ABAQUS/Explicit computer code.

LABAQUS/Explicit element type CPE4R
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2.2 Development of the Sheet Tension

The time development of the tensile stress 11 of the paper layers due to the rolling nip
is shown in Fig. 3(a). All the stresses are calculated at the left end of the sheets. The
curves show the evolution of the average stress in each individual layer. After an initial
transient the tension of each individual layer rapidly tends towards a limit value as can
be seen in Fig. 3(a). Similar experimental results concerning a nip roller on an aluminum
strip were reported by Good and Wu [8] who found an exponential saturation of the strip
tension with respect to the distance rolled. The final tensile stress distribution through the
paper stack (at time ¢ = 0.7s) is shown in Fig. 3(b). The largest increase in tension takes
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Figure 3: (a) Time development of the tensile stress of the paper layers L1,...,.L10 due to the
rolling nip. (b) The final tensile stress distribution through the paper stack. The stresses
are calculated at the clamp bar.

place in the topmost layer. The tension then decreases layer by layer so that the fourth
layer actually exhibits a compressive stress. The compressive stress is at largest in the sixth
layer, whereas a small tensile stress is again found in the bottom layer. Note that the stress
across each individual layer is constant as can be seen from Fig. 3(b).

2.3 Stresses in the Nip Area

A lot can be learnt about the events taking place in the nip by studying the stress
distributions under the nip. In the following the tensile stresses 017 and the contact shear
stresses g of the sheets are considered. In the case of tensile stresses positive and negative
signs indicate tension and compression, respectively. For the contact shear stresses the
positive directions are shown in Fig. 4(a). Note that the direction of the shear stresses
indicates the slip direction between the layers. If, for example, in Fig. 4(b) layer b is
moving faster to the left than layer a, i.e. vy > v,, the real directions of the shear stresses
are as shown in the figure. By the sign convention of Fig. 4(a) the shear stress on the
bottom of layer a would be negative and on the top of layer b positive.

The tensile stresses in the sheets in the nip area are shown in Fig. 5. The solid line
represents the average tensile stress, whereas the dashed and dashed-dotted lines show the
tensile stress at the top and bottom of the layer, respectively. The z-coordinate is scaled
by the nip half width a (= 6.752mm). Consequently, the nip spans from z/a = —1 to
1. As can be seen, in the topmost layers most of the tightening action appears near the
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Figure 4: (a) Sign convention for the contact shear stresses g shown at the top and bottom
of the layer. (b) The direction of the shear stresses reveals the slip direction.

trailing edge of the nip. The tensile stress at the top and bottom surface of a layer can
differ considerably in the nip area. This difference is mainly due to the bending of the sheet
under the drum. Behind the nip the tensile stress across each layer becomes constant very
soon. Note that only the three layers on the top of the stack and the bottom layer are
tightened and that the top layer is tightened by far most.

The contact shear stress distributions in the nip area for each layer are shown in Fig. 6.
The dashed and dashed-dotted lines show the shear stress at the top and bottom surface
of the layer, respectively. The solid line is the sum of the top and bottom stresses, i.e., the
net shear stress on the sheet. To observe the areas of slip, the maximum and minimum
values of the contact shear stress, that is the lines ¢ = up (p is contact pressure), are
shown as dotted lines. If the shear stress falls on these lines, the contact is slipping. By
inspecting the contact shear stress distributions we can draw several conclusions concerning
the events taking place in the nip. Let us first examine the top surface of the first layer.
In the vicinity of the leading edge of the nip the shear stress is positive (Fig. 6(a), dashed
line) and the contact is slipping. The positive sign of the contact shear stress indicates that
the top surface of the paper sheet is moving faster to the left than the surface of the drum.
The center part of the contact zone is in a state of stick so that the drum and paper sheet
have equal surface velocities. There is another slip zone near the trailing edge of the nip.
The sign of the shear stress shows that again the surface of the sheet is moving faster than
the drum. Let us then examine the shear stress at the bottom of the first layer (Fig. 6(a),
dashed-dotted line). There is again a slip zone at the leading edge of the nip. Since the
shear stress is negative, the bottom surface of the first layer is moving slower than the top
surface of the second layer. Within the stick zone in the middle part of the nip, the shear
stress becomes positive and finally rises to the upper friction limit. From here to the end of
the nip sliding again occurs. Since the shear stress is positive, the bottom of the top layer
is moving faster than the top of the second layer. Within about the first three quarters of
the nip the shear stresses on the top and bottom surfaces of the first layer act in opposite
directions and thus try to cancel each other. For this reason practically no tightening is
observed in this part of the nip (see Figs. 5(a) and 6(a)). Near the trailing edge of the nip
both shear stresses are positive so that they act additively, in the same direction. The force
balance of the top layer requires that the effect of the shear stresses must be compensated
for by the tensile stress. Consequently, a large increase in the tensile stress of the top layer
occurs (see Fig. 5(a)).

Let us next consider the second paper layer. By inspection of the shear stresses (Fig. 6(b))
the following conclusions can be drawn. Within the slip zone near the leading edge of the
nip the top of the second layer moves faster than the bottom of the first layer, while the
bottom of the second layer moves slower than the top of the third layer. Within the other
slip zone near the trailing edge of the nip the situation reverses. Note that the shear stresses
are of opposite sign partially canceling each other throughout the nip. However, the net
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Figure 5: Tensile stress o1, for each layer within the nip. The average, top and bottom

stresses of the sheet are shown (solid, dashed and dashed-dotted lines, respectively).
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Figure 6: Contact shear stresses at the top and bottom surfaces of the layers (dashed and
dashed-dotted lines, respectively) and the net shear stress (solid line). The friction limits
are shown as dotted lines.
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shear stress on the second layer still remains positive for most part of the nip so that some
tightening in that layer occurs (see Figs. 5(b) and 6(b)).

In the third, fourth, ..., and ninth layers the shear stress behavior is qualitatively similar
to that of the second layer except that below the third layer the net shear stress may become
negative. In the tenth layer the net shear stress is slightly positive (see Figs. 6(c)-(j)). In
conclusion, there are in every layer two slip zones near the edges of the nip. Within the
first one, at the leading edge of the nip, the upper layer (or drum) is moving slower than
the layer below. Within the second one, near the trailing edge of the nip, the upper layer
is moving faster than the layer below. Within the second slip zone, however, the top layer
behaves in a unique manner as it also moves faster than the drum above. As already pointed
out above, this phenomenon is essential in the tightening mechanism of a rolling nip.

It is instructive to have a look at the surface speeds within the contacts. The speeds
are calculated from the surface strains and shear stresses. Some wavy behaviour due to
a limited numerical accuracy has been filtered out from the figures. Fig. 7(a) shows the
relative speed difference between the top surface of the first layer and the drum surface.
At the beginning of the nip the speed difference is negative so that the surface of the top
layer is moving faster than the drum surface resulting in a slip zone. This slip zone was
already observed from the shear stress distribution of Fig. 6(a). A corresponding slip zone
at the leading edge of the contact is not found in a typical capstan where the belt or sheet
would be in a state of stick immediately at the beginning of the contact. The difference is
due to the surface strains of the first layer in front of the nip caused by the bending of that
layer as it approaches the nip region and due to the compressive strains experienced by this
first layer under the drum at the beginning of the nip. This can be seen from Fig. 8 which

Drum - Layer1 Layer 1 - Layer 2
ok } 5 A s 0.1 Fisssastienas anss g trapseanardasreyns
-0.02F DR SRS T 'q .......
5-0.04 Y 0.05+
:Q—O.OG- z'
?_0_(]8.- —;N OF el raeaid
1 1
£ -0t =z :
-0.05% L TR
-0.12¢+
RP] D CRTTTAR: CIRRR ERSTT SPOIRS: P ; i ‘ :
-0.1
-1 -0.5 o} 0.5 1 -1 =05 0 0.5 1
x/a x/a

Figure 7: (a) Relative speed difference between the top surface of the first layer and the
drum surface, and (b) between the bottom surface of the first layer and top surface of the
second layer. Positive values indicate that the upper surface moves faster (to the left).

shows the top and bottom surface strains and the vertical deflection of the first paper layer
in the vicinity of the nip. Note the change of curvature of the first layer when it comes into
contact with the rigid drum accompanied with a rapid decrease of the tensile strain at the
top of the layer.

At z/a ~ 0.8 the relative speed difference goes to zero resulting in a stick zone (see
Fig. 7(a)). This is maintained until the back of the nip where the contact starts slipping
again. From z/a ~ —0.7 on the velocity of the first layer increases rapidly and the layer
shoots out of the nip.
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Figure 8: Tensile strain €11 at the top and bottom surface of the first layer (dashed-dotted
and dashed lines, respectively) and the vertical deflection u; of the center line of the top
sheet (solid line). The nip is located in the range —1 < z/a < 1.

The relative speed difference between the bottom surface of the first layer and top surface
of the second layer is shown in Fig. 7(b). The behaviour in the layers below is qualitatively
similar, only the absolute values exhibit a decreasing trend. Within the first slip zone, in
the vicinity of the nip front edge, the second layer is faster than the first one, the center
part of the contact sticks and in the back of the nip the upper layer is faster. At the very
end of the nip and behind the nip the lower sheet may be faster again. Note the difference
in the speed behaviour of the drum-first layer contact as compared to the contacts between
the layers below.

Figure 9 displays the contour plots for the tensile and shear stresses in the vicinity of
the nip. The contour plots of Fig. 9 show the same information noted already earlier. The
bending of the individual sheets in front of the nip is clearly visible in Fig. 9(a).

o
9, (MPa}

Figure 9: Stress distribution in the vicinity of the nip. (a) Tensile stress and (b) shear
stress.

598



3 CONCLUSIONS

A cylindrical steel drum rolling on a stack of separate paper sheets was studied. An
exponential type saturation towards a limit value of the sheet tension of the top layers as
the drum was rolled ahead was observed. The tensile stress at the bottom and surface of
each layer could differ considerably in the nip area. This difference is mainly due to the
bending of the sheet under the drum. The following observations on events taking place
under the nip were made:

e Within about the first three quarters of the nip the contact shear stresses on the top
and bottom surface of the first layer act in opposite directions and, thus, try to cancel
each other. Near the trailing edge of the nip these contact shear stresses act additively
in the same direction pointing towards the leading edge of the nip. Due to the balance
of the sheet, this must be compensated for by a tensile stress in the sheet resulting in
a significant tightening of the top layer.

e The contact shear stresses on the top and bottom surface of the other layers act always
in opposite directions and partially cancel each other. The layers above the instant
center experience a net tightening when passing the nip and those below the instant
center a net slackening.

These basic phenomena for a stack of paper sheets are likely to be applicable to a wound
roll as far as the topmost layers are concerned. The layers deeper in the roll, however,
experience a cumulative normal stress due to the hoop tension of the layers above. This
evidently leads to less slippage of these layers within the nip area. Consequently, the
behaviour of the topmost layers obviously dominates when the nip-induced tension of a
wound roll is considered.
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APPENDIX

The numerical values used in the calculation are given below.

Quantity Value
General

Number of paper layers 10
Thickness of one layer 0.2 mm
Number of elements in a layer (crosswise) 2
Length of paper layers 450 mm
Number of elements in a layer (lengthwise) 2399

Material
Density
Elastic stiffness matrix

Drum

Radius

Rolling velocity vmaz
Vertical displacement 300

Friction coefficients
drum-paper
paper-paper
paper-bottom plate

Other parameters

Mass scaling factor
Duration of simulation
Acceleration due to gravity

1000.0 kg/m?

E1111 = Es333 = 3000.0, Ea222 = 20.0,
Eqi22 = Ea233 = Eni3s = 5.0,

Ey212 = Eq313 = Eg323 = 10.0 MPa

250 mm
0.5 m/s
0.1 mm

0.3
0.2
0.4

100.0
0.7s
10.0 m/s?
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TIIVISTELMA

Artikkelissa esitetéidn laskentamenetelms, jolla voidaan tutkia loppusijoitustilaan sulje-
tun ydinjitekapselin mahdollista liikett# olettaen, etti kapselia ympér&ivin bentoniittisaven
pitkdaikaiskdyttdytyminen on kuvattavissa newtonilaisen nesteen materiaalimallilla. Esitys
pohjautuu vuonna 2002 TKK:n Matematiikan laitoksella kirjoitettuun diplomityshon [1],
jonka on rahoittanut Séteilyturvakeskus.

1 JOHDANTO

Nykyisen suunnitelman mukaan Suomessa tuotettava ydinjdte tullaan loppusijoittamaan
kuvan 1 esittdmall3 tavalla peruskallioon noin puolen kilometrin syvyyteen louhittuihin ti-
loihin. Kéytetyt ydinpolttoaineniput suljetaan kapseleihin, jotka eristetisn kalliosta vuo-
raamalla sijoitusreidt kapseleiden ympérilts bentoniitti-nimisells savimaisells, materiaalilla.
Bentoniitti toimii kulkeutumiseristeens ja suojaa kapseleita kallion mahdolliselta, liikehdin-
nalta.

Luonnon bentoniittiesiintymis tutkittaessa on havaittu, ettd raskaiden kivien alla ben-
toniitti ldhtee viskoosin nesteen tavoin erittdin hitaasti virtaamaan [2]. On arveltu, etts
vastaava ilmi6 saattaisi olla mahdollinen myds sijoitusreisissi — bentoniitti virtaa Zirim-
méisen hitaasti pois 20 tonnin painoisen kapselin alta kapselin vajotessa samalla alaspin.
Pahimmassa tapauksessa kapseli vajoaisi hyvin pitkin ajan kuluessa sijoitusreiin pohjalle,
jolloin se ei ole endi bentoniittieristeessid vaan osittain vapaassa kosketuksissa kallion ja
kallioraoissa virtaavan pohjaveden kanssa.

Matemaattisesti kapselin liikkeen mallintamisessa on kyse nopeusreunaehdon kautta kyt-
keytyvien kapselin ja bentoniitin liikeyhtl6iden muodostaman systeemin ratkaisemisesta.
Oletettaessa bentoniitti newtonilaiseksi nesteeksi muodostuva systeemi on lineaarinen ja se
voidaan ratkaista implisiittisesti seuraavassa luvussa kuvattavalla tavalla.
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2 KAPSELIN LIIKKEEN MALLINTAMINEN

Tarkastellaan kuvan 2 mukaista. sijoitusreisn aluetta A C R3. Merkitain A = QUC, jossa
C = C(t) ja © = Q(t) ovat kapselin ja bentoniitin tédyttdméat alueet sijoitusreifissd. Yksik-
kéulkonormaalivektori :lle olkoon n. Valitaan vield koordinaatiston zsz-akseli symmetria-
akselin suuntaiseksi ja merkitdin timén akselin suuntaista “ylspdin” osoittavaa yksikks-
vektoria es:lla.

Bentoniitin liikettd kuvataan téssd tarkastelussa tehtavalla

(—pAu+Vp=pb  Vx € Qi)
divu=0 Vx € Q(t)
u=20 Vx c Fl

< u-n=Ve VxeTl(t) (1)
u-n=-Vo Vxels(t)
un=0 Vx € Ty(t)
| t—(t'm)n=0 Vx € Ta(t) U T's(t) U T4(2).

Edelld u = u(x,t) ja p = p(x,t) ovat nopeus- ja painekentit, p on bentoniitin tiheys, b gra-
vitaatiokenttd, u dynaaminen viskositeetti, Vo kapselin vajoamisnopeus ja t traktiovektori,
t = [-pI+ p (Vu+ VuT)] -n. Voimatasapainoyhtils kapselille kirjoitetaan muodossa

Fs — Mcb=0, (2)

jossa Fs on bentoniitin kapseliin kohdistama pintavoima ja M¢ kapselin massa. Tehtdvind
on mairittdd kapselin kullakin sijainnilla vajoamisnopeus V¢ siten, ettd siitd aiheutuva
virtauskenttd kohdistaa kapseliin painon M¢cb suuruisen pintavoiman Fg.

Implisiittistd ratkaisumenettelyd varten tehtévin (1) kuormatermi pb on siséllytettava
painegradienttiin. Merkiti4n f := p + pbzs, @ := pu ja t := (=pI + Via + VaT) - n, jolloin



(1) voidaan kirjoittaa muodossa

([ —A@+Vp=0 Vx € Q(t)
divii=0 Vx € Q(t)
=0 VxeIy
< a-n=uVe Vxely() 3)
G-n=—-pVe VxeTls(t)
a-n=0 Vx € Ty(t)
(t—(t'n)n=0 Vx € Ta(t) UT3(t) UTy(t)

tai vastaavasti operaattorinotaatiolla
S(a,p) = F(uVo). (4)

Edelld S on reunaehdot sissltivé Stokesin operaattori ja F kuormafunktionaali. Tehtivin
(3) ratkaisu (@, $) on lineaarikuvaus pVgisti: (@2, §) = S~ F(uVe).
Maéaritellddn seuraavaksi lineaarikuvaukset £1, £3 ja Ls:

[:1 (t) = —e3- / tds (5)
T2UT'3UT4
L2(8,p) := [-p1 + (Vi + ViiT)] -n (6)
L3(uVe) = ST F(uVe). (M
N&illd merkinn6illd kapseliin kohdistuva pintavoima on
Fs = Li(t) = L1 0 Ly 0 L3(uVi) + L1(pbzsn) = xuVe + Be, (8)

jossa x on ainoastaan kapselin sijainnista riippuva skalaarinen vastuskerroin — lineaariku-
vauksen £; o L3 o L3 “esitysmatriisi” — ja B kapseliin kohdistuva hyrdrostaattinen noste.
Kapselin voimatasapainoyhtilé (2) tulee nyt muotoon

xuVo + Be — Mcb=0 9)

ja liikkeen méarittimiseksi voidaan soveltaa implisiittistd menetelm#a: masritetasn sijainti-
kohtainen vastuskerroin x ratkaisemalla virtaustehtévi (3) esimerkiksi nopeusreunaehdolla
KVe =1, jonka jélkeen todellinen vajoamisnopeus kapselin kyseisells, sijainnilla on yhtilén
(9) nojalla
Meb — Be

X
Vastuskerroin x sisiltd siis informaation, joka yhdessi bentoniitin materiaaliparametrien
p ja p kanssa madrda kapselin liikkeen.

Ve =

3 TEHTAVAN DISKRETOINTI

Suureen L3 (1) = §71F (1) mésrittdmiseksi tehtava (3) joudutaan ratkaisemaan numee-
risesti. Téssd artikkelissa numeeriseen laskentaan kiytetiin Elmer-ohjelmistoa [4], jossa
jatkuvan tehtévan diskretointi perustuu elementtimenetelmain. Tehtavin (3) tapauksessa

diskretointi johtaa muotoa
A B\ /U\ /&
(5 5) () - (&) o
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olevaan lineaariseen yhtéléryhméaan, missé vektorit U ja P siséltévit nopeus- ja paineva-
pausasteet.

Sovellettaessa elementtimenetelméé Stokesin tehtiville on numeerisen stabiiliuden kan-
nalta kriittistd nk. Babuskan — Brezzin (BB) ehdon toteutuminen. Numeerinen ratkaisu on
matemaattisessa mielessi stabiili, jos nopeuden ja paineen muotofunktiokannat valitaan si-
ten, etti BB-ehto on voimassa. Elmer-ohjelmistossa BB-ehto voidaan toteuttaa valitsemalla
ratkaisija kiyttimain kuplastabilointitekniikkaa. T&l5in nopeuden lineaarista muotofunk-
tiokantaa tiydennetiin viidennen asteen kuplafunktioilla, jotka pyritdén muotoilemaan re-
siduaalivapaiksi [5].

Numeerisessa laskennassa hyddynnetdin lisiksi adaptiivista laskentaverkkoa, joka pe-
rustuu a posteriori -virheanalyysisti saatavan lokaalin virheindikaattorin kiyttéon. Idea-
na on tilldin jakaa sopivassa normissa mitattu numeerisen ratkaisun virhe tasaisesti ko-
ko laskenta-alueelle. Kapselin paitylaippojen ja vaipan viliseen rajapintaan muodostuvien
kulmasingulariteettien vuoksi adaptiivinen verkko (h-adaptiivisuus) on tdssd yhteydessd
laskentataloudellisesti varsin tehokas.

4 NUMEERISIA TULOKSIA

1 _ o 0.9_ €9.2 _
0.’_‘ e 0.7_’ 2.2 _
0.8 ; 3 0.4 0.4 : -10. 8
0.6 0.2 02 -50.3
6.5 [N -0. -90.2
0.4 -0. -0, -230
03 =0, =0. 1720
[ -0, -0. -210
0 -0, -1 -M9
¥

(a) (b) () (d)

Kuva 3: Tehtéivin (3) ratkaisu reunaehdolla uVe = 1. Suureet: nopeuden itseistarvo (a),
nopeuden vaakakomponentti (b), nopeuden pystykomponentti (c) ja paine (d).
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Kuva 4: Vakioverkoilla ja adaptiivisilla verkoilla laskettuja vastuskertoimen X arvoja kap-
selin vajoman matkan z funktiona, kun z € [0, 45]. Arvo z = 0 vastaa alkutilaa, jolloin
kapselin pohja on 50 cm:n etiisyydelld sijoitusreidin pohjasta.
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Kuva 5: Esimerkki kapselin mahdollisesta liikkeests: vajoamisnopeus ja -aika sijainnin
z funktiona léhteen [6] mukaisilla materiaaliparametrien arvoilla p = 2000 kg/m? ja
p = 2-10' Pas. Vastuskertoimina on kiytetty kuvan 4 mukaisia adaptiivisella verkolla
laskettuja arvoja. (1 a = 1 vuosi)
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5 JOHTOPAATOKSET

Edella esitettiin laskentamentetelm4 sekd numeeriset tulokset, joiden perusteella voidaan
halutuilla materiaaliparametrien arvoilla arvioida ydinjdtekapselin mahdollista vajoamista
loppusijoitustilassa. Kapselisijoituksen kvantitatiivisen stabiiliusanalyysin tekemiseksi tar-
vittaisiin lisdtietoa bentoniitin pitk#aikaiskayttdytymisesté.
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ZIP-FLYER EFFECT AND ITS APPEARANCE IN COMPOSITE
STRUCTURES
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ABSTRACT

Zip-flyer effect in longitudinal shear connection behaviour of composite structures is attributable
to the non-ductile load-slip properties of the connection interfaces. The lack of ductility in certain
types of connection is well recognised and known, but its consequences in the flexural behaviour
of a structure are not fully understood, and for the moment it seems that not much research has
been carried out on this subject. The paper explains and discusses the mechanical background of
the zip-flyer effect, introducing representative structural examples, where the behaviour appears.
Numerical results from non-linear finite element calculation are presented for demonstrating the
essential appearance of the effect in the structural behaviour. A discussion is given on the
parameters that may be used for evaluating the need to make allowance of the effect and how to
deal with it in the design of composite structures.

1. INTRODUCTION

The definition of the ductility vs. non-ductility has not been expressed in exact terms, although
papers on the subjects are frequently written. Normally the ductility in connection with the
flexural behaviour of members is referred to when discussing the rotation capacity in plastic
bending of sections. In case of composite flexural members the bending behaviour can be ductile,
and yet the flexural response of a member is not satisfactory; the ultimate moment achieved is well
below the maximum level that could be achieved. This is attributable to the load-slip properties of
the shear connection interfaces that probably possess a too low resistance and ductility in terms of
maintaining a longitudinal shear force of the connection as high as possible. The problem may
schematically be represented as shown in Fig. 1, where the axial stress resultants, F, and F; of the
material components in the section with the maximum bending moment must be in equilibrium
with total shear force of the connection interfaces between the material components of the
member:

|F|= | |= [vicx)de, v(x e = T 7(x) 4 )
L i

s

where vy(x) is the longitudinal shear flow of the connection, i.e. the sum of the interface forces 74;
at section x.

607



608
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Fig. 1 — Schematic representation of composite behav1our in a flexural member consisting of
components ‘a’ and ‘c

Independent of the elastic or inelastic state of the components ‘e’ and ‘c’, composite interaction is
maintained by connection shears and in ductile behaviour the shear flow can redistribute from the
elastic state to the plastic one at the same time as the redistribution of the stress resultants takes
place in the section of the maximum moment. It has been shown elsewhere [1] that independent of
the interface configuration, the one and only thing that is important for the development of stress
resultants F, and F; is the total shear flow, v;(x), and the respective load-slip response, i.e. it is not
important how the total load is distributed within the interfaces in section x. This fact also justifies
the experimental connection studies using simple shear tests, known as the push-out tests [2]. In
the tests the material components connected together are loaded axially with respect to each other
and the load-slip response is measured. The three basic types of the connection response — plastic,
hardening and softening - are shown in Fig. 2. The desirable responses of these are the plastic and
hardening types and they may unconditionally be classified as ductile.

3 hardenin
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] . .
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s]
Fig. 2 — The basic types of connection response

1.1  Zip-fiyer effect

For describing the zip-flyer effect, consider the shear load-slip behaviour illustrated as the
softening type in Fig. 2. The pre-peak and post-peak parts of the diagram are separated by slip &

= &;. Assume that the residual load that is maintained for very high slips is small or practically
Zero.

When the slips along the connection length (Ls in Fig. 1) are small and the structure is in the
elastic state of stresses, the connection shear forces are distributed in proportion to the vertical
shear force of the beam, and this holds well as long as all the slips remain below J5;. The first

occurrence of slips beyond &; will be found at the sections of maximum vertical shear force. In
non-ductile connections the redistribution of longitudinal shear forces into a certain uniform



resistance value cannot take place, but the peak value, represented by the maximum force in the
connection response diagram, normally shifts towards the section of the beam where the slips are
still in their pre-peak values, i.¢. towards the section of the maximum bending. For increasing load
of the structure, the stress resultants corresponding to the maximum bending moment of the
structure can increase so far as the sum of the longitudinal shears can increase during slipping.

As a simplification the form of the connection force diagrams for non-ductile connections may be
modelled e.g. as triangles (Fig. 3), where the vertex of the triangle always represents the peak of
the shear force — slip diagram. The area of the connection force diagram then represents the sum
of the longitudinal shears, and if the diagrams are assumed to have a constant vertex, it may be

concluded that stress resultant F, cannot considerably increase after the slip somewhere in the

connection is beyond &;. Thus, what happens during the non-ductile ‘redistribution’ of
connection forces, is that the constant peak of the diagram moves towards the beam centre at the
same time as the load of the beam cannot be much increased (Fig. 3). This phenomenon is
described as the zip-flyer effect within the connection behaviour: by developing slips and
deflection the structure always tries to active more connection forces although it may not be
possible on account of the connection characteristics.

Connec,t/ion shears P Connection shears
F
<< <<
IW — —=
+ state 1 sta}e 2 state 3 + state ] state?  state 3
ConnectionI ‘“"'--{._,_ ~.\/\ “\_/ I P Z’_\\/
resistance Rt Y o D™ R
= 5.< 6 .
85.< 057 - s< Os] F =F
55> 351 |, 8s< 851 e=ter 85> 651 |, 65< Os1 ;_;1
a 122> Fc] 7 ¢z “el
Ductile behaviour Non-ductile behaviour

Fig. 3 — Differences in the behaviour of ductile and non-ductile shear connections when slip &;
has been exceeded within the connection length

In Fig. 3 above three states of loading, such that load 1 < load 2 < load 3, with corresponding
connection force distributions are illustrated. Independent of the connection type, the structure
responds to load incrementation with similar deflection when all the slips are smaller than &
(load < load I). The difference between the systems is first seen when load 1 is exceeded.
Generally the systems can respond to increasing bending moment by two methods, by increasing
the elastic stresses when the internal lever arm between the axial stress resultants remains constant,
or by developing plasticity when the internal lever arm will gradually change.

In systems with ductile connection the lever arm and the stress resultants remain intact for Joad >
load I, whereas in the non-ductile systems the zip-flyer effect gives mainly rise to deflections with
no or only slight increment of load until the development of plasticity starts. In short, this effect
reduces the interaction effectiveness.

The non-ductile connection behaviour is normally considered as unfavourable, as it reduces the
bending resistance from what can be expected according to plastic stress blocks that correspond to
the assumption of full connection. There is one exception, however, when a moderate zip-flyer
effect in fact should be considered as favourable for the load capacity of the floor. In systems
with hollow core slabs supported on beams, the resistance of the slabs (component ‘c’) depends on
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thrust 7, and its proportion transferred to component ‘a’ through the cellular structure between the
hulls of the slabs [3].

1.2  Structures with non-ductile connections

Typical structures with non-ductile shear connections and its prominent consequences are reported
e.g. in papers [4 and 5}: integrated floor beams with bond connection and composite slabs with
profiled steel sheeting.

2. CASE STUDIES

The bond connections have sometimes been referred to as those developing ’unintentional
composite behaviour’ [7]. By defining bond as being something not intended is unjustified for a
number of structural systems, e.g. composite slabs with profiled steel sheeting and shallow floor
integrated beams, where bond and frictional connections are an everyday practice. The design
practices for such systems, however, have been constructed in the same way as for the truly ductile
systems. Thus the designer is led to believe that again he is dealing with a ductile behaviour of a
structure, although of moderate strength only. The behaviour can be improved in some systems by
adding a mechanical connection, but not always. New research on shear connections should be
carried out for clarifying the facts more thoroughly. In this paper only some typical examples of
non-ductile behaviour and its appearance are introduced. Numerical evaluations of the structures
discussed were performed using the non-linear finite element calculation in a two-dimensional
system of layered beam elements (LBE-method, [8]).

2.1  Steel beam integrated with a concrete decking of solid type

1100 1 1100 |_ 2000 I 1100 L 1100 i,
| 1 ‘A
Hook
Jfor R
hfrmg Fiber load
board
:mp Roller bearing

T T TaTa T T T T e e, e T o aa ey

AR A AT A aE AT

50 |J Roller bearing 6400 “ 50
i 6500 ot
1 |

Bond connection
in steel-concrele interfaces

Fig. 4a — An example of a composite beam test where the zip-flyer effect due to non-ductile
connection characteristics was clearly seen

The beam shown in Fig. 4a below comes from a test series reported in reference [4]. It may be
considered as a typical case where the indications of non-ductile characteristics in the test
behaviour are clear. Although loaded with four point loads, the behaviour may be considered
similar with that due to uniform loading, as the bending moment diagrams do not differ much. In
the load-deflection diagram it is clearly seen that the stiffness of the system critically deteriorates
after the load level representing state I in Fig. 3 is met. In the finite element modeling of the test



(LBE-analyses [8]) similar characteristics are observed. The connection shear force diagrams in
Fig. 5 drawn for loads prior to state 1, for state 1 and past state I also indicate the behaviour
demonstrated in Fig. 3.

Three load-deflection diagrams are drawn in Fig. 4b for comparison with the test behaviour: (a)
full connection with ductile characteristics, (b) non-ductile bond connection with only a small
residual strength after bond failure and (c) response of the steel member alone, assuming no
connections. The diagrams would indicate that the deterioration of the connection resistance to a
small residue adjusts the system to the overall behaviour of the residual member, i.e. the steel
member. The initiation of the zip-flyer behaviour is seen as the drop of the load in the test
response, and as a ‘yield-plateau’ in the respective finite element analysis.
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0
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Fig. 4b — Load-deflection diagrams for the system of Fig. 4a
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Fig. 5 — Development of connection shear forces as analyzed by the LBE-method according to
option (b): bond connection
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2.2  Steel beam integrated with hollow core decking units

When integrating beams with hollow core decking units to form a shallow floor, the connections
between the decking and the beam consist of grouted joints that bond well to the end of the
decking units, but a weaker connection appears in the beam interface. As the hollow core units
differ from the solid types of slab, a more complicated system of longitudinal shear forces will
develop to maintain composite behaviour between the beam and the slabs. The upper hulls of the
decking elements act as a concrete compression flange for the composite beam, but in the practical
structural systems it is the bottom hulls of the decking that are better connected to the beam than
the top hulls that take in the compressive stress resultants.

Thus, the overall system with shear connection interfaces is as shown schematically in Fig. 6
below. There are at least three connection interfaces in the system, i4, i2 and i3, which are
interrelated. Interfaces i4 and i3 connect the hollow core units to the supporting beam, but i2 is
only for bridging the top and bottom hulls of the decking units. The shear forces in the webs of

the hollow core units are denoted as v;2, the top and bottom hulls interface the beam through
shear forces v;3 and v;4. The concrete thrust, F,, must be in equilibrium with the sum of shear
forces 2(v;2 + vi4) and shear forces v; 3 take care of transferring the thrust finally to the beam to
be in equilibrium with its tensile force F;. The role of forces v; 4 is generally of lesser importance,
unless special design is carried out so as to strengthen this interface.

CL
Vi 4

Brmrt
s s z‘—-‘_“_‘_

Vi3

Fig. 6 — System of shear connection interfaces when hollow core slabs are integrated with shallow
floor beams

It has been observed in the full-scale floor tests that the properties of the hollow core units (cross-
section geometry, concrete grading, prestressing), the properties of the connection interfaces (i3
and i4) and the geometry of the beam section critically affect the floor properties [9, 10]. In fact,
the critical issue is the vertical shear resistance of the hollow core units, which is a function of the
shear flow v;2. Hence, for improving the resistance of the decking, the strength of interface i3
should not be increased but decreased, instead. Considering Fig. 6 above, it is also easy to see that
strengthening of interface i4 with respect to i3 will improve the decking resistance.
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Fig. 7 — Hollow core decking supported on beams; type of failure shown



Fig. 7 above illustrates a typical floor configuration with hollow core slabs supported on shallow
type beams. The system behaviour was analyzed using the LBE-method. The spanning of the
slabs and the beams are as shown, but it is pointed out that the cross-section of the beams drawn in
the figure is only conceptual. In the analysis the decking load py; = ps» is increased until a failure
of the decking slabs is reached in locations shown in Fig. 7.
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Fig. 8 — Load-deflection response and total longitudinal shear forces through the webs of hollow
core slabs
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Fig. 9 — Development of longitudinal shear forces in interface i3 when load Pd is increased

The calculation results presented in Figs. 8 and 9 call for following comments and conclusions.
The load-deflection response on the left-hand side diagram of Fig. 8 was drawn for the live load
Pd, extracting the deflection due to dead-weight of the decking. The ultimate load, Pduls, 18
reached when the beam is still in the elastic state of strains and stresses. This is typical for this
kind of structures. The beneficial influence of the zip-flyer effect on the load-bearing capacity of
the hollow core slabs is best exploited when the span of the beam (L) is small compared to the
span of the slabs (Lyc).
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3. SUMMARY

The zip-flyer effect is encountered frequently in composite structures; although its existence may
not be recognized due to the uniform way of modeling all modes of behaviour in terms of ductility.
Difficulties may arise when it is tried to establish generalized conclusions from the non-ductile
behaviour in short shear spans. This is typically the case in composite slabs.

The design of the hollow core slabs supported on beams as presented in references [3 and 10] give
an example of the method where the connection characteristics are allowed for in the design
parameters. This is done by defining the design width to span length ratio for the concrete
compression flange as related to the type of beam and connections. The structure is then analyzed
applying nominal full interaction analysis of composite structures. Although the ratio may not be
constant, it can be assumed such, as the variation in the applicable range of span lengths is not
large.

It is 2 common feature in all composite systems that when the span length of the structure
increases, the interaction effectiveness will improve and the importance of slipping decreases,
independent of the connection characteristics. A method of evaluating the effectiveness of
composite interaction in the elastic range as a function of the slipping in the shear connection is
presented in [1].
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ROOTTORIN VASTEISTA ERILAISILLA RAKENTEEN
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TIIVISTELMA

Ty0ssd on johdettu rakenteen valmistusvirheitd siséltdvin roottorin virihtelyji kuvaava
matemaattinen malli. Malli ottaa huomioon painovoiman, hyrrikytkennin, episymmetrisen ja
vaimenmetun tuennan, roottorin alkukiyryyden ja poikkileikkauksen episymmetrian, roottorin
sisdisen ja ulkoisen vaimennuksen, ominaismuotovaimennuksen, dynaamisen massavaimentimen,
tasapainotusmassojen vaikutuksen ja roottorin linjausvirheen. Roottori on mallinnettu pydrivind
Rayleighin palkkina. Liikeyhtdlst on johdettu yleistetysti Hamiltonin periaatteesta lihtien.
Numeerista ratkaisua varten yhtdlt on muokattu elementtimenetelmas kiyttien ensimmiisen
kertaluvun differentiaaliyhtiloryhmiksi, joka voidaan ratkaista ominaismuotokannassa vapaus-
asteiden vahennysti hyviksi kiyttden. Aluksi on tutkittu ideaalisen roottorin dynaamista vastetta.
Tamén jélkeen on simulointiin lisitty seuraavia tekij6itd: sisiinen ja ulkoinen vaimennus,
massaepétasapaino, poikkileikkauksen muotoepisymmetria, poikkileikkauksen muotoepésym-
metria ja painovoima, tuennan jiykkyyden epdsymmetria, sekd tuennan ja roottorin
epédsymmetrioiden yhteisvaikutus. Erityisesti todettiin roottorin muotoepdsymmetrian ja
epdsymmetrisen laakerituennan aiheuttavan lisiresonansseja, epéstabiilisuusvyshykkeitd ja
kiepuntasuuntien vaihteluita. Kehitetylls ohjelmalla voidaan mallintaa mm. paperikoneen teloja ja
ydinvoimalan monilaakerisia turbiineja.

JOHDANTO

Tyypillisten pydrivien koneiden kuten paperikoneiden, turbiinien, generaattoreiden, puhaltimien ja
pumppujen tehokkuuden parantaminen johtaa usein roottoreiden kokojen pienentimiseen ja titd
kautta roottoreiden pydrimisnopeuksien kasvamiseen. Roottoreiden korkeat pydrimisnopeudet
tuovat mukanaan suuria hitausvoimia ja kiepuntasiteitd, roottorin kriittisi nopeuksia voidaan
joutua ylittdmaan, ja roottorin toiminta-alue voi joutua lihelle epéstabiileja pydrimisnopeuksia.
Pytrivien koneiden tehokkuuden parantaminen vaatii parempaa roottoridynamiikan tuntemusta,
jotta suunniteltu kone ei olisi valmistuttaan kiyttokelvoton tai sen suunniteltua toiminta-aluetta ei
jouduttaisi kaventamaan,

Roottoridynamiikan analyysilli pyritiin selvittdimadn roottorin krittiset py®rimis-
nopeudet, epéstabiilit pybrimisnopeusalueet ja vérihtelyjen vasteet. Kun kriittiset pydrimis-
nopeudet ovat tiedossa, voidaan roottorin normaali toiminta-alue suunnitella sellaiseksi, etti
kriittisié nopeuksia voidaan viltt44. Jos toiminta-alue osuu pakostakin kriittiselle nopeudelle, tai
sitd halutaan myShemmin laajentaa, pitdisi pystyd suunnittelemaan tarvittavat muutokset, joilla
kriittisii nopeuksia voidaan siirtdi. Roottorin epistabiiliuteen vaikuttavat monet tekijét.
Esimerkiksi roottorin muotoepasymmetria ja tietyt vaimennustekijit voivat olla epéstabiloivia.
Vaikka kaikkia epéstabiloivia tekijoitd ei tunnettaisikaan, voidaan tietokonesimulaatioilla
16ydettyjd stabiloivia tekijoitd kuitenkin hyodyntid kiytannossi. Roottorin tarkat vérdhtelyjen
vasteet olisi hyvé tuntea, jotta tiedetdn pysyvitko viardhtelyt tarpeeksi pienind toiminta-alueella,
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tai ettd onko roottorilla mahdollista ylittds kriittisid nopeuksia. Tdmé on vaativa osa-alue, silld
kéytanndssi on vaikeaa madrittds roottorista massaepétasapainojakauma, muotoepdsymmetria ja
vaimennustekijit. T#stdi huolimatta voidaan roottorianalyysilld hakea esimerkiksi tasapaino-
tusmassoille optimaalisia paikkoja tai suunnitella vérghtelyjen vaimentimia. Analyysilld voidaan
hakea myds valmistustoleransseja, joilla roottorin vérahtelyjen vasteet pysyisivét sallituissa
rajoissa.

Tassd tySssd esitettdvd roottorin malli kuvaa vakionopeudella pydrivén roottorin
taivutusvirihtelyji  ottaen huomioon hyrrdkytkennin, massaepétasapainon, roottorin
alkukiyryyden ja muotoepisymmetrian, roottorin sisdisen ja ulkoisen vaimennuksen sekd
episymmetrisesti joustavan ja vaimentavan tuennan. Mallin on siséllytetty myds
tasapainotusmassojen ja dynaamisten vaimentimien vaikutus. Numeerinen ratkaisu on suoritettu
FE-menetelméd kayttien. Lopuksi esitelliin numeerisia tuloksia rakenteen epdideaalisuuksien
vaikutuksesta roottorin dynaamiseen vasteeseen.

YLEISTA ROOTTORIDYNAMIIKASTA

Pyérivien roottoreiden kriittisid pySrimisnopeuksia vastaavien resonanssikohtien sijaintiin ja
epistabiileiden alueiden syntymiseen vaikuttavat roottorin rakenne ja rakenteen epdideaalisuudet.
Tassa esityksessd keskitytdsin hyrrailmididen, massaepétasapainon, eri vaimennustekijdiden sekéd
roottorin ja tuennan episymmetrian vaikutukseen. Seuraavassa tarkennetaan mité eri epéideaali-
suuksilla tarkoitetaan.

Pyorivissi toottorissa on verraten paljon rotaatioenergiaa verrattuna vérghtelyenergiaan.
Hyrrd- eli gyroskooppi-ilmidilld onkin huomattava vaikutus roottorin virdhtelykédyttdytymiseen.
Roottorin massaepitasapaino johtuu siitd, ettd roottorin massakeskipiste ei sijaitse  roottorin
pydrimisakselilla eli laakeri-laakeri suoralla. Massaepétasapaino on todellisuudessa jakautunut
pitkin roottorin akselia. Roottoriin kohdistuvat vaimennukset tulee jakaa ulkoisiksi ja sisdisiksi.
Tamé johtuu siitd, ettd sisdinen vaimennus voi olla sekd stabiloiva ettid epi#stabiloiva. Ulkoiset
vaimennukset aiheutuvat tuennasta ja roottorin ympérilld olevasta viliaineesta, esimerkiksi
ilmasta. Sisdiset vaimennukset aiheutuvat pyérivdn roottorin materiaalisesta vaimennuksesta.
Materiaalin sisdinen vaimennus on rakenteellista hystereesivaimennusta, mutta herdtevoimien
ollessa harmonisia sekdi matemaattisista syistd kuvataan tissd tyGssd sisiinen vaimennus
viskoosivaimennuksena. Roottorin tuennan episymmetrialla tarkoitetaan sit4, ettd tuenta joustaa ja
vaimentaa eri suuntiin eri tavalla. Roottorin muotoepisymmetria taas johtuu siitd, etti itse roottori
joustaa eri suuntiin eri tavalla. Téss# tySssd on muotoepisymmetria mallinnettu kohtisuorien
suuntien erisuuruisina jayhyysmomentteina.

ROOTTORIN MATEMAATTINEN MALLI
Py6rimittomissi koordinaatistossa saadaan kuvan 1 roottorin kenttéyhtéloksi [1,2]

pAW ~(pIW') +CW +(cIW") ~i% (IW") +
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Yhtiloissé kdytetyt kompleksiset muuttujat ovat
w=U-+iV,
w

inrot = an ror T1 Vin, rots

A=W-=-2i¥u,
Ar=AI+il,

)

)
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AD = AD+iDyy, (11)
AA=Ac+iayy, (12)

AB=AB+ifyy. (13)

Edelld olevissa yhtiloissd suureet U ja ¥ tarkoittavat roottorin siirtym#i X- ja Y-suuntiin
koordinaatin Z funktiona. Alaindeksi “in” viittaa roottorin alkukdyryyteen, “rof” siirtymiin
mitattuna pyorivdssd koordinaatistossa ja »*” merkitsee kompleksikonjugaattia. Muuttuja ¥
merkitsee roottorin pydrimisen kulma-asemaa, joten roottorin pytrimisnopeus on £2 =¥, joka
tissd oletetaan vakioksi, Tarkempi kuvaus yhtdl6istd ja niiden johdosta sekd numeerisesta
ratkaisusta 16ytyy viitteisté [1,2].

Y y
-~ X

Kuva 1. Pyérivd roottori ja kiytetyt koordinaatistot. Koordinaatit X, ¥, Z viittaavat paikallaan
pysyviin ja koordinaatit x, y, z roottorin mukana pyorivéin koordinaatistoon. Muuttujat
U ja ¥ kuvaavat roottorin siirtyméd.

ROOTTORIN VASTEITA ERILAISILLA EPAIDEAALISUUKSILLA

Roottorin vasteita tutkitaan kuvan 2 mukaisella TKK:n Koneensuunnittelun laboratorion
koeroottoria vastaavalla roottorilla. Aluksi kdytetdsdn kuvan 2 mukaista siséisesti vaimentamatonta
ideaalista py6rihdyssymmetristd roottoria, johon lisitdén vhitellen erilaisia epdideaalisuuksia.
Vasteita tutkitaan seuraamalla roottorin taipumaa, vérihtelyjen halkaisijaa sekd X- ja Y-suuntaisia
vardhtelyamplitudeja keskimmaiisestd solmusta mitattuna.
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Kuva 2. Lahtokohtana kiytetty testiroottori.



Ideaalinen roottori painovoimakentissi

Ideaalinen sisdisesti vaimentamaton roottori asettuu painovoimakentéssd pydrimién taipuneen
akselinsa ympérille eiki roottorin pySrimisnopeus vaikuta téllaisen roottorin taipumaan. Taipuma
on siis sama kuin pySriméttomélld roottorilla ja voidaan laskea staattista palkkiteoriaa kiyttsen.

Sisdinen ja ulkoinen vaimennus

Sisdisesti ja ulkoisesti vaimennettu ideaalinen roottori asettuu painovoimakentissé stationaariseen
tilaan, mikali roottorin pydrimisnopeus on pienempi kuin edelld mainittu epistabiiliusraja.
Kuvassa 3(a) on esitetty lasketut testiroottorin keskipisteen XY-koordinaatit sissisen vaimennuksen
arvoilla 1.0-10°~1.0-10° Nsm™ pydrimisnopeuden ollessa 50 rads™ . Kuvassa 3(b) on vastaa-
vasti esitetty roottorin keskipisteen koordinaatit pydrimisnopeuden arvoilla 10-220 rads™
sisdisen vaimennuksen ollessa 1.0-10® Nsm™.

e (2 %10 (b
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Kuva 3. Roottorin keskipisteen sijainti stationaaritilassa eri sisdisen vaimennuksen (a) ja py6rimis-
nopeuden (b) arvoilla.

Kuvista nihdién, etti roottorin siirtyma ei ole en# téysin pystysuunnassa vaan roottori on kokenut
myds vaakasuuntaisen siirtymén. Siirtymé on sit4 suurempi, mit4 suurempi sisdinen vaimennus ja
roottorin pydrimisnopeus ovat. Viitteessd [3] on analyyttisesti johdettu ideaalisen, tasapaksun,
vapaasti tuetun roottorin nousukulmalle @ lauseke

Qc
tanf = —. (14)
E
Voidaan todeta, efti kyseiselld roottorilla kulma € riippuu roottorin sisdisestd vaimennuksesta c,
pyOrimisnopeudesta £2 ja kimmokertoimesta E.

Kuvaan 4 on laskettu testiroottorin vasteita ulkoisen vaimennuksen eri arvoilla sisdisen
vaimennuksen pysyessd samana. Kuvasta nihdéén, etti ulkoisen vaimennuksen ollessa nolla on
roottori stabiili ensimmaiiseen ominaiskulmataajuuteen (f; = 33.1 Hz) saakka. Nahdisn myds, ettd
ulkoisen vaimennuksen kasvattaminen korottaa t4ti stabiiliusrajaa. Huomattakoon, etts viitteen [3]
mukainen analyyttinen lauseke stabiiliusrajalle on saatavilla ainoastaan tasapaksulle roottorille.
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Kuva 4. Testiroottorin vasteita eri ulkoisen ja sisdisen vaimennuksen suhteilla. Ulkoisen
vaimennuksen arvot ovat C = 0, 100, 200 ja 300 Nsm™2 (vasemmalta oikealle). Sisdinen
vaimennus on ¢ =1.0-10% Nsm™.

Viitteessd [4] on tutkittu sisdisen vaimennuksen vaikutusta pyorivésin Timoshenko-palkkiin.
Artikkelissa todettiin, ettd sisdinen viskoosivaimennus on stabiloivaa ensimméiseen kriittiseen
nopeuteen asti, minki jilkeen se muuttuu epéstabiloivaksi. Viitteessd [5] on tutkittu eri
epdideaalisuuksien vaikutusta Jeffcott-roottorin vasteeseen. Viitteessd pdddyttiin samankaltaisiin
tuloksiin, eli sisiinen viskoosivaimennus tekee roottorin epistabiiliksi ensimmdisen kriittisen
nopeuden jilkeen ja ulkoinen vaimennus nostaa tit4 epéstabiiliusrajaa.

Massaepiéitasapaino

Kuvassa 5 on esitetty alkukiyrin roottorin laskettu vaste. Kuvassa nikyy kolme alinta resonanssia.
Pyorimittomille palkille lasketut kolme alinta ominaistaajuutta ovat 32.1, 85.7 ja 150.8 Hz.
Resonanssikohdat ovat miltei pyoriméttdmien ominaistaajuuksien kohdalla, mutta kuvasta
huomataan, ettd kohdat ovat siirtyneet eteenpéin. Téma johtuu siité, ettd pySriminen nostaa tédssé
tapauksessa ominaistagjuuksia pySrimittoméasn roottoriin nihden. Havaitaan my®s, ettdi mitd
suurempi roottorin pydrimisnopeus on, sitd enemmén ovat resonanssikohdat siirtyneet. Viitteessd
[6] on esitetty tarkka yhteys roottorin pydrimisnopeuden ja ominaistaajuuksien valilld.
Ominaistaajuudet on johdettu kdyttden hyviksi pydrivid ominaismuotoja. Viitteessd todetaan, ettd
eteenpdin pydrivien ominaismuotojen ominaistaajuudet kasvavat ja taaksepéin pySrivien muotojen
ominaistaajuudet laskevat roottorin pySrimisnopeuden kasvaessa. Roottorin eri epéideaalisuudet
her#ttidvit eri suuntiin pySrivid ominaismuotoja, joten viitteessd johdetuista yhteyksistd ei nihdé
suoraan roottorin kriittisid pydrimisnopeuksia. Todetaan vield, ettd roottorin massaep#tasapainosta
tuleva heritevoiman taajuus on sama kuin roottorin pydrimisnopeus (ks.yhtdls (1)).

Resonanssipiikkien korkeus riippuu sekd vaimennuksesta ettd alkukdyryyden muodosta.
Jos alkukiyryyden muodoksi valittaisiin tarkasti vardhtelyjen ensimméinen ominaismuoto, nousisi
resonanssi vain ensimméiisen ominaistagjuuden kohdalle. Jos taas alkuk#yryyden muodoksi
valittaisiin toinen ominaismuoto, nousisi resonanssi ainoastaan toisen ominaistaajuuden kohdalle
jne. T4t4 ominaisuutta kdytetdéin hyviksi roottoreiden tasapainotuksessa.
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Kuva 5. Testiroottorin vaste alkukdyryydelle.

Muotoepisymmetria

Kuvassa 6 on esitetty pienelld massaepétasapainolla kuormitetun symmetrisen ja epidsymmetrisen
roottorin  vérghtelyjen vaste. Testiroottorin muotoepisymmetria on tissi varsin suuri
(AI/I =20%). Kuvan sisempi kiyri on symmetrisen ja ulompi kiyrd epasymmetrisen roottorin
vaste. Pydriméttdmén symmetrisen roottorin ominaistaajuus on 32.8 Hz ja pybrimittéméin
epasymmetrisen roottorin alempi ominaistajuus on 30.3 Hz ja ylempi 34.9 Hz. Kuvasta n&hdéén,
ettd epdsymmetrinen roottori on epéstabiili niiden ominaistaajuuksien vilissi. Suuremmilla
sisdisilld vaimennuksilla laskettaessa huomattiin epastabiilin alueen kapenemista.

Viitteessé [7] on tutkittu ulkoisen vaimennuksen vaikutusta tuennaltaan epésymmetrisen
Jeffcott-roottorin stabiiliuteen. Tuennan episymmetria aiheutti epéstabiilin alueen symmetrisen
roottorin ensimmdisen ominaistaajuuden ympirille. Epéstabiili alue sijaitsi pySrimittdman
epasymmetrisen roottorin alemman ja ylemmén ominaistaajunden vilissi. Ulkoisen vaimennuksen
havaittiin kaventavan titi epistabiiliusaluetta ja riittivén suuren ulkoisen vaimennuksen havaittiin
hévittivin tdmén alueen kokonaan.
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Kuva 6. Muotoepdsymmetrian vaikutus péfiresonanssiin. Sisempi (matalampi) kéyrs on
symmetrisen ja ulompi kdyrd epdsymmetrisen roottorin vaste.
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Muotoepiisymmetria ja painovoima

Kuvassa 7 on esitetty roottorin muotoepisymmetrian vaikutus roottorin vasteeseen painovoima-
kentissd. Testiroottorissa kiytetty muotoepisymmetria oli varsin pieni (AI/I=0.1%), mutta
pienikin vaihtelu jiykkyydessé aiheuttaa sen, ettd roottori taipuu painovoimakentissi eri tavalla eri
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Kuva 7. Muotoepdsymmetrian vaikutus roottorin vasteeseen yhdessé painovoiman kanssa.
Kuvassa niékyy puolikriittinen resonanssi.

suuntiin. T#std aiheutuva taipuman muutos tapahtuu kaksi kertaa yhden pyérihdyksen aikana ja
ndin muotoepdsymmetria aiheuttaa heritevoiman, jonka taajuus on kaksinkertainen verrattuna
roottorin pydrimisnopeuteen. Muotoepdsymmetrian ja painovoiman aiheuttamaa resonanssia
kutsutaankin puolikriittiseksi resonanssiksi.

Tuennan jiykkyyden episymmetria

Kuvassa 8 on esitetty testiroottorin vasteita massaepitasapainolle erilaisilla tuennan epdsymmet-
rioilla. Vasemmanpuoleiset kolme kiyris kuvaavat roottorin keskipisteen vardhtelyamplitudia ¥-
suunnassa ja oikeanpuoleiset vastaavasti X-suunnassa. Tuennan epésymmetriaa kuvataan suureella
e=AK/K . N#hddin, etti tuennan jiykkyyden epidsymmetria aiheuttaa pysty- ja vaakasuunnalle
erisuuruiset resonanssitaajuudet. Mitd suurempi tuennan episymmetria on, sitd suurempi on vaaka-
ja pystysuuntaisten resonanssitaajuuksien vili. Kuvasta nihddin myds, ettd pysty- ja
vaakasuuntaisissa vasteissa esiintyy pieni piikki my9s toistensa resonanssikohdissa. Témén selittid
roottorissa oleva hyrrakytkents, joka yhdistdd virihtelyjen suunnat toisiinsa.

Kuvassa 9 on esitetty kuvan 8 ratakidyrid kolmella eri nopeudella. Kuva (a) on ennen
pystysuunnan resonansseja, kuva (b) resonanssikohtien vilissd ja kuva (c) resonanssikohtien
jilkeen. Roottorin pydrimisnopeus on kaikissa tapauksissa vastapdivéin. Kuvissa on merkitty
rastilla kierroksen ensimmdinen piste ja pallolla viimeinen. N&hd#4n, ettd roottorin liike seuraa
roottorin pySrimissuuntaa resonanssikohtien ulkopuolella, kun taas resonanssikohtien vilissd
tilanne on piinvastainen. Ilmidstd kédytetdsn nimityksid eteenpdin- ja taaksepainkiepunta (forward
and backward whirling). Kiepuntasuunnan muutos resonanssien vilissd aiheutuu siitd, efttd
vasteeseen tulee heritteeseen ndhden resonanssin jilkeen 180° vaihe-ero. Kun timé ensin
tapahtuu vain pystysuunnalle, muuttun roottorin liikkeen pySrimissuunta. Kun molemmat
resonanssit on ylitetty, on molemmilla suunnilla 180° vaihe-ero, ja kiepuntasuunta on palautunut
roottorin pySrimisnopeuden suuntaiseksi.
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Kuva 8. Tuennan jiykkyyden episymmetrian vaikutus massaepitasapainolla kuormitetun root-

torin vasteeseen. Vasemmanpuoleiset kéyrdt kuvaavat vastetta pystysuunnassa ja
oikeanpuoleiset vaakasuunnassa.
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Kuva 9. Kiepuntasuunnat eri pydrimisnopeuksilla: (a) 2 =31.5Hz, (b) 2 =32.6Hz ja (c)
£2 = 33.7 Hz. Rasti on ratakdyrin ensimmdinen ja pallo viimeinen piste.

Tuennan ja roottorin epiisymmetrioiden yhteisvaikutus

Kuvassa 10 on esitetty tuennaltaan ja muodoltaan episymmetrisen roottorin vaste, kun kuormitus
on muodostunut massaepitasapainosta ja painovoimasta. Kuvasta nshdiin, ettd painovoima
yhdessd muotoepdsymmetrian kanssa on aiheuttanut puolikriittisen resonanssin. Tuennan
epésymmetriasta johtuen on sekd puolikriittisid ettd pésiresonanssikohtia kaksi, pysty- ja
vaakasuunnalle omansa. Roottorin muotoepisymmetriasta johtuen on molempien suuntien
pééresonansseissa my0s pienet epdstabiilit vyshykkeet.

Kuvan 10 ratakdyristd nahdiin, ettd roottorin kiepuntasuunta vaihtuu myds puolikriit-
tisten resonanssikohtien vilissi. Pasresonanssien vilissd piirtés roottorin rataksyrs kahdeksikon,
eli kiepuntasuunnasta ei voida sanoa mitén. Itse asiassa ratakiyrii voidaan kuvata likim#srsisesti
yhtilsillg

X =X, sin(2t +a)+ X, sin(202¢ + B) 15

Y =Y,sin(2t+6)+Y, sinRQ2t+y) ’ (15)
missd X, ja ¥, ovat massaepitasapainoon (alkukiyryyteen) ja X, ja ¥, muotoepdsymmetriaan
liittyvat amplitudit. Roottorin ohitettua resonanssin, tulee vasteeseen aina 180° vaihe-ero
kuormitukseen ndhden. Kun X- ja Y-suuntaiset resonanssit ovat eri kohdissa, nikyy tim roottorin
liikkeessd taaksepdin kiepuntana. T#dméd ilmié nikyy yleensi sekd puolikriittisessd ettd
pédresonanssissa. Jos virdhtelyjen amplitudit X,, X, Y, ja ¥,, ovat sopivat, ei selvii eteen-~ tai
taaksepdin kiepuntaa ole havaittavissa. Selkeimmin kiepuntasuunnat liittyvitkin vasteeseen, jonka
aiheuttaa pelkistdéin joko massaepétasapaino tai muotoepisymmetria.
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Kuva 10. Tuennan ja roottorin episymmetrioiden vaikutus. Vasemmanpuoleinen kéyrd kuvaa ¥-
suunnan ja oikeanpuoleinen X-suunnan amplitudia. Ratakédyrissd sarakkeiden ylimmat
kuvat ovat roottorin alkup#astd, keskimmaiiset roottorin keskeltd ja alimmat roottorin
loppupasstd. Ratakdyrissd on rastilla merkitty alkukohta, pisteelld loppukohta ja
roottorin pySrimisnopeus on vastapéivain.

JOHTOPAATOKSET
Seuraavassa suoritetaan lyhyt yhteenveto eri epdideaalisuuksien vaikutuksesta vasteeseen.

Hyrriilmiot

Roottorissa oleva hyrrévaikutus kytkee eri suuntien liikkeet toisiinsa. Kun systeemiin tulee herite
X-koordinaatin suunnassa, voi se herittdd myds Y-koordinaatin suuntaisen resonanssin. Pyorivén
roottorin resonanssitaajuudet kasvavat roottorin pySrimisnopeuden kasvaessa. Roottorin
staattiseen jiykkyyteen ei pydriminen kuitenkaan vaikuta, ja havi6ttdmén roottorin staattinen
taipuma pysyy vakiona kovillakin pyorimisnopeuksilla, kunhan roottorin muodonmuutosaallon
nopeus pysyy alle materiaalin d4nennopeuden.



taipuma pysyy vakiona kovillakin py&rimisnopeuksilla, kunhan roottorin muodonmuutosaallon
nopeus pysyy alle materiaalin d4nennopeuden.

Tuennan jiykkyyden episymmetria

Tuennan jdykkyyden epdsymmetria aiheuttaa erisuuruiset resonanssitaajuudet pysty- ja
vaakasuuntaisille virahtelyille. T4st4 johtuen on roottorin kiepuntasuunta resonanssien vilissi
erisuuntainen kuin roottorin pySrimisnopeus. Vaikka tuennan episymmetria olisi pieni, levittiisi
se kdytdnndssd kuitenkin roottorin resonanssialuetta nopeustasossa ja  vaikeuttaisi
resonanssikohtien ylittdmisti. Suurempi tuennan epdsymmetria voi vaikeuttaa erilaisten
passiivisten virghtelyjen vaimentimien toimintaa merkittivisti resonanssialueen ollessa liian
leved.

Massaepiitasapaino ja alkukiyryys

Roottorissa oleva massaepétasapaino tai alkukiyryys aiheuttaa herdtevoiman, jonka taajuus on
sama kuin roottorin pySrimisnopeus. Ep#tasapainon suuruuden lisiksi vaikuttaa resonanssin
voimakkuuteen alkukiyryyden muoto. Eri muotoiset alkukéyryydet herittivit eri ominaismuotoja
eri tavalla. T#td ominaisuutta voidaan kéyttés hyviksi tasapainotettaessa roottoria. Jos esimerkiksi
roottoria pydritetddn ensimmiisen ominaistaajuuden alapuolella, voidaan tasapainotusmassat
asentaa siten, ettd roottori on tasapainossa ensimmdiseen, mutta ei vilttimitti toiseen ominais-
muotoon néhden.

Muotoepisymmetria

Roottorin muotoepdsymmetria aiheuttaa sen, ettd itse roottori joustaa eri suuntiin eri tavalla. Tastd
aiheutuu herétevoima, jonka taajuus on kaksinkertainen roottorin pydrimisnopeuteen nihden.
Muotoepdsymmetriasta aiheutuvaa resonanssia kutsutaankin puolikriittiseksi resonanssiksi, koska
se esiintyy py6rimisnopeudella, joka on puolet roottorin ominaistaajuudesta. Herdtevoima
aiheutuu roottorin muotoepésymmetrian ja painovoiman yhteisvaikutuksesta. Ilman painovoiman
vaikutusta ei roottorin puolikriittists resonanssia esiinny. T4td voidaan kiyttid hyvaksi esimerkiksi
paperikoneessa  valitsemalla viiran tai huovan aiheuttaman kiristysvoiman resultantti
vastakkaiseksi painovoimaan nihden. Roottorin muotoepdsymmetria ja painovoima aiheuttavat
herédtevoimajakauman, joka on yleensi varsin symmetrinen roottorin keskipisteeseen nihden.
Téstéd johtuen ei muotoepdsymmetria painovoiman kanssa jaksa helposti herittii parittomia
ominaismuotoja.

Roottorin muotoepésymmetria aiheuttaa epéstabiilin alueen pasresonanssin ympirille.
Epéstabiiliusalue on roottorin episymmetriasta aiheutuvien kahden vierekkisen ominaistaajuuden
vélissd. Jos roottori on tuettu epdsymmetrisesti, voi epéstabiileja alueita olla kaksi. Kiytinnosss ei
epéstabiiliusaluetta yleensid huomata, silld roottorin muotoepasymmetria saadaan yleensd varsin
pieneksi ja ulkoisen vaimennuksenkin on havaittu kaventavan titd aluetta. Kuitenkin voidaan
todeta, ettd roottorin muotoepésymmetrialla on my&s vaikutusta roottorin vasteeseen piZiresonans-
sin kohdalla.

Sisdinen ja ulkoinen vaimennus

Roottorin materiaalista aiheutuva sisdinen vaimennus stabiloi roottoria pydrimisnopeuden ollessa
ensimméisen ominaistaajuuden alapuolella. Timén jilkeen vaikuttaa roottorin sisdinen vaimennus
epéstabiloivasti. Roottorin ulkoinen vaimennus nostaa titd epéstabiiliusrajaa ja mahdollistaa
roottorin pySrimisen ensimmdisen ominaistaajuuden yldpuolella. Epéstabiloiva vaikutus tulee siits,
ettd roottorin sisdinen vaimennus aiheuttaa py6rivén roottoriin poikittaissuuntaisen voiman (ns.
Jollower force). Roottorin ulkoinen vaimennus stabiloi roottoria kaikilla pydrimisnopeuksilla ja
nostaa roottorin sisdisestd vaimennuksesta aiheutuvaa epdstabiiliusrajaa. Suuren ulkoisen
vaimennuksen on my&s havaittu kaventavan muotoepisymmetrian aiheuttamaa epistabiilius-
aluetta.
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ABSTRACT

A theoretical analysis on the behaviour of two-equation k — w turbulence models near
interfaces of laminar and turbulent flow is conducted. The main focus is in the k—w models
equipped with a nonlinear constitutive relation. This kind of models have shown anomalous
behaviour near such interfaces. The reason for the anomalous behaviour is revealed by the
theoretical analysis. Furthermore, the analysis provides constraints for the model calibra-
tion in order to ensure proper behaviour in the interface regions. The existing k —w models
are critically reviewed in the light of the obtained theoretical results. It is shown that many
of the existing k¥ — w models are unsuitable to be combined with nonlinear constitutive
models.

1 INTRODUCTION

The computational fluid dynamics (CFD) is still largely based on the numerical solution
of the Reynolds-averaged Navier-Stokes equations. This is because turbulence is a major
obstacle in the way towards the direct simulation of flows with moderate or high Reynolds
numbers. Turbulence is random motion of fluids typically characterised by a wide spectrum
of scales. From the mathematical point of view, the strong non-linearity of the Navier-Stokes
equations allows this kind of random, or chaotic-like behaviour. Although the turbulent
motion is random by nature, it is statistically deterministic, or even stationary. This makes
it possible to filter the turbulent motion from the equations and to attempt to model its
effects on the filtered mean-flow equations. Nowadays, the most popular class of turbulence
models is the class of two-equation models. Such models can be considered to consist of
a scale-determining model and of a constitutive model. The former provides two scalar
quantities that characterise the turbulence, and the latter one mainly relates the turbulent
stress-tensor with the mean-flow deformation tensors and the turbulent scales.

The turbulence modelling presently employed in practical CFD simulations is usually
based on two-equation scale-determining models and a linear constitutive model for the
Reynolds stress tensor. This is known as the generalized Boussinesq model, and it assumes
a linear dependency between the turbulent stress and the mean strain-rate tensors. This
may be a too restricting assumption in complex flow problems typical in engineering work,
because a multitude of different flow phenomena may be present in a single problem. There-
fore, turbulence modelling with a wider range of applicability than the Boussinesq-models
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must be looked for. Differential Reynolds stress modelling (RSM), in which a modelled
transport equation is solved for each stress component, is in principle a more general class
of models with a wider range of applicability. RSMs are, however, considered as a too com-
plex approach for the industrial engineering work. On the other hand, the two-equation
models can be extended for a wider range of applicability by developing more advanced
nonlinear constitutive modelling. Explicit algebraic Reynolds stress models (EARSM) are
an interesting subset of nonlinear models. In this approach, part of the higher-order descrip-
tion of physical processes in the RSM-level is transferred into the two-equation modelling
level. The EARSM approach is considered to be a suitable type of constitutive modelling
for many engineering purposes.

Most of the existing two-equation scale-determining models are designed in conjunction
with the linear constitutive modelling. This fact may compromise the performance of the
model when combined with an EARSM or another nonlinear constitutive model. This
work focuses on the k — w type scale-determining models because they have some very
favourable features in comparison with the other forms of scale-determining models. The
analysis can be applied to the other model types as well. The k—w models predict adverse
pressure-gradient boundary layers much more accurately than most of the other types of
models. Furthermore, they can be integrated down to the wall without any near-wall
modifications. Owing to these reasons, the k¥ — w models have become popular especially
in the aerodynamics community. The k¥ — w models have, however, suffered from poor or
even anomalous, behaviour near interfaces of turbulent and laminar flow, i.e. near the outer
edges of turbulent flow regions. The anomalous free-stream sensitivity of some k —w models
is one consequence of this [1]. On the other hand, some k£ — w models predict unphysically
sharp outer edges for turbulent regions. Cazalbou et al. first presented theoretical analysis
on the edge behaviour of two-equation models [2]. They also deduced constraints for the
model coefficients to ensure proper behaviour in the edge region. Cazalbou et al. focused
on linear k —e models. Later Kok applied Cazalbou’s analysis to the linear k¥ —w models [3].
There are no published efforts to extend this kind of analysis to models employing nonlinear
constitutive models.

The edge behaviour may become a significantly more severe problem when a nonlinear
constitutive model is combined with a k —w model. The aim of this study is to find a theo-
retical explanation to this phenomenon, and furthermore, to deduce theoretical constraints
and quidelines for the model calibration also for nonlinear models in order to ensure proper
behaviour in the edge region.

2 THE FAMILY OF k£ — w MODELS

This study focuses on the K — w models, although the theory can be applied to other
forms of two-equation turbulence models as well. The scale-determining part of almost all
of the k — w models proposed in the literature can be written as

Dk 8 ok
D P—E+5x—k|:(1/+0'kl/7')55€-:|
Dw _ w 0 Oow vr 0k Ow
]—)-t— = 7 (Cwlp szé') + £ [(V + O‘wVT) a—zk-:| UdTaIL‘k 5:‘; (1)
v = Cukfw, P= —u}cu;%, and €=kw
6:::,

Thus the variables to be solved are the kinetic energy of turbulence k and its specific
dissipation rate w, i.e. the dissipation rate ¢ divided by k. Note that here w is defined
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simply as w = ¢/k instead of the more usual definition w = £/(0.09%). This only influences
the values of some of the model coefficients. The quantity vz is known as the eddy viscosity,
P is the production rate of k, and u;u; is the Reynolds stress tensor. Note that & is defined
as half of the trace of the Reynolds stress tensor. Several values have been proposed for
the model coefficients C,;, C,2, ok, 0.,, and 4. The diffusion coefficients (ok, 0w, and o4)
have an important role near the edges of turbulent regions. Most of the diffusion-coefficient
values proposed in the literature will be critically reviewed in section 6 in the light of the
theoretical results to be presented.

It is convenient to express the constitutive model using the nondimensional Reynolds-
stress anisotropy tensor defined as

=0s5 (2)

Using a;;, the constitutive model may be formally written as

uu; = k (g‘sij + aij) =k (—ZCMSz-j i ;51‘;’ T afi;‘) (3)

ai; = ai (Sij; Qz]) e Z ‘Bpngp) (4)
=1

Bp = Bp(SkiSkt, Ut - - ) (5)

The n tensor groups Ti(jp ) are different outer products of nondimensionalized strain-rate
and vorticity tensors S;; and €;;, respectively. These groups form the representation basis
for a;;, and the f,-coefficients depend on the scalar invariants of these tensors. Note that
Cu = ~f1/2. The number n of independent tensor groups is limited to ten in this case.
All higher-order groups can be reduced with the aid of the generalized Cayley-Hamilton
theorem to linear combinations of the ten groups that form the integrity basis for aij.

In (3), a§f stands for the anisotropy expression (4) less its leading term -2C,S;;. This
is a feasible expression because the leading term corresponds to the linear model as such.
Thus, in the traditional linear constitutive modelling, a$¥ =0, and C), is typically constant.
Nonlinear constitutive models, such as EARSMs involve also agf and C, depends on the
mean strain-rate and vorticity. The nondimensionalized strain-rate and vorticity tensors,
i.e. the symmetric and skew-symmetric parts of the mean-velocity gradient scaled by the

turbulent time scale are defined as

_11(/8U; oU; _11/8U; 8y
Slj_wi(@xj-i_axi)’ and Q'J—wi(azj aa:i> (6)

3 THE IDEALIZED EDGE PROBLEM

The behaviour of two-equation turbulence models on the edge regions between turbulent
and laminar flows can be understood with the aid of the analysis first deduced by Cazalbou
et al. [2]. Furthermore, this approach provides constraints for the diffusion coefficients. A
model that satisfies these constraints behaves properly around the outer edges of turbulent
regions and does not show anomalous sensitivity to the free-stream values as some k — w
models do, see [1].

Cazalbou et al. assumed that the turbulent transport (modelled as turbulent diffusion)
balances the transport by mean flow, while the production and destruction terms and also
the molecular viscosity are negligible on the outer edges of turbulent shear layers. This
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means that the model equations reduce to a non-linear convection-diffusion problem locally
in such regions. Moreover, one-dimensionality must be assumed in order to be able to find
an analytical solution. The practical problems are multi-dimensional, of course, even locally
in the edge zone. However, the velocity gradient as well as the gradients of the turbulent
scales are often quite well aligned with the edge-normal direction especially in thin shear
flows that are in an equilibrium state, e.g. equilibriumm boundary layers, far wakes, etc.
The simplified one-dimensional problem is considered to be physically relevant for such
situations. The exact conditions for the physical validity of the one-dimensional problem
are that the molecular viscosity is negligibly small (Re — o0), and both the mean-flow
transport and turbulent transport are aligned with the edge-normal direction, and that the

entrainment velocity
. (dé dé dé
Ue Sin (a) - V; COoS (d_:);') ~ Uea e ‘/e (7)

is constant along the edge. In (7), d§/dz denotes the streamwise rate at which the turbulent
layer penetrates into the surrounding flow, or which is equivalent, the angle between the edge
and the velocity of the free flow. This angle is usually quite small, and hence the simplified
form of (7) is often adequate. In practice, the entrainment velocity is seldom constant along
the edge, but it often varies relatively slowly. After all, it is assumed that the behaviour of
the original equation system can be understood by studying a simplified one-dimensional
non-linear convection-diffusion problem. The dominance of the transport terms over the
production and dissipation will be checked after the solution is found. Cazalbou et al.
presented the solution for the k — ¢ models, and later Kok [3] carried out the corresponding
analysis for k¥ —w models of the form of (1) including the cross-diffusion term.

Near the edge, the mean-momentum equation and the k — w model equations reduce to

JU 4 (U

dy ~ dy\ " dy
dk d dk

R ) ©
dy ~— dy WTdy dkdydy

The convective velocity V may be associated with the entrainment velocity (7) of some real
flow problem. All the variables U, k, and w are defined as positive quantities that go to
zero on the edge. Thus U can be considered either as a velocity defect of a wake-like flow
or a velocity excess of a jet-like flow. Cazalbou et al. and Kok formulated the problem in
a moving coordinate frame to make V zero. In such a frame, the problem takes the form
of an unsteady non-linear diffusion problem. The present system of equations (8), which is
written in a stationary frame, is obtained from Kok’s equations, or vice versa, by a simple
Galilean transformation.

4 SOLUTION OF LINEAR MODELS

Kok found that the following ramp-like functions form at least a weak solution to (8) if
Ok, 0., and o4 are suitably selected [3]:

U(y) . U()f”ka‘“/(a'u —0'1¢+o'd)
k(y) = kofa"’/(”w —O'k+a'd) (9)
w(y) e Q)of(ak —04)/(Cw—0r+04)



where

f = max (éoézy;O) (10)

Here, Uy, ko, wo, and &y are the characteristic scales of the problem, and the convective
velocity becomes
OO, CLk
kOw prho (11)
Ow ~ Ok + 04 wodo

Depending on the values of the diffusion coefficients, it may happen that equations (9) are
not differentiable enough at y = J§ to form a rigorous solution of (8). In such a case,
equations (9) can be considered as a weak solution. For proof, see ref. [2].

Now, constraints can be derived from the requirements that (9) must be non-singular
to form at least a weak solution of the problem, and that the slope of the velocity remains
bounded at the edge:

Y=-—

Ouw—0r+04>0 (12)
oy —0a >0 (13)
0w — Ok +0g < 0}0,, (14)

If smooth edge is required from the solution, then “<” must be replaced by “<” in (14). To
ensure that diffusion really dominates over production and dissipation, we have to require
the exponent of f in the production and dissipation terms to be larger than that in the
diffusion term. These terms of the k-equation can be written as

d dk
= et ~ (ox—04)/(ow—0r+0a)
i <0’k1/Tdy) f (15)
dv\?
= —_ ~ [(2‘7k—1)0~+0k_”d]/(‘7w_0‘k+‘7¢)
P=vr ( dy ) d (16)
e=kw ~ f(o'w+7k—0'd)/(0'w —ok+0ag) (17)

thus the above requirement is satisfied when
o, >05 and o,>0 (18)

Also the source and sink terms of the w-equation must go to zero more rapidly than its
diffusion and cross terms. It is straightforward to show that this is also ensured by satisfy-
ing (18).

5 AN IDEALIZED EXTENSION FOR NONLINEAR MODELS

The validity of the above analysis and the applicability of the constraints (12) — (14)
and (18) to models utilizing nonlinear constitutive relations, such as EARSMs, is not ob-
vious. This is because the solution (9) is only valid for models based on the Boussinesq
approximation with constant C,. Fortunately, the contribution of the higher-order terms
(aff) to the principal shear stress in the momentum equation is negligible near the outer
edges of shear layers. The present modelling of the diffusive terms of k¥ and w is also
independent of the higher-order terms. Thus, the only difference that actually must be
considered is the fact that C), is variable in nonlinear constitutive modelling.

In the following, the analysis is extended for variable C,, assuming that C,, is of a similar
power form as the solutions of U, k, and w. A condition that solutions of power form exist
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is that vr ~ f. Since vy = C,k/w, k/w must be proportional to f1=™ if C, ~ f™. With
these assumptions, it is straightforward to show that

U(y) - Uofakaw (1-m)/(ow—0r+04) — Uofn“
k(y) = kofru(tmm/(7umortos) = o 1 (19)
w(y) - wof(”k-“d)(l—m)/(au—0k+04) = wo f™

satisfy the system (8) if m < 1. It is immediately seen that if C, decreases towards the
edge as with 0 < m < 1, the edges in the solutions become sharper. This may well lead to a
situation where the velocity exponent n,, originally larger than one with constant C),, now
becomes less than one. The edge will be perfectly sharp with dU/dy being indefinite always
when n, < 1. This is an unphysical situation and may also cause numerical troubles. In
practise, the numerical dissipation and the molecular viscosity may alleviate the situation
to some extent, but also the numerical solutions will be qualitatively wrong at least when
ny < 1. If C, increases towards the edge as with m < 0, the exponents increase and the
solution around the edge just becomes smoother. This has no severe consequences since
the Reynolds averaged distributions around the shear-layer edges are smooth in reality.
Now, knowing that C), distributions decreasing towards the edge may spoil the solution
even qualitatively, this kind of situations must be avoided. So, the question is: in which
circumstances could C,, decrease towards the edge? In the nonlinear constitutive models C,
is typically approximately inversely proportional to the nondimensional strain parameter
S when S is not small. Therefore S increasing towards the edge may be an unfavourable
situation. Now, S is given by

1dU
= 227 o flokou(i—m)+(on—ca)ym— ov]/(0w—0ok+0a)
S o dy f (20)

Thus, increase of this parameter towards the edge makes C, to drop, respectively. It is now
easily seen that dU/dy should decrease at a rate equal to that of w or larger than it. This
is the case only if the exponent in (20) is non-negative. Hence, a new condition

gy +moy

=~ oy +m(l—o,) (21)

Ok

is obtained. It was already seen that positive values of m are potentially unfavourable. In
the case of m = 0, this constraint reduces to o > 1. In practice, it may be safer to require

o >1 (22)

This constraint was actually first derived by Bezard [4] very recently when he studied the
ratio of production to dissipation based on the solution (9) valid for constant C,. In the
case of m < 1, constraint (21) becomes less restrictive if og > 1 — 6,. This, in turn,
happens to always be the case if (12) is satisfied and if ox > 1. Hence, it is sufficient
simply to apply (22), and thus the former constraint in (18) must be replaced by (22). The
constraints (12) and (13) remain unchanged, but the constraint (14) becomes passive if (13)
and (22) are satisfied. In other words, (22) guarantees the edge-smoothness without (14).
The latter of (18) now becomes

o, > mlor — o4) (23)

This constraint is of little importance when m is zero or negative as desired. Finally, all
active diffusion-coefficient constraints, relevant in the nonlinear level of k¥ — w modelling,
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Figure 1: Constrained (o, 04)-space when o} = 1.1, see Egs. (24) - (26).

are collected together as follows

Ow—0r+aqg > 0 (24)
or—0oqg > 0 (25)
o, > 1 (26)

These constraints are illustrated in Fig. 1 for the case o, = 1.1.

It was assumed above that C,, follows a power function f™ near the edge. Whether this
is the case in reality or not depends, of course, on the details of the constitutive model. In
case of the Wallin-Johansson EARSM (5] used here, the dependency between C, and S is
not that simple. However, at large values of S, C,, is approximately proportional to S~?
with p & 1. Knowing that S ~ f™~1"v we obtain m = 1 in this case if p = 1. This
means a Heaviside-step solution, which is not sensible. Slightly different values of p lead to
smaller values of m depending on the values of the diffusion coefficients. In reality, C, is
not likely to exactly follow any power law. To learn more about this, numerical studies of a
zero pressure-gradient boundary layer are made with three different models: Kok’s original
linear k¥ —w TNT model [3], Kok’s model combined with the EARSM, and a generic model
(EARSM) having diffusion coefficients oy, = 1.1, 0, = 0.8, and ¢4 = 0.74, which produce
ny = 2(1 —m). Kok’s model is designed to satisfy the constraints (12) - (14) and (18),
but not the constraint (26) as it is a linear Boussinesq-model. More specifically, it features
or = 2/3, and 0, = 04 = 1/2, and thus n, = 1 — m. As seen in figure 2, it produces
an anomalous hook-shaped solution for U on the edge when combined with the EARSM.
This is because it predicts S to rapidly increase and thus C), to drop near the edge so
that 0 < m < 1. Kok’s original linear model gives a sharp edged solution as its n, = 1.
The generic model gives a healthy solution with n, = 2(1 — m) and m ~ 0. It turns out
that the hook-like solution follows fairly well a power solution with n, = 0.7 or, which is
equivalent, m = 0.3, although C, seems not to follow the 0.3-power function, according to
the numerical result. It even does not go to zero on the edge unlike the assumed power-form.
It must be kept in mind that the numerical solution for C,, is, of course, extremely sensitive
to the numerical details, since S has a singularity on the edge. However, the point here
is that C, makes a sudden dive near the edge because w vanishes more rapidly than the
velocity gradient, and thus S becomes very high. It can be concluded that the above theory
based on the solution (19) is at least qualitatively valid, although C,, does not necessarily
follow any power function according to the present EARSM. The present theory is valid
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Figure 2: Left: numerical solutions of a boundary layer (symbols), and analytical solu-
tions (19) of the idealized edge problem (curves) using different models: Kok’s original
model with constant C, where n, = 1 (squares and dotted curve), Kok’s model combined
with the EARSM where n, = 1 —m and m =~ 0.3 (triangles and solid curve), and a generic
model with the EARSM where n,, = 2(1 —~m) and m = 0 (circles and dashed curve). Right:
computed C), distributions and a 3/10-power curve.

when simple scalar-diffusivity gradient model is used for the diffusive terms. Possibilities
to extend the analysis for higher-order modelling of diffusive terms will be studied in the
future work.

The numerical solutions shown in figure 2 are obtained by solving the self-similar equi-
librium outer boundary-layer equations, see e.g. ref. [6). The results have been verified
by computing also full Navier-Stokes solutions which feature the same phenomena. This
verifies also the analysis based on the simplified system of ordinary differential equations (8).

6 A REVIEW ON THE EXISTING k — w MODELS

Some existing k — w models of the form (1) are reviewed in this section. Possibilities
to combine them with a nonlinear constitutive model are studied in the light of the results
derived in section 5. The models to be discussed are: Wilcox’s model from 1988 [7] and
its more recent version from 1998 [6], Menter’s BSL and SST models (8], two versions of
Abid et al. model [9, 10, 11], high Reynolds-number asymptote of Peng’s model [12], and
finally Kok’s TNT model [3], which has already been studied in the previous section. The
coefficients of the models to be discussed are summarized in table 1.

6.1 Wilcox’s models

Wilcox’s models do not satisfy (12) and thus the power solutions are not valid. In these
models o3 = 0, and g4 = 0. Such a choice of the diffusion coefficients allows solutions with
constant v, because k and w decrease at the same rate (exponential decay) around the
edge. This is an unfavourable situation, since the k and w values outside the turbulent region
(the free-stream values) strongly influence the solution, see ref. [1]. This kind of situation
can be avoided by satisfying the constraints (24) — (26) or at least the constraints (12) —
(14) and (18) in case of linear constitutive modelling. Neither of Wilcox’s model versions
is suitable to be combined with the EARSM, except if only fully turbulent internal flows
are to be simulated. This is because they do not satisfy the constraint (22). Although the
presented analysis is not valid for Wilcox’s models, numerical tests have shown that the
velocity profile gets a similar hook shape as seen in figure 2.



Table 1: The model coefficients of some of the existing k — w models.

Cui Cu2 Ok Ou o4
Wilcox 1988 0.556 0.833 0.5 0.5 0.0
Wilcox 1998 0.52 0.8 0.5 0.5 0.0

Menter BSL Set 1 (inner)  0.553 0.833 0.5 0.5 0.0
Menter BSL Set 2 (outer) 044 092 1.0 0.856 1.712
Menter SST Set 1 (inner) 0.553 0.833 0.85 0.5 0.0
Menter SST Set 2 (outer) 044 092 1.0 0.856 1.712
Abid et al. 0.547 0.83 0.714 0.5 0.0
Abid et ol. mod. by Gatski 0.561 0.83 0.714 0.454 0.0
Peng (high-Re asymptote) 042 0.833 1.25 0.741 0.75
Kok 0.556 0.833 0.667 0.5 0.5

6.2 Menter’s models

Menter’s k — w SST model [8] is nowadays one of the most popular turbulence models
in aeronautical CFD work as well as in other areas of aerodynamics. Menter eliminated
the poor edge-behaviour of Wilcox’s model by combining it (the 1988 version) with the
Jones-Launder k — & model [13] in such a way that the latter is effective around the edges of
boundary layers and also in free turbulent flows. This is achieved by transforming the k —¢
model into the k¥ — w form and switching between the two models using a specific blending
function. Therefore, the model features two sets of model coefficients, from which only the
outer values are active around the edges of turbulent regions. However, both coefficient
sets are given in table 1. The resulting model version that employs constant C,, is known
as the BSL k — w model. The final version, known as the k — w SST model, is actually a
step forward from the classical Boussinesq modelling, because the coefficient C,, is strain-
dependent. Menter’s models do not satisfy (25), thus the analysis is not valid. Therefore,
the behaviour of these models must be assessed based only on the numerical experience.
The BSL k — w model has later been furnished with the EARSM as a constitutive model,
see e.g. refs. [14, 15, 16, 17]. The resulting model behaves quite much like the SST model,
but there are also some differences. One salient difference is that the velocity profile in the
defect layer of a zero pressure-gradient boundary layer has a qualitatively wrong shape. The
second derivative of U with respect to y has locally wrong sign in the outer layer. Menter’s
models, both the original models and the EARSM versions predict unphysically sharp edges
similarly as Kok’s TNT model. However, the EARSM-version of Menter’s model does not
give hook-like edge-solutions probably because oy = 1.

6.3 Abid-Rumsey-Gatski model

Abid, Rumsey, and Gatski [9] combined the Gatski-Speziale EARSM [18] with a k — w
model that is closely related to the Wilcox 1988 model [7]. In comparison with Wilcox’s
original model, they elevated the value of o from 0.5 to 0.714, see table 1. This model was
later slightly modified by Gatski [10, 11], see table 1. The value of oy is still too low to satisfy
the constraint (26). Note that these models employ a so-called equilibrium eddy-viscosity
in the model for turbulent transport (diffusion). In other words, a constant C,, = 0.088 is
used in those terms. The hook-shaped edge profile seems to be avoided this way. However,
no analytical solution of power form can be found if C,, is variable in this case. If the C,
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given by the EARSM is used in these terms, the hook-anomaly will arise. This has been
verified by numerical computations where the Wallin-Johansson EARSM was used instead
of the Gatski-Speziale EARSM. Using the variable C), in modelling all the diffusive terms
seems more logical than using different diffusivities. This is also recommended by Wallin
and Johansson [5]. More recently, Rumsey and Gatski [19] again modified the model by
changing o) back to 0.5 and by multiplying the dissipation term of the k-equation by a
function fg» adopted from Wilcox’s 1998 model [6]. These modifications make the model
essentially similar to Wilcox’s 1998 model. Again, constant C,, was used in the diffusive
terms of the equations of k¥ and w in order to avoid the hook-like edge profiles.

6.4 Peng’s model

Unlike the .other models in this review, Peng’s model [12] is a low-Reynolds number
model. Its high Reynolds-number asymptote differs from all other k¥ — w models. The
diffusion coefficients of this model have values quite different from Wilcox’s models. Most
importantly, o, = 1.25 which satisfies the constraint (26). It satisfies also the other con-
straints (24) — (26), thus its edge behaviour should be good also when combined with the
EARSM.

6.5 Kok’s TNT model

Kok’s k—w TNT model [3] has already been assessed and shown to satisfy the constraints
(12) - (14) and (18), but not the constraint (26). It was shown by analytical and by
numerical means as unsuitable to be combined with nonlinear constitutive models. The
original model with constant C), gives sharp-edged solutions as Menter’s models. This may
be somewhat unfavourable.

7 CONCLUSIONS

The behaviour of the family of two-equation k& — w turbulence models near the inter-
faces of turbulent and laminar flow regions (free-stream edges) have been studied in depth.
Particular attention was paid to the scale determining models combined with nonlinear con-
stitutive models. The simplified problem [2, 3] modelling the edge region was presented in
a stationary coordinate system. The solution found by Kok [3] valid for linear constitutive
modelling was revisited. An extended solution valid also for nonlinear constitutive models
is presented assuming that C, follows a power function around the edge. The extended
solution provides a new constraint for the diffusion coefficient of turbulent kinetic energy,
o > 1, to avoid unphysical edge-solutions. Most of the existing k — w models are critically
reviewed in the light of the obtained theoretical results. Many of them are shown to be
unsuitable to be combined with nonlinear constitutive models.
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ABSTRACT

In this paper, we present results from direct numerical simulation of fully developed
turbulent channel flow at Reynolds number Re, = 360 based on the friction velocity and on
the channel height. We applied two explicit time integration methods: third-order Adams—
Bashforth and Runge-Kutta methods. The latter was found to be more efficient for this
case. The second-order central difference scheme was applied for the spatial derivatives
on a staggered grid system. Pressure was solved from the Poisson-equation, where the
homogeneous directions were transformed to Fourier-space to speed up the computation. We
applied different grid resolutions and varied the domain sizes in the homogeneous directions.
Due to a streamwise vortex system in the near-wall region, a better resolution was required
in the spanwise than in the streamwise direction. We found that the domain length of 4
channel heights in the streamwise direction was adequate. In the spanwise direction, we
tested the lengths of 1.6 and 3.2 channel heights of which the former was a bit short and
the latter definitely long enough. We evaluated the dissipation of turbulent kinetic energy
from our results according to two different definitions. The other is the actual definition,
and the other is used in turbulence modeling. We found only a slight difference between
the two.

1 INTRODUCTION

The starting point in direct numerical simulation of turbulence (DNS) is the group of
non-linear partial differential equations — the Navier-Stokes equations. Although analyt-
ical solutions for these equations are known only for some laminar cases, at the moment
it is widely believed that the Navier-Stokes equations describe also the flow of a turbulent
fluid.

From the point of view of numerical simulations, the main problem with turbulence is
the diversity of time and length scales present in the low field. The largest flow structures
are of the size of the characteristic dimensions of the geometry, and the lower limit for the
flow structures is set by the Kolmogorov length scale [1]. Because of the nonlinear nature
of turbulence, the smallest motions affect the main flow, and thus, either the computa-
tional grid has to be dense enough to capture all the length scales, or one has to trust on
modeling. In direct numerical simulation, no models are applied and the entire flow field
is solved from the Navier-Stokes equations. This sets huge requirements for the computer
capacity, and thus DNS is not a tool for most engineering applications. However, DNS is a
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valuable approach in research purposes. Moin and Manesh [2] provide a review of different
applications, of which model validation and the study of boundary layer structure could be
mentioned.

In this paper, we present results of DNS for a fully developed turbulent channel flow
at a low Reynolds number Re, = 360. This flow is a widely used test case for DNS and
Large Eddy Simulations (LES), see e.g. [3] and [4]. Accurate DNS results for the same low-
Reynolds-number-flow have been published by Kim et. al [5] and later also for two higher
Reynolds numbers by Moser et. al [6]. The latter also provide a data base of the results for
all three Reynolds numbers. This data base is commonly used as the reference in channel
flow calculations.

For the calculations, we use explicit time integration methods and the second-order
central difference scheme for spatial discretization. We test how the change in the domain
lengths in the homogeneous directions affects the results. If the domain is too narrow in a
homogeneous direction, the turbulent structures will be damped down. Also increasing grid
resolution affects the results and, on the other hand, increases the computational effort. In
our simulations, we vary the grid resolution in spanwise and wall-normal directions.

2 NUMERICAL METHODS

2.1 Governing equations and the coordinate system

For an incompressible flow, the governing equations are the continuity equation and the
momentum equations — i. e. the Navier-Stokes equations. These equations may be written
in the non-dimensional form as

an .

e = 0 1)
Ou; Op 0 . 1 Ou;  Ouj

ot - 6.’17,' + a:l:j ( Uit + ReT (al‘j + 3Uz>) ’ (2)

where u; (i = 1,2,3) is the non-dimensional velocity component in the ith coordinate dir-
ection, p is the non-dimensional pressure and Re; is the Reynolds number. We scale the
equations by the channel height h and the friction velocity u,, and thus the Reynolds
number is here defined as

Re, = %% (3)

14

Hereafter u; refers to velocity scaled by the friction velocity u,, Z; to coordinate scaled by
the channel height h and p to pressure scaled by pu2.

In the channel flow, we have two homogeneous directions, the streamwise and the span-
wise. In these directions, periodic boundary conditions are applied. No-slip condition is
forced on the top and bottom walls.

In the chosen coordinate system, z-axis points in the streamwise direction, y-axis in the
spanwise and z-axis in the wall-normal direction. Correspondingly, the streamwise velocity
component is referred to as u, the spanwise as v and the wall-normal as w.

2.2 Pressure correction method

We apply explicit time integration methods and discretize Equation (2) in time as

N
_ dp Oop
uftl = uf + ALY o F (@"7F) - Atz = uf - Ato—, 4
: : el (@) - Aty dz; )



where upper indices refer to time-levels, ¢, are the coefficients of the integration method, F
represents the convection and diffusion terms in Equation (2) and u} is called the predicted
velocity. One could interpret this approach as integrating the pressure gradient with the
Euler method. Since there is no independent equation for the pressure gradient, we use
the continuity equation (Eq. (1)) to determine it. We take divergence of Equation (4) and
require that the velocity field on time-level n + 1 is divergence free. Consequently, the
Poisson-equation is obtained for pressure:

p 1 Oul )
O0x;0x; At dz;’
We apply periodic boundary conditions for pressure, and thus only the fluctuating pressure

is solved from Equation (5). The mean pressure gradient is used as a parameter to fix the
mass flow via

O _ 1 —

2 _ - (v - n+1) 6

dr At ( by ’ (©)

where U, is the fixed value of the non-dimensional mean bulk velocity (Up = 15.63 [5]),

and u*1 is the streamwise velocity averaged over the cross flow area. The final streamwise
velocity is once more corrected by pressure gradient as
73

=yt — At—. 7

u=u o (7)

Note that this correction is nothing but adding a constant (constant in space) in the velocity

field. Thus, after this second pressure correction step, the velocity field is still divergence

free.

When we fix the mass flow in time, the mean pressure gradient will fluctuate. It can be
shown that in fully developed channel flow, the mean pressure gradient non-dimensionalized
by the friction velocity should in average equal two [1]. The time variation of the mean
pressure gradient from one of our simulations (Case 4 in Section 3) is plotted in Figure 1.
The time-averaged mean pressure gradient over this period is approximately 1.96. This is
due to numerical inaccuracy. We also repeated the simulation with a fixed mean pressure
gradient and let the mass flow vary. This did not affect the statistics.

pressure gradient
o
®

® R

25 30 35 40
Time

Figure 1: Mean pressure gradient from Case 4

2.3 Time integration

We applied different time integration methods in order to find a method, which would
be reasonably accurate and still efficient. The tested methods were the third-order Adams—
Bashforth and a low-storage third-order Runge-Kutta. The applied time step is determined
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from condition

. Us 1\t
At = min (CFL <-[§—;z + VKE) ) R (8)
where CFL is the Courant number, which is determined by the stability requirements of
the chosen time integration method.

To obtain the solution on the new time level, Adams—Bashforth methods use results
from the previous time levels. The third-order method may be written as

=+ % (23F (u™) — 16F (u™~1) + 5F (u"7?)). (9)

,u'I’L
The drawback of these methods is that in order to increase accuracy, we need to store more
results from previous time-levels. In addition, these methods are of claimed accuracy only
for a constant time step. The third-order Adams-Bashforth method allows Courant number
0.6.

In Runge-Kutta methods, the increased accuracy is gained by taking intermediate time
steps inside physical ones. Runge-Kutta methods thus require information only from one
previous time level, and maintain their accuracy even when the time step varies. The cost
is extra computational effort. The equations have to be integrated several times in one
time step — also the Poisson-equation. We applied third-order three-stage and four-stage
Runge-Kutta methods. The three-stage method allows Courant number 1.7 and four-stage
2.8 [7]. The larger time step allowed by the four-stage method equalizes the extra cost of
taking one more intermediate time step. Thus, the four-stage method turned out to be
more efficient. The method may be written as

8
u* =u” + A" —F (u")
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where u*, u** and u*** refer to solutions on the first, second and third intermediate time
step, respectively. This Runge-Kutta method has the advantage that between the inter-
mediate time steps, we have to store only the result from the previous intermediate time
step.

We compared the third-order Adams—Bashforth and the four-stage Runge-Kutta meth-
ods in our first test case (Case 1 in Section 3). On a SGI Origin 2000, it took on average
866 CPU seconds to proceed 0.2 non-dimensional time units with the Runge-Kutta method
(CFL= 2.4) and 902 CPU seconds with the Adams-Bashforth method (CFL= 0.6). Thus,
the Runge-Kutta method was chosen to be used in the future calculations.

2.4 Spatial discretization

The spatial derivatives are evaluated with second-order central difference scheme on
a staggered grid. Pressure points are located in the middle of a computational cell, and
the velocity points on the boundaries. The streamwise velocity point is on the boundary



normal to the streamwise component etc. The staggered grid system is presented in Figure 2.
Pressure points are marked with black squares, streamwise velocity points with black circles
and wall-normal velocity points with white circles. The advantage of using the staggered
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Figure 2: Staggered grid

grid is that we have a strong coupling between velocity and pressure and thus, oscillating
pressure modes are avoided.

The discretized momentum equation for the streamwise velocity component (for the
predicted velocity) may be written as

Aus
At =Tk = Flapin + Fliviyen = Flimiop + Fpuna = F oy (1)

where the flux vectors F%, F¥ and F* are defined as

N Ou
i+1/2,5,k = TUU Ve
+1/2,5.k i+1/2,5,k
v{ou Ov
F;:?j+1/2,lc = Uy & b (3_y + 6_:5) (12)
1,5+1/2,k 1,5+1/2,k
v {Ou Ow
FY = —uw + 5 (— o —)
WJk+1/2
t,4,k+1/2 2\ 9z bz i,d,k+1/2

The velocities on the boundaries of the control volume are calculated as averages of the
neighboring values, and central difference scheme is applied for the spatial derivatives. The
other momentum equations are treated in a similar manner.

When the Poisson equation (Eq. (5)) for pressure is discretized with the second-order
central difference scheme, pressure will be connected with its six neighboring values. This
makes solving the Poisson-equation time consuming. We can, however, decouple the deriv-
atives by transforming the homogeneous directions into Fourier-space, and thus speed up
the computation. The Poisson-equation after the transformation, may be written as

2 oy ., O°D 1 du}
(~k2 — k%) 5 @_f(maxi), (13)
where p denotes the Fourier-transform of p, k, and ky the modified wavenumbers in z- and
y-directions respectively and F the Fourier-transform operator. Even though we apply the
Fourier-transform, we want to solve also the Poisson equation with second-order central
difference scheme. This is why, instead of the actual wave numbers, we use the modified
wavenumbers of the second-order central difference scheme (see e. g. [8)).
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3 FULLY DEVELOPED TURBULENT CHANNEL FLOW

In this section, we present results from our channel flow simulations at a low Reynolds
number of Re, = 360. This corresponds to Reynolds number of 5600 based on the mean
velocity. The simulations were first run for 10 non-dimensional time units. After this, the
simulations were continued at least for 88 time units and the statistics were updated after
each 0.2 time units.

3.1 The effect of the domain size on the results

We repeated the channel flow simulation in three channels with varying domain lengths
in the homogeneous directions. The domain sizes and resolution are shown in Table 1. In
Case 1 the channel was 2 channel heights long in the streamwise and 1.6 in the spanwise
direction. In Case 2 we doubled both lengths. In Case 3 the spanwise domain length was
the same as in Case 2 and the streamwise length was further enlarged to 6 channel heights.
Kim et. al [5] and Moser et. al [6] had the domain length of 27 channel heights in the
streamwise direction. In the spanwise direction, Kim et. al had the domain length of 7 and
Moser et. al of 2/37 channel heights.

In the first three simulations, we kept the grid resolution as constant. Both the stream-
wise and the spanwise spacing was AzT = Ayt = 9 in wall-units. In the wall normal
direction, the first grid point was located at 2% = 0.63 and the maximum spacing in the
middle of the channel was AzT ~ 7. In the streamwise direction, our resolution was finer
than in the reference data (Azt = 12 in [5] and Az™ = 17 in [6]), while in the spanwise
direction our grid was coarser (AyT = 7 in [5] and Ay™ = 5.9 in [6]). In the simulation
of [6], the first grid point was at 2zt =~ 0.05, and the maximum spacing in the wall-normal
direction was Azt = 4.4. The resolutions between our simulations and the reference data
can not be compared exactly because of the differencies in the applied numerical schemes.
We used second-order central difference scheme, which requires double the resolution of
spectral schemes for the same accuracy [2].

Table 1: Dimensions of the channel in Cases 1, 2 and 3

streamwise spanwise  wall-normal
1 2 3 1 2&3 1&2&3
length / channel height 2.0 40 6.0 16 3.2 1.0
length in wall units 720 1440 2160 576 1152 360
number of grid points 80 160 240 64 128 80
resolution in wall units 9 9 9 9 9 7 (max)

The adequacy of the domain lengths in homogeneous directions can be studied via self-
correlation function defined as the average of the product of velocity components separated
by distance r

Ry;u; (r) = U4 (5) ui (F+ T€r), (14)

where €, is the unit vector pointing in the direction of separation, which in the channel flow
is the streamwise or spanwise direction (no summation over index ¢). Ry;y; should become
close to zero when r approaches half the channel length, otherwise the domain restricts the
flow. In Figure 3, we plot the self-correlation Ry, of the streamwise velocity component
from Cases 1, 2 and 3 with both streamwise and spanwise separation. Here Ry, is scaled
by its value at zero separation.



The structures that require the longest domain size in the streamwise direction are the
elongated regions of high-speed and low-speed streamwise velocity in the near-wall region.
These structures are maintained by a streamwise vortex system. On the left hand side of
Figure 3, Ry, is evaluated with streamwise separation in the near wall region at 2% =~ 5.
The horizontal axis is scaled by the domain length in the streamwise direction. We notice
that at least in Case 1, the domain is too short.

In the spanwise direction, the self-correlation is evaluated in the middle of the channel,
where the spanwise flow structures are the longest. R, is plotted from Cases 1 and 2 in
the right hand side of Figure 3. We notice that the original choice for the spanwise domain
length (1.6h) was already quite good.
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Figure 3: Self-correlation Ry, with streamwise (on left) and spanwise (on right) separation

The mean velocity profiles from Cases 1, 2 and 3 are shown in Figure 4 in wall coordinates
together with the results of [6] hereafter referred to as MKM. All the cases match with the
results of MKM as they should, since we fixed the mean velocity. The root mean squares

of the fluctuating velocities v/ m are shown in Figures 4 and 5. Note that velocity is here
scaled by the friction velocity u,. All the RMS-velocities are affected by the change in the
domain sizes. However, the improvement between Case 1 and Case 2 is the most significant
and there is not a large difference between the results of Case 2 and Case 3. Spanwise
and wall-normal RMS-velocities remain underpredicted also in Case 3. The Reynolds stress
w'w’ from Cases 1, 2 and 3 is shown in the left hand side of Figure 6. Also this quantity is
affected by the domain length but it remains underpredicted and causes the wrong slope in
the total stress shown from Case 3 on the right hand side of Figure 6. For a fully developed
channel flow, the slope of the total stress is the non-dimensional mean pressure gradient,
and it should be equal to two [1]. Thus, the underprediction of u/w’ induces the low value
of mean pressure gradient discussed in Subsection 2.4.

3.2 The effect of the grid resolution on the results

Since it seemed that the domain lengths in Case 2 did not considerably restrict the
solution, we next tested the effect of the grid resolution. We used the same domain lengths
as in Case 2 and increased the resolution first in the spanwise direction (Case 4) and then in
the wall-normal direction (Case 5). The domain sizes and resolutions are shown in Table 2.
In Case 4 the spanwise resolution (Ay* = 4.8) is finer than used in the reference data [6].
In Case 5 the first grid point was located at z+ = 0.4 and the maximum spacing in the
middle of the channel was Az & 6.2. This is still coarser than in [6].

First, to examine the adequacy of the grid resolution, we look at the one-dimensional
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Figure 6: Left: The Reynolds stress u'w’. Right: Total, viscous and turbulent stresses from
Case 3.
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Table 2: Dimensions of the channel in Cases 2, 4 and 5

streamwise spanwise wall-normal
4&5 4 5 4 5
length / channel height 4.0 32 32 1.0 1.0
length in wall units 1440 1152 1152 360 360
number of grid points 160 240 128 80 96
resolution in wall units 9 4.8 9 7 (max) 6.2 (max)

energy spectrum defined as the Fourier transform of the correlation function (Eq. (14))

Iz
Euu (kz) = o Ryu (CD) €Xp (_Zk:cz) dz. (15)
o=

The energy spectra for the streamwise velocity component from Case 3 in both streamwise
and spanwise directions are plotted in Figure 7. These spectra are evaluated at 2+ ~ 5. In
the streamwise direction (left hand side), the spectrum drops off several orders of magnitude.
In the spanwise direction (right hand side), there remains considerable amount of energy
also in the smallest wavenumbers and thus, the grid is probably not fine enough in this
direction. In order to describe the streamwise vortices in the near-region, we need more
accuracy in the spanwise direction. In Figure 8, we show the corresponding spanwise energy
spectrum from Case 4, where the spanwise accuracy is increased. Now the accuracy seems
to be adequate.
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Figure 7: Ey, from Case 3 at zt a 5. Left: streamwise. Right: spanwise.

le-08

The wall-normal direction is not homogeneous, and thus the accuracy can not be studied
by examining energy spectra. The only way to test it is to repeat the simulation with a
denser grid. This is what is done in Case 5. We have the same accuracy in the streamwise
and spanwise directions as in Case 2, and we increase the accuracy in the wall-normal
direction.

Statistics from Cases 4 and 5 are compared to Case 2 and the results of (6] in Figures 9
and 10. It is seen in Figures 9 and 10 that increasing the accuracy in the spanwise direction
considerable improves the prediction of the RMS-velocities. In Case 4, the spanwise and
wall-normal RMS are only slightly underpredicted. The increased accuracy in the wall-
normal direction in Case 5 also has some effect on the results. The improvement is quite
small, but on the other hand, we did not increase the accuracy as much as in the spanwise
direction in Case 4. However, we notice that the prediction of the Reynolds stress u/w’
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Figure 8: Spanwise E,,, from Case 4 at 2z = 5.

in the right hand side of Figure 10 is not improved as much. This was already seen in
the false mean pressure gradient in Subsection 2.4. We have not yet found any reason for
the underpredicted Reynolds stress. It could be due to low accuracy in the wall-normal
direction, but this requires further studies.
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Figure 9: RMS velocities Vu'u' and vv'v’

In Figure 11, we depict the production and dissipation of turbulent kinetic energy in
wall-coordinates from Case 2 and Case 4. Dissipation was calculated from two different
definitions (labeled DEF 1 and DEF 2 in Figure 11). DEF 1 refers to the dissipation in the
balance equation of the turbulent kinetic energy and DEF 2 to the definition of “epsilon”
used in the context of turbulence models

2 -
1/{ 0u; Ou, Ou; Ou;

+ Y et ) * J €+ — i’ L A 16

€DEF1 (2 (ax;{- 6.’17;’-)) DEF2 aw;l- az;i- ( )

From Figure 11, we notice that there is only a very slight difference between these two

definitions. Moreover, in Figure 11 we see that the production is equally well predicted in

Cases 2 and 4. Instead, the plateau in the dissipation approximately at z* =~ 10 is much
better predicted in Case 4. Thus, this is where the increased resolution is mainly effective.

4 CONCLUSIONS

In this paper, we have presented results from channel flow simulations at a low Reyn-
olds number Re, = 360. We tested two third-order time integration methods — Adams—
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Figure 11: Production (left) and dissipation (right) of turbulent kinetic energy

Bashforth and a four-stage Runge-Kutta method. The applied Runge-Kutta method was
found to be more efficient in this case.

We varied the domain lengths in the homogeneous directions. We found that in this case,
the length of 4 channel heights in the streamwise direction and 3.2 channel heights in the
spanwise direction were adequate. We also repeated the calculations in a six-channel-heights
long domain, and found that the results were not essentially improved.

Once the adequate domain size was found, we tested the effect of the grid resolution.
The resolution in the streamwise direction was already good, and actually, based on the
energy spectra on the left hand side of Figure 7, even a coarser grid could have been
sufficient. As a first guess we had the same resolution in the streamwise and spanwise
directions. However, due to the streamwise vortex system in the near wall region of the
channel, a better resolution was required in the spanwise direction. When the resolution
in the spanwise direction was Ay™ = 4.8 in wall-units, the results showed good agreement
with the classical results of [6]. Only the Reynolds stress u'w’ remained underpredicted,
which resulted in the wrong mean pressure gradient. We did not find any reason why this
quantity was less effected by the grid refinement than the RMS-velocities. This could be
due to low accuracy in the wall-normal direction and it requires further studies. We also
improved the resolution in the wall-normal direction but probably not enough, since that
did not have a clear effect on the results. The results could possibly be improved further
by increasing the accuracy more in the wall-normal direction. If one wants to economize
on computation time, the accuracy in the streamwise direction could we lowered and the
channel could be a bit narrower in the spanwise direction.
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We evaluated the dissipation of turbulent kinetic enregy from Cases 2 and 4 using two
different definitions. The other is the actual dissipation and the other the definition used
in turbulence modeling. There where only very small differencies between these two. The
increased grid resolution clearly improved the prediction of the dissipation plateau near the
wall.
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ABSTRACT

A differential Reynolds stress model is implemented in a Navier-Stokes flow solver in
order to assess and to further develop corresponding algebraic Reynolds stress models. In
this paper, the differential and algebraic Reynolds stress models are introduced and the
implementation is explained in detail. As an example of the development process the
curvature correction technique is described. The results of two test cases show that the
implementation of the new model is successful and that the curvature corrected algebraic
Reynolds stress models are clearly more consistent with the underlying differential model
than the standard algebraic Reynolds stress models.

1 INTRODUCTION

Turbulent flows are strongly affected by system rotation and streamline curvature. Even
weak rotation and curvature may give significant effects on the turbulent stress tensor u;ug
It is also well known that the standard eddy-viscosity turbulence models are completely
insensitive to such effects, which is a severe defect in these models. Theoretically the
differential Reynolds stress models (RSM) have potential to model these effects provided
the modelling of each term is accurate enough. However, RSMs are very complicated and
thus not very practical. It is not at all straightforward to implement a RSM, nor is it a
computationally cheap way to obtain results. A reasonable compromise is to use algebraic
Reynolds stress models (ARSM), which can be derived from the differential ones by making
certain simplifications, i.e. neglecting the convection and diffusion of the Reynolds stress
anisotropy. This can be done either in the fixed background coordinate-system or in some
curvilinear stream-following system (curvature corrected ARSM). The consistency of the
ARSM with the differential RSM in cases of curved mean-flow path largely depends on this
choice. With the aid of the underlying differential Reynolds stress model the effect of the
ignored transport terms can be found out, and furthermore, the ability of the curvature
correction methods to approximate these terms can be reliably assessed. RS-models are
also very useful in further development of the ARSMs. Improvements on Reynolds stress
modelling could be transferred also to the algebraic level of modelling.

The algebraic models are implicit and thus not so easy to handle. ARS-models can be
turned into explicit models (EARSM), which are both numerically and computationally
more robust. The starting point of this study was that the EARSM-concept developed
by Wallin & Johansson [1] had been implemented in the FINFLO flow solver and was in
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use, but validating it was problematic without any proper point of comparison. In order
to efficiently evolve further the EARS-model a corresponding RS-model was needed in the
solver.

In the following the differential and algebraic Reynolds stress models are introduced.
The implementation of a RSM is explained in detail and some results are analysed.
2 RSM AND ARSM

The differential Reynolds stress modelling is based on the transport equations derived
for the Reynolds stress tensor

Dulu', 8 oulu;
”———<Tijk+v ”>=Pz‘j+<1>ij—€ij, (1)

Dt Oz Oz

where on the right-hand side there are the source terms: F;; is the production term, ®;; the
inter-component redistribution, and ¢;; the dissipation. Tj;x is the turbulent flux. The mean
flow produces Reynolds stresses and is represented by the production term. It can also be
understood as the rate of work done by the mean strain rate against the Reynolds stresses.
The dissipation term stands for the rate at which turbulence kinetic energy is converted
into internal heat. The redistribution term has zero trace in accordance with the continuity
equation, so it does not have an effect on the turbulence kinetic energy of the flow. Instead
it redistributes energy among the Reynolds stress components. The production term needs
no modelling since it consists of known quantities such as mean flow velocity gradients and
the Reynolds stress itself. The turbulent flux consists of turbulent transport, and pressure
diffusion; these are usually called together as turbulent diffusion. They represent the rate
of turbulence energy transport in the fluid by velocity and pressure fluctuations.

In the context of algebraic Reynolds stress modelling, it is convenient to transform (1)
into the anisotropy form. The nondimensional Reynolds stress anisotropy tensor is defined
as

w2
k - g‘si:iv (2)

where k = ulu]/2 is the turbulence kinetic energy. Using (2) and the transport equation
for k, the Reynolds stress equations may be rewritten as

. g ui;
k( Dt ‘Dgf)) B (Pi. - —k_JP) ) (eij - ijs) o ¥

On the left hand side of (3) there are the material derivative of a;; and the diffusion of the
anisotropy, which consists of the diffusion of the Reynolds stress and the diffusion of the
turbulence kinetic energy as

aij =

1,7
(@ _ Dij Y%
Dy ==t - 7D( ), (4)
On the right hand side there are the production terms, dissipation terms, and the redistri-

bution term, respectively.
The redistribution term can be modelled using the general quasi-linear model, which

reads

®.. 1 P
% — e = -—5 (C? + C%?) Qij + CzSij

(5)

C 2 C
+ 73 (aikskj + Sikag; — galksklfsij) - f(aikﬂkj — Qirakj),



where the strain rate and the vorticity tensors Q; and S;;, respectively are in their dimen-
sionless form, i.e. normalised by the turbulent time scale 7 = k& /€. The model coefficients are
set to values recalibrated by Wallin & Johansson [2]; see Table 1. Note that the anisotropic
part of dissipation e;; = ¢;;/¢ — 2/ 34;; is embedded in the model of redistribution.

Table 1: The values of the redistribution model coefficients
c? ¢t Cy C3 C4
46 1.24 047 2 0.56

The dissipation term is modelled in terms of €, the rate of dissipation of turbulence
kinetic energy. Dissipation can be treated as isotropic, since the anisotropic deviator part
of it is already included in the redistribution model. The modelled equation can be written
as

2
Eij — €45 = 561':,'6. (6)

w has been chosen as the second-scale variable, so ¢ is calculated in terms of w instead of
being determined from a differential equation. w and ¢ are related through

e = C,kw, (7)

where C,, = 0.09.
The variable w is calculated as Menter has suggested in his k — w BSL model [3]. The

transport equation for w is

Dw  w ., 0 ow o4 Ok Ow

ﬁ = 7EP—'BW +6_£Bj [(V+0’wVT) -87_7] +U@£ (8)
On the left hand side of (8) there is the time derivative and the convection term. The
first two terms on the right are production and destruction, respectively. The third one is
diffusion and the fourth one is a so-called cross diffusion term.

The diffusion term of the Reynolds stress equation includes two parts that need mod-
elling: the turbulent transport and pressure diffusion—the molecular diffusion can be com-
puted as it is. The turbulent diffusion is modelled using scalar diffusivity gradient diffusion
adopted from two-equation models. The modelled equation can be written as

oulu!,

_— 1 —
Tijk = —ujuiul — p (p’u; 7 —p’u;ﬁik) ~ oC,Tk a;k’. 9)

By substituting the general quasilinear model (5) into (3) the Reynolds stress model can
be written as

Da.;. P
T <_D;J - Dg’l)) = A [(Aa + A4-E-) aij + A15i; — (@i — Qirak;)

(10)

2
+ Az (aikskj + Sikak; — gaklstkéij)] .

The coeflicients Ao, ..., A4 are functions of the Reynolds stress model-coefficients given in
Table 1.

The corresponding ARSM is obtained in the weak equilibrium limit where the left hand
side of Eq. (10) is ignored, that is, the advection and diffusion of a;; are dropped. It is
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important to understand that the effect of ignoring the advection term Da;;/D¢ depends
on the choice of coordinate system for representing the components of a;;.

As suggested by, for example, Rodi & Scheuerer (1983) [4], and later pointed out by
Girimaji [5], Gatski & Jongen [6] and Wallin & Johansson [2], the best ARSM for curved
flows is obtained by ignoring the anisotropy advection in a suitable curvilinear coordinate
system that follows the flow in some sense. This way, the part of the material derivative of
a;; arising from the flow curvature may be approximated as

Daij

Dt ~ - (aikﬂg.) - ng)ak ) (11)

where Q( m depends only on the transformation from the inertial Cartesian background
frame to the curvilinear system. Note, that the transformation matrix varies in space. For
details, see [2]. This term can be included in the ARSM, in fact, by only modifying the
vorticity tensor because Qg) is of similar tensorial form as ;; (skew-symmetry). Redefining
the vorticity tensor in (10) as

0 = 0y — -0 (12)

corresponds to assuming the weak equilibrium in the given curvilinear system The vorticity
modification owing to curvature Q( " is related to the rotation rate vector wk ) of the local

basis of the curvilinear system by Q( )= —¢ ka( "), The rotation rate vector w( r) may be
approximated using the method proposed recently by Wallin & Johansson [2]. Th1s method
is based on such curvilinear coordinate system where the material derivative of the strain
rate tensor is minimized. Also methods based on an acceleration coordinate system have
been proposed in the literature, but this approach has recently been shown inconsistent
owing to the singular behaviour of the acceleration basis [7]. The general form of the
Wallin & Johansson method reads

L0 IT%6;; + 12MsS;; + 61I5S;
C 2173 — 121I1%

2k SpSiaepass (13)
2 j

where IIs = Sy Sy and IIIs = Sk SimSmr are the second and third invariants of the
strain-rate tensor, respectively. In two dimensional incompressible mean flows this reduces

to . i
() _ S11512 — S12511

BTN
This is identical to the formula derived by Gatski and Jongen [6] strictly for two-dimensional
mean flows.
The same explicit solution [1] is valid for the standard ARSM (iWJ) based on the plain
vorticity tensor );; and for the variant (CC-WJ) for curved flows where {2;; is replaced by
;- The resulting EARS-models will be assessed against its parent RSM in Section 4.

(14)

3 IMPLEMENTATION

The Reynolds stress turbulence model is coupled (see Ref. [8]) to the two-dimensional
version of the Navier-Stokes solver FINFLO developed at Helsinki University of Technology
in the Laboratory of Aerodynamics [9]. FINFLO employs the finite volume method as a
discretization method and utilises structured multi-block grids. The solution method is an
implicit time integration and a multigrid cycle is used to accelerate convergence.

The solution procedure starts by calculating the source terms of the Reynolds stress
equations (1) and w equation (8), which are modelled as described in the previous section.



Then the fluxes of the continuity, momentum, energy, Reynolds stresses, and w equations
are computed. The convective and diffusive parts of the flux are treated separately since
they have different kinds of mathematical and consequently numerical properties. Diffusion
causes fewer problems thus it is fairly easy to handle it with central difference. Convection
is more troublesome by nature and some more complicated methods need to be used to
calculate it.

3.1 EXPLICIT PHASE

The convective fluxes are computed separately on each cell face. The fluxes can be
evaluated in the local coordinate system, or in their Cartesian form, because of the rotational
invariance of the flux vector. After calculation, the fluxes can be transformed back into the
global coordinates. The convective flux can therefore be obtained from

F=T"'F(TU), (15)

where T is a rotation matrix and F is the flux in the local system.

The inviscid fluxes are evaluated with Roe’s flux-difference splitting method [10]: a
locally one-dimensional Riemann problem is solved approximately on each cell surface.
Unfortunately the problem becomes unsolvable when a, Reynolds stress model is used. The
anisotropic Reynolds stress components appearing in the momentum and energy equations
render it impossible to solve the eigenvectors of the Jacobians of the fuxes. Fortunately
there is a way round this problem: the Reynolds stress components in the momentum and
energy equations are divided into deviatoric and isotropic parts as

u;ug = u;u; - gkéij + §k5ij . (]_6)
———— N
deviatoric isotropic

Now the convective fluxes, too, can be divided into two parts, whereby the first containing
the isotropic share can be solved with Roe’s scheme and the other one containing the
deviatoric parts with plain central difference scheme.

The following form can be derived for the flux on the cell surface

1 el
= 5[Fl +F) -5 > el Aelé, (17)
k=1

Fiy

1
2

where A; denotes the eigenvalues and 7 the right eigenvectors of A; these are averages
of the precise eigenvalues and eigenvectors of the Jacobian matrix 4 = OF/8U. &y rep-
resent the changes in the characteristic variables. The values denoted by superscripts [
and r are obtained from MUSCL-type discretization, emphasizing the left or the right side,
respectively.

There is no need to use the flux-difference splitting method of Roe on the solid bound-
aries: the convective velocity is zero on the wall, so it is obvious that everything vanishes
except the pressure terms in the momentum equations. Usually, the wall pressure is evalu-
ated with second-order extrapolation, but the current version of the code is written using
zeroth order extrapolation. The effect of this simplification on calculations is negligible,
since pressure changes very slowly in the wall-normal direction.

For evaluation of the remaining parts of the fluxes shifted control volumes are used.
Applying the Gauss theorem to the control volume V;+% results in the following equation
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for the derivative of ¢ with respect to z at i + 3:

8¢
Virdi (‘3‘5)2%’3, = Sa,i+1,ibit1,i — Sz, Pivj (8)

+ 85435410t bt~ Szithi-3Pirdi-b

which is actually the result of central differencing if the grid is Cartesian. The derivative
with respect to y is similar. The values of left and right surfaces of the shifted volume are
already known, but the top and bottom surface values have to be approximated. The usual
way is to express them as averages of the four surrounding nodal values. The surface area
components of the shifted volumes, along with the shifted volume itself can be obtained as
averages: Sz = 3(Se,i+1,; + e i-1,5): for example.

The derivatives of the viscous fluxes are approximated with a second-order one-sided
formula on the solid walls.

For the boundary condition of w see Ref. [11] or Ref. [12].

3.2 IMPLICIT PHASE

In the implicit phase the Reynolds stresses in the momentum and energy equations are
modelled with an eddy-viscosity approach. The integration is not accurate in time but
local time stepping is used so there is no need to be more accurate. The implicit phase tries
to reach the solution quickly and considerably larger time step is permitted compared to
explicit methods.

The discretized equations are integrated in pseudo-time applying LU-factorization [13],
which is based on approximate factorization and the splitting of the Jacobians of flux terms.
The Jacobians constructed here are not the true Jacobians of the flux terms and this sets
a limit on the time step size. The approximative nature of the Jacobians used here arises
from the fact that the splitting of the convection terms is not based on the method of Roe.
In addition, the treatment of the viscous terms is simplified, and so is the linearization of
the source terms. Approximate factorization is unconditionally stable, so it does not cause
any further time step limits.

4 RESULTS

The implementation of the RSM was initially tested with a very simple test case, the
boundary layer of a flat plate. It was chosen to verify that the new model is properly
connected to the solver and that no crude programming errors resulted. Also two tests
with rotated grids were made in order to ensure coordinate invariant implementation. The
angle of the inflow was changed as well, in order to keep the situation exactly resembling
the original one. The details of the test can be found in Ref. [8].

Two different test cases are considered in the following sections: the boundary layer
on a convex-curved wall and the plane U-duct flow. Both test cases are computed using
the differential Reynolds stress model and the standard EARSM derived in the inertial
coordinate system. In addition, cases are also computed using two different curvature
corrected EARS-models [14]: one based on the strain-rate method and one based on the
streamline method. The latter method is not generalizable due to its lack of Galilean
invariance, but it can be used as a reference here because the coordinate system can be
attached to the apparatus. The results are compared with the experimental data.



4.1 BOUNDARY LAYER ON A CONVEX-CURVED SURFACE

One of the test cases is a curved boundary layer flow experimentally studied by So &
Mellor [15], where the curvature effects are isolated: the mainstream pressure gradient is
nearly zero and there is no separation. The effect of curvature in this flow can be considered
as modest. The surface is convex and certain phenomena originating from the curvature
can be seen in the results. Convex boundary layers have a stabilizing effect on Reynolds
stresses, which will therefore decrease compared to the straight boundary layers.

The computational domain consists of a straight inlet duct, where the boundary layer
initially develops, the curved section, and a straight outlet channel; see Fig 1. In the com-
putations, the length of the inlet channel is chosen so that the displacement and momentum
thicknesses of the boundary layer and the skin-friction coefficient are equal to experimental
data at s = 24in. The convex-wall geometry is the same as the shape of the experimen-
tal setup while the shape of the concave wall is designed in such way that the pressure
distribution is as close to the measured one as possible.

Figure 1: The computational grid

The grid used in the simulations consists of 320 control volumes in the streamwise
direction and 128 in the local normal direction. The height of the cells adjacent to the
convex wall is approximately 0.5 wall units. The computations were performed also using
two coarser grids: 160 x 64 and 80 x 32. The results obtained using the fine grid did
not differ from the results obtained using the medium grid; thus the results are free from
grid-dependency.

The standard EARSM converges somewhat faster than the Reynolds stress model when
considering the number of iteration cycles needed in this case. Of course the calculation
time used per one cycle has to be taken into account too: RSM needs approximately 1.5
times as long as EARSM. The stability limit of the EARSM was found to be much higher
than that of the RSM. The clear differences in the maximum CFL numbers between the
models explain—at least partly—the differences in the rate of convergence. The curvature
correction seem to not remarkably affect the stability and the convergence rate of the
computations in this case.

The skin-friction factor along the convex wall as well as the velocity and shear stress
profiles are depicted in Fig. 2. The large peak in the friction coefficient at s = 48in. is
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caused by the sudden change in curvature. Clearly, the RSM and both CC-WJ EARSMs
agree well with the measurements while the standard EARSM slightly overestimates the
friction in the convex part as can be seen also from the shear stress profile.
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Figure 2: The friction factor, the velocity profile, and the shear stress profile. The y-axis
in the latter two is distance from the convex wall in inches.

The velocity and shear stress profiles are presented in one section (s = 71in.). The
potential-flow velocity at the wall, Uy, is used as the reference velocity. All models agree
well with the measurements considering the velocity profile and the results differ from each
other only slightly. The differences can be seen more clearly from the shear stress distribu-
tion. The turbulent shear stress —u'v’ is damped by the curvature effect. The RSM and the
curvature corrected EARSMs capture this occurrence quite accurately while the standard
EARSM gives values too large. The streamline curvature enters in the RSM in two terms,
the production and the advection. The standard EARSM only involves the former effect,
whereas the idea behind the curvature correction technique is to approximate the latter
one. Thus it is clear that the standard EARSM cannot capture the phenomenon correctly.

The choice of the method to approximate wér) makes no difference in this particular case.

4.2 PLANE U-DUCT FLOW

The plane U-duct flow experimentally studied by Monson et al. [16, 17] is a flow with
strong curvature effect, since the radius of curvature is of the same order as the length scale
of turbulence. In this case, however, the curvature effect is not so isolated as in the So &
Mellor case discussed in the previous section: in addition to the streamline curvature, there
are strong pressure gradients, flow separation, and some three-dimensional phenomena.
Therefore, it is unrealistic to expect excellent agreement with the experiments.

The computational domain extends 4h upstream from the beginning of the curved section
and 12h downstream from the end of the curved section; h is the channel height. The inlet
boundary conditions were approximated from the experimental data. The computational
grid consists of 288 x 160 control volumes in the streamwise and transverse directions,
respectively. The heights of the volumes adjacent to the walls vary from 0.2 to 1.2 wall
units. The simulations were repeated also using a coarser grid (144 x 80). No significant
differences were found in the results obtained with the fine and coarse grids. The Reynolds
number based on the channel height and the bulk velocity is 10°.

The velocity and shear stress profiles (in the curvilinear wall-tangential/normal system)
are presented in Fig. 3 at two locations: in the beginning of the curved part (§ = 0°) and in
the middle of it (§ = 90°). The differences in the velocity distributions are almost negligibly
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Figure 3: The velocity profiles (upper row) and shear stresses (lower row). On the left

6 = 0° and on the right § = 90°.
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small. This is because the pressure-gradient strongly dominates over the Reynolds-stress
gradient in the mean-momentum equations.

The differences between the predicted shear stresses are large already in the beginning
of the curved section. The strain-rate based correction allows best agreement with the
measurements near the convex wall. The RSM and the streamline correction also give
shear-stress profiles close to the measured data. The standard EARSM predicts a shear-
stress profile that largely follows the strain rate and is therefore of opposite sign with the
experimentally observed values, except in the immediate vicinity of the wall. Near the outer
wall, the CC-WJ variants seem to overestimate the shear stress to some extent while the
standard EARSM and the RSM give good results.

In the middle of the curved duct (6 = 90°), the shear stress is almost zero on the inner
side of the duct, except in the near-wall region. The RSM and both CC-WJ EARSMs
are in a quite good agreement with the experiments the curvature corrected EARSMs
behaving slightly better while the standard EARSM predicts rather large positive values.
On the outer side of the duct, all models agree rather well with each other but not with the
measurements: the predicted shear stresses are by far too low. This difference is likely due
to streamwise Taylor-Gortler vortices typically found in concave-curved boundary layers,
see Ref. [17]. Such vortices should be distinguished from the turbulent motion because they
are quite deterministic in structure. The present two-dimensional computations obviously
are not capable of capturing such vortices, and the turbulence models are not designed to
handle such non-turbulent instability phenomena. The effect of these vortices is, however,
included in the measured stresses. The effect of this is also seen in the velocity profiles
near the outer wall. Experiments indicate fuller profile than the computations due to the
enhanced mixing of the streamwise mean-momentum.

5 CONCLUSIONS

Theoretically the differential Reynolds stress models have potential to model complex
flows provided the modelling of each term is accurate enough. However, RSMs are very
complicated which leads to time-consuming computations. Moreover, it is not at all straight-
forward to implement such a model in a flow solver. On the other hand, the basic models
are fast and easy to implement, but the results may not only be slightly inaccurate but
seriously wrong. Therefore, a choice between efficiency and accuracy needs to be made.
Explicit algebraic Reynolds stress models are a reasonable compromise. The accuracy of a
corresponding differential Reynolds stress model is partly lost, but a more robust, effective,
and easier-to-handle turbulence model is obtained. By further development the behaviour
of the EARSM can be modified to resemble the corresponding RSM without losing the
benefits of algebraic equations. The curvature correction method has proven effective con-
sidering curved flows. With the aid of the underlying differential Reynolds stress model the
effect of the ignored transport terms can be found out, and furthermore, the ability of the
curvature correction methods to approximate these terms can be reliably assessed. Thus a
differential Reynolds stress model was needed in the FINFLO flow solver.

The implementation of a differential Reynolds stress model was examined in detail. The
RSM, the curvature corrected EARS-models, and the standard EARSM were assessed in a
boundary layer on a convex wall with modest curvature effect and in a U-duct flow with
strong curvature effect. The predicted results were compared with the experimental data.
The results show that the implementation of the RSM can be considered successful. The
curvature-corrected methods were observed to approximate the ignored convection of the
anisotropy tensor quite well in both cases giving results that are clearly in a closer agreement
with the differential Reynolds stress model than the standard EARSM.
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LENNON SIMULOINTI

J. STROM

TKK / Aerodynamiikan laboratorio
PL 4400, 02015 TKK
e-mail: john.ostrom @hut.fi

TIOVISTELMA

Lentokaluston rakenteiden vdsymisiin médritykseen liittyvissi tutkimuksissa tarvitaan tietoa
kisiteltdvin lentokoneen liikehdinnén aikaisista ohjainpintapoikkeutuksista aerodynaamisten
kuormien médritystd varten. Tidstd syystd on kehitetty HUTFLY2 -lennonsimulointiohjelmisto,
joka mahdollistaa monimutkaisen lennonohjausjirjestelmin mallintamisen lentokonemallin osana.
HUTFLY?2-ohjelmistoon on nyt laadittu Suomen ilmavoimien F-18C Hornet -torjuntahavittijas
kuvaava lentokonemalli. Mallin siséltivan simulaattorin avulla voidaan tutkia ohjainpintojen
asentoja liikehdinnén aikana ja midrittdd vaadittavat ldhtotiedot aerodynaamisten kuormien
laskentaa varten. Tutkimus on osa laajempaa Hornet-torjuntahivittijin elinifin madrittimiseen
liittyvdd Suomen ilmavoimien rahoittamaa tutkimushanketta. Tassi artikkelissa esitetddn lyhyesti
sekd lennonsimulointiohjelmiston etti lentokonemallin komponentit ja toiminta.

1 JOHDANTO

Lentomekaniikalla tarkoitetaan lentivien kappaleiden lentoratojen ja kiyttdytymisen tutkimista
ja ennustamista. Lentomekaniikan tutkimuksen yhtend paikeinona ovat tyypillisesti eritasoiset
lentosimulaatiot, joissa kappaleiden lentoa lasketaan integroimalla ajan suhteen numeerisesti
niiden liikettd kuvaavia, mekaniikan peruslaeista johdettuja differentiaaliyhtélsita. Liikeyhtalsita
varten on pystyttivd méfrittiméién lentokoneeseen kohdistuvat voimat ja momentit kullakin
ajanhetkelld. Téhén vaaditaan tietimysti lentokoneen aerodynamiikasta,
lennonohjausjérjestelmésti, massajakaumasta ja propulsiojirjestelmisti.

Lentokoneiden rakenneikianalyyseja varten on pystyttdvd médrittiméiin lentokoneeseen
liikehtimisen aikana kohdistuvat aerodynaamiset kuormat. Niiden laskennallista madrittimisti
varten on puolestaan oltava tieto lentokoneen aerodynaamisesta muodosta. Lentokoneen
ohjainpintoja poikkeuttamalla muutetaan lentokoneen aerodynaamista muotoa ja niin ollen
ohjainpintapoikkeutukset on médritettivd aerodynaamisia laskuja varten. Nykyaikaisten
hévittijilentokoneiden lennonohjausjirjestelmisti johtuen ohjainpintapoikkeutusten mi4rittiminen
ei ole suoraviivaista. Ohjainpintojen asennot eivit ole riippuvaisia vain hetkellisesti lentotilasta ja
ohjaamon ohjainten asennosta. Ohjausjirjestelmé on ajasta riippuva ja ohjainpintojen asentoihin
vaikuttaa my®ds aikaisempi liikehdintd, kuormaustilanne seké lentokoneen vaste liikkeen aikana.
Niin ollen ohjausjérjestelmdd ei voida tarkastella erilldéin, vaan tavoitteen saavuttaminen vaatii
tdydellisen  lentosimulaation laadintaa. Tassd  artikkelissa tutustutaan  nykyaikaista
havittdjalentokonetta kuvaavaan lennonsimulointiohjelmistoon.
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2 HUTFLY2 LENNONSIMULOINTIOHJELMISTO

Edelld esitettyi tarvetta varten on kehitetty lennonsimulointiohjeimisto [1], joka mahdollistaa
my6s monimutkaisten ohjausjarjestelmien mallinnuksen simulaatioissa. Sivutuotteena on syntynyt
myos reaaliajassa ohjattava lentosimulaattori. HUTFLY?2 on Matlab/Simulink -ympiristossid (2]
toimiva, kuuden vapausasteen lennonsimulointiohjelmisto, joka sisdltdd myds tarkasteluihin
sopivia visualisointeja (kuva 1). Ohjelmisto on rakenteeltaan modulaarinen, joten sitd voidaan
kéyttas eri lentokoneiden lennon simulointiin. Simulaatiota voidaan kiyttdd joko erdajotyyppisend
tai reaaliaikaan synkronoituna, aika-askeleen ollessa vililldi 0,001-0,01s. Reaaliaikaan
synkronoinnin saavuttaminen riippuu tdysin kiytettédvin lentokonemallin monimutkaisuudesta ja
vaatii luonnollisesti riittdvin tehokkaan tietokoneen. F-18C Hornet -lentokonemallia kiytettdessd
reaaliaikaan verrannollinen nopeus saavutetaan tietokoneella, jonka prosessorin kellotaajuus on
luokkaa 2,0GHz ja muistin médrd 512Mt.

Lennonsimulointiohjelmisto on toteutettu Simulink-lohkokaaviona kiyttden vain peruslohkoja.
Niin toiminta on voitu varmistaa myds minimilisenssilld ja kd#nnettiessd malli Real-Time
Workshop -lisdosalla [2] nopeammin suoritettavaksi koodiksi. Laajuudeltaan simulaattori kisittdd
lentokonemallista riippuen noin 4000 lohkoa. Simulaattorin modulaarisuus on toteutettu littimalld
lentokonemalli  simulaattoriin  yhtend osana, joka sisdltdid lennonohjausjarjestelmin,
aerodynaaminen mallin, massajakaumamallin sekd moottorimallin. Lohkokaaviotasolla on pyritty
ottamaan huomioon kaikki mahdolliset riippuvuudet alijirjestelmien vélilld siirrettivissd
signaaleissa. Simulaattorin muokkaaminen tarvittaessa on helppoa, miki tosin saattaa aiheuttaa
muutostarpeen lentokonemallin osiin. Ohjelmisto sisltdaz alkutilanteen médritystd, ohjaustavan
valintaa, simulaation suoritusta ja tulosten jatkokisittelyd helpottavan valikkotyyppisen
kayttoliittyman.
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Kuva 1. HUTFLY 2-simulaattori kidytossd



Simulaatio-ohjelmistossa kiytetyt visualisoinnit perustuvat pisosin VRML (Virtual Reality
Modeling Language) -grafiikkaan [3]. Simulaation aikana lentokoneen lentoa voidaan tarkastella
reaaliajassa erillisen kolmiulotteisen nikymin avulla (Virtual Reality toolbox [2]). Lasketusta
lennosta  voidaan tallennettujen tulosten perusteclla tallentaa tiedostoon animaatio
kolmiulotteisessa maailmassa. Animaatioita voidaan tarkastella vapaasti saatavilla olevaa selaimen
lisdosaksi asennettavaa ohjelmaa kiiyttien. Lennon laskennan aikana voidaan lentokoneen
liiketilaa tarkastella myos ActiveX-komponentein (Dials&Gauges toolbox [2]) toteutetun
yksinkertaisen lentokonemittariston avulla. Simulaatiota voidaan ohjata tiedostolla, muuttujilla tai
tietokoneeseen Kkytketyilld ohjaimilla. Ohjaustavat mahdollistavat titen myds koelennoilla
tallennettujen ohjauskomentojen syttimisen simulaatioon tai lentosimulaattorimaisen pelaamisen.

2.1 ILMAKEHAMALLI

Ilmakehdmalli pitdd sisdlldin maan ilmakehdn stationaarit ominaisuudet [4] sekd epi-
stationaarit ominaisuudet [5,6] 32km korkeuteen asti. Laskettavia stationaareja suureita ovat
ilmanpaine, limpdtila ja tiheys, joiden avulla voidaan edelleen miirittis kineettinen paine ja
Machin luku. Epistationaareja suureita ovat tuulien, puuskien ja turbulenssin aiheuttamat nopeus-
ja  kulmanopeuskomponentit. Tuuli- ja puuskaprofiilien sekd kuuden vapausasteen
turbulenssimallin avulla voidaan tutkia lentokoneen vastetta ilmakehin hiirisihin. Lisiksi voidaan
analysoida kohinaisten takaisinkytkentisignaalien vaikutusta lennonohjausjérjestelmin toimintaan
ja aikaansaada realistinen ympéristo tarkasteluille.

2.2 LIKEYHTALOT JA ASENNON ESITTAMINEN

HUTFLY2 on lentokoneen lentoa tasaisen maan p#illi laskeva kuuden vapausasteen
simulaattori. Lentokoneen rakenteella ei siis ole vapausasteita. Simulaattorissa kiytetddn jaykin
koneen liikeyht#lditd, joissa rakenteen elastisuus huomioidaan stabiliteettiderivaatoissa
(kvasistaattisten poikkeamien menetelmi). Aerodynaamisten voima- ja momenttikertoimien seki
tiettyjen lentokonetta ja lentotilaa kuvaavien parametrien avulla voidaan mésrittis lentokoneeseen
vaikuttavat aerodynaamiset voimat ja momentit. Nimi kii#nnetizin sopivaan koordinaatistoon,
huomioidaan todellisen painopisteaseman ja referenssiaseman ero seki lisitisin muut vaikuttavat
voimat ja momentit (propulsiojirjestelmd ja maan vetovoima). Niin saatujen lentokoneeseen
vaikuttavien voimien ja momenttien avulla voidaan masrittis paikka ja asento maahan sidotussa
koordinaatistossa. Liikeyht#loissd asennon madrittimiseen kéytetddn tavallisesti Eulerin kulmia
[7]. Kulma ¢ tarkoittaa lentokoneen kallistuskulmaa, 6 pystyasentokulmaa ja y lentosuuntaa.
HUTFLY2-ohjelmassa Kkiytetdsn Eulerin kulmien sijasta niin kutsuttua neljgn parametrin
menetelmdd (Quaternion method) [8,9]. Nidin Eulerin kulmia kaytettidessd lentokoneen
pystyasennoissa esiintyvit singulariteetit voidaan vilttii. Lentokoneen asennon madritys neljan
parametrin menetelméd kiyttden suoritetaan madrittimilli ensin lentokoneeseen kohdistuvien
momenttien avulla kulmakiihtyvyydet:

@=-Jox(Jo+H)+J'M (1)
jossa J on inertiamatriisi (3x3), alkioina lentokoneen hitausmomentit ja -tulot. H on pyérivien

osien, kuten moottorien ahtimien ja turbiinien, kulmaliikemidrid kuvaava vektori (3x1) ja M
lentokoneeseen kohdistuvia momentteja kuvaava vektori (3x1).
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Lentokoneen kulmanopeuksia kuvaavat vektori w ja siitd laajennettu matriisi £, ovat seuraavat:

0 P Q@ R

P
-P 0 -R
=0 ja Qq=_Q R 0 _QP 2
R

-R -0 P O

joissa P on kulmanopeus lentokoneen x-akselin, Q y-akselin ja R z-akselin suhteen. Akselit on
esitetty kuvassa 2. Yhtilostd 1 integroitujen kulmanopeuksien avulla voidaan mérittad
lentokoneen uusi asento neljin parametrin menetelmélld integroimalla yhtilod

. 1
qp =_5'Qqqp+ﬂ"qp (3)

jossa g, on nelji asentoparametria (qo, 41, g2 ja g3) sisdltdvd vektori. Eulerin teoreeman mukaan
miki tahansa reaalinen yhden koordinaattijirjestelmén kierto toisen suhteen voidaan kuvata
kierrolla tiettyyn kulmaan yhden kiintedn akselin suhteen. Téssd esitystavassa kolme ensimmiistd
parametria (go -..g2) ovat x-, y-, ja z-suuntaiset vektorit maahan sidotussa koordinaatistossa, jotka
kuvaavat koneen pituusakselin. Viimeinen parametri (¢;) kuvaa kierron tdmén akselin suhteen.
Vektori on normeerattu pituudeltaan arvoon yksi, jonka ylldpitimiseksi integroinnissa on
kiytettivi rydmintikorjausta. Ryémintikorjauskerroin voidaan mérittdd seuraavasti:

A=1-(g2 +q2 +q> +q%) 4)

Neljan parametrin menetelmén avulla esitetystd asennosta pidstidn suuntakosinimatriisin (B)
avulla havainnolliseen Eulerin kulmiin perustuvaan asentomairitykseen. Eulerin kulmien ja neljan
parametrin esityksen viliseksi yhteydeksi suuntakosinimatriisin kautta saadaan:

@+qi-q¢2—-q¢ 2-(q,°9,+9,95) 29940 %)
B= 2‘(‘?1'92“‘?0"?3) qg_‘i’az"'qzz_%z 2'(9’2"?3"“?0'9’1)
2-(¢°0:+9 %) 200~ @) %-4-%+a% )

o= tan'l(Z—sz f=—sin(b;) w= tan_l(b12 )

33 bll

jossa b;-termit ovat B-matriisin alkioita. Muunnoksessa esiintyvd mahdollinen singulariteetti
viltetddn sopivalla ATAN-funktiolla. Suuntakosinimatriisia tarvitaan myds
koordinaatistomuunnoksiin liikeyht#ldiss4, joten sen laskenta ei aiheuta ylimé4rdistd tyota.

3 LENTOKONEMALLI

Lentokonemallin tulee kuvata mahdollisimman tarkasti lentokoneen aerodynamiikka,
lennonohjausjirjestelmé, massajakauma sekd propulsiojarjestelmd. HUTFLY2-ohjelmiston
kehitysvaiheessa kiytettiin saatavilla ollutta F-16A -hévittdjilentokonetta kuvaavaa mallia. Téssd
kisiteltivd lentokone, F-18C Hornet, on pédosin alumiinirakenteinen yksipaikkainen
kaksimoottorinen Suomen ilmavoimien kiytossi oleva torjuntahivittdji. Lentokonemallia voidaan
helposti muokata Kisittimésin myds kaksipaikkainen D-versio. F-18C -torjuntahdvittdjdssd on



kaikkiaan 11 itsendisti digitaalisen lennonohjausjirjestelmén kontrolloimaa ohjainpintaa.
Ohjainpinnat, niiden poikkeutusten merkkis4éinnét ja lentokoneen akselit on esitetty kuvassa 2.

Kuva 2. F-18C Hornet lentokonemallin aerodynaamisten kertoimien seki
ohjainpintapoikkeutusten merkkisdinnot ja lentokoneen akselistot [10]

3.1 AERODYNAAMINEN MALLI

Lentokoneen  aerodynamiikan kuvaaminen on erittdiin monimutkaista erityisesti
liikehtimiskykyisten hévittdjalentokoneiden tapauksissa. Aerodynaaminen malli pitdd sisillazn
(stabiliteettiderivaattoja), joiden avulla muodostetaan lentotilaa vastaavat voima- ja
momenttikertoimet (Cp, Cy, C ja C, Cp, Cp). Kertoimista puolestaan saadaan dimensiolliset
voimat ja momentit kertomalla ne kineettiselld paineella, valitulla referenssipinta-alalla ja
momenttien osalta my0s sopivilla referenssipituuksilla. Stabiliteettiderivaatat on tallennettu
taulukoihin, joista ne haetaan lineaarisella interpolaatiolla lentotilan mukaisesti. Tyypillisid
hakuparametreja pituusliikkeen stabiliteettiderivaatoille ovat kohtauskulma, Machin luku ja
lentokorkeus, lateraaliliikkeen stabiliteettiderivaatoille myds sivuluisukulma. Kuten aikaisemmin
todettiin, stabiliteettiderivaatat siséltdvit lentokoneen rakenteen elastisuuden aerodynaamiset
vaikutukset. Tyypillisesti vaikutus huomiocidaan erillisen, esimerkiksi kineettisestd paineesta
riippuvan, korjauskertoimen avulla. Aerodynaamiset voima- ja momenttikertoimet muodostetaan
stabiliteettiderivaattoja siséltivien polynomilausekkeiden avulla. Esimerkiksi F-18C:n mallissa
vastuskerroin méiritetdsin seuraavasti:

(6)

CD = CDM_"_C + CDwrr + CDb‘,, . 5" + CDJ/ - 6f + (CDe_R + CD:_L )+ CDJSB i JSB + CDX

jossa vastuskerroin on jaettu seuraaviin osiin:
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Cp,,,. Machin luvusta ja kohtauskulmasta riippuva perusvastus

Cp, - C D, johto- ja jéttdreunalaippapoikkeutusten (J,, dy) aiheuttamat vastuslisit
Cp, ,Ja Cp, , oikean ja vasemman korkeusvakaimen poikkeutusten aiheuttama vastus
Cp,,, vastuskorjaus normaalivoimakertoimen ja Machin luvun mukaan

Cp - lentojarrupoikkeutuksen (dsp) aiheuttama vastuslisd

C p, muut vastuslist, joita ovat esimerkiksi ulkoisten kuormien vastus

tuhannesta kymmeniin tuhansiin. HUTFLY2-simulaattoriin muodostettu F-18C:n aerodynaaminen
malli sisaltis noin 108000 datapistettd 77 taulukossa. Taulukkojen dimensioiden méiréd vaihtelee
yhdestd neljasn. Datapisteiden suuri miird johtuu matriisien hakukriteerien yhdistimisests,

Mallin aerodynaaminen data on talletettu helposti tarkasteltavassa ja muokattavassa muodossa
Excel-taulukoihin, joista se voidaan apuohjelman avulla pdivittdd automaattisesti Matlabiin.

F-18C -lentokonemalli on muodostettu valmistajan dokumenttien [10,11] perusteella ja se
kattaa kiytinnossi koko lentokoneen lentoalueen suuria negatiivisia kohtauskulmia lukuun
ottamatta. Malli kuvaa lentokoneen aerodynamiikkaa “Fighter Escort’-kuormauksessa (2 AIM-9
-ohjusta siivenkirkiripustimissa ja 2 AIM-7 -ohjusta runkoripustimissa) ja "Aufo-flap-up”-
konfiguraatiossa (AFU). Mallin nopeusalue on Mach 0,2-2, kohtauskulma-alue n. -10-90°,
sivuluisukulma-alue -20-20° ja lentokorkeusalue 0-60000ft. Alueiden ulkopuolella parametrien
arvot ekstrapoloidaan. Aerodynaamiseen malliin voidaan tarvittaessa lisitd lentoonldhtd- ja
laskeutumiskonfiguraatiossa kiytettdvit taulukot.

3.2 LENNONOHJAUSJARJESTELMAN MALLI

Hzvittsjalentokoneiden ohjaustekniikalle on tyypillistd useiden ohjainpintojen poikkeuttaminen
samanaikaisesti tietyn liikkeen aikaansaamiseksi. Koneen lennonohjausjérjestelmé pattés lentdjan
vilttamsttd tiedd, mitd ohjainpintaa tietyssa tilanteessa poikkeutetaan. Simuloitaessa nykyaikaisen
havittijilentokoneen lentoa onkin selvidd, ettd lennonohjausjirjestelmd lentotilaa mittaavine
sensoreineen on pystyttiva mallintamaan tarkasti.

F-18C -malliin on mallinnettu viimeisin versio Suomen ilmavoimien koneissa olevasta
digitaalisesta lennonohjausjirjestelméstd. Mallinnettu lennonohjausjarjestelmd on hieman
yksinkertaistettu valmistajan dokumenteissa [12,13] esitetysti. Lennonohjausjérjestelmén ja
muiden  sen  tarkkailemien  jérjestelmien  oletetaan  toimivan  hiiridittd,  eikd
signaalinvalintalogiikoita tai toimintaa hiiritilanteissa ole mallinnettu. Téssd vaiheessa malli
sisdltdd aerodynaamista mallia vastaavan lennonohjausjérjestelmén toimintatilan. Valmius muiden
tilojen kiyttdon on siilytetty ja jirjestelmd voidaan hyvin pienin muutoksin saattaa toimimaan
niissd. Lentoonlihtd- ja laskeutumisvaiheessa kiytettavin ”Power Approach’-tilan kayttdminen
vaatii kuitenkin vastaavan konfiguraation mallintamisen aerodynaamiseen malliin.

Jarjestelmé on mallinnettu Simulink-lohkokaaviona kayttden peruslobkoja, joita mallissa on
noin 2500. Mallista on muodostettu sekd alkuperdisen jérjestelmén mukainen diskreetti versio ettd
jatkuva-aikainen approksimaatio. Diskreetin mallin suuresta laskentataajuudesta johtuen erot



mallien vililld ovat mitittomat. Esimerkkinid lennonohjausjirjestelmdmallin rakenteesta on
kuvassa 3 esitetty kallistusohjauskanavan kallistuskulmanopeustakaisinkytkent.
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Kuva 3. F-18C:n lennonohjausjirjestelmin kallistusohjauskanavan osa

Aktuaattorimalleina kiytetddn valinnan mukaan joko monimutkaisia lohkokaaviomalleja tai
yksinkertaista siirtofunktiota sopivalla muutosnopeusrajoituksella. Aktuaattorimalleihin on
myShemmin tarkoituksena lisitd ohjainpinnan aerodynaamisen saranamomentin mukaan

madrittyvd suurin muutosnopeus. Tilld hetkelli muutosnopeuden maksimiarvot ovat
kuormittamattomien aktuaattoreiden arvoja.

3.3 MASSAJAKAUMAMALLI

Lentokoneen massa, hitausmomentit ja painopisteasema muuttuvat polttoaineen miérén j
kuormaustilanteen mukaan. Lentokoneen massajakaumamalli kuvaa niitid ominaisuuksia ja niiden
muuttumista lennon aikana. Tarkimmissa massajakaumamalleissa otetaan huomioon myds
polttoaineen loiskekulman vaikutus lentokoneen liikehtiessd. Koska F-18C:n aecrodynaaminen
malli siséltédd tdssd vaiheessa vain tietyn kuormauksen, rajoittuu massajakaumamalli tihiin
tilanteeseen. Néin ollen massa, painopisteasema ja hitausmomentit sekd -tulot ovat vain
polttoaineen massan funktioita. Propulsiojirjestelmémallista saatavan polttoaineen massavirran
avulla massajakaumamallissa méritetdan uusi polttoaineen massa ja edelleen muut suureet.
Suureiden médritys on toteutettu aerodynaamista mallia vastaavasti taulukoista interpoloimalla.
Kuvassa 4 on esitetty lentokoneen pituussuuntaisen painopisteaseman muuttuminen polttoaineen
mddrdn funktiona, ja siitdi voidaan havaita eri polttoainetankkien sijainnin  vaikutus
painopisteaseman siirtymiseen.

30

Painopisteasema %MAC

Massa [kg]

Kuva 4. Pituussuuntaisen painopisteaseman riippuvuus polttoaineen massasta
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3.4 PROPULSIOJARJESTELMAMALLI

Lentokoneeseen vaikuttavat aerodynaamisten voimien ja momenttien sekid maan vetovoiman
lisiksi propulsiojirjestelmidn aikaansaamat voimat ja momentit. Niiden mérittimiseksi on
mallinnettava lentokoneen propulsiojirjestelmd. Propulsiojirjestelmén malli voi olla
yksinkertainen sopivilla viiveilld varustettu tyontdvoimataulukko tai monimutkainen tarkasti
moottorin fysiikkaa kuvaava malli. Massajakaumamallia varten on pystyttivd mallintamaan
polttoaineen massavirta. Moottorimallissa médritetddn myds moottorien pydrivien osien

Simulaattori on toteutettu siten, ettd tarvittaessa propulsiojirjestelmédmallin avulla voidaan kuvata
myds tydntdvoimansuuntausta kayttévit moottorit.

F-18C:n mallissa kiytetdén yksinkertaista ldhestymistapaa, koska tarkkaa tietoa moottorin
toiminnasta ei.ole ollut saatavilla. Lentokoneeseen sidottu koordinaatisto on valittu siten, ettd
moottorien  tydntévoimavektori yhtyy x-akseliin. Moottorien tydntdvoima méiritetdin
kaasukahvan asennon, ajan, Machin luvun ja lentokorkeuden funktiona interpoloiden
muodostetuista tySntévoimataulukoista. Moottorimalliin on lisdtty viiveitdi mallintamaan
moottorin kithtyvyytts.

4 LENTOKONEMALLIN VALIDOINTI JA KAYTTO

Edelld esitettyjen komponenttien avulla voidaan muodostaa tarkasteltua lentokonetta kuvaava
lennonsimulointiohjelmisto. Simulaatioita voidaan ohjata eri tavoin ja niisti tuloksina saadaan
lentokoneen rataa, asentoa, lentotilaa, ohjainpintojen asentoja ja muita tarkasteltavan lentokoneen
ominaisuuksia kuvaavia parametreja. Ennen kuin tuloksia voidaan kéyttid muissa tutkimuksen
osa-alueissa, on niiden riittdvistd oikeellisuudesta varmistuttava. Simulaattorissa kaytettdvin
lentokonemallin validointi on ensiarvoisen tirke#d. Validoinnissa pyritdin soveltamaan
mahdollisimman laajasti tunnettua tietoa lentokoneen ja lennonohjausjérjestelmén toiminnasta.
Validoinnin péikeinoina olevia taajuusvaste- ja aikahistoriavertailuja voidaan suorittaa valmistajan
dokumenteissa esitettyihin tietoihin. Aikahistoriavertailuja voidaan my6s tehdd Suomessa

koelennoilla tallennettuun dataan.

Esimerkkiné simulaation ja F-18C -lentokonemallin validoinnista ja toimivaudesta esitetiin
vertailu koelennolla lennettyyn silmukkaan. Koelennolla on tallennettu lentokoneen lentotilaa
kuvaavat parametrit ja lentdjin ohjainliikkeet. Simulaattorilla on laskettu sama liike kdyttden
koelennon lihtétilannetta ja tallennettuja lentijin ohjausliikkeitd. Tarkeimmét lentotilaa kuvaavat
suureet ja ohjainpintapoikkeutukset on esitetty kuvassa 5.
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Kuva 5. Lennetty silmukka; vertailu koelennon ja simulaattoritulosten valilli

Kuvaajista voidaan havaita, etti lentokoneen vaste ja ohjainpintapoikkeutukset vastaavat
koelennoilla tallennettuja melko hyvin. Virheiti aiheutuu erityisesti lentonopeuden eroista johtuen,
koska lennonohjausjirjestelmén vahvistukset riippuvat piasiallisesti juuri siitd. Ero
lentonopeuksissa puolestaan johtuu pazosin moottorimallin antaman tyéntdvoiman ja todellisen
tyontdvoiman vélisistd eroista. Ilman ldmpétila ei tissd vaiheessa ole moottorimallissa mukana
tyontovoimaan vaikuttavana parametrina. Lisiksi koelennon kuormaus ei vastaa simulaatiossa
kaytettyd kuormausta. Massajakaumamallin suureet korjattiin koelentokuormausta vastaaviksi,
mutta aerodynaamisessa mallissa kuormauseroa ei voitu huomioida. Simulaattorissa oletettiin
lentoarvoantureiden olevan ideaalisia. Todellisuudessa lentoarvojérjestelman mittaamat parametrit
saattavat erota todellisuudesta huomattavasti. Ilmakehd oletettiin standardi-ilmakehiksi ja ndin
ollen paikallisen lampétilan vaikutus ilman tiheyteen ja Machin lukuun ji huomioimatta. Kaikki
nidmi tekijit voivat muuttaa tuloksia suuntaan tai toiseen.

Simulaattorin kdyttiminen on laaditun kiyttoliittymén avulla kohtuullisen yksinkertaista.
Selvind puutteena voidaan kuitenkin mainita tasapainotilan maédrityksen mahdollistavan
aliohjelman puute. Niin ollen lentokoneen lshtotilanne tulee mérittéis tarkasti ennen simulaation
suorittamista. Tdméa voidaan tehds esimerkiksi suorittamalla simulaatio ilman ohjainkomentoja ja
tallentamalla sopiva tila varsinaisen simulaation lahtotilanteeksi. Tama on mahdollista, koska
lennonohjausjérjestelmi pyrkii stabiloimaan lentokoneen vaakalentoon.
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5 JOHTOPAATOKSET

F-18C -hivittdjilentokoneen eliniin médrittimiseen tihtdzvissd tutkimuksissa pyritddn
selvittamiin lentokoneeseen kohdistuvat kuormitukset. Aerodynaamisten laskujen ldhtdtiedoiksi
vaaditaan tieto lentokoneen aerodynaamisesta muodosta, johonm ohjainpintapoikkeutuksilla
vaikutetaan. F-18C -lentokoneen mallilla varustetulla HUTFLY?2-lennonsimulointiohjelmistolla
voidaan médrittdd ohjainpintapoikkeutukset lentokoneen liikehtiessd. Simulaation on todettu
toimivan luotettavasti ja tuottavan riittivin tarkkoja tuloksia tdmén Kaltaisiin tutkimuksiin.
Simulaattoria ja lentokonemallia pyritdsin tulevaisuudessa kehittimidin. Aktuaattorimalleihin
lisdtdsn  aerodynaamisten saranamomenttien vaikutukset ja itse ohjelmaan kehitetétin
tasapainotilanmidrittimisrutiini. Aerodynaamiseen malliin ja lennonohjausjérjestelmdmalliin
lisitddn ”Power Approach’-konfiguraatio tarpeen mukaan ja aerodynaamisiin taulukoihin listdin
eri kuormausvaihtoehtoja.
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TOVISTELMA

Tytén tavoitteena on kuvata ongelmakentts, joka kytkeytyy suutinteknologioiden (rajoitettu
suutinvirtaus, pisaroitu suihkuvirtaus) ja mikrokanavistojen soveltamiseen elektroniikan
jééhdytyksessi. Tyossd keskitytdin niihin fysikaalisiin  ilmi6ihin, jotka kytkeytyvit
lémménsiirtoon  jaghdytettdviltd pinnalta virtausaineeseen. Lisiksi otetaan huomioon
sovelluskohteen asettamat erityisvaatimukset.

Suutinteknologioihin ja mikrokanavistoihin pohjautuvia jazhdytysprosesseja on vaikea hallita,
koska fysikaalisten ilmiéiden mi#rd on suuri. Siten prosesseihin vaikuttavia parametrejakin on
paljon, kuten virtausaineen neste- ja kaasufaasin aineominaisuudet (tiheys, viskositeett,
ominaislimpd, lammoénjohtavuus, pintajannitys), virtausnopeus ja suutinparametrit (halkaisija,
muoto, etdisyys jédhdytettivistd pinnasta, suihkun kulma). Ndiden parametrien kytkeytyminen
lamménsiirtoprosessiin on tunnettava ennen kuin teknologioita voidaan soveltaa elektroniikan
jédhdytykseen.

1. JOHDANTO

Elektroniikan limpovirrantiheydet kasvavat pakkaustiheyksien kasvaessa seki miniatyyrisoinnin
ja puolijohdetekniikan kehityksen seurauksena. On ennustettu, ettdi komponenttitasolla
maksimiarvo nousee yli 100 W/cm® seuraavan kymmenen vuoden aikana /1/.
Puhallinjaghdytyksen teho on rittimitén ndin suurille limpovirrantiheyksille. Kaupallisesti
saatavilla olevat vesijadhdytteisetkdan jashdytyslevyt eivit ole rittédvin tehokkaita jaihdyttimasn
ndin suuria tehotiheyksid. Pinta-alaltaan suhteellisen suurien jazhdytyslevyjen soveltuvuus on
muutenkin huono, koska elektroniikassa huipputehot ovat tyypillisesti paikallisia. Kehitteilld onkin
paikallisia  jazhdytysmenetelmis, joiden  tehokkuus  pohjauttu  limménsiirtoketjun
johtumisvastusten minimoimiseen seki tehokkaaseen konvektiiviseen limménsiirtoon nesteess.

Tybssd kuvataan paikallisia jaihdytysmenetelmis, joiden tehot kirjallisuudessa esitettyjen
kokeellisten tulosten perusteella riittivit elektroniikan kasvavien lampévirrantiheyksien
jadhdytykseen. Potentiaalisina paikallisina jizhdytysmenetelmini suurille lampovirrantiheyksille
néhddén suutinteknologiat (rajoitettu suutinvirtaus ja suihkuvirtaus) ja mikrokanavistot.
Molemmissa teknologioissa toimitaan virtausteknisesti vaativissa oloissa.
Virtauslaskentaohjelmistot ~ eivit tarjoa insindoritydkaluja nididen jaihdytysmenetelmien
simulointiin. Alan lehdissi julkaistu materiaali on rajoittunut kokeellisiin tuloksiin.

Jaghdytyssysteemin suunnittelussa on otettava huomioon ne erityisvaatimukset, jotka kohdistuvat
elektroniikkatuotteisiin (Taulukko 1). Luotettavuus on kriittisin tekiji. Jirjestelméin on toimittava
hiiri6ttémasti d4riolosubteissakin, jotka saattavat vaihdella #iripaistd toiseen samalla tuotteella.
Komponenttien liitosldmpétilat on kuitenkin pystyttivd pitdmiin alhaisina ja sovelluskohteesta
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riippuen saatetaan vaatia myds tasaista pintalimpotilaa. Lisdksi toimintaympariston lampoétila
saattaa olla korkea, jolloin jazhdytysaineen ja jédihdytettivin pinnan vélinen lampétilaero jaa
pieneksi. Useissa sovelluskohteissa tehotasot vaihtelevat ajan funktiona.

Elektroniikkatuotteita koskevat tiukat standardit ja direktiivit. Limpoteknisten vaatimusten lisaksi
lamposuunnittelu kytkeytyy esim. meluun ja turvallisuuteen, ja siten niitd koskevat standardit on
otettava huomioon.

Taulukko 1. Elektroniikan asettamat erityisvaatimukset jadhdytysjirjestelmille.

Vaatimus elektroniikkatuotteelle Vaatimus jidihdytysjirjestelmille
Luotettavuus - hdiri6tdn toiminta
Toimivuus - toimittava pienelld jadhdytettivin pinnan
- alhaiset liitosldmpdtilat ja virtausaineen viliselld lampétilaerolla
- tasainen pintalimpdtila - hallittu jaghdytysprosessi
Vaihtelevat kéyttoolosuhteet - nesteen kichumispiste rittavan korkea
- laaja lampétila-alue (n. -50...100 °C) - nesteen jadtymispiste riittdvén alhainen
- lampotilasyklit - nesteen aineominaisuuksien
- tirind lampétilariippuvuus huomioitava
- partikkelit - limpolaajeneminen huomioitava
- mekaanisesti luja rakenne
- suljettu kierto
Valmistettavuus - valmistettava rakenne
Kiytettavyys - kevyt
- purettavissa huoltoa varten
Kustannukset - edulliset valmistus-/kdyttokustannukset
- livoskierto
Standardit / direktiivit, esim: - ei suuria nopeuksia / paineiskuja
- melu - nesteen leimahduspiste rittivan korkea
- paloturvallisuus - ympiristéd vahin kuormittavat
- ymparistd materiaalit
- suljettu livoskierto

2. METODIT
2. 1. Soveltuvat virtausaineet

Vesiliuoksien kiytto jadhdytysnesteeni rajoittuu episuoraan jadhdytykseen, koska vesi ei ole
yhteensopiva elektroniikkakomponenttien kanssa. Toimintaympéristén ldmpétilan ollessa 0 °C
alapuolella veden sijasta on Kkiytettivi alhaisemman jd4tymispisteen omaavia vesiliuoksia.
Episuoraan elektroniikan jadhdytykseen soveltuvina vesiliuoksina on esitetty esim.
propyleeniglykoli- tai vetyperoksidiliuoksia /2/. Propyleeniglykolin viskositeetti on huomattavasti
korkeampi kuin veden (Taulukko 2), mik# heikentii sen soveltuvuutta. Vetyperoksidin
tapauksessa on otettava huomioon, etti sen ominaisuudet riippuvat voimakkaasti ja usein
epimonotonisesti seossuhteesta /16/. Myds metanolia on esitetty potentiaalisena vaihtoehtona 12/,
mutta sen alhainen leimahduspiste (12 °C) rajoittaa kiyttod elektroniikkasovelluksissa.



Elektroniikan suoraan jishdytykseen soveltuvat dielektriset virtausaineet. Tutkimuksissa eniten
kiytetyt virtausaineet ovat FC-72 ja FC-87. FC-87:n alhaisen kyllistyslimpétilan seurauksena
saattaa pumpun kavitaatio aiheuttaa ongelmia, ja siten sen kiyttd elektroniikkasovelluksissa on
rajallista /3/. FC-nesteiden limpétekniset ominaisuudet ovat huomattavasti heikompia kuin vedells
(Taulukko 2). Myés pintajénnitys on oleellisesti alhaisempi.

Taulukko 2. Aineominaisuuksia (Lampétilassa T=25 °C, ellei toisin mainita).

Neste Tiien | Tjsun p n c A cp AH, Ref.
°C | °C | kg/m®| Pas N/m |W/m°C|J/kg°C| kikg | //

vesi 100 | © 996 | 8,7e-4 | 7,2¢-2 | 0,61 | 4073 | 2500 | 2,4

propyleeni- 2,5

glykoli, 220 | 27 | 1039* | 5,1e-32 0,352 | 3490 | 1567

50 til-%

veyperoksidi, | 114 | 52 | 1190 | 1e3 | 7.6e2 | 054 | 3352' | 1950 | 67

50 p-%

FC-72 56 1680 | 6.4e-4 | 1e2 | 0,057 | 1100 | 88 8

FC-77 97 1780 | 1,3e-3 | 1,3e-2 | 0,063 | 1100 | 89 8

FC-87 30 1650 | 4,5e-4 | 09e-2 | 0,056 | 1100 | 103 8

Viittaukset : ' T=20 °C, > T=27 °C.
2.2. Soveltuvat jadhdytysteknologiat
2.2.1.  Rajoitettu suutinvirtaus (confined jet impingement)

Rajoitettua  suutinvirtausta pidetisn potentiaalisena menetelménd suurten paikallisten
lampé&virrantiheyksien jashdytykseen. Suutinvirtauksen soveltuvuutta elektroniikan suoraan
jédhdytykseen on tutkittu kokeellisesti. Virtausaine FC-72 on suihkutettu suoraan jédhdytettivin
sirun pintaan. Taulukossa 3 on esitetty testiparametrit. Myds erilaisia suutingeometrioita on
testattu. Lampétilaero jaghdytettidvin pinnan ja nesteen vililld on ollut 10 °C yksifaasivirtauksessa.
19/

Taulukko 3. Testiparametrit suutinvirtauksen tutkimuksessa. /9/

suuttimen leveys, W 0,127 — 0,508 mm
kanavan korkeus, H 0,127-5,08 mm
H/W 1-20
virtausnopeus 0,5-12 m/s

Tutkimusten perusteella suuttimen muodolla ei ole vaikutusta yksifaasivirtauksen limménsiirtoon.
Suuttimen suoran osuuden pituuden suhde suutinaukon leveyteen pitdd olla riittivin iso, jotta
saadaan tasainen virtaus tSrméyskohtaan ja virtauskanavaan. /9/

Suutinaukon muodolla on oleellinen vaikutus suutinvirtauksen limménsiirtoon. Suorakaiteen
muotoinen suutinaukko soveltuu parhaiten elektroniikkakomponenttien jishdytykseen, koska silld
voidaan saada tasainen pintalimpétilajakauma. Térmiysalue on suurempi kuin pyoreilld aukolla
ja virtausnopeus kanavassa on likimain vakio toisin kuin pyéreslld aukolla, jolloin virtausnopeus
pienenee reunoja kohti. Pydrein muotoisen suutinaukon ongelmana onkin epitasainen
lampétilajakauma jaihdytettivalld pinnalla, koska limmonsiirto heikkenee térméyskohdan
ympérilld nesteen levitessi reunoille. Tasaisempi pintalimpétila saataisiin useaa suutinta kéyttien,
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mutta tillsin vierekkdisten suutinvirtausten tormiyskohtaan muodostuu vaikeasti hallittava
virtauskentti pyorteineen ja rajakerroksen irtoamiskohtineen. /9/

Tutkimusten mukaan limménsiirron tehokkuus riippuu voimakkaasti suutinaukon leveydests,
mutta ei kanavan korkeudesta. Jos aukon leveys on pieni suhteessa jadhdytettivéin pintaan,
trmiysalueen siirtoprosessien sijaan ldmmonsiirron tehon madrdd kanavavirtaus. T&ll6in
suutinvirtauksen nopeus ja jaghdytettdvdn pinnan koko ovat midrddvid tekijoitd. Nesteen
tilavuusvirran minimoimiseksi voidaan kasvattaa virtausnopeutta kiyttimilld mahdollisimman
pienti suutinaukkoa, mutta samalla suuttimen painehdvio kasvaa. Tasaisen, ennustettavan
virtauksen saamiseksi virtausnopeuden pitdd olla mittdvin suuri. Alhaisilla suutinaukon
virtausnopeuksilla kanavistoon muodostuu takaisinvirtausalueita. /9/

Pinnan ja nesteen vilisid siirtoprosesseja voidaan tehostaa kasvattamalla siirtopinta-alaa pinnan
mikrorakenteilla. Kokeellisesti on tutkittu 1,02 mam syvyisid 0,305 mm levyisii uria, sekéd 1,02 mm
korkuisia neliskanttisia ripoja, joiden sivun pituus on 0,305 mm. Niiden avulla limmdnsiirto
tehostuu huomattavasti, eiki painehdvié nouse oleellisesti, koska suurin hévid tulee suuttimessa.
10/

Faasimuutoksen hyddyntimisti rajoitetussa suutinvirtauksessa on myos tutkittu kokeellisesti.
Etuna on suurten limpévirtojen siirtyminen pienelld pintalimpétilan kasvulla. Kuplakiehumisen
alueella toimittaessa pitid varmistua, ettei pinta kuivu ja ylikuumene. Kriittinen limp&virrantiheys
(CHF) ja pinnan kuivumismekanismi riippuvat virtausnopeudesta. /10, 11/

2.2.2. Pisaroitu suihkuvirtaus (spray cooling)

Pisaroitu  suihkuvirtaus on toinen potentiaalinen menetelmd suurten paikallisten
lampévirrantiheyksien jéshdytykseen. Elektroniikkasovelluksissa suihku muodostetaan paineen
avulla (plain orifice spray). Korkeapaineisen ilman avulla atomisoitu suihku vaatisi ilman poiston
livoskierrosta. Ilman lasndolo monimutkaistaisi myds kondensoitumista. Suutinvirtaus on herkka
suuttimen virtaushairidille, joita voi syntyd pienienkin valmistusvirheiden seurauksena tai
suuttimen tukkiutuessa. Suutinmateriaalin tulee olla korroosion ja eroosion kestivad, ja
nestekierrossa tulee olla suotimet tukkeutumisen estimiseksi. /12/

Virtauksen pisaroitumiseen vaikuttavat suutinaukon yldvirran turbulenttiset voimat seki alavirran
aerodynaamiset voimat. /12/ Pisaroitumisen seurauksena muodostuu eri kokoisia pisaroita, jotka
virtaavat eri nopeuksilla ja eri liikeratoja pitkin. Pisaroiden kuvaukseen kiytetdin Sauterin
halkaisijaa, joka riippuu Weberin ja Reynoldsin luvuista. Suutinpaineen ja suuttimen etdisyyden
jaghdytettaviltd pinnalta on oltava mittivin isoja, jotta suihku on hydrodynaamisesti tdysin
kehittynyt ennen torméysti. Heikko pisaroituminen heikenti oleellisesti limmonsiirtoa. /3/

Pisaroidun suihkuvirtauksen soveltuvuutta elektroniikkakomponenttien suoraan jaghdytykseen on
tutkittu kokeellisesti. Virtausaineena on kiytetty FC-72:a, jota on suihkutettu suoraan
jaghdytettavin sirun pintaan. Komponenttikotelon sisallé on ollut myds lauhdutin. Taulukossa 4 on
esitetty testiparametrit. /3/



Taulukko 4. Testiparametrit suihkuvirtauksen tutkimuksessa. /3/

suutinaukon halkaisija 0,762-1,7 mm
suihkukulma 46,4-55,8 °
alijaghdytys 13-33 °C
tilavuusvirta 3,53-7,57-10° m’/s
Sauterin halkaisija, SMD 110-225 pm

Optimaalinen jizhdytys saadaan silloin, kun suihkuvirtaus kohdistuu jadhdytettivin sirun koko
pinnan alueelle. Tdmd sidddetdsn suutinkulmalla ja suuttimen etdisyydelld pinnasta. Oikein
kohdennetulla suihkulla saavutetaan tasainen pintaldmpétila. Seki yksifaasilimmonsiirto ettdi CHF
kasvavat nesteen tilavuusvirran kasvaessa. Suurilla tilavuusvirroilla limpévirrantiheyden kasvu
limpdtilan funktiona ei ole kiehumisen alueella oleellisesti suurempaa kuin yksifaasivirtauksen
alueella. /12/ Suurilla Weberin luvuilla (suuri tilavuusvirta, alhainen pintajinnitys) tihed
pisarasuihku muodostaa paksun nestekalvon jaihdytettivin pinnan péille, joka vaimentaa
nukleoitumista. Sen sijaan pienilldi Weberin luvuilla pisarat tormiivit suoraan jidhdytettiviin
pintaan. Hoyrykuplat nukleoituvat tehokkaasti pinnalla seisovaan nesteeseen. Vaikka pisaran

virtausnopeus  méirdd paikallisen, hetkellisen limménsiirron tehokkuuden, nesteen
tilavuusvirrantiheys méérdéd suihkun tehokkuuden. /3/

2.2.3. Mikrokanavistot (micro channel flow)

Suntinteknologioiden lisiksi mikrokanavistoihin pohjautuvia teknologioita pidetdan potentiaalisina
elektroniikan jadhdytykseen. Mikrokanavistojen hydraulinen halkaisija vaihtelee 1-200 pm /13/.
Rajakerroksen paksuus on pieni, ja limmdnsiirto tehokasta. My®és siirtopinta-ala kasvaa suureksi.
Pumppauksessa voidaan hyodyntis elektro-osmoosia /13, 14/,

Mikroskaalassa toimittaessa jd#hdytettdvin pinnan ja nesteen vilisen faasirajapinnan ilmiét
korostuvat. Pinnankarheus ja rajapinnan elektrokinetiikka vaikuttavat voimakkaasti virtaukseen,
eikd kuvaukseen riitd Navier Stokesin yhtdlst. Virtaus muuttuu laminaarista turbulentiksi jo
alhaisella Reynoldsin luvulla. N#enndinen viskositeetti ja kitkakerroin ovat huomattavasti
suurempia kuin virtausopin teorioiden mukaan. /13/

Mikrokanavistoilla saavutetaan suuria limménsiirtotehoja ilman suutinvirtaustakin. Niiti voidaan
hyodyntd3d myo6s epdsuorassa jadhdytyksessi kanavoimalla jaidhdytyslevy. Kun mikrokanavistot
ovat jighdytyslevyn sisilld, lammonsiirtoketjuun ja4 suhteellisen suuri vastus komponentin ja
jadhdytyslevyn rajapintaan, vaikka kdytettiisiin ns. interface-materiaaleja. Limménsiirto onkin
tehokkaampaa rakenteessa, jossa mikrokanavistot ovat suoraan yhteydessi komponentin
pohjalevyyn (base plate) /15/. Tehokkaimmassa rakenteessa kanavistot on sijoitettu suoraan
alustaan (substrate) /15, 16/. Suorassa jadhdytyksessd on kuitenkin kiytettdvd dielektrisid
virtausaineita.

Mikrokanavistojen avulla voidaan saavuttaa tasainen pintaldmpétila /14/, ja jadhdytysnesteen ja
jddhdytettivén pinnan vilinen limpétilaero voi olla pieni /16/. Mikrokanavistorakenteet ovat
mekaanisesti lujia. Limpolaajenemisen kannalta alustaan kytketty kanavisto on paras /16/. Se on
kuitenkin kallis valmistaa, ja siten soveltuvuus on rajoitettu kohteisiin, joissa pieni
pakkaustilavuus on kriittinen tekiji /15/. Elektro-osmoosiin perustuva pumppu toimii hiljaisesti,
eikd siind ole mekaanisia osia /14/.
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3. TULOKSET

Kirjallisuudessa esitettyjen kokeellisten tulosten yhteenveto on koottu taulukkoon 5. Rajoitetun
suutinvirtauksen yksifaasilimménsiirron teho ei riitd jaghdyttdiméin 100 W/em*a. FC-nesteiden
limmonsiirron  tehostamiseksi pitid kasvattaa siirtopinta-alaa mikrourilla, tai hyddyntid
faasimuutosta. Faasimuutokseen pohjautuvien suutinteknologioiden jézhdytystehot ovat yli 100
W/cm?. Samoin mikrokanavistoihin pohjautuvien jaghdytysmenetelmien tehot.

Mikrokanavistojen painehivist ovat suhteellisen pienid jidhdytystehoon ndhden verrattuna
suutinvirtauksiin. Pisaroidun suihkuvirtauksen havi6t ovat suurimmat.

Taulukko 5. Jadhdytysmenetelmien jadhdytystehoja ja painehéviditd.

Jiadhdytysmenetelmi Maksimi Painehivid Lihde

jadhdytysteho kPa

W/em?

Rajoitettu suutinvirtaus
- yksifaasivirtaus ~20 0,070-140 9
- mikrouritus 275 10
- alijaghdytys + faasimuutos 250 11
- alijaghdytys + faasimuutos + mikrouritus 400 10
Pisaroitu suihkuvirtaus
- alijaahdytys + faasimuutos 166 ¥ 276 3,12
Mikrokanavistot
- jaahdytyslevyssi (heat sink) >100 13
- alustalla (substrate) >400 64 15

4. POHDINTA

Jaahdytysjirjestelman  yksinkertaisuuden ja tilantarpeen kannalta yksifaasilimmonsiirtoon
pohjautuva jaghdytysprosessi olisi parempi kuin faasimuutosta hyédyntdvd prosessi. Rajoitetun
suutinvirtauksen yksifaasilimmonsiirron tehokkuus yltid 100 W/cm?n limpévirrantiheyteen, kun
jashdytettivi pinta on mikrouritettu. Mikrokanavistojen yksifaasilimmonsiirron tehot voidaan
saada vastaavalle tasolle jopa epésuoralla jadhdytykselld. Mikrokanavistorakenteiden painehéviot
suhteessa jashdytystehoon ovat alhaisempia kuin suutinvirtaukseen pohjautuvilla rakenteilla.

Mikrouritettujen jashdytyslevyjen (epasuora jazhdytys) kiyttdonottoa helpottaa kylmilevyjen
(cold plate) kiytostd saadut kokemukset, koska vesiliuokset soveltuvat molempiin
jadhdytysjirjestelmiin. Sen sijaan liuoksen koostumus voi olla erilainen. Mikroskaalassa
toimittaessa ne aineominaisuudet, jotka hallitsevat rajapinnan ilmi6itd, ovat merkittdvid
valintakriteereja.

Lampévirrantiheyksien kasvaessa yli 100 W/cm® tarvitaan suoraa nestejadhdytysti. Suorassa
jashdytyksessd virtausaineena voidaan kayttdd vain dielektrisid nesteitd. Niiden kiytén hallinta
tuo omat haasteensa, koska limpétekniset ominaisuudet ja pintajannitys poikkeavat veden arvoista
(Taulukko 2). Alustaan rakennetuilla mikrokanavistoilla voidaan jaghdyttdd useiden satojen
W/cm?® lampévirrantiheyksid yksifaasivirtauksella.

Faasimuutosta hyodyntivd jaihdytysjarjestelmid on monimutkaisempi. Jaghdytysjarjestelméin
liuoskiertoon ei voida kytkedi komponentteja sarjaan, vaan poistovirtaus on ohjattava



lauhduttimelle. Komponenttikohtaiset lauhduttimet lisiisivit komponenttien tilantarvetta, miki on
ristiriidassa miniatyyrisoinnin kanssa.

Suuren painehédvion lisiksi suutinvirtauksen huonona puolena on sen herkkyys virtaushiiriéille.
Suuttimen tukkeutuminen, suuttimen valmistuksen epatarkkuus tai jddhdytettivin pinnan
rosoisuus aiheuttavat hiirisitd, jotka muuttavat jadhdytettivin pinnan ohuen rajakerroksen
virtausta.  Hallitsematon  jadhdytysprosessi saattaa aiheuttaa pinnan  kuivumisen ja
ylikuumenemisen. Jizhdytysmenetelmiin luotettavuus on varmistettava ennen sen soveltamista
elektroniikan jighdytykseen.

5. MERKINNAT

Tkieh  kiehumispiste, °C
Tjddh  jaatymispiste, °C

p tiheys, kg/m’

c pintajdnnitys, N/m

A limm&njohtavuus, W/m°C

n dynaaminen viskositeetti, Pas
AHv  hdyrystymislimpo, kJ/kg

cp ominaislimps, J/kg°C

w suuttimen leveys, mm

H virtauskanavan korkeus, mm

SMD  Sauterin halkaisija, pym
CHF  kriittinen ldmpévirrantiheys, W/cm?
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