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MIXTURES AND PHASE CHANGES IN SOLID- MECHANICS

Michel FREMOND

Service de Mathématiques

LABORATOIRE CENTRAL des PONTS et CHAUSSEES
Jeune Equipe du C.N.R.S.

LABORATOIRE de MODELISATION des MATERIAUX

et des STRUCTURES du GENIE CIVIL

58 bld Lefebvre - 75732 PARIS Cedex 15 (France)

1. INTRODUCTION

At the microscopic level a mixture of materials is made by the juxtaposition of
different components. Concrete for instance is made of cement paste, aggregates,
liquid water, water vapor and air. Being considered at the macroscopic level by
an engineer, concrete appears to be completely homogeneous. At this scale,
chosen for this paper, it is wise to describe it within the porous media theory.
Then the different components are present at any geometrical point with propor-
tions B,. We decide these quantities to be state variables. The free energy of
the mixture can depend on the B's. Focusing on this idea, we immediately encoun-
ter a difficulty : the proportion B's are not independant quantities. They sa-

tisfy some constraints, for instance

0<p, <1, (1)

and

Z B. = 1. (2)

The first one results from the definition of the B's. The second one is a physi-
cal property : if the sum is lower than one, voids appear and if it is greater,
interpenetration occur. So relation (2) means that no void and no interpenetra-
tion appear. Relation (2) being physical, it can be taken into account by the
free energy. Thus the free energy depends on the B's.

If we choose the more simple dependence to ensure relations (l) and (2), we des-
cribe the classical ice-water phase change (paragraphe 2) or the unusual mecha-
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nical properties of shape memory alloys (paragraph 6).

With more sophisticated dependencies on the B's, we describe the behaviour of
soils submitted to frost action (paragraph 3 and 5) as well as the humidity evo-
lution in porous media (paragraph 7). Pseudo-potentials of dissipation allow to
take into account hysteresis phenomena.

Let us emphasize an other advantage of this theory : the resulting partial dif-
ferential equations are coherent and existence and uniqueness of solutions can

be dérived [2], [11]. Numerical methods are well settled and result in robust
cbmputer programs.

2. AN EXAMPLE. ICE-WATER PHASE CHANGE

Let us consider melting ice, 1i.e., an intricate mixture of ice and water. To
describe this mixture, it is wise to define the volumetric proportion of liquid
water B(x,t) depending on point x and time t. Of course it satisfies

0 < B(x,t) <1, (3)
As free energy of the mixture Y we choose

- Bl + (1-8)F + T,

where ¥ and ¥, are the volumetric free energies of pure liquid water and pure

ice. They are

¥ (T) = - CT Log T - (T-T,),

Ty
¥, (T) = - CT log T,

where T 1is the absolute temperature, C the heat capacity and £ the latent heat
of phase change at the phase change temperature T;.

The mixture free energy ¥ takes into account the possible interactions between

ice and water.

~Function. @h depends on B which must satisfy relation (3). Let us impose to ¥,

only one property : relation (3) is satisfied. This is performed by choosing
AU (T;8) = TI(B)

where I is the indicator function of the interval [0,1] (I(x) = 0 if x € [0,1],



I(x) =+ if x & [0,1]) (figure:2 in the annex).

Note. The temperature T multiplies I in @h. Then the internal energy has the

usual expression
¥
e =¥ . T—=CT + £8.
aT
As the free energy ¥ of the ice water mixture depends on B, the second principle

of thermodynamics within the small perturbations assumption [16], gives for any
actual evolution of the mixture

v . < A
asB_O’ (4)
. B .
where B = 3—. It means that relation (4) is satisfied for any velocity B. It is
) =

natural to assume the ice-water phase change to be non dissipative, i.e.,

relation (4) is an equality. It gives
alIJ(TB 0
% (P -0

This relation is the constitutive law for B.

3
Let us investigate its consequences. The computation of Ey or rather of the sub-

differential of ¥ (the set of all the slopes of the tangent lines to ¥, see
figure 3 in the annex) gives

o & (T-T,) TI(B) 2 0O 5
—_— . - + -
B To 0 ’ (5)

any negative number, if B
with dI(B) = ¢ O , 1if 0
any positive number, if B =

Al
~® o
e
b

It is possible to solve the equation (5) or

)
TOL(8) = L(B) 3 = (T-Ty),
0

i.e., to compute @ depending on the Celsius temperature T-T, (figure 3 in the

annex). The result is

¢ B =1, if the Celsius temperature is positive. There is only ‘liquid
water !

®* B =0, if the Celsius temperature is negative. There is only ice !

* 0 <B <1 at 0 Celsius. We have melting ice. 4



It is clear that the non dissipation assumption for the phase change results in
the well known properties of pure water freezing and thawing.

The internal energy as a function of the temperature is shown in figure 4. This
graph is very often the basic data for the description of ice-liquid water phase
change. Indeed it results from the fact that the phase change 1is not
dissipative.

B=1

WATER

0<PB<! MELTING ICE

rd

T-To

ICE

Figure 4
Internal energy of the water versus the Celsius temperature. This relation
results from the non dissipation assumption.

3. UNFROZEN WATER CONTENT IN FROZEN SOILS [6]

Let us deal with a more complex situation where the results are more creative.
Engineers and physicists have been puzzled by the unusual behaviour of soils
submitted to frost actions : they heave with an amplitude far more greater than
the one which can be predicted from the density variations of the water. Experi-
ments have also shown that there exists unfrozen water in frozen soils at sligh-
tly negative temperatures ({20]. This is due to actions of the solid skeleton
onto the liquid water. Can continuum mechanics and macroscopic thermodynamics
account for this phenomenon ? To see that it is possible, let us choose as.for
the mixture free energy ¥ an expression a little bit more sophisticated

¥ (T,8) = Th(B),

where h(B) is a convex function shown in figure 5.
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Figure 5
The convex function h describing the action of the porous medium onto
the water.

AP

Bo

Figure 6
The graph 8h"1(£(T-T0)/T0T)). It gives the unfrozen water content versus the

Celsius temperature. A part 1-B® of the water freezes at 0°C. The other part Bo

is progressively frozen when the temperature decreases below 0°C.




It represents the action of the skeleton onto the liquid water. Again let
us assume the phase change to be non dissipative. It yields from the second

principle that

E— (T-T,) + T QE(B 30
T, o 3B ) '

This relation gives the graph : unfrozen water content versus the Celsius tempe-
rature T-T;. It fits with the physical observations (figure 6).

4. HYSTERESIS. DISSIPATIVE PHASE CHANGE

Certain materials submitted to thermal actions encounter phase changes which are
progressive and not plain as in the water case. This is the case of some glues
or motre generally of thermal hardening materials. In this case the phase change

can even be irreversible.

It 1is clear that these phenomena are dissipative. Let us assume the dissipation

to be described by a pseudo-potential of dissipation ¢(B) (161, [19]. The func-
tion @ is convex, positive and zero at the origin. The inequality (4) is satis-
fied by choosing the following constitutive law

a0 (T,8) 22 (8) (6
8 s 3B " )

The more simple function ® is a quadratic one. Then relation (6) gives

kB e(T’T‘ Tah 3 0 k > 0 7)
T+ TE® 30, (k>0 (7)

If h =1 it results from (7) that

.
k8 = — (T-T,) for 0 <@ < 1.
0

This equation gives the characteristic loops of hysteresis.

. k . .
I1f we choose P(B) = ;(B)2 + I"(B) where I is the indicator function of the po-

S

sitive number (I*(x) = 0 if 2 = 0, I*(x) = 4+ if x < 0), (6) gives

KB + 3I* (B) + 3¥(B) 3 0,



. any negative, if ﬁ = 0,
. + .
the empty set, if é < 0.

It shows that B is always positive : it describes the irreversible phase change
of thermal hardening materials (figure 7).

A Bilt)
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Figure 7
Evolution of hardened glue content versus the temperature T-T, which increases

from 8, to 6, and then decreases from 0, to 8,. The phase change begins as soon

as the temperature is positive. When the phase change is completed the hardened

glue content remains constant. If the temperature decreases before the phase

change is completed, it stops when the temperature becomes negative. It will
resume when the temperature reaches again positive values.

5. SOIL FREEZING

As we have seen before, freezing of humid soils produces large heaves. They re-
sult from an accumulation of ice and from an increase of the porosity €. Then it
is rational to choose € as a state variable. Then the free energy depends on T,
B and € : ¥(T,B,€) [5].

Assuming there is mno dissipation with respect to € and B, the second principle
gives '

g
P (T,B,€) =0, (8)



o
g (T;B,e) - 0. (9)

These relations describe the porosity and the unfrozen water content versus the
temperature. With a simple choice of ¥, the porosity appears to be a decreasing
function of the temperature as seen in experiments.

These experiments also show that this dependence is not quite fairly omne to one.
Then it is useful to introduce a dissipation with respect to €. The equation (9)

becomes
op . o)
— (,T) + — (T,B,€) = 0.
O0€ o€

The investigation of this relation in a neighbourhood of the Celsius T-T; and a
simple choice of ® give

. - —eqdr-141
£ = - X(T-Tpde 1 07, (10)

for the negative Celsium temperatures,

€ & - cg(6-8,)(T-Ty), '~ (10)
for the positive Celsius temperatures. The constant X is large. The quantity €

is the unfrozen porosity. The constants c,; and c; are positive.
The two relations (10) quantify the well known facts

1. contrasted behavior of soils at slightly negative temperatures (increase
of porosity and frost heave) and at positive temperature (progressive coming
back to the initial unfrozen soil porosity) ;

2. large dissipation (i.e. slow evolution of the porosity) at negative tem-
perature far away from the phase change temperature.

These results are a part of a predictive theory of the frost action on soils.
This theory has been used in the french designing methods of roads and new rail-
way tracks [7].

As an example, picture 8 shows a core of frozen soil. One can notice the ice ac-
cumulation where the temperature has been slightly negative for a long time.
This picture can be compared to the computed displacements (figure 9) and to the
computed porosity versus the depth (figure 10).



0.260E00 m

heuteur
e e e e |
SR e
- _— . - > P M
Sy ot
T ——— < — g

—
- e

Oa n L -------

Picture 8 Figure 9

Picture 8. Core of frozen soil. The soil has been frozen at the top. Water
has been available at the bottom. Note the important changes of structure due
to ice accumulation.

Figure 9. Computed displacements of the core of picture 8 due to the frost ac-
tion. The frost heave is 2cm. The length of the core is 26cm.
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Figure 10
Computed porosity of the core of picture 8. Note the important increase of
porosity where the temperature has been 0°C for a long time.

6. SHAPE MEMORY ALLOYS

Let wus apply the theory to an other subject and consider a metal, mixture of
three phases as an example of shape memory alloy [17].

6.1. INTRODUCTION

Some metallic alloys have unusual behaviours : they can be permanently deformed
(up to 8% in traction) and recover totaly their initial shape by simple heating.
This is the one shape memory phenomenon. Moreover shape memory alloys can be
educated, 1i.e. treated by thermomechanical actions, to have a two shape memory.
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Educated shape memory alloys remember two shapes : the one at low temperature
and the other at high temperature. Heating and cooling are sufficient to make
them evolve from one shape to the other. All those phenomena are due to an aus-

tenite-martensites phase transformation (1], [4], [10], [17].

At the microscopie 1level the alloy is formed by geometrical juxtaposition of
crystals of some martensites and of austenite. At the macroscopie level, the one
we will deal with, it is convenient to consider that each phase is simultanously
present at each point with proportion we denote by B;. To simplify we assume

there exist only two martensites.

The introduction of the three new quantities : By, B, proportions of marte-
nsites, B; proportions of anstenite, will provide a coherent description of the

unusual and surprising behaviour of the shape memory alloys.

The three dimension model [12] 1is based on classical thermomechanics [16]. To
our best knowledge the other models we know of are one dimension and based on
rather sophisticated free energies {1], [3], [10]. Conversely the free energies
we introduce are simple and classical. As some of the others our model describes
the mechanical actions by a second gradient theory [15]. This is necessary if we
want to take into account all the mechanical actions which induce phase

transformations.

In this framework the equations describing the evolution of a structure made of

shape memory alloys are well-posed [8].

The 'second gradient theory equilibrium equations are recalled in paragraph 2.1.
The constitutive laws are derived from the second principle of thermodynamics
(paragraph 2.2.). Paragraph 2.3. focus on the strain-stress mechanical re-
lationship and the one shape memory effect. The two shape memory effects and the
education are described in paragraph 2.4. The equations of the thermomechanical
model are given in paragraph 2.5.

6.2. THE MODEL [12].

6.2.1. Equilibrium equations.

We have already noted that the behaviour of the shape memory alloys depends hea-
vily on their composition described by the B,'s. These proportions can be modi-
fied by thermal actions but also by mechanical actions. Mainly they are surface
actions. Among them, there are surface tractions but also surface couples and
surface double forces. It seems necessary to include those mechanical actions in
the mcdelisation. It is known that the classical first gradient theory for the
internal forces does not allow surface double forces or couples. To take them
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into account, we need a second gradient theory [15]. We do retain it, but having
in mind to describe the main features of the behaviour we choose the more simple
theory. Also for the sake of simplicity, we remain within the small perturbation
assumption. In the second gradient theory [15], the virtual power of the inte-

rior forces is defined by

P= - J;O{oe@) + M grad div v)d®,
a1
€y =305 V5,40,

for any smooth domain D and any velocity v. The interior forces are the usual

stresses and a vector M. Integrating by parts, we obtain
o=+ ﬁn(oij,j-Me,ejsij)vidQ -
-fam{oijnj-lelni + (ni(Dpnp)-Di)(Mjnj))vidr
- fai)(M(,-nj )& g (WL,

where & (v) = eij<v)ninj is the normal elongation velocity, n = (n;) is the ou-

tward normal vector, and the D;'s are the tangential derivatives defined by

Di® =@ ; - n;(n,@ ).

It is natural to define the virtual power of the external forces by

P, = 3Jf'v an + J;va a + I;xpﬁﬂn(v)dr.
The force E is a volume force. The local contact forces are besides the usual
surface traction f , a normal surface double force N which works in the normal

elongation.

The quasi-static equilibrium equations are provided by the principle of vitual
power
WD, Vv, P + P, = 0.

) s

They are
Ty Mo, g8y v £ =0 (11)

or
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Tt =0, in D,
with T;; = 0;; - Mglesij ;
and
Mo = Mymy = N, (12)

T,;n, + T; = T,, in 9D, (13)

17 1

with T} = (n; (Dym,) - D;) (M;n;).

Note. The quantity Mg'e = div ﬁ is a pressure, (ni(Dpnp) - Di)Mn is a surface

force and Mn a normal surface double force.

6.2.2. Free emergy. Constitutive laws.

The thermodynamical variables are the absolute temperature T, the proportions
B's, the small deformations e(eij(u) = E(ui iy i), u is the displacement) and
gradtré which are assumed to be the same for the three phases. We assume that

the free energies W; of the phases have simple and classical expressions
1 v 5
W, (T, €, gradtr€) = E-&KS + E(gradtr&) - &(T)tr € - CT Log T,

1 v
W(,T, &, gradtré) = EEKE a5 -Z-(gradtre)z - «(T)tr € - CT Log T,

1 v 2
y; (T, €, gradtr€) = E'EKE + E(gradtrb‘)2 - E—(T'TO)' CT Log T,
0

where K is the rigidity matrix, C the heat capacity, V a positive coefficient
(assumed to be the same for the three phases, always for the sake of simplicity)
and £ the specific austenite-martensite phase change latent heat at temperature
Tq . The function ®(T) is proportionnal to the thermal expansion coefficient.
More generally the free energies ¥ and ¥, of the martensites involve linear
terms with respect to €. We have chosen the more simple ones. We assume that for
temperatures lower than a given temperature T, (T, > To) the function «(T) is

positive, for temperatures higher than T, ., @{T) is zeroc.

We assume also that the densities p are the same for the three phases. Then the
volumetric free energy of the alloy is
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a—

(T, €, dtre , ’ = I
( gra T 61 62, 63) pﬁi‘l’i i pTI(B1 ’ Bz vB3);

where I is the indicator function of the set

(61, 8

20 By 1 OS85 101 =848,48;).

The last term pTi can be understood as a mixture free energy. In our situation
its only effect is to ensure that the proportions take actual physical values
i.e., they are between O and 1 and their sum is 1. We think that these physical
relations are part of the properties of the mixture and must be included in its

free energy.

By eliminating B;, the variables become independant. Then the free energy of the
alloy is

(T, &, gradere, B, 8,) = P8, (¥, -%) +8,(,-Y) + & + TL(B,, 6,)],

where I 1is the 1indicator function of the triangle G of the plane (61, B8,)
(figure 11).

C=-(®,8, l0<p <1 ;p,48, <1).

By dealing with the intrinsic dissipation only, the Clausius-Duhem inequalty
derived from the second principle of thermodynamics 1is (assuming P = 1 to

simplify),
o ¢ o . o H o . s = et
— § 4 =—————— gradtrf + — + — B, < + M tre,
o€ d(gradtre) e B, 1 38, e gradtr

where o0 and M are the actual stresses (The dot denotes the derivative with res-
pect to the time). The Clausius-Duhen inequality must be satisfied by any velo-

cities é, gradtré, B1 and éz.

We assume that the behaviour is non dissipative or elastic with respect to the
mechanical quantities € and gradtr€ and can be linearly viscous with respect to
the proportions B's. The constitutive laws are then

o¥
o = g = KE + a(T) (62 'B1 )11\ (14)
ﬁ = V gradtr€, -
(é1 ok
kl- + =3 0, (16)
) "

which can be written
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By =
k(-'| + B + TOI(B ,B,) 2 O,
‘32 172

where B is the smooth part of o¥/98,

£
- (THtr € + —(T-Ty)
Ty

2
+ 2(T)tr € + =—(T-T,)
To

The constant viscosity k is positive or zero. When it is zero, the behaviour is
non dissipative with respect to B. It is easy to check that the Clausius-Duhem
inequality is satisfied.

6.2.3. Mechanical constitutive law. One shape memory.

Let us fix the temperature and look at the non-dissipative (k = 0) constitutive
laws. To be more clear, let us comnsider a traction-compression experiment. As

the only non zero strain €,, denoted by € is homogeneous we have M = 0. We
denote 0y, by 0. Let us focus on the relation 0, ¢ at different temperatures.

Low temperature (T < T,)

The components of B are shown on figure 12.

By relation (16), the vector - B must be normal to the triangle G (figure 11).
We easily obtain

€>0=26, =1,8, =0,

Then the relation (14) gives the constitutive law which is shown on figure 13.
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Ble>0)

Figure 11
The triangle €. The vecteur -B at low temperature.

fBi

(0/TNT-T,)

Figure 12
The components of B at low temperature,
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do

Figure 13
The mechanical constitutive law at low temperature. The dotted line gives the
experimental law. The first variant of the martensites (phase 1) exists for £
positive and the second variant (phase 2) for € negative. The two variants co-
exist when € = 0.

It looks like the actual experimental law (doted line). It is easy to check that
if the triangle G is replaced by the curvilinear triangle €, (figure 14), we ob-
tain the experimental law [1], [3], [10]. To replace G by tc means that the only
possible mixtures are those of the triangle G, or that the two martensites are

always present together.
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W

Figure 14
The triangle G, gives the experimental behaviour. There is an interaction bet-

ween the two phases because only certain proportion (B,,8,) are possible.

Mean temperature (Ty < T <T.).

The components of B are shown on figure 15. Relation (16) shows that (figure 16)

-E, <E<E 2B, =B, =0, By = 1,
€ - ¢, =8, =0, 0S8, <1,
8>€1 =-%[32_0’ 31 = 1,
€=-¢ =B, =0, 0<B, <1,
€<-€ =B, =0, 8, =1

The constitutive law is shown on figure 17. It is again possible to replace the
triangle G by G, to have a more realistic constitutive law.

N g e S YRR
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A5

By B,
(8/To)(T-To)
-E ‘ 51 -
pd 0 N
*Figure 15

The components of

B, t P2
-B(e<-€1)

¢

_Ble=-¢)

B at intermediate temperature.

_

Bl-gg<e< €4)

l--é.(t"=¢31)

The vector - E

Figure 16

at intermediate temperature.
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Figure 17
The constitutive law at intermediate temperature. The austenite (phase 3) exists
between -€, and €,. The martensites exist for large deformations (the first

variant for € > €,, the second variant for € < -£,).

to

Figure 18
The constitutive law at high temperature. Only the austenite (phase 3) exists.

B T T A T T e e
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High temperature (T < T_).

£

We have B, = B 5 = E—(T-TO) > 0 and by relation (16) B3 = 1. We have then a clas-
0

sical elastic constitutive law in accordance with experiments (figure 18).

Note. When the behaviour is dissipative with respect to the B's, the evolution
is 1less rough. For instance, if at fixed temperature the stress 0 is a given
function of the time, the strain € evolves in a smoother way having all the as-
pects of classical hysteresis.

Let wus consider a shape memory alloy at low temperature and apply a permanent
deformation : ©0 =0, & =¢€&,, figure 13. Let wus heat it, the deformation
vanishes : 0 = 0, € = 0, figure 18. If it is cooled back, the shape memory alloy
remains undeformed. This is the one shape memory alloy effect.

Let us also mnote some other properties of shape memory alloys. At fixed mean
temperature (T, < T < T_ ), the alloys skips from the phase austenite to the pha-
ses martensites by increasing the deformationms. This phase change produces heat
as it can be checked by computing the variation of entropy. This fact agrees
with experiments [17].

6.2.4. Education. Two shape memory.

The main effect of the education or the thermomechanical treatment applied to a
shape memory alloy is to favour the appearance of one martensite. It is easily
described by replacing the triangle € by the triangle G, (figure 19). It is
clear that the martensite the proportion of which is B, is much more present

than the martensite the proportion of which is B,.

Let wus consider this educated alloy in a traction compression experiment. Assu-

ming there is no dissipation, relation (16) shows that - B is normal to the tri-

angle ﬁe. It is easy (figures 19 and 20) to obtain the constitutive law at low

temperature.
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-e3< €<0
C:-C3 C _-B. €= O
. .;G e>0
¢ &3 : ///Hn" >
0 1
Figure 19

The triangle te of the possible mixtures (B,,8,) of an educated shape memory

alloy. The vector -B at low temperature.

bo

2

ustenitg‘gixture : martensite

of the 31
phases

Figure 20
The constitutive law at low temperature of an educated shape memory alloy.
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It is also easy to check that at high temperature the constitutive law is
the classical elastic one shown on figure 18.

Let us consider an unloaded educated shape memory alloy at high temperature : we
have 0 = 0, € = 0 (figure 18). Let us cool it. The alloy deforms at low tempera-
ture : 0 =0, € =¢, (figure 20). Let us heat it back. The alloy deforms back to
its initial shape : 0 = 0, € = 0 (figure 18). This is the two shape memory phe-

nomenon [4&4].

6.2.5. Evolution of a structure made of shape memory alloy.

To describe the evolution of such a structure we need to know at each point x of
the domain  occupied by the structure and at each time t of the time interval

[O,i], the absolute temperature T(x,t) the small displacements a(x,t) and the
proportions B; (x,t).

An equation has not been yet introduced : the energy balance

ae - . i .
5; + div q = 08 + M gradtré€,

here a is the heat flux vector. We neglect the mechanical effects and keep in

the volumetric internal energy
" v B
e=V%-T P PCT - PL(B,+8,)

only the more important terms : PCT and specially pﬁ(B1+62) which takes into ac-

count the austenite-martensites transformation.
We choose also the Fourier conduction law

a = - h grad T
where h is the thermal conductivity.

Finally the equations are

oT 0 "
pc - - ﬁ = = - = i = Q
50" PLoo(B#8) - M AT =0, inQ = QX ]O,T[, (17)

derived from the energy balance ;

div(vA(div w1l + o) = 0,

o = KE(u) + %(T)div u 1, in Q (18)
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derived from the equilibrium equations and the mechanical comnstitutive laws (11)
to (15) ;

a B - -+
k ;[B;] + B(e(u),T) + 9I(B,,8,) 3 0, (19)

derived from the constitutive law (16) for the B's (note that T3I = 3I).
We add convenient and initial boundary conditions. For instance, let us choose

u=0, onZ =Y x 0,1, (20)
(vA(div Wl + o)n = g, on I, =3 x ]0,T[, (3 = 30-Qy),

where g is the external traction applied to the part 2 of the boundary o0 (n

is the outward normal vector) ;
J - n
S=(aiv @) = Non I = 80 x 10,7, (21)
n

where N is the applied double force on the boundary o2 ;

aT -
h — + a(T-T) = 0, on Z, (22)
dn

relation which means that the heat flux is proportionnal to the difference of

temperature between the interior (T) and the exterior (T) of the structure (a 'is
a positive parameter) ;

T(x,0) = T (x) ; B,(x,0) = B (x) ; B,(x,0) = B (x) in &, (23)
the initial conditions.

The unknowns of the problem are the functions O(x,t), G(x,t), Bi(x,t). The data

@, g, N, T , T, B?; The equations are the re-

are p, C, £, h, v, k, a, Ty, T
lation (17) to (23).

c?

It can be prove that those equations are well posed in a natural mathematical

framework [8].
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7. NON SATURATED HUMID POROUS MEDIA [13].

In a porous medium, a concrete or a soil for instance, the behaviour of the
liquid (water) phase and of the gas (vapor and air) phase are very different
from their usual ome. For instance the pressure of the liquid water can be
largely mnegative when the liquid water content is low. When this liquid water
content evolves the water vapor density shows an important hysteresis. Behaviour
during sorption and desorption are different. All those phenomena are due to the
action of the porous medium onto the liquid and gas phases. Again a simple free
energy of mixture depending of the liquid water propertion together with a pseu-
do-potential of dissipation are sufficient to obtain a predictive theory.

The thermodynamical quantities besides the temperature T are

- the volume by mass unit T,, T, of the air and of the vapor ;
- the volumetric proportion Bg and B, of gas (mixture of air and vapor) and of

liquid wvapor.
Assuming the porosity € to be constant, we have the internal constraints

OSBQSS, 0=, <¢, By + B = €.
Here the situation is a little bit more intricate because gases are compressible
and the small deformation assumption cannot be retained. However the method is
exactly the same : introduction of free energies depending on the proportions of
liquid water and of gas, introduction of a pseudo-potential of dissipation
depending on the phase change velocity.

The advantage of this method is to link to a thermodynamical potential proper-
ties which, as far as we know, are often considered as phenomenological
properties : for instance the relation capillary pressure versus the liquid wa-
ter content and the relation pressure of the liquid water versus the liquid wa-
ter content [18].

For the specific free energies of the components, we choose

RT RT '
4;(T,Ta,Bg) = -CTLogT - ﬁ— Log T, + E— I(Bg), for the air,
a a
RT RT
QZ(T’TV’Bg) =-CTULogT - E_ Log T, + ﬁ_ I(Bg) + £f(T), for the vapor,
W W

RT
4Q(T,B£) = - G,T Log T + ﬁ_ (h(B,) + I(B,)), for the liquid water,

L]



26

¥ (T) = - C,T Log T, for the rigid skeleton,
where les Cj are the heat capacities (with constant volume), M, and M, the
molecular masses of air and water, R the universal gas constant. The function £
is used to fit the latent heat of the liquid-vapor phase change. The function I
is the indicator function of the interval [0,€]. Again its effect is to restrict

the values of the B; to actual physical ones.

The convex function h represents the action of the porous medium onto the water
at the macroscopic level. This function describes the properties due to the
porous medium. Its derivative can be obtained through experiments.

The only dissipation taken into account is the dissipation with respect to the
specific rate of liquid-vapor phase change (mass of water which changes of phase
by unit of time). This rate is

3B, .
AMe =P, 5;— + div p,B,U

where ﬁe is the wvelocity of the water (be careful, even if the water is
uncompressible div ﬁe #Z 0 because cf the phase change), P, is the density of the

il
liquid water. We choose a simple pseudo-potential of dissipation ¢ = > k(MM,)2 .

A classical calculation involving the second principle gives the constitutive
laws for the pressure p,, p,, Py of the air, of the vapor and of the liquid
water and also for the proportions B, of liquid and Bg of gas,

a@; RT 843 RT
pa o a‘ra B MaTa ’ pV o 8‘rv B MNTV ’

RT
P, € P, K B29(h+I) (B,), (24)
0 &€ 81(69), kM, = g, - B¢, (25)

where g, and g, are the free enthalpies of the vapor and of the liquid vapor
(g = ¥+pT). Besides the classical relations for the pressures of the gases, the
new constitutive laws (24) and (25) are obtained. They give the Kelvin relation

(9]

Pys 0 Mo
Log = — (Byh) - Log(€-B,) = - —— p., (26)
0 o, p,RT F*

where p_ is the capillary pressure, p . and pes are the water vapour densities

vs
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respectively inside the porous medium and over pure free water at the same tem-
perature. The Kelvin relation (26), the relation (24), pressure of the liquid
water versus the proportion of 1liquid water and the temperature, appear to be
thermodynamical properties. They do not appear, as it is sometimes the case,
like phenomenological properties which are necessary to build a predictive theo-
ry (14], [18]. Very simple choices of the function h give the experimental beha-
viour of the capillary pressure and of the liquid water pressure (figures 21 and
22). For instance one can note that the pressure of the water is negative for
low liquid water contents. This fact is caracteristic of unsaturated porous me-
dia. It results directly from the choice of B, as a state variable.

.10 P

o
0

-03410* |

Figure 21
The capillary pressure versus the liquid water content B,. The temperature

is fixed.



28

-0510% |

Figure 22
The liquid water pressure versus the liquid water content. At point A the
porous medium is saturated. The pressure is a priori not determined
but it is bounded below.

Note. When B8, = 1, the porous medium is saturated. The relation (24) show that
the pressure is a priori not determined but that it is bounded below as it is
natural for an uncompressible fluid.

8 .CONCLUSION

The differents examples we have described show the interest of using the propor-
tions B's of the components of a mixture as state variables. The internal cons-
traints, being physical properties, are taken into account by the free energies.
Often those constraints are sufficient to provide a good description of rather
intricate phenomena. The relations which results together with pseudo-potentials
of dissipation give the constitutive laws. They are, as it is known, basic ele-

ments of predictive theories used in solid mechanics.
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Annex

Subdifferential of a convex function

The subdifferential of a convex function is a generalization of the classical
derivative. Let us consider a function f from R into R U (40} which is convex
(i.e., the concavity is directed upwards (figure 1)). If it has a derivative at
the point x, its derivative f£'(x) satisfies

f(y) 2 £(x) + £'(x)(y-x)

at any point y. This relation means that the curve (x,f(x)) is always under the

tangent line. If the function has not a derivative at the point x, there exist
lines with slope z which have the same property (figure 1). The set of those

slopes is the subdifferential of f at the point ;. It is denoted 8f(§) = {z}.

When the function f is the indicator function I (figure 2) of the interval [0,1]
(I®) =0 1if B € [0,1], I(B) = +o if B & [0,1]), the subdifferential is the set
of all the negative numbers if § = O, of the number O if 0 < B < 1 and it is the
set of all the positive numbers if B = 1 (figure 3).

& fx)

|
|
|
3 |
X X

Figure 1 -
The convex function f. The tangent line where it is smooth (point X) and the

generalized tangent lines where it is not smooth (point x).
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Figure 2
The indicator function of the interval [0,1]. The generalized tangent lines at

at the points O and 1.

y +al

L (T-To) . —
To.

Figure 3
The subdifferential 81 of the indicator function I. It is used to compute the
water content versus the Celsius temperature (equation 5).
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When the function £ is an application from R2 into R U (+0), for instance the
indicator function I¢(B,,B,) of the triangle G, we have the same definition. If

a vector - B € 9I¢(B, ,B8,), we have for any (7Y,,Y,)

Le(Y, . Y,) 2 Lg(B, ,B8,) + (-By) (Y, -By) + (-B,)(Y,-B,),
or

V(YY) €6, 02 (-B)(Y,-8y) + (-By)(Y,-B,),

which expresses that the vector -B is normal to the triangle G (figure 11).



(1]

(2]

[3]

(4]

(6]

(71

(8]

[9]

(10]

[11]

32

Références

M. ACHENBACH, I. MULLER.- Model for shape memory in International Conference
on martensitic transformations, L. Delaey, M. Chandrasekaran ed. ; Journal
de Physique, 1982.

J. AGUIRRE-PUENTE, M. FREMOND, M.- Propagation du gel dans les milieux po-
reux. Joint IUTAM/IMU Symposium ori applications of methods of functional
analysis to problems of mechanics. Springer-Verlag, 1976.

H. W. ALT, K. H. HOFFMANN, M. NIEZGODKA, K. SPREKELS.- A numerical study of
structural phase transitions in shape memory alloys, Preprint n°90, Insti-
tut far Mathematik, Augsburg University, 1985.

R. BARGAIN. Société Souriau.- Private communication.

D. BLANCHARD, M. FREMOND, A. VISINTIN.- Phase change with dissipation in
thermomechanical coupling in solids, H.D. Bui, Q.S. Nguyen ed. ; North-
Holland, 1987, p. 411-418.

D. BLANCHARD, M. FREMOND.- La Succion cryogénique dans la congélation des
sols : un modéle macroscopique. CRAS, Série II, p. 1-4, 1982,

Catalogue 1977 des Structures Types de Chaussées Neuves.- Direction des
Routes et de 1la Circulation Routiére, Ministére de 1l'Equipement, Paris,
1977.

P. COLLI, M. FREMOND, A. VISINTIN.- Shape memory alloys. A continuum mecha-
nics model. to appear.

R. DEFAY, 1I. PRIGOGINE, I.A. BELLEMANS and D. H. EVEREIT.- Surface tension
and adsorption. Longmans, Green and Co Ltd., 1966.

F. FALK.- Martensitic domain boundaries in shape-memory alloys as solitary
waves in International Conference on martensitic transformations,
L. Delaey, M. Chandrasekaran ed. ; Journal de Physique, 1982.

M. FREMOND, A. VISINTIN.- Dissipation dans le changement de phase. Surfu-
sion. Changement de phase irréversible. C.R. Acad. Sci, Paris, t. 301,
Série II, 1985, p. 1265-1268.

M. FREMOND.- Matériaux a mémoire de forme, C.R. Acad. Sci, Paris, t. 304,
Série II, n°7, 1987, p. 239-244,



(13]

(14]

(15]

[16]

(17]

[18]

(19]

(20]

33

M. FREMOND, ©P. NICOLAS.- Hysteresis dans les milieux poreux non saturés.
C.R. Acad. Seci, t. 305, Série II, p. 741-746, 1987.

A. FRIAA, R. MENSI, P. ACKER.- Etude du transfert simultané de la teneur
en eau et de la chaleur dans le béton. Congrés international de la Rilem,
Paris, 1987.

P. GERMAIN.- La méthode des puissances virtuelles en mécanique des milieux
continus : lére partie. Théorie du second gradient, J. Mécanique, 12,
1973, p. 235-274.

P. GERMAIN. Mécanique des milieux continus, Masson, Paris, 1973.

G. GUENIN.- Alliages & mémoire de forme in Technique de 1'Ingénieur, M530,
Paris., 1986.

C. MARLE.- Cours de production : les écoulements polyphasiques en milieux
poreux, tome I, Technip, Paris, 1972.

J.J. MOREAU. Fonctions de résistance et fonctions de dissipation. Séminaire
d'analyse convexe, Montpellier, 1971..

P. WILLIAMS. Norvegian Geotech. Inst. Publ., 72, p. 120, 1976.




34

B e B e T T L S . W S, = e s AT = P I L P = 0 2, e S e S Ryl I WY




35

MECHANICS OF SWARMS OF PARTICLES
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1. INTRODUCTION

The convential attitude to classical mechanics is to regard it as the theory of propagation
of individual trajectories in the multi-dimensional phase space of classical systems. For NV
degrees of freedom this space has 6V dimensions, but with precisely specified initial conditions
one unique trajectory is singled out, which from a given point determines the path for all future

times.

The recent work on non-linear mechanical systems has brought home to the physicists an
inherent instability in mechanical systems. It has become accepted that even a few degrees of
freedom may suffice to give rise to an unpredictable time evolution; this is called chaos in the
literature. This new direction of classical mechanics is now well known [1] and I do not intend

to discuss it in detail here.

Another aspect of classical mechanics has been with us for a long time, but usually it has
not been seen as a branch of mechanics. It concerns the behaviour of a bundle of trajectories
which, emerging from a set of initial points in phase space, branch out according to the laws
of dynamics. This philosophy formed the starting point for Gibbs’ ensemble approach to
statistical mechanics [2]. He considered the thermodynamic behaviour of macroscopic hodies
to be a consequence of purely dynamical effects, when observations are restricted to ensemble
averages only. He considered this as a branch of rational mechanics, and his point of view has
been extremely successful in statistical mechanics. Later its foundations have been connected

with the problem of ergodicity [3], which may or may not be of relevance for thermophysics.

The physics of accelerator design [4] has been concerned with the motion of assemblies of
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particles. In the first approximation the stahility of a device depends only on the total phase
space of trapped orbits, and an investigation using swarms of independent particles can be
carried out. Sooner or later, however, the charged particles start to influence each other’s

motion to an extent which makes a full many-body calculation necessary.

There are several reasons why one may wish to follow particle swarms in phase space. One
is introduced in connection with the Hamilton-Jacobi formulation of mechanics. This, in fact,
deals with bundles of trajectories instead of individual orbits. In Sec. 2 we will review this
aspect of classical mechanics. A distribution of systems over different initial states gives directly
the motion of a swarm of points in phase space. Modern mechanics has developed an abstract
mathematical framework [5], but here I outline the main ideas without the formal apparatus

of mathematics.

If the distribution of initial states is comprehensive enough, we arrive at Gibbs’ statistical
mechanics, which can be formulated as a flow of matter in phase space. This is usually done
with the aid of measure theory [6], but in Sec. 3 we choose a different approach leading to a
formulation of the dynamics of a swarm of systems as a set of coupled field equations. This is

equivalent with the ordinary Hamilton-Jacobi theory.

If the mechanical system under consideration is not closed but affected by influences from an
unknown external agent, we cannot give a completely deterministic description even of one
single system. Then one usually adopis some assumption of stochasticity and lets the time
evolution be influenced by forces containing random parameters. Because their values can be
given by probability distributions only, the trajectory in phase space will branch according to
the values of the random forces, and each trajectory will carry its own probability measure.
Thus even with unique initial conditions, the description of a system requires an ensemble to
verify the predictions. This ensemble can be regarded as represented by an assembly of systems
with identical initial conditions but a branching set of trajectories. In Sec. 4 we consider hriefly
the Langevin theory of additive random forces, and in Sec. 5 we discuss the description of the

time evolution with a general force depending on one or more random parameters.

2. Dynamics of mechanical systems

It is well known from Newtonian mechanics that classical dynamics can be described on a
vector field giving the velocity at each point in configuration space v(r). Given the Lagrangian

and an initial vector, a time-evolution curve follows and, conversely, given any continuous and
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differentiable curve, a corresponding dynamical system can be constructed.

The field of velocity vectors can be regarded as a set of contravariant vectors, which under a

transformation of coordinates change according to

. 8Qs,
Qi= aqj% . (1)

The subscripts {i} range over the dimensions of configurations space and the repeated index in
Eq. (1) is summed over. This convention will be followed in all our equations. Using modern
nomenclature we call the field {q,4(q)} a tangents bundle over the space M = {q} with the
tangent space TM = {¢}. This point of view leads to the fiber bundle formulation of dynamics.

If a set of initial conditions are given as a sheet T on the field {g,¢} the Lagrange function

L(q.q) determines the drift of this sheet through the field by the equation of motion

d 0L oL
4oL oL (2)
dt 9¢; Ogq
If we define the new variables
0L
;= 3
P = 5 (3)

and carry out the Legendre transformation

H=¢p—-L (4)

the differential of the function H becomes

dH = dqipi + qidpi - dL

aL oL 0L
= dgi=— + Gidp; — -dg: — 7 -dg;
! 94 s 94; ! dg; !
= ¢dp; — pidg; (5)

where we have used the Eqs. (2) and (3). We conclude that the function H depends only on g
and p and, after having solved the relation (3) with respect to ¢ and inserted this into (4), we
obtain a new function H(g,p) which is called the Hamiltonian. Its partial derivatives from (5)

determine the trajectories in the phase space {q,p}.
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o 0H

T o T T g (6)

The new space, the phase space, contains a field of covariant vectors {p} which transform

according to

8. 0 0 . da_ |
Fi= 50l = 50,5~ 00, ™

The space {p} is the cotangent space T*M on M. The Hamiltonian description of the dynamic
time evolution in phase space {q,p} is consequently the cotangent bundle corresponding to the

tangent bundle of the Lagrange description.

For the time evolution between two times we define the action function

t

S(tto) = [ Lialt), g(t))dt’

- ﬂm¢—HMH (8)

to

which is defined on the tangent or cotangent bundle respectively.

When the action is regarded as a function of its upper time limit and we take the derivative

with respect to this we obtain

d
s = —j::dt = pidg; — Hdt . (9)

This shows that S is a function of the position variables ¢ and time only. The partial derivatives

are

) a8
D = A~ s H = — a7 1-0
P 0q; ot (10)
Because of the second Eq. (6) the partial derivatives (10) satisfy the necessary integrability

condition, and the function § can be obtained from (8).

The action S = S(g,t) is a time dependent field which according to the first of Eqs. (10)
determines the momenta uniquely. Hence this field suffices to describe the dynamics fully. Tt

can be obtained by solving the partial differential equation which follows from (10)
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oS a5

at+H(qy 6(]):0 . (11)

Using the field S, we can describe the whole of classical mechanics as a flow of matter in
configuration space. The particle trajectories follow from this as the individual flow lines

follow from hydrodynamics. This will be shown in the next section.

3. The Hamilton-Jacobi fluid

We consider the problem of an assembly of particles or systems described by their Hamiltonian
equations of motion in phase space. The individual systems are identified by Greek indices and

the swarm is definied by a set of initial conditions

¢V(t=0) = &)
PNt =0) = Bila) . (12)

In order not to clutter up the equations with indices, we omit the indices {3} of the configura-

tions space dimensions whenever no confusion is likely.

We solve the Hamiltonian equations (6) with the initial conditions (12) and obtain the bundle

of trajectories

¢ = gt q(a),pla))
2% = pilt, q(@),Ba)) (13)

The flow of these points in phase space is equivalent with the ensemble description of statistical
mechanics that Gibbs introduced. Here we keep the assembly of systems discrete instead of
going over to a continuum description. In this way, we avoid the unnecessary complications
introduced by measure theoretical subtilities in convential treatments. Ensemble averages over

the assembly can be calculated by the distribution function

p(g,prt) = S 8(g — ¢ N(p — P'¥) . (14)

This is correctly normalized to N, the number of systems in the assembly. Its equation of

motion can be derived directly by taking the derivative



40

(3? N Za:{ {gqé(q—q‘a’)< Ldf(qu )>5(p_p('a>)}

J OH
+[5(q - q(a))a‘pﬂp p'™)) dq 4 (¢' P(a’)} }

- S0 (00

The presence of the delta-functions allows us to take the derivatives of the Hamiltonian outside
the summation over the assembly index a. Rearranging this equation we obtain the conven-

tional result

dp _ OH dp 0H dp
ot 9q dp Op Oq

which defines the Poisson bracket {H, p}. This equation is called the Liouville equation. Notice

:{HHO} ) (16)

that the derivatives of H can be taken outside the derivation operators, because the corrections
cancel exactly. The two forms Eqs. (15) and (16) are identical only for purely Hamiltonian

time evolutions.

In every case, the form (15) can be interpreted as a continuity equation in phase space; the
probability flows as an incompressible fluid. It is, however, less well known that the dynamic
flow can also be described as an incompressible flow in configuration space. To show this we
utilize the action field S to eliminate the dependence on p from the phase space density. We

have

p(g,p,t) = 25(q ¢'™)s ( B
- r5<p = ) 1) (17)

where the density in configuration space is given by

plg,t) = 6(g—q') . (18)

[ad

To obtain its equation of evolution we calculate

dp 0 BH o 9S(g! )

B0 gy o2 o, 254)
L
dq

(gp) » (19)
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where again the delta-function has heen used to take the velocity ¢ outside the summation.
The equations (19) and (11) form a set of coupled partial differential equations for the two
fields S and j defined on the configuration space. Equation (19) shows that the dynamical
evolution is the flow of an incompressible fluid in configuration space, when the velocity field

is determined by the action field according to

dq

This formulation has been called the Hamilton-Jacobi fluid description of particle mechanics [7],

Qﬂ( ,05(q,t)> (20)

q'i(q, t) . ap'

which it is completely equivalent with, but no reference to the individual particle trajectories

need to be made once the equations are derived.

4. Langevin mechanics

In the Introduction, I mentioned the possibility to add randomness to the deterministic time
evolution of classical mechanics as a way to represent the influence of an unspecified enviroment.
The simplest way to do this is known as the introduction of a Langevin force, which is added
directly to the mechanical force derivable from a Hamiltonian [8]. The equation of motion will

then change to become

H OH
g=0; p=-22 s (21)
dp

The correlation function of the random forces is taken to be of the form

A(t)A(t) = 2D(q,p)g(t —t') (22)

where the time dependence g(t — t') is mostly taken to be a delta-function; the random noise
has an infinitely short correlation time. The use of a fluctuation-dissipation theorem shows
that the Langevin force implies an accompanying damping of the motion, and conversely damp-
ing always implies fluctuations [9]. The effects of the environment are seen as damping and

fluctuations.

In the general case, the diffusion coeflicient in (22) will depend on the variables g,p of phase
space. In many instances this dependence can be eliminated by a simple transformation. The
Fourier transform of the correlation function is proportional to the noise spectrum (the Wiener-

Khintchine theorem), and hence the noise power is proportional to the diffusion coefficient D.
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- Thus it must inherently be a positive quantity, and this fact can be utilized to simplify the

problem [10]. We illustrate the method for a system with one degree of freedom only.

Define the function A(g,p) by setting

D(q,p) = A%(q,p) - (23)
We introduce the new coordinates @ and P by the definitions

dp
A(g,p)’

which can be integrated straightforwardly. We also introduce the new random force f(t) with

dP =

d@Q = A(g,p)dq , (24)

the properties

A(t) = Aq, p) f(1) (25)

FOF(E) =29(t = 1) . (26)

When these definitions are introduced into Eqs. (21) we obtain

OH . oH -
=3P P——ga-i-f ) (27)

and the Langevin forces have acquired the simple form (26). When the equations (24) can be
integrated without complications, they give a canonical transformation because the equations
of motion (27) are left unchanged. In the more complicated cases the manipulations are the
same, but much more attention has to be given to the conditions under which the procedure

is mathematically sound.

When the force in (26) is, in addition, delta correlated we arrive at a problem that has received
much attention. I do not intend to pursue it further but the reader is referred to the literature

[8] - [10].

Ezample. Toillustrate the use of Langevin forces I discuss a simple example. Let the mechanical
force be zero in Eq. (27), viz. the Hamiltonian is independent of position. Then we can
integrate the equation directly and calculate the mean square deviation of the momentum over

a time t. We obtain
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t t
Pe(t) = /dt’/dt”f(t’)f(:‘.”) . (28)

('onsequently, the rate of growth of the momentum follows directly from the correlation function
g(t —t') in Eq. (26). To see what happens we assume a model where the random force f(t)
jumps between the two constant values +F and —F with a rate I'. It 1s then easy to show (9]

that the correlation function is given by

FEVF(E) = Fremr (29)

which inserted into (28) gives

¢ 72 ‘ |
Pt) = /dfﬁ‘_@ — T2 _ gma(=t))
0
F? 1 o2t

= T¥ FEt o

) . (30)

For times much longer than the correlation time 1/T" the right hand side of Eq. (30) acquires

the diffusion form 2Dt with the diffusion constant given by

F2

D="—
2T

(31)

In this example, we can see the emergence of the diffusion limit and the role of the correlation
time of the noise. These features are central to the more complex applications of random

Langevin forces.

5. Random Hamiltonians

According to the treatment of Egs. (21), we can consider the discussion in the previous Section
as the special case when the random parameter f(¢) occurs linearly in the Hamiltonian. In
the more general case there appears in the Hamiltonian a parameter o which takes on a set of
values at random. These may form a discrete or continuous set. Our notation will conform to
the case of a discrete random variable, but changing sums into integrals we can take over our
results to the continuous case. The parameter o can also be taken to denote a set of random

parameters without change of notation.
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While the parameter o stays constant, the time evolution is given by Eqgs. (6) with the Hamil-
tonian fixed by the value of o. Hence, the time evolution of an assembly of particles will be

given by the Liouville equation

dp, _OH,0p, OH,0p,
gt 9q Op  Op 9q

When the stochastic parameter o jumps in a short time, the change of the probability distri-

= {H,,p.} (32)

bution P(¢) is supposed to transform according to the rules of a Markov process [11]

P(o,t +dt) = P(a,t)(1 — D(o)dt) + X W(a|)T(§)dtP(E,1) (33)
¢

where the left hand side is the probability distribution after the jump. The first term is the
probability of no jump in the interval dt, and the second term is the probability I'd¢ of jumping

and the function W gives the redistribution of probabilities assuming a jump has occurred.

Dividing by dt we can derive the master equation for the probabilities from (33). Summing
over all values of the stochastic parameter and invoking the conservation of probabilities we

can derive the condition

S Wile)=1 . (34)

¢
We can derive a time evolution operator for the equation (32), which propagates the initial
distribution in time as long as the stochastic parameter remains constant. Solving the equations

of motion for un assembly of particles we find the phase space distribution

(0 prthte) = 3 8(p — p'¥(te) — ApIT)E(g — ¢ (te) — Bgl) (35)
where
Ap'®) = p(t) - p(to)
Ag = ¢)(t) — ¢ (to) - (36)

The time evolution of the assembly can then be written in the form

eﬁv(t.to

Pa’(qapvtatO) . )P(q,P,to)
= I{a(t,to)P(q,P,to) 1 (37)
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where

0

f‘}q{nl(fu) (38)

d
L,(t,to) = [A () —— 4 Agl®
( 0) zﬂ: P {-_.’P[.“””)‘*_ q,

In a way similar to the derivation in Eq. (15) one can show that (38) satisfies the equation

(32).

The time evolution operators K (t,t') can easily be shown to form a semi-group

K(t,t) =1
K(t,t")K(t' to) = K(t,t0) (39)

even if the operator (38) is not a simple function of the arguments (¢ — to)-

We are now going to collect the histories of all trajectories evolving from a given initial distri-
bution in phase space. We have to sum over all possible numbers of jumps in the time interval

(to,t) with their proper weights. Firstly, the system may evolve without any stochastic jumps

PO = e T K (¢,10)p(t0) (40)
where the first factor is the probability of no jump in the interval (to,?).

The next contribution comes from systems having experienced one jump at the intermediate
time t' and no others. The jump occurs with the probability I'dt’ and redistributes the values

of the random parameter according to the function W. The phase space distribution becomes

t
P = Z/F(g)dt’e'””)“"")e'”f)“"‘-o’
=

to

x K (4, 1YW (o|&)Ke(t' to)p(to) - (11)

To see a pattern emerge we write out the next contribution with 2 jumps at t'" and t”

P

ot

t t
=% [Tt [T
¢ o to
i e-T(e)(E=t) =T{E) (") o= T(n)(¢" ~to)

X Kot (al€) Kt 1YW (€l (t to)plto) (42)
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Summing over all possible histories we find the expression

ﬁn(t) = Z P(nn)
n=0
- ¢
A0+ 3 [ Kt t)ZW nlé)
"—1t0
x E—F(")(t—t)r(f)df'/’g BN (43)

The interpretation is that the particle has evolved to time ¢’ with (n—1) jumps and experiences
its last jump at this time. The final time ¢ occurs at 3 places in the expression (43) and,

calculating the derivative of the averaged distribution function, we obtain the contributions

d(ftn = =T(n)pn(t) + i K—n(t,t)z W(nlg)r(ﬁ)pén_l)(t)
n= £
+Z/d ”)ZW (nl€)pl" V(T (€)dt!
= 2T W(W\ﬁ)ﬁe(t)—r(n)pn(ﬂ

¢
_OH, p, 0H, 9p,

dp 0Oq dq Op (44)

Comparing this with the equations (32) and (33) we can see that the distribution function
evolves like the stochastic distribution with regard to the stochastic parameter and like the
phase space distribution function as a function of the phase space variables. Abstractly, we

write

d
dg +{p,H}=Wp , (45)

where the right hand side denotes the stochastic time evolution operator. In this form the
equation is identical to the corresponding quantum mechanical evolution equation [12], which

has been used extensively in many areas of physics.

Ezample. To show the contents of the abstract equation (45) we write down the equation for
the case of a dynamic force jumping between two constant values +F and —F with the rate
. This example was treated also in the previous section. We have a phase space distribution

function with two components

(46)



47

The equation (45) takes the form

dp+ .Opy dp+
— —— +F—=-T Tp_
En + g Aq & op p+ +1Lp
8,0_ . f:")'.f) = (9p_
—_ — — F—=—-Tp_+7T . 47
8t+q6q B p-+1p4 (47)
Introducing the new distribution functions
P=py+p-; N=py—p- (48)
we obtain the equations
apP 0P ON
1 -+ F- - =0
ot i q@q i Op
N
0 .ON gP — _oTN . (49)

T e T
We can see that only the latter equation contains a damping term. After times long compared
with the correlation time 1/T, the function NV is expected to settle down to its instantaneous
value determined by the value of P. The rapidly relaxing variable NV is said to follow the slow
variable P adiabatically, and it can be eliminated if we look at time scales much longer than
the correlation times [13]. After this time we also expect any initial inhomogeneity to have

become smeared out, and we can neglect the position dependence of the distribution functions.

We let the variable N relax to its instantaneous value and solve this from the second equation

in (49)

o

=3 ap o

When (50) is inserted into the first equation in (49) we obtain the result
6P  F?Q*P (1)
ot 2T Op? o

Because the function P is the total distribution function in momentum space irrespective of
the value of the random parameter, the equation (51) describes a simple diffusion process with
its diffusion constant agreeing with the one (31) derived for the same model in Sec. 4. Our
two different treatments of the same limit, viz. times much longer than the correlation time,
have produced indentical results. The Langevin problem posed in Sec. 4 is equivalent with the

Fokker-Planck equation derived in this section.
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Our treatment here has been based on the assumption that the random variable takes a discrete
set of values. The limit of a continuous distribution is easily taken in Eq. (44). Then an
equation similar to the Boltzmann transport equation emerges. If the random influence derives
from many small jumps with a short correlation time, a Fokker-Planck operator can be used
for W on the right hand side of (45). The derivation may be patterned along the lines we have
used to obtain the diffusion equation (51). All these types of random operators have been used

widely in physics to describe the motion of swarms of particles.
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ELEMENTTIMENETELMAN KOKOAMISPROSESSISTA, KUN VAPAUSAS-
TEIDEN VALILLA ON RAJOITUSYHTALOITA

Jukka Aalto ja Djebar Baroudi
Teknillinen korkeakoulu

1 JOHDANTO

Artikkelissa tarkastellaan elementtimenetelmmin kokoamisprosessia, kun alkuperaisten sys-
teemivapausasteiden vilills esiintyy lineaarisia rajoitusyhtalditi. Tarkastelun kohteeksi on
otettu staattinen, lineaarinen, siirtymamenetelman mukainen rakenteiden mekaniikan prob-
leema. Sille johdetaan virtuaalisen tyén periaatteella kaavat, joilla voidaan koota suoraan
elementtien jaykkyysmatriisien ja kuormitusvektorien alkioista systeemin jaykkyysmatriisi ja
kuormitusvektori yhtaloryhmalle, jossa tuntemattomina on ainoastaan riippumattomia siir-
tymasuureita. Artikkelissa esitetian myos kolme FORTRAN-kielista aliohjelmaa, joilla koko-
aminen voidaan tehokkaasti suorittaa. Ohjelmat tallettavat systeemin jiykkyysmatriisin ns.
" sariviiva”-talletusmuotoon (engl. "skyline”) ja ovat yhteensopivia lahteen (3] yhtaloryhman
ratkaisijan COLSOL kanssa. Vaikka téssa on késitelty vain systeemin jaykkyysmatriisin ja
kuormitusvektorin kokoamista, soveltuvat esitetyt tulokset muidenkin vastaavien matriisien
ja pystyvektorien kokoamiseen ja vaikka tarkastelut on tehty rakenteiden mekaniikan henges-

s, ovat ne sellaisenaan kiyttokelpoisia muillakin elementtimenetelméan sovellutusalueilla.

2 ELEMENTTI- JA SYSTEEMIVAPAUSASTEIDEN YHTEENSOPIVUUS

Rakenteen alkuperdiselld systeemivapausasteella ymmarretddn tassa jokaista systeemin erillis-
ta vapausastetta, joka yhtyy vihintdan yhden elementin johonkin elementtivapausasteeseen.
Kullekin elementtivapausasteelle §2 voidaan nain kirjoittaa
€
55 =6, (1)
miss3 r on ao. elementin e elementtivapausastenumero ja 7 on vastaava systeemivapausaste-
numero. Elementtivapausasteiden ja alkuperiisten systeemivapausasteiden valiset yhteenso-

pivuusehdot ovat nain muotoa
6° = A% e=1,.,F, (2)

missa 6° on elementtivapausasteiden (m® kpl) muodostama pystyvektori, § on alkuperaisten
systeemivapausasteiden ( M kpl) muodostama pystyvektori ja ,A° on ndiden valinen ns.
yhteensopivuus- eli konnektiivisuusmatritsi. Sen alkiot ovat mnollia ja ykkosia siten, etta
kutakin elementtivapausastetta r ja siihen liittyvaa systeemivapausastetta i vastaavat termit

ovat ykkosia ja muut termit nollia.



Kuva 1. Esimerkkikeha.

Tarkastellaan esimerkkind kuvan 1a tasokehdd. Sen elementtivapausasteet on esitetty kuvassa
1b ja alkuperiiset systeemivapausasteet kuvassa lc. Ao. yhteensopivuusehdoiksi tulee

e=1: 6%=61’ 6:2[=62’ 6;=637 6}1=647 6;.:65, 5;=667

e=2: 6%:64’ 6§=557 6§=66, 62:61‘, 552581 6§=69

ja yhteensopivuusmatriiseiksi saadaan

ri 0 0 0 0 0 0 0 07
01000 0O0O0TO0
A — 001 00O0O0TUO0T©O
00010 0O0O0O0(’
0 00 01 0O0O0TO0
L0 0 0001 0 0 O
00 0 1 0 0 0 0 07
0 0001 O0O0O0O
A7 — 0 00001000
000 000100
0 0000 O0O0T1@®@O
L0 0 0 0 0 0 0 0 1.

Jotta systeemin siirtymatila toteuttaisi kaikki tarvittavat yhteensopivuusehdot ja geometri-
set reunaehdot on alkuperiisten systeemivapausasteiden § toteutettava joukko side- eli rajoi-
tusyhtdlditd, jotka otaksutaan tassi lineaarisiksi. Jos sideyhtalditd on K kappaletta, voidaan
valita N = M — K ns. riippumatonta systeemivapausasietta siten, ettd alkuperaiset systee-
mivapausasteet §; voidaan lausua ndihin liittyvien riippumattomien systeemivapausasteiden

A; lineaarisena lausekkeena muodossa

§=BA +c, (3)
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missid A on riippumattomien systeemivapausasteiden muodostama pystyvektori, Matriisia B
kutsutaan tissi alkuperdisten ja riippumattomicn systeemivapansasteiden viliseksi yhteenso-
pivuusmatriisikst ja pystyvekioria ¢ ao. yhteensopivuuspystyvekloriksi. Informaation antanii-
nen B-matriisin ja c-vektorin maarittamista varten on tarked osa esitettavalla menetelmalla
toimivan tietokoneohjelman lahtétietojen antamista. Voidaan joko antaa informaatio sideyh-
talGista [1], jonka avulla ohjelma automaattisesti valitsee riippumattoinat systeemivapausas-
teet [2] sekd maarittda B-matriisin ja c-vektorin, tai voidaan itse valita riippumattomat sys-
teemivapausasteet ja antaa tieto B-matriisista ja c-vektorista sellaisenaan. Tassa kaytetaan
jalkimmaists tapaa, koska se on monissa tapauksissa erittain havainnollinen.

Otaksutaan, ettd kuvan la rakenteen sauvat ovat aksiaalisesti jaykkia ja ettd sen tuki
C saa pakkokiertymin éc. Sideyhtaldiden lukuméddrd on néin K = 6 (tuki A: 1 kpl,
tuki C: 3 kpl, sauvat 2 kpl), joten riippumattomien vapausasteiden lukumaaraksi saadaan
N =M—K = 9—6 = 3. Valitaan ne kuvan 1d mukaisesti. Alkuperéisten ja riippumattomien

systeemivapausasteiden valille saadaan yhteydet

51=A1, 54=A1, 67 =0,
62 = A.lta,na, 65 = —Altanﬂ, 55 = 0,
83 = Ay, b = As, by = P¢
ja B-matriisiksi ja c-vektoriksi tulee nain
-1 0 07 0
tano 0 0 0
0 1 0 0
1 0 0 0
B=|—-tang 0 0|, c= 0
0 0 1 0
0 0 O 0
0 0 0 0
L 0 0 0. ¢ /

Yhdistimalld lausekkeet (2) ja (3) saadaan elementtivapausasteiden ja riippumattomien

systeemivapausasteiden valisiksi yhteensopivuusyhtaloiksi

5 =A°A +b°, (4)
missa

Af = A°B, (5)
ja

bt = Ate. (6)

Kuvan 1 esimerkin tapauksessa saadaan

roo1 0 07 (0
tanaa 0 0 0
1 Al; 0 10 1 41, _ )0
A'=AB = 1 00 ,b—Ac~<0 )
—tang 0 O 0
: 0 0 1. \ 0 )
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-1 0 07 0 3

—tanf@ 0 O 0

A’ = A’B = 8 8 é b= APc = 8 L
0 0 0 0

L0 0 o0l bo )

Matriisia A¢ kutsutaan tassa elementtivapausasteiden ja riippumattomien systeemivapausas-
teiden vdliseksi yhteensopivuusmatriisiksi ja pystyvektoria b® ao. yhteensopivuusvektoriksi.
Ne voitaisiin muodostaa myés suoraan kirjoittamalla elementtivapausasteiden ja riippumat-
tomien systeemivapausasteiden véliset yhteensopivuusehdot (vrt. kuvat 1b ja 1d). Matriisin
B ja pystyvektorin ¢ muodostaminen ja antaminen tietokoneohjelmalle on kuitenkin jonkin

verran selvipiirteisempi ja tyomaaraltaan pienempi toimenpide.

3 KOKOAMISPROSESSIN KAAVAT

Johdetaan seuraavassa elementtimenetelman kokoamisprosessin kaavat lineaariselle, staatti-
selle rakenteiden mekaniikan probleemalle, kun alkuperiisten ja riippumattomien systeemi-
vapausasteiden valilla on yhteys (3). Sovelletaan virtuaalisen tyon periaatetta ja varustetaan
virtuaalista siirtymaétilaa vastaavat vapausasteet ylavakaselld. Koska luvallisen virtuaalisen
siirtymaétilan verran muuttuneen siirtymaétilan on toteutettava yhteensopivuusehdot ja geo-
metriset reunaehdot, saadaan virtuaalista siirtymatilaa vastaaville vapausasteille kaavojen
(2) ja (3) perusteella

A+ = A(5+8) = 6+8 = A6+ A8 = § = AS (7)
ja

§+6=B(A+A)+c = §+6=BA+c+BA = §=BA. (8)
Elementeisti kertyvalle systeemin virtuaaliselle tySlle saadaan

E m* E
W= S (Y P =-S5 Fe
ex=1

e=1 i=1

ja kaavojen (7) ja (R) perusteella edelleen

E
Wy = —A" Y A°TFe, (9)
e=1
jossa
Fe = K®6° - RS, (10)

missdi K® on elementin jaykkyysmatriisi ja R® on elementin kuormitusvektori, joka
pitad sisallaan mahdollisten elementtiin kohdistuvan jakautuneen kuorinituksen, elementin
alkumuodonmuutostilan ja elementin alkujinnitystilan vaikutukset. Kaavan (4) perusteella

tasta saadaan

Fe = K°A°A + K°b® — R®. (11)
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Sijoittamalla tamé virtuaalisen tyén lausekkeeseen (9) saadaan sille lopulta

W, = AT(-KA + R + Rg), (12)
missa
E
K= Z A°TKeA", (13)
e=1
E
RC - Z A_e".ll‘I<e~be7 (14)
e=1
E
Rg = ZAeTRe. (15)
e=1

Otaksutaan, etti systeemin vapausasteisiin saattaa liittya ulkoisia vapausastevoimia, joita
kutsutaan tassi vapausastekuormsksi. Tehtdvan luonleesta riippuen on vapausastekuorinat
tarkoituksenmukaista antaa joko riippumattomiin tai alkuperaisiin vapausasteisiin liittyvina.
Kytketian kuhunkin systeemin riippumattomaan ja alkuperdiseen vapausasteeseen tallainen
vapausastekuorma ja kiytetian niille vastaavasti merkintéja P; ja P;. Naiden voimien

virtuaaliselle tyolle saadaan lauseke

-

N M
W= PA+S Péi=ATP+é P (16)
=1 =1

ja kaavan (8) perusteella edelleen

W, = A Rp, (17)
missa
Rp =P+ B*P. (1R)

Virtuaalisen tyon yhtalo

W=W,+W, =0
saa kaavojen (12) ja (17) perusteella muodon

~ T

A (-KA+R)=0, (19)
missa

R =Rc¢c +Rg+ Rp. (20)
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Sen tulee olla voimassa mielivaltaisen vektorin A suhteen, joten saadaan
KA =R. (21)

Tams on systeemiyhtaléryhmi, josta riippumattomat systeemivapausasteet A voidaan
ratkaista. Kun nama tunnetaan, voidaan alkuperdiset systeemivapausasteet madrittai
kaavan (3) perusteella. Elementtien sisdisten suureiden maarittamistd varten saadaan
elementtivapausasteet timan jilkeen kaavan (2) perusteella.

Systeemin jaykkyysmatriisi K ja kuormitusvektori R voidaan siis muodostaa kaavojen

(13), (14), (15), (18) ja (20) avulla. Kaava (13) ilnaisee systeemin jaykkyysmatriisin K

kokoamisprosessin elementtien jiykkyysmatriisien K alkioista. Systeemin kuormitusvektori

R muodostuu kolmesta osasta:

— Kuormitusvektori Rg syntyy alkuperiisten ja riippumattomien systeemivapausasteiden
yhteensopivuusvektorin ¢ mahdollisten nollasta eroavien termien c; vaikutuksesta. Tallai-
sia ovat mm. erilaiset pakkosiirtymat ja pakkosiirtyméerot. Kutsutaan sita tassa systee-
min siirtymdkuormitusvektoriksi. Sen kokoamisprosessin ilmaisee kaava (14).

— Kuormitusvektori Rg syntyy elementtien kuormitusvektoreista R®. Kutsutaan sita
systeemin elementtikuormitusvektoriksi. Sen kokoamisprosessi on kaavan (15) mukainen.

— Kuormitusvektori Rp aiheutuu mahdollisista seka riippumattomiin, ettd alkuperaisiin
systeemivapausasteisiin liittyvistd nollasta eroavista vapausastekuormista kaavan (18)

mukaisesti. Sitd kutsutaan pistekuormista atheutuvaksi kuormitusvektoriksi.

4 KOKOAMISPROSESSIN OHJELMOINNISTA

Elementtivapausasteiden ja alkuperiisten systeemivapausasteicden valisen yhteensopivuuden
(vrt. kaavat (1) ja (2)) ilmaisemiseen tietokoneohjelmassa ei ole tarkoituksenmukaista kayt-
tad runsaasti tilaa vievid ja pasasiassa nolla-alkioita sisaltavid matriiseja A°. Kyseinen infor-
maatio syotetasn tietokoneelle antamalla vuorotellen kuhunkin elementtiin liittyvien alkupe-
raisten systeemivapausasteiden numerot sovitun elementtivapausastenumeroinnin mukaisessa
jirjestyksessa. Ne talletetaan kaksidimensioiseen taulukkoon NOVAP siten, etta sen alkio
NOVAP(IE,IVAP) antaa elementin IE elementtivapausastenumeroa IVAP vastaavan alkupe-
riisen systeemivapausastenumeron. Talla tavoin sailytetaan tiedot elementtivapausasteiden
ja systeemivapausasteiden vilisestd kytkennastd useimmissa elementtimenetelmaohjelmissa.
Tiedot alkuperaisten ja riippuinattomien systeemivapausasteiden yhteensopivuudesta ilmais-
taan yksinkertaisesti yhteensopivuusmatriisin B ja vektorin ¢ avulla. Suuresta padosin uolla-
alkioita sisaltivastis matriisista B on tarkoituksenmukaista sdilyttdd vain nollasta eroavat
alkiot. Informaatio niistd syotetdan tietokoneelle antamalla riveittdin matriisin B nollasta
eroavien alkioiden sarakenumerot ja arvot (siten, ettd myos naiden lukumaara kullakin ri-
villd saadaan lasketuksi). Naitd tietoja siilytetdan yksidimensioisissa taulukoissa NALKI.
NOSAR ja B. Taulukon NALKI alkio NALKI(I) ilmaisee matriisin B alkuperaista systeemi-
vapausastetta I vastaavan rivin nollasta eroavien alkioiden lukumaaran. Taulukot NOSAR
ja B sisiltavat matriisin B kunkin rivin nollasta eroavien alkioiden sarakenumerot ja arvot.
Naiden taulukoiden kiytén nopeuttamiseksi ohjelmiin on siséllytetty taulukko NOSO, joka
sisaltas matriisin B kunkin rivin ensiminaisen nollasta eroavan alkion osoitteen taulukoissa
NOSAR ja B. Ennen kokoamisohjelnmien kéyttdmistd on taulukon NOSO alkiot laskettava

oheisen tyyppisella ohjelmaosuudella
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IAPU=0
DO 10 T=1,NAL
NOSO(I)=0

IF(NALKI(I).GT.0)THEN
NOSO(I)=IAPU+1
IAPU=IAPU+NALKI(I)
ENDIF
10 CONTINUE,
missa NAL on alkuperaisten systeemivapausasteiden lukumaéré ja IAPU on apumuuttuja.
Taulukkoa NOSO hyvaksi kiyttien saadaan matriisin B I:nnen rivin JJ:ttd nollasta eroavaa
alkiota vastaava osoite 10SO toteuttamalla sijoituskdsky 10SO=NOSO(I)+JJ-1 ja ao.
sarakenumero ja arvo ovat niin NOSQ(IOSO) ja B(IOSO).
Kokoamisohjelmat on laadittu yhteensopiviksi lahteessa [3] esitetyn sangen yleisessd kaytossa
olevan yhtaldryhman ratkaisuohjelman COLSOL kanssa. Niistd voidaan myds pienin muu-
toksin tehdd kokoamisohjelma samassa lihteessi esitettyd ominaisarvoratkaisijaa SSPACE
varten. Nami ohjelmat edellyttavat matriisien tallettamista yksidimensioiseen taulukkoon
ns. "adriviiva”-talletusmuotoon [3].
Seuraavassa on kuvattu lyhyesti liitteissi 1, 2 ja 3 olevien kokoamisohjelmien DIANO,
PISTE ja KOKOA toimintaa. Ne on pyritty laatimaan mahdollisimman selkeiksi ja
yksinkertaisiksi, joten yksityiskohtaisempi toiminta selvinnee listauksista. Aliohjelma DIANO
maarittid systeemin jaykkyysmatriisin silytystaulukon SK koon NSK ja taulukon NODI,
joka sisaltad jaykkyysmatriisin K diagonaalielementtien numerot taulukossa SK. Aliohjelma
PISTE lukee annetut nollasta eroavat alkuperiisia ja riippumattomia vapausasteita vastaavat
vapausastekuormat P; ja P;, muodostaa niistd ac. kuormitusvektorin Rp sekd tallettaa
sen systeemin kuormitusvektorin R sailytystaulukkoon SR. Aliohjelma KOKOA kokoaa
systeemin jaiykkyysmatriisin K seka kuormitusvektorit Rg ja Rg. Se tallettaa systeemin
jaykkyysmatriisin K taulukkoon SK ja lisaa kuormitusvektorit Rg ja Rg taulukkoon
SR (sielli ennestidin olevan kuormitusvektorin Rp liséksi). Ohjelma KOKOA kutsuu
aliohjelmaa ELMAT, joka muodostaa vuorotellen kunkin elementin jaykkyysmatriisin K=
ja kuormitusvektorin R®. Aliohjelma ELMAT on luonnolliseti riippuvainen kaytettavista
elementtityypeista. Ratkaisija COLSOL kdynnistetdan paaohjelmassa kutsulla
CALL COLSOL(SK,SR,NODI,NRI,NSK,NRI-i—l,lr‘j', 100 ;")
missa SR on taulukko, joka sisiltaé ratkaisijaan mentaessi systeemin kuormifnsvektorin ja
siitd poistuttaessa yhtaloryhméan ratkaisun ts. systeemin riippumattomat vapausasteet ja
NRI on systeemin riippumattomien vapausasteiden lukumaéra. Koska kokoamisohjelmissa on
taulukot SK ja SR maéritelty kaksinkertaisella tarkkuudella on ohjelman COLSOL vastaavat
taulukot A ja V (vrt. [3] 5.257) muutettava kaksoistarkkuudelle.

LAHTEET

(1] Kolié J., Lineaaristen rajoitusyhtdldiden kdytinnon sovellutusestmerkkejd, Rakenteiden
mekaniikka 13 (1980) 10-13.

[2] Robinson J., Automatic selection of independent freedoms in constrained conditions with
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[3] Bathe K.-J. ja Wilson E. L., Numerical methods in finite element analysis, Prentice-Hall,
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Liite 1: Aliohjelma DIANO.
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.Systeemin jaykkysmatriisin sailytystaulukon koon ja diagonaali-

elementtien numeroiden laskija-aliohjelma DIANO:

Aliohjelma laskee svsteemin jaykkyvsmatriisin sailytystaulukon
SK koon NSK ja diagonaalielementtien numerot siina ja tallettaa
ne taulukkoon NODI.

Sisaanmenoparametrit:

NELE elementtien lukumaara

NAL alkuperaisten systeemivapausasteiden lukumaara
NRI riippumattomien systeemivapausasteiden lukumaara
NRIl =NRI+1

NOTYP elementtityyppinumerotaulukko

NELVAP elementtivapausasteiden lukumaarataulukko

NOVAP elementtien alkuperaisten systeemivapausaste-~
numeroiden taulukko

NALKI taulukko, joka sisaltaa matriisin B kunkin rivin
nollasta eroavien alkioiden lukumaarat

NOSAR taulukko, joka sisaltaa matriisin B kunkin rivin
nollasta eroavien alkioiden sarakenumerot

NOSO taulukko, joka sisaltaa matriisin B kunkin rivin ensim-
maisen nollasta eroavan alkion osoitteen taulukossa B

Ulostuloparametrit:

NSK systeemin jaykkyysmatriisin sailytystaulukon koko

NODI systeemin javkkyysmatriisin diagonaalielementtien
numeroiden sailytystaulukko

Parametrimuuttujat:

MELTY maksimi elementtityyppien lukumaara

MELVAP maksimi elementtivapausasteiden lukumaara

MALKI maksimi nollasta eroavien alkioiden lukumaara taulukossa B

«MSK maksimi systeemin jaykkyysmatriisin sailytystaulukon koko

SUBROUTINE DIANO(NELE,NAL,NRI,NRI1,NOTYP,NELVAP,6 NOVAP
&, NALKI,NOSAR,NOSO,NSK,NODI)
PARAMETER MELTY=5,MELVAP=6 ,MALKI=200,6MSK=2500
DIMENSION NOTYP(NELE),NELVAP(MELTY),NOVAP(NELE,MELVAP)
&,NALKI(NAL),NDSAR(MALKI),NOSO(NAL),NODI(NRIl)
DO 10 IS=1,NRI
NODI(IS)=1
CONTINUE
DO 40 IELE=1,NELE
MIN=0
DO 20 IVAP=1,NELVAP(NOTYP(IELE))
NOAL=NOVAP(IELE,IVAP)
IF{NOAL.NE.Q)THEN
DO 15 II=1,NALKI(NOAL)
I0SO=NOSO{NOAL)+II+1
NORI=NOSAR(IOSO)
IF(MIN.EQ.0.OR.NORI.LT.MIN)MIN=NORI
CONTINUE
END IF
CONTINUE
DO 30 IVAP=1,NELVAP(NOTYP(IELE))
NOAL=NQVAP(IELE,IVAP)
IF{NOAL_.NE.O)THEN
DO 25 II=1,NALKI(NOAL)
I0SQO=NOSO(NOAL)+II-1
NORI=NOSAR{(IOSO)
IF(NORI—MIN+1.GT.NODI(NORI))NODI(NORI):NORI—MIN+1
CONTINUE
END IF
CONTINUE
CONTINUE
DO 50 IS=2,NRI
NODI(IS)=NODI(IS)+NODI(IS-1)
CONTINUE
DO 60 IS=NRIl1,2,-1
NODI(IS)=NODI(IS-1)+1
CONTINUE
NSK=NODI (NRIl)-1
IF(NSK.GT.MSK)THEN
WRITE(*,'(A,I2,A)’)’ Jaykkyysmatriisi liian suuri {>’,MSK,"')’
S5TCP
END IF

END
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Liite 2: Aliohjelma PISTE.

Vapausastekuormien lukija ja kasittelija-aliohjelma PISTE:

Aliohjelma lukee annetut alkuperaisia ja riippumattomia

systeemivapausasteita vastaavat vapausastekuormat ja

muodostaa niista ao. kuormitusvektorin Rp seka tallettaa

sen taulukkoon SR.

Sisaanmenoparametrit:

NRI systeemin riippumattomien vapausastsiden lukumaara

NAL systeemin alkuperaisten vapausasteiden lukumaara

NALKI taulukko, joka sisaltaa matriisin B kunkin rivin
nollasta: eroavien alkioiden lukumaarat

NOSAR taulukke, joka sisaltaa matriisin B kunkin rivin
nollasta ercavien alkioiden sarakenumerot

NOSO taulukko, joka sisaltaa matriisin B kunkin rivin ensim-
maisen nollasta erocavan alkion osoitten taulukossa B

B matriisin B nollasta eroavien alkieiden sailytystaulukko

[ pystyvektorin ¢ sailytystaulukko

Ulostuloparametrit:

SR systeemin riippumattomia vapausasteita vastaava kuormitus—
vektori

Parametrimuuttujat:
..... MALKI maksimi nollasta sroavien alkioiden lukumaara matriisissa B

SUBRQUTINE PISTE(NAL,NRI,NALKI,6 NOSAR,NOSO,B,C,SR)

PARAMETER MALKI=200

CHARACTER*1 OK

DIMENSION NALKI(NAL),NOSO(NAL),NOSAR(MALKI),B(MALKI),C(NAL)

DOUBLE PRECISION SR(NRI)
10 CONTINUE

DO 20 IVAP=1,NRI

SR(IVAP)=0.
20 CONTINUE

WRITE(*,’'(A)")

&’ LANNA alkuperaisia vapausasteita vastaavat vapausastekuormat:’
30 PRINT *,’'Kuormien lukumaara’

READ (*,*,ERR=30)NPIS

IF(NPIS.EQ.0)GOTO 60
40 PRINT *,’'Vap.no Kuorma’

DO 50 IPIS=1,NPIS

READ(*,* ERR=40)IVAP,P

DO 50 JJ=1,NALKI(IVAP)

JOS0=NOSO({IVAP)+JJ-1

JVAP=NOSAR(JOSQ)

SR(JVAP)=SR(JVAP)+B(JOSO) *P
50 CONTINUE
60 CONTINUE

WRITE(*,'(A)’)

&’1ANNA riippumattomia vapausasteita vastaavat vapausastekuormat:’
70 PRINT *,’Kuormien lukumaara’

READ (*,* ,ERR=70)NPIS

IF(NPIS.EQ.O0)RETURN
80 PRINT *,'Vap.no Kuorma’

DO 90 IPIS=1,NPIS

READ(*,* ,ERR=80)IVAP,P

SR(IVAP)=SR(IVAP)+P
90 CONTINUE

WRITE(*,'(A)’)’0OVapausastekuormat OK? (K tai E)’

READ(*,’ (A)’)OK

IF(OK.NE.’k’.AND.OK.NE.’K’')GOTO 10

END
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Liite 3: Aliohjelina KOKOA.

.Systeemin jaykkyysmatriisin ja kuormitusvektorin kokoaja-

aliohjelma KOKOA:

Aliohjelma kokoaa systeemin jaykkyysmatriisin ja lisaa systee-
min kuormitusvektoriin elementeista tulevan osuuden. Systeemin
symmetrisesta javkkyysmatriisista talletetaan vain sen diagonaa-
lin ylapuoleinen osa ns. "skyvline"-talletusmuotoon yksidimensi-
oiseen taulukkoon SK. Elementeista systeemin kuormitusvektoriin
tuleva osuus lisataan taulukkoon SR.

Ohjelma kutsuu aliohjelmaa ELMAT, joka muodostaa vuorotellen
kunkin elementin jaykkyysmatriisin ja kuormitusvektorin alkiot.
Sisaanmenoparametrit:

NELE elementtien lukumaara

NAL systeemin alkuperaisten vapausasteiden lukumaara

NRI systeemin riippumattomien vapausasteiden lukumaara

NRI1 =NRI+1

NSK systeemin jaykkyysmatriisin sailytystaulukon alkiociden
lukumaara

NOTYP elementtityyppinumerotaulukke

NELVAP elementtivapausasteiden lukumaarataulukko

NOVAP eolementtien alkuperaisten systeemivapausaste-—
numeroiden taulukko

ELOM elementtiominaisuustaulukko

NALKI taulukko, joka sisaltaa matriisin B kunkin rivin
nollasta erocavien alkioiden lukumaarat

NOSAR taulukke, joka sisaltaa matriisin B kunkin rivin
nollasta erocavien alkioiden sarakenumerot

NOSO taulukke, joka sisaltaa matriisin B kunkin rivin ensim-
maisen nollastaercavan alkion osoitteen taulukossa B

B matriisin B nollasta erocavien alkioiden sailytystaulukko

Ulostuloparametrit:

SK systeemin jaykkyysmatriisin sailytyvstaulukko

SR systeemin kuormitusvektorin sailytystaulukko

Sisaisia muuttujia:

EK elementin jaykkyysmatriisi

ER elememtin kuormitusvektori

Parametrimuuttujat:

MELTY maksimi elementtiyyppien lukumaara

MELVAP maksimi elementtivapausasteiden lukumaara
MELOM maksimi elementtiominaisuuksien lukumaara

.MALKI maksimi nollasta ercavien alkioiden lukumaara B-matriisissa

SUBROUTINE KOKOA(NELE,MNAL,NRI,NRI1l,NSK,NOTYP,NELVAP
&, NOVAP,NODI, ELOM,NALKXI,6 NOSAR,NOSO,B,C,35K,SR)
PARAMETER MELTY=5,6 MELVAP=6,MELOM=12 , MALKI=200
DIMENSION NOTYP(NELE),NELVAP(MELTY)
&,NALKI(NAL),NOSO(NAL),NOSAR(MALXI),B(MALKI), C(NAL)
& ,NOVAP(NELE,MELVAP) ,NODI{NRI1l),ELOM(NELE,6MELOM)
DOUBLE PRECISION EK(MELVAP,MELVAP),ER(MELVAP)
&,SK(NSK),SR(NRI)
DO 10 Is=1,NSK
SK(IS)=0.
CONTINUE
DO 50 IELE=1,NELE
CALL ELMAT(IELE,NELE,NOTYP,ELOM,EK,6 ER)
DO 50 IE=1,NELVAP(NOTYP(IELE))
IAL=NOVAP(IELE, IE)
IF(IAL.GT.0)THEN
DO 40 II=1,NALKI(IAL)
IOSO=NOSO(IAL)+II-1
IRLI=NOSAR(IOSO)
IF(IRI.GT.0)THEN
SR{IRI)=SR{IRI)+B(IQOSO)*ER(IE)
Do 30 JE=1,NELVAP(NOTYP(IELE))
JAL=NOVAP(IELE,JE)
IF(JAL.GT.0)THEN
DO 20 JJ=1,NALKI(JAL)
JOSO=NOSO (JAL)+JJ~1
JRI=NOSAR(JOSO)
IF{JRI.GE.IRI)THEN
ISK=NODI(JRI)+JRI-IRI
SK(ISK)=SK(ISK)+B(I0SO)*EK(IE,JE)*B(JQS0O)
END IF
CONTINUE
SR(IRI)=SR(IRI)-B(I0SOQ)*EK(IE,JE)*C(JAL)
END IF
CONTINUE
END IF
CONTINUE
END IF
CONTINUE
END
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A SUPG FINITE ELEMENT METHOD FOR CONVECTION-DIFFUSION EQUATION
USING TRANSFORMATION TO LOCAL COORDINATES

Jouni Freund
Helsinki University of Technology

1 INTRODUCTION

The purpose of this paper is to present the underlying ideas of streamline~upwind Petrov-
Galerkin methods (SUPG) used in solving convection—diffusion type equations. The non-
self-adjointness of the problem gives rise to many difficulties and only after the discovery
of SUPG method there exists a simple finite element method for the problem. First the
weak form employed in the discretization of the problem is discussed shortly. Thereafter two
slightly different methods applicable for linear and bilinear element types are presented.

1.1 Convection—diffusion boundary value problem

The steady convection—diffusion boundary value problem can be written as

®—-g=0 ZeT,, (2)
nakap@“@ —h=0 Z e, (3)

where ® is the unknown function, u, is the velocity vector, kog is the diffusivity tensor,
¢ is the absorption coefficient and f the source term. In the boundary conditions ¢ and A
are given functions and n, is the outward unit normal to the boundary ' = T'y UT}. Index
notation is used to shorten the otherwise rather lenghty expressions. The Einstein summation
convention on repeated indices & and 8 is assumed in force. The equation system is presented
without index notation in reference [1].

2 DISCRETIZATION OF THE PROBLEM

The equation system (1)...(3) is not self-adjoint due to presence of first order derivatives.
From the finite element method point of view the situation is not best possible, because a
classical variational principle to be used in the discretization of the problem is not available.
A well-known fact is, that a variational principle makes a reliable starting point for a finite
element method. However, a so called weak form of the problem can be employed. The original
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problem is replaced by an integral statement (For a similar exposition in a one—dimensional
case see for instance [2])

; / W' {(kap®,p) 0 ~ (va®),a — @+ fld+
+ Ze: / w?[(kap@ ) 0 = (vaD),0 — @ + fld+
+Z / wnakap®,6 — b+
"" Z/ w[nakap®,s] = 0. @)

In the first and second rows field equation (1) is multiplied by a weighting function w = w!+w?
and integrated over the domain (1, which is divided into subdomains {1° called elements. The
summation is over these elements. In the third row boundary condition (3) is multiplied by
a weight function w? and integrated over the domain I'x,. The last row consists of a jump
condition, which should remain valid if there are discontinuities in the solution, multiplied by
a weight function w*. The integration is over the internal boundary I';; where discontinuity is
expected. The decision on what kind of jump condition is valid must be made on the physical
basis of the problem. If some other condition seems to be more appropriate, modifications
should be be made in equation (4). We have not included boundary condition (2) in the weak
form. Therefore the admissible function ® has to satisfy this boundary condition in advance.

Before proceeding further, some reordering and decisions concerning the weighting functions
must be made. In following we assume that the approximation for @ is C°-continuous, the
weight function w! is C°-continuous and w? is discontinuous over the element boundaries.
Each function is supposed to be C'*°-continuous elsewhere. Internal boundary I';,¢ consists
thus of the portions where elements meets in (2.

When Greens identity is used elementwise in the first row of (4), an equation

3 [ [rulikasts ~ vt (ua®)a ~ wied +ulfldn+
ﬂe
+ 20 [, (ke ®0) e = (a8),0 = @ + fldt+
+Z/ (w3 + w)nakos® 5 — w3h]dT+

+Z wl[nakaﬂ@,p]dr-{—
uF’

+ZJ/;G (w* + w')[nakas® g)dT =0 (5)

int
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is obtained. Now we choose w2 = —w! on I'y, w* = —w?! on I';y: and w! =0 on T'y. We get
thus

Z/ [~wlkap® s — w(ua®) o —w'ed +w!fld+
e Qe
2

+y / w'hdl = 0. (6)

Equation (6) is the usual weak form employed in the discretization of the problem (1)...(3).
It can be found for example in references [3] and [4]. Most of the previous discussion can also
be found in these references.

In finite element method the unknown function ® is replaced by the finite element
approximation

‘i = ZNJ‘DJ, (7)
J

where ®; are degrees of freedom for the approximation &. In this particular case these
parameters have a physical interpretation: They are the values of the approximation at the
nodal points. The degrees of freedom related to nodal points on I'j must be given fixed
values in order to satisfy the essential boundary condition. Shape functions IV; are defined
elementwise usually by low order polynomials. When we demand equation (6) to be true for
as many different selection of w! and w? as there are unknowns, a linear equation system is
obtained, which can be solved using standard methods.

In following we choose weighting functions as w! + w? = M and w! = Ny, where Ny are
the same as in equation (7). In order to avoid awkward expressions we now make some
simplifying but by no means necessary assumptions in equation (8) (see [3]): (a) The term
consisting of second order derivatives can be neglected. This is reasonable at least when the
shape functions N are linear, diffusion tensor k,p is isotropic and when the elements are
not very distorted. (b) Functions ¢ = 0 and f = 0. These functions will have no effect on
the character of the method. The problems arise largely from the convective terms, which
cause instability in certain cases. (c) Velocity field is divergence—free. (d) Essential boundary
condition (2) is given everywhere on I'. This case is more difficult to solve numerically than
the ones with natural type boundary conditions.

With these assumptions an expression for a typical coefficient in the linear equaticn system
multiplying ® in equation [ is

Krj=)_ /Q [~ N1,akapNsp — MitalNsaldQ, ®)
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or if an elementwise defined dimensionless coordinate system z,s is used

Ky = Z/ [~Nr1akarp Nyg — Mitar Ny ]dSd, (9)
where
Bza: 3.'Epl
kal ;1 = __ka 3 10
p 3.1":‘0, 8:1:,3 A ( )
a:l:' ’
ual = aTaua- (11)

In practice coefficients are evaluated using equation (9), because the shape functions obtain
the-simplest form in the coordinate system z,/. Coordinates £ and z,s are connected through
the so called isoparametric transformation. When a numerical integration scheme is used,
analytical expressions for the partial derivatives in (10) and (11) are not needed.

3 SUPG TYPE WEIGHT FUNCTIONS

The use of weak forms in contrast with variational principles in discretization of a boundary
value problem has certain disadvantages. When a variational principle is employed in
discretization no extra functions are needed. But as shown in the previous chapter, a weak
form involves new functions, which are not directly related to the original problem.

We will restrict ourselves to the cases in which the shape functions are linear in one dimension
and tensorial products of one-dimensional shape functions in multidimensional problems. For
the sake of clarity coordinates ay» = £, a» = 1 and so on are used instead of index notation in
some equations. The following discussions are motivated by [3] and [4], though the methods
are presented in a somewhat different form.

In one-dimensional SUPG methods the weighting functions are related to shape functions N
according to expressions

MI=NI+Tm$dZI. (12)

The dimensionless parameter 7 depends both on the element geometry and on the local form
of the differential equation. m¢ is a unit vector in the direction of flow in coordinate system
¢. The form of the second — discontinuous — part of these test functions is arbitrary. In
fact any function with certain kind of antisymmetry will do.
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If the original problem is self-adjoint (v¢ = 0), symmetric weight functions will make a good
numerical method. In fact nodally exact values will be produced if the weight functions shown
in Figure 1(a) are used no matter what is the value of f. The use of these symmetric weight
functions means that both directions — towards I — 1 and towards I + 1 — are weighted
equally. This is reasonable because the field equation is elliptic in nature. In a non-self-
adjoint case, however, these Galerkin method weight functions often lead to wildly oscillating
solutions. In a hyperbolic case (k¢¢ = 0) nodally exact results can be achieved by the use of
non-symmetric test functions like in Figure 1(b) even if f is included. In the pure convection
case the use of these test functions will disregard all information from the downwind side of
the typical node I as can be seen from the figure. Now when the field equation is somewhere
between these extreme cases we can guess that good test functions should also be somewhere
between the functions shown in Figures 1(a) and 1{(b). This is achieved by adjusting the
parameter 7 in (12).

- - -

[ Y

(a)u5=cEO (b)keg=c§0 (c)kgg:c:fEO
Figure 1. Suitable weight functions for different types of field equations.

After the selection of the suitable form of the test functions the next problem is the free
parameter 7. Selection of the value of the parameter is discussed in references (3] and [4],
and we do not reproduce it here. In any case the idea is to demand that the finite element
method gives nodally exact solution for one-dimensional model problems when the absorption
coefficient ¢ = 0, the source term f = 0, the shape functions are linear and all the elements
are identical. According to the reference, a suitable value is

T = coth(Pe) — %, (13)

where

Pe =meug/kee. (14)

Pe is the so called Peclet number which is a measure of relative amounts of convection and
diffusion. It is easily verified that the Peclet number defined in this way is dimensionless.
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Figures 1(a) and 1(c) show typical test functions for the extreme cases. The pure diffusion
case Pe = 0 gives Galerkin type test functions and the pure convection one Pe = oo gives
a test function, which is shifted upward on the upwind side of the node and downward on
the downwind side of the node. Compared with the ’optimal’ weight function in Figure 1(b),
the behaviour is somewhat different and nodally exact solution will not be produced with an
arbitrary f.

After this preliminary discussion of the SUPG method in one dimension we will discuss two
slightly different ways to extend the method to multidimensional cases. Numerical solutions
for an almost standard model problem are given to show the properties of these methods.
Problem definition can be found in [1]. The only exception is that an additional boundary
condition ® = 0 is given on the outflow boundary.

2.1 First formulation

If only one velocity component (say u¢) is non—zero, we can extend the one—dimensional
formulation easily. For example, the test function for node I can be written as

My = [Ny(8) + rme 228 Ny (). (15)

The first term in brackets depends only on £ and the second term on 7. Evidently we don’t
need any modifications in 7-direction because there is no flow in that direction. The situation
holds true when the flow is exactly in some other coordinate direction. We just modify one
part of the Galerkin type test function (Figure 1(a)) by adding a discontinuous term. When
the flow direction is arbitrary we take a sort of combination of these test functions. The
weight function for the node I is then

ANr(n)

) (N1(n) + 7y 21

Mp = [N1(€) +me J. (16)

ANy (
o¢

When the flow is exactly in one coordinate direction, expressions of the type (15) will be
produced. To reveal the continuous part w! and the discontinuous part w? some reordering
must be done. If the term which includes ’second order correction’ 77 is disregarded, the
weight functions can be formed conveniently as

u = max(abs(uq’)), (17a)
My = Ugs /U, (170)

karpr Pegr = uar, (176)
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Pe = Pea: Myt (17d)
7 = coth(Pe) — 1/ Pe, (17¢)
M =N;i+mmaNro. (17f)

In steps (17a) and (17b) the velocity vector is divided by its lenght. The selection of the
norm % of u, is quite arbitrary and could be replaced by any other norm. In this definition
max and abs have the same meaning as standard FORTRAN functions MAX and ABS. Step (17¢)
is a straightforward extension of expression (14) and gives us the Peclet numbers for each
coordinate direction once solved for these quantities. In step (17d) the Peclet number which
is considered now as a vector is projected onto the direction of flow. Steps (17¢) and (17f)
complete the algorithm in much the same way as in the one-dimensional method. In one-
dimensional problems the method gives test functions {12)...(14) as should be the case.

Figure 2. Numerical results for the first formulation.

Figure 2 shows some numerical results when the method is applied to the model problem with
different velocity directions. Small angle solutions (a)...(c) are quite satisfactory, though
smearing of the solution in the direction opposite to flow is evident. This phenomenon seems
to be common to all fixed grid finite element methods and cannot be cured easily (if at all).
When the flow angle exceeds 45° the solution starts to fluctuate near the outflow boundary
as Figures (d) ... (f) show. This behaviour is in agreement with results given in references [3]
and [4]. As a matter of fact the method described by (17a) ... (17f) is almost identical with
the method in the references.
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3.2 Second formulation

In order to damp the fluctuations on the outflow boundary we try a slightly different method.
Firstly we include the last term in the discontinuous part of the test functions which was
dropped in the previous method to make it more 'SUPG-type’ (we had no good reason to
disregard it). Secondly we will use a different direction vector in equation (17f). This can
be viewed as follows: When several velocity components are different from zero, the first
formulation gives seemingly somewhat too small coefficients for the discontinuous part of the
weight functions because there is instability in the solution. So we simply use the maximum
values to be on the safe side regarding the fluctuations. Everything else remains the same in
algorithm (17) except step (17f). It will be replaced by the statements

lor = sign(l, mar), (17f7)

M =Nr+7leNro + 77 lalg Nrarpr. (179)

When the flow is exactly aligned with one coordinate direction this method gives the same
test functions as the first formulation. In step (17f’) we have introduced a new function
sign. The name refers to standard FORTRAN function SIGN, and in fact this standard function
will serve well. However in practice a somewhat different definition has proved to better and
we have used a modified function, which is equal to SIGN when the absolute value of my/ is
greater than a small positive predefined parameter ¢ and otherwise same as mgq /e.

Figure 3. Numerical results for the second formulation.
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Numerical results are shown in Figure 3. The method behaves well compared with the first
formulation. Fluctuations near the outflow boundary have disappeared completely. Also the
in domain boundary layer is somewhat crisper (it may be too crisp because we now get small
fluctuations on this boundary instead of the outflow one). The solution behaves exactly as in
the previous method on the neutral boundary (nqus = 0). Fluctuation on neutral boundary
is a phenomenon which seemingly cannot be coped with weight functions of the previous type.
This is evident because it happens in the direction opposite to the flow. In [1] and [4] it is
shown that use of the first formulation weight functions leads to modification of the methods
only in the direction of the flow as compared with Galerkin method.

4 FINAL REMARKS

Both of the previous methods have certain advantages. The first formulation is simple and
gives reasonable results except near outflow boundaries. The second formulation is good near
boundaries but the modelling of the indomain boundary layer is not as good as in the first
formulation. This suggest a method in which weight functions of the second formulation type
are used in elements adjacent to boundaries. Elsewhere the first formulation type weight
functions could be used. Numerical tests have proved that this type of method works well.
The fluctuations near the outflow boundary will be damped and the indomain boundary layer
is much like in the first formulation.

Only methods applicable for one or two dimensions have been discussed here, but algorithm
(17) can be used in problems with any number of dimensions simply by letting the index
have values according to the physical dimensions of the problem. Tensorial product approach
can be used in generating weight functions for various element types. For instance a method
for six-noded two—dimensional element, in which the shape functions are tensorial products
of the linear and quadratic one-dimensional shape functions, can be formed by combining
one—dimensional SUPG weight functions for linear and quadratic elements. It is evident that
these methods are far from perfect but compared with Galerkin methods some improvements
can be expected.
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OHUTSEINAISTEN PROFIILIEN LEIKKAUS- JA VYVAANTOSUUREIDEN MAARITTAMINEN
ELEMENTTIMENETELMALLA

TkT Matti K. Hakala
Valtion teknillinen tutkimuskeskus
Laivatekniikan laboratorio

1 JOHDANTO

Pi tkanomaisten kappaleiden jannitys- ja muodonmuutostilaa voidaan kdytanndssa
usein riittdvdlld tarkkuudella kuvata palkkimallilla, jossa veto-, taivutus-
ja vddntokuormituksen kdsittely perustuu tunnettuihin oletuksiin. Poikkipin-
nan normaalijannitysjakautumat ovat til116in varsin yksinkertaisia ja vastaa-
villa poikkipintasuureilla on selvd geometrinen merkitys. Naitd suureita ovat
esim. poikkipinta-ala, painopiste, jdyhyysmomentit jne., joiden laskeminen on
suoraviivaista. Sen sijaan taivututuksessa ja vddnndssd syntyvien leikkaus-
jannitysten jakautumat ovat kertaluokkaa monimutkaisempia ja niiden mdarittd-
minen vaatii yleisessd tapauksessa differentiaaliyhtdalon ratkaisemista.
Vastaavilla poikkipintasuureilla, kuten esim. tehollisella Teikkauspinta-
alalla tai leikkauskertoimella, vddntokeskiolld, vddntdjayhyysmomentilla jne.
ei ole puhtaasti geometrista tulkintaa, vaan niiden madritys perustuu leik-
kausjannitysjakautumiin.

Erityisesti ohutseindisilld profiileilla leikkaus- ja vadntdsuureiden merkitys
korostuu. Taivutuksessa syntyvdat Tleikkausjdnnitykset ovat ohutseindisilla
profiileilla yhtd merkittdvid kuin normaalijannitykset, kun taas massiivisilla
profiileilla leikkausjannitykset voidaan usein unohtaa. Vddnndssd puolestaan
etenkin avoimilla ohutseindisilld profiileilla syntyy merkittdvid poikkileik-
kauksen kdyristymid, Jjotka estettyind johtavat normaalijdnnitysten syntyyn.
Tdassd yhteydessd puhutaan estetystd vdanndostd ja poikkipintasuureet pyritddn
mddrittamadn ns. sektoriaalisen koordinaatin avulla gecmetrisesti.
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Mielivaltaisen ohutseindaisen profiilin leikkaus- ja vddantdsuureiden middritys
on tydldas tehtdvda ja pyritddn tdstd syystd tekemddn tietokoneella. Kaytdssa
olevat tietokoneohjelmat perustuvat usein perinteisiin Taskentamenetelmiin,
ks. esim. [1, 2, 3]. Tdssd yhteydessi ei yleensid puhuta lainkaan differenti-
aaliyhtdldoistd, vaan ratkaisukaavat johdetaan suoraan differentiaaligeometri-
sin tarkasteluin. Hankaluutena on td116in, ettda ratkaisut ovat usein tapaus-
kohtaisia Jja vaikeasti yleistettdvissd. Sen sijaan muodostamalla vastaavat
differentiaaliyhtda16t voidaan tehtdvdd kdsitelld huomattavasti yleisemmin ja
kdyttdd tavanomaisia matemaattisia apuneuvoja hyvdksi ratkaisuissa. Erityi-
sesti elementtimenetelmd tarjoaa tdssd yhteydessd varsin systemaattisen ja
yleisen keinon ndiden differentiaal iyhtd1diden ratkaisemiseksi.

Seuraavassa tarkastellaan ohutseindisten profiilien leikkaus- ja vddntosuurei-
den mdarittamistd elementtimenetelmdn avulla. Tarvittavat differentiaaliyhta-
16t saadaan ns. Saint Venantin probleemasta, jossa vakiopoikkipintaista suoraa
sauvaa kuormittavat pdissd voimat siten, ettd sauvaan syntyy taivutusta ja
vaantdd. Tdlle probleemalle 10ytyy tietyilld edellytyksilld tdsméllinen
" kimmoteoreettinen ratkaisu, joka on esitetty siirtymafunktioiden avulla esim.
klassisessa Loven teoksessa [4]. Tehtdvdn ratkaisua siirtymdelementtimenetel-
milld on kisitelty esim. ldhteissid [5], [6] ja [7]. Tdssd esityksessi johde-
taan kaavat erityisesti ohutseindiselle profiilille ja tarkastellaan ratkaisun
sovel tuvuutta myds estettyyn vdantoon.

2 TAIVUTUS
2.1 Massiivinen profiili

Kuvan 1 mukaiselle ulkokepalkin taivutukselle 18ytyy tdsmdllinen kimmoteoreet-
tinen ratkaisu Saint Venantin puolikddnteiselld menettelylld [4]. Oletetaan

ensin, ettd g, = gy = Txy = 0 ja ettd tajvutuksesta aiheutuva normaalijdannitys

a, jakaantuu kuten puhtaassa taivutuksessa eli

P(1-2) (1)

missa Iy on poikkipinnan jayhyysmomentti y-akselin suhteen. Tasapaino- ja
kompatibiliteettiehtoja soveltamalla saadaan poikkipinnan leikkausjdnnityksil-

le Tausekkeet
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A
/]
7 z
== — P
/]
/1 |
B
Kuva 1. Ulokepalkin taivutus.
- . P ¥ . v (2 _ 2
Tzx T 23I+vi1y[ x 2 (x y3 ]
ja ’ (2)
- 0¢
Yoy T T ?TTIQTT; [ B vy ),

missd funktio ¢ toteuttaa differentiaaliyhtdlon
V2§ = 2x (3)

poikkinpinnan alueella. Reunalla leikkausjannitysresultantin tulee tasapaino-
syistd olla reunaviivan tangentin suuntainen, mistd seuraa reunaehto

aq}: dx_l’ 2 _ Zdy
- W gs 2(x y)ag, (4)

missa an on reunan normaalin suuntainen derivaatta ja s on reunaviivan suun-

tainen koordinaatti.

Palkin siirtymille voidaan edelleen johtaa lausekkeet [4]:

u E%; @ 122-éz3+ % (1 - 2)(x%2-y2) ]+ gz,
(5)
P
v = v(1 - z) xy,
el
W= - —%;-[x(1z - % z2) + ¢] - Bx.

Tdssd u tarkoittaa x-akselin, v y-akselin ja w z-akselin suuntaista siirtymdd.
Vakion 8 arvo riippuu kiinnityksestd palkin tuetussa pddssd. Tdssda sovellu-

tuksessa B:11a ei ole merkitystd.
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Pitkittdisen siirtymdn w lausekkeesta voidaan todeta, ettd hakasulkulausekkeen
ensimmiinen osa vastaa teknillisen taivutusopin mukaista siirtymdjakautumaa.
Funktio ¢ esittdd ndin ollen poikkeamaa tasomaisuudesta eli poikkipinnan kdy-
ristymda taivutuksessa, mikd tavallisessa palkkiteoriassa jdtetddn kokonaan
huomioonottamatta.

2.2 Tehollinen teikkauspinta-ala ja leikkauskerroin

Tavallisen palkkiteorian kdyttokelpoisuutta voidaan laajentaa ottamalla huomi-
oon taivutusmuodonmuutoksen 1isdksi myds ns. leikkausmuodonmuutos, mikd aiheu-
tuu leikkausjannityksid vastaavista liukumista ja nakyy myds poikkileikkausten
kiyristymisend. Koska leikkausjdnnitykset eivdt ole tasan jakaantuneet, jou-
dutaan niiden ajheuttama liukuma ottamaan huomioon jollakin tavalla mddritet-
tynd keskimddrdisend arvona palkkiteorian puitteissa. Keskimddrdinen 1iukuma
madritelldan ta118in kaavalla

T E g s (6)
missd Q on leikkausvoima, kA on tehollinen leikkauspinta-ala ja G on 1iuku-
moduuli. Kertoimesta k kidytetddn nimitystd leikkauskerroin ja se ilmoittaa,
kuinka paljon todellista poikkipinta-alaa A on redusoitava, jotta Teikkaus-
muodonmuutos tulisi mahdollisimman oikein huomioonotetuksi.

Tehollinen leikkauspinta-ala ja leikkauskerroin vonidaan mddrittdd monellakin
eri tavalla, jotka kaikki ovat enemmdn tai vdhemmdn 1ikimdardisid palkkiteori-
an rajoituksista johtuen [8]. Erds eleganteimpia ja my6s kdytdnnon havainto-
jen perusteella tarkimpia tapoja on Cowperin esittdmd menettely, jossa Timec-
shenkon palkkiteorian yhtdaldt saadaan integroimalla kohdassa 2.1 esitetyn
ulokepalkin tdsmdllinen ratkaisu poikkipinnan yli [9]. Palkin siirtymind
kiytetiin ndin saatuja keskimddrdisid siirtymid, Jjotka yleensd poikkeavat
palkin akselin siirtymistd. Leikkauskertoimen mddrittamiseksi saadaan td1141in

kaava

2(1 + v) I
kK = ~ , (7)
(I -I)'I—IX(IJdA
' Y

missd ¢ on yhtdldstd (3) ratkaistava poikkipinnan kdyristymdfunktio.
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2.3 Ohutseindinen profiili

Ohutseindisilld profiileilla kohdan 2.1 taivutustapauksen ratkaisua voidaan
yksinkertaistaa. Jos seindmdn paksuus on pieni poikkipinnan ulkomittoihin
verrattuna, voidaan olettaa, ettd seindmdn suuntainen leikkausjiannitys Tys
(ks. kuva 2) on tasan jakautunut seindmdn paksuussuunnassa ja ettd seindmdn
paksuussuuntaista leikkausjdannitystd ei tarvitse ottaa huomioon.

Tys saadaan leikkausjdnnityskomponenttien (2) avulla mddrittamd11d koordinaa-
tin s suuntainen leikkausjannitysvektori. T&alldin

Kuva 2. Ohutseindinen profiili.

_ P dé , v 2 _ L2y dX dy
s T tawE g, La e gt g ) (8)
Seindmdalkion tasapainoehdosta
0% do
zs Z
s * oz~ O @)

saadaan kaavojen (1) ja (8) avulla differentiaaliyhtd1d

2 2 2
9= @+ wx- Jix2 -y §% - wy $ (10)

poikkipinnan kayristymdfunkticlle ¢. Jos profiili on avoin, tulee vapaalla
reunalla leikkausjannityksen havitd. Suljetulla profiililla leikkausjannityk-
sen tulee ol1la jatkuva. Ndil1d reunaehdoilla funktio ¢ tulee vakiota vaille
maaritetyksi, mikda riittdd leikkausjdnnityksen (8) mddrittdmiseen.
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Leikkauskerroin voidaan laskea ohutseindisellekin profiilille kaavalla (7).
Myoskdan tissd ei funktion ¢ vakiotermilld ole merkitystd, koska vastaava
integraali poikkipinnan yl1i hdvida painopistekoordinaatistossa.

2.4 Elementtiratkaisu

Differentiaaliyhtdloén (10) elementtiratkaisu voidaan tavanomaiseen tapaan
formuloida esim. Galerkinin menettelyn mukaan. Muotofunktioapproksimaatio
kdyristymdafunktiolle ¢ voidaan kirjoittaa muodossa

o(s) = [N(s)] {o}, (11)
missd [N(s) ] on muotofunktiot sisdltivd matriisi ja {¢} solmuparametrivektori.
Kertomalla differentiaaliyhtd1on molemmat puolet samanmuotoisella painofunk-

tiolla, integroimalla poikkipinnan yli sekd ottamalla lopuksi huomioon reuna-
tai jatkuvuusehdot pdddytddn yhtdaldryhmdadn

missd jaykkyysmatriisi
K]=J NI [N, ] tds (13)

ja voimavektori
F}=-201+v) [ N7 xtds - 5 | [N,s]T[(xz-yz)gf‘s— + L Jtds. (14)

[N,S]T tarkoittaa tdssd muotofunktioiden derivaatat s-koordinaatin suhteen

sisdltdivdd matriisia.

Yksinkertaisin ja useimmissa tapauksissa tdysin rijttdvd elementti on 2-sol-
muinen lineaarinen elementti, Jjoka voi olla myds kdyraviivainen. Se antaa
tarkan ratkaisun solmuparametreille. Elementin sisdalla tdhan Tineaariseen
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ratkaisuun voidaan 1lisdtd differentiaaliyhtdion (10) tarkka ratkaisu, Jjoka
hdvidd elementin pddtepisteissda. Kaavalla (8) laskettavat leikkausjannityk-
setkin saadaan td116in jatkuviksi.

3 VAANTO
3.1 Massiivinen poikkileikkaus

Tarkastellaan vakioﬁoikkipintaista sauvaa, jonka pdissd vaikuttavat vdanto-
momentit. Saint Venantin puolikdanteisen menettelyn mukaisesti oletetaan
ensin, ettd sauva poikkileikkaukset kiertyvat pituusakselin ympdari muotoaan
muuttamatta. Sen sijaan poikkileikkausten kdyristyminen tasostaan sallitaan ja
sitd kuvataan kdyristymdfunktiolla ¢. Kuvan 1 koordinaatistossa siirtymdt
ovat talldin

u=-G)yz,
= oxz, (15)
W = 0 d¢.

Tdssd O tarkoittaa sauvan vddntymdd eli vdantokulman derivaattaa, joka olete-

taan vakioksi.

Oletettu siirtymdtila toteuttaa kompatibiliteettiehdot identtisesti. Kaikki

muut jdnnityskomponentit ovat nollia, paitsi Teikkausjannitykset =

ja T
ZXJa

zy’?
joille saadaan lausekkeet
- r o (2% _
T TG0 (bx y)s
(16)
_ 3¢
sz"GO(Ey‘+ X ),

missd G on liukumoduuli. Jotta tasapainoehdot toteutuisivat, tulee kayris-
tymda funktion ¢ toteuttaa differentiaaliyhtdld

v2 ¢ = 0. (17)

Poikkipinnan reunalla leikkausjdnnitysresultantin tulee tasapainosyistd oila
reunaviivan tangentin suuntainen. Tdstd saadaan reunaehdoksi
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¢ _  dx dy

a—n"xa-s-"')/a-g, (18)
mikd riittdd <¢:n mddrittdmiseen vakiota vaille. Jannitysten kannalta tdmi
vakio voidaan valita mielivaltaisesti.

3.2 Ohutseindinen poikkileikkaus

Ohutseindisen profiilin vdanndssd voidaan tehdd samat oletukset kuin kohdan
2.2 taivutustapauksessakin. Seindmdn suuntaiseksi leikkausjannitykseksi saa-
daan kaavojen (16) perusteella

_ de _ , dx dy
TZS =G 0 (a's— ya-g‘l' Xa’g) (19)
Seindmdalkion tasapainoehdosta (9) seuraa, ettd leikkausjannitys on s-koordi-

naatin suunnassa vakio, jos paksuus ei muutu. Edelleen tasapainoehdosta saa-
daan kdyristyma funktiolle differentiaaliyhtdlio

2 2 2
8-y 33 - x4 (20)

Jos profiili on avoin, tulee vapaalla reunalla Tleikkausjdnnityksen havitd,
jolloin

Ky E.xY. (21)
Koska tasapainoehdon mukaan leikkausjdnnitys on s:n suhteen vakio, ei avoimes-
sa profiilissa synny ndil1d oletuksilla lainkaan leikkausjdnnityksid vapaassa
vadnnéssd ja yhtdlo (21) on voimassa kaikkialla. Suljetulla profiililla leik-
kausjannityksen tulee olla jatkuva. Ndmd ehdot mahdollistavat ¢:n ratkaisemi-
sen vakiota vaille, mikd riittdd leikkausjdnnitysten mddrittdmiseen.

Vaantd jayhyysmomentti saadaan Tlaskemalla leikkausjannityksida vastaava koko-
najsvaantomomentti. Kuvan 3 merkinndin

M, = i T, h tds (22)

missd h tarkoittaa origon ja seindmdn tangentin vdlistd kohtisuoraa
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Kuva 3.

etdisyyttd. Geometrisin tarkasteluin voidaan kuvasta 3 todeta, ettd
h::x%-syad—g, (23)
jolloin kaava (22) voidaan kirjoittaa muotoon
m =60 [ (3% + n) ntds = el (24)
Vv ‘ ds v

Tamd madarittelee vdantdjayhyysmomentin Iv’ jolloin

M M
CREvl MUREoL SR% R i
v v

3.3 Estetty vaintd

Estetty vddntd syntyy, kun poikkipinnan karyistyminen on tavalla tai toisella
estetty. Tastd johtuvat normaalijdnnitykset aiheuttavat ns. sekundddrissd
leikkausjannityksida, jotka etenkin avoimilla profiileilla kantavat huomattavan
osan viiantdkuormituksesta. Edellisessd kohdassa esitetty Saint Venantin vddn-
totehtdvin ratkaisu ei periaatteessa pdde estetyssd vddnnossd uusista janni-
tyskomponenteista Jjohtuen. Vapaan vadnnon kdyristymdfunktiota ¢ voidaan
kuitenkin suoraan kdyttdd myds estetyssd vddnndssd.
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Avoimien profiilien vapaassa vddnndssd todettiin edelld Tleikkausjannityksen
hdvidvdan kaikkialla. Tdstd johtuen myds Tiukukulma Y,¢ ON nolla, mikd vastaa
Vlasovin [10] oletusta avoimien profiilien estetyssd vddnndssid. Yhtdls (21)
on td116in voimassa kaikkialla, jollein kaava (23) huomioon ottaen saadaan

do = (y -g’é - x%%) ds = -h ds = do. (26)

Tdmd on sama kuin estetyssd vddnnossd kdytetyn sektoriaalisen koordinaatin w
madritelmd. Suljettujen profiilien vapaassa vdannossd syntyy leikkausjannityk-
sid (19) vastaavia liukukulmia. Estetyssd vddnndssd oletetaan, ettd tdmdn
1isdksi ei synny muuta liukumaa, jolloin estetyn vddnndn poikkipintakdyristymd
eli sektoriaalinen koordinaatti saadaan kaavasta

T

dw= (g5~ h) ds (27)

missd T tarkoittaa vapaan vdannon leikkausjdnnitystd. Sijoittamalla kaavaan
(27) Tyl ja h:n lausekkeet (19) ja (23) todetaan, ettd suljetullakin profii-
1i11a vapaan vddnndn poikkipintakdyristymda ¢ on sama kuin estetyn vadnndn

sektoriaalinen koordinaatti w.

Kun kdyristymdfunktio ¢ on ratkaistu differentiaaliyhtdldstd (20), voidaan
siis kaikki estetyn vdannon suureeetkin mddrittida. Normaalijdnnitys saadaan

kaavasta

= - B
= £ gz - (28)
missd B on ns. bimomentti ja I on sektoriaalinen jayhyysmomentti, joka mddri-
telldan kaavalla

I, = [ w? tds. (29)

¢ lasketaan kuitenkin painopistekoordinaatistossa, kun taas w on mddritettdva
vdintokeskidn suhteen. Tard varten mddritetddn ensin ¢:n avulla vddntdkeskion
paikka (x_, yo) ehdeosta, ettd normaalijdnnitys (Z8) ei aiheuta taivutusta

0
kummankaan akselin suhteen. Lisdksi «¢:n toistaiseksi avoimeksi jatetty



79

vakiotermi by madrdytyy ehdosta, ettd normaalijannityksen (28) pituussuuntai-
nen resultantti havida. Lopullinen w~jakautuma vddntokeskidon suhteen saadaan

t41167n tunnetusta kaavasta [11 ]

w=¢-yox+x0y+(bo (30)

3.4 Estetyn vdannon leikkausjdnnitykset

Estetyn vddanndon perinteisessd ldahetysmistavassa oletetaan 1iukukulma nollaksi,
joten leikkausjannityksia ei voida muodonmuutoksista laskea, vaan ne mddrite-
tidn tasapainoehdosta (9). Timd johtaa kaavan [11]

S (s)
w(s) = - %2— e (31)
w

missd &l tarkoittaa estetyn vadannon leikkausjannitysta ja Sw on ns. sektoriaa-
Tinen staattinen momentti.

Kaava (31) on hankala ohjelmoida yleispatevdsti ja 1isdksi se on ristiriidassa
kompatibiliteettiehtojen kanssa. Vaihtoehtoisesti voidaan yrittdd 10ytdd
tdsmd1lisempi, liukukulmatkin huomioonottava ratkaisu soveltamalla puolikaan-

teistd menettelyd tahdnkin probleemaan.

Oletetaan ensiksi, ettd normaalijdnnitys jakaantuu kaavan (28) mukaisesti.
Tasapainoehto (9) saadaan toteutumaan, jos leikkausjdnnitys mddaritellddn kaa-

valla

=
[O8)
no

.. 1
1 dz Im s

missd funktio y(s) toteuttaa differentiaaliyhtdlon

2
% w (33)
Normaali- ja leikkausjdnnityksid vastaavat venymdt £, & (= -vsz) ja 8]
toteuttavat myos kompatibiliteettiehdon, jos B on z:n lineaarinen funktio ja
profiili koostuu suorista seindmistd. Siind tapauksessa ratkaisu on
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tasmd11inen, mutta sitd voitaneen soveltaa riittdvd113d tarkkuudella muulloin-
kin. Joka tapauksessa estetyn vdannon leikkausjannitys on helpompi ylejsesti
ratkaista differentiaaliyhtdion (33) avulla esim. elementtimenetelmdlld kuin
suoraan integroida vastaavasta kaavasta (31). Lopputulos on kummassakin

tapauksessa sama.
3.5 Elementtiratkaisu

Vapaan vaannon kdyristymdfunktio ¢ voidaan ratkaista differentiaaliyhtdlosta
(20) elementtimenetelmd11ad samaan tapaan kuin taivutuksen yhteydessd kohdassa
2.4 esitettiin. Ainoa ero on voimavektorin lausekkeessa, joka vapaan vdanndn
yhteydessda on
, - r T dx _ dy
{FO} / LN,S] (y dic Xag) t ds. (34)

Estetyn vddnnon "leikkausjdnnitysdifferentiaaliyhtd1on" (33) elementtiratkaisu
on my6s samanlainen, paitsi ettd voimavektori on til1din

Fil=- 1IN o tas. (35)

Kaiken kaikkiaan taivutus- ja vadntotehtdvdt voidan ratkaista samaan element-
tityyppid kdyttden yhdelld kerralla. Jdykkyysmatriisi on kaikissa tapauksissa
sama. Eri tapausten voimavektorit voidaan kdsitelldn samassa ajossa kolmena
eri kuormitustapauksena.

4 NUMEERISIA ESIMERKKEJA
4.1 Kotelosiltaprofiili

Lihteessi [3] on esitetty kuvan 4a mukaisen betonisen siltaprofiilin vdanto-
suureiden laskenta "perinteisin" keinoin. Sama esimerkki laskettiin elementti-
menetelmdl11d edel1d esitetylld tavalla. Paksuudeltaan muuttuvat ulokkeet kor-
vatiin 0,5 m pituisilla vakiopaksuisilla elementeillda. Tuloksien vertailu on
esitetty taulukossa 1. Ne ovat kdytdnndssd yhtenevia. Kuvassa 4b on esitetty
elementtimenetelmd11d laskettu sektoriaalisen koordinaatin jakautuma.
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Y +4.16

1 l ‘ X V
4.0 0.6 -4.07
h [3 W&
| |
(:3 i S (bN +6.38

Kuva 4. Kotelosiltaprofiili (a) sekd sektoriaalisen koordinaatin jakatuuma
poikkileikkauksessa (b).

Taulukko 1. Kotelosiltaprofiilin poikkileikkaussuureet.

Suure Elementtiratkaisu| Lihde [3] ]
Pinta-ala A 13.148 m? 13.148 m?
Painopisteen X0 8.325 m 8.325 m
koordinaatit yo -1.483 m -1.483 m
Paajayhyys I 221.1 m? 220.9 m*
momentit Iy 35.8 m* 35.8 m*
Vddntbkeskidn  xq 8.513 m 8.513 m
koordinaatit Ys -1.929 m -1.929 m
vaantdjayhyys- I, 79.3 m" 79.3 m*
momentti

Sektoriaalinen

jayhyysmomentti I 116.6 m® 116.6 m®

4.2 Avoimen laivan poikkileikkaus

Avoimen Tlaivan rungon poikkileikkaussuureiden mddritys on varsin vaativa
tehtdvd, koska poikkileikkaus on periaatteessa avoin, mutta koostuu lukuisista
suljetuista koteloista. Esim. kuvan 5 mukaisen poikkileikkauksen suureiden
Jaskenta kdsin on toivotonta. Elementtimenetelmd1ld ratkaisu sujuu Kkuitenkin
ilman vaikeuksia. Elementtimalli koostui tdssda tapauksessa 52 solmupisteestd
ja 61 elementistd. Kuvassa 6 on hahmoteltu poikkileikkauksen sektoriaalisen
koordinaatin, vapaan ja estetyn vddnnon leikkausjdnnityksen sekd taivutuksesta
aiheutuvan leikakusjannityksen jakautumat. Pystysuoraa taivutusta vastaavaksi
leikkauskertoimeksi saatiin tdlle poikkileikkaukselle k = 0.376.
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Kuva 6.
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Erddn avoimen laivan poikkileikkaus.
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RATKAISUALGORITMIEN VERTAILUJA LINEAARISEN KOMPLEMENTAARISEN
TEHTAVAN RATKAISUSSA

Markku Heinisuo, Mika Lepisto

Tampereen teknillinen korkeakoulu, Rakennustekniikan osasto, Rakennusstatiikka

1. JOHDANTO

1.1 Lineaarinen komplementaarinen tehtava

Komplementaarinen tehtiva kappaleen D(C R?) pinnan 8D osalla 8D, maaritellddn siten,
ettd on etsittava funktio p(z) (tai h(z)), kun tiedetadn, ettad yhtalst

p(z) >0, h(z) >0, p(z)h(z) =0, z € 8D, (1)

ovat voimassa. Jos funktioiden p ja h valinen riippuvuus on lineaarinen, niin on kyse line-
aarisesta komplementaarisesta tehtdvastd (LKT). Moni rakenteiden mekaniikan probleema
voidaan formuloida LKT:n muotoon. Esimerkkind mainittakoon laakerin voiteluprobleema,
suotovirtaus maapadossa, sauvan kimmoplastinen vaantd ja kitkaton kosketusprobleema ( El-

liot, Ockendon, 1982). Tassd esityksessd kisitelladn sovellutuksena viimeksi mainittua.

Ratkaisuprosessin tarkein osa on potentiaalisen kosketuspinnan 8D, osapinnan 0D etsimi-
nen. Kosketuspinnalla 8D, toteutuu yhtalé h(z) = 0. Kirjallisuudesta l6ytyy vain yksi teo-
reema, jota voidaan kiyttad suoraan kosketuspinnan maaritykseen. Sen teoreeman mukaan
rakenteen jaykkyydelld on infleksiopiste oikean kosketuspinnan kohdalla edellyttden, etta
kosketus on lineaarinen ( Parland, 1982). Lineaarinen kosketus on sellainen, ettad suhteellisen
kuormituksen ollessa nolla pinnalla 8D, ei ole vilystd eikd kosketuspainetta. Lineaarises-
ti kimmoisten kappaleiden kitkattomassa kosketustehtdvdssa funktio h(z) on vilys poten-
tiaalisella kosketuspinnalla deformoituneessa tilassa ja funktio p(z) on kosketuspaine. Itse

asiassa yhtdlot (1) takaavat ratkaisun yksikasitteisyyden (Parland, 1968).

LKT joudutaan useimmiten ratkaisemaan iteratiivisesti. Numeerista ratkaisemista varten
yhtals (1) diskretoidaan differenssi- tai elementtimenetelmén (FEM) mukaan. Jatkossa
tarkastellaan 1ahinnd FEM-formalismia. LKT diskretoidussa muodossa on

2>07h>07 pTIl'.:O: (2)
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missa alaviiva viittaa n-pituiseen vektoriin ja epayhtalo vektoreilla tarkoittaa, ettad kaikki
alkiot toteuttavat epiayhtialon. LKT voidaan muokata voimamenetelman muotoon (Heinisuo,

1984) kayttamalld muuttujana vektoria p. Oletetaan tunnetuksi lineaarinen yhtals
h=Cp+ Dq+u, (3)

missa vektori u on alkuvilys, C' on symmetrinen ja positiividefiniitti n X n joustomatriisi
tiivistettynd pinnalle 8D, n pisteeseen ja Dgq on ulkoisen kuormituksen aiheuttama siir-
tymavektori. On huomattava, ettad jiykin kappaleen liike oletetaan nollaksi. Voimamenetel-

man mukainen LKT on

p>0, Cp+Dg+u>0, p*(Cp+ Dg+u)=0. (4)
Siirtymamenetelmassd muuttujana on valysvektori A ja LKT on

Kh—~Ku—KDg>0, h>0, (Kh— Ku—-KDg)*h =0, ()

missd jiykkyysmatriisi on K = C~!. Yhtilsitd (4) ja (5) voidaan ratkaista suoraan tai
tehtavat voidaan muokata optimointitehtaviksi, koska matriisit C ja K ovat symmetriset.

" Voimamenetelmin mukainen optimointitehtava on

= 1
min 587 Cp—p'h b=-Dg-u, (6)
ja siirtymamenetelmissa
min ~ATKh — hT¢, ¢= Ku+ KDg. (7

hA>0 2

Osoi'tta,utuu, ettd tehtdvien (6) ja (7) Kuhn-Tucker ehdot ovat
(6) :

(7):p

=
v

0, (8)

v

0. (9)

Ratkaisumenetelman valintaan vaikuttaa se, onko jaykkyys- vai joustomatriisi helpommin las-
kettavissa. Jaykkyysmatriisi on usein helppo méaarittda standardiohjelmistoilla ja lisdksi se
voidaan tietyilla algoritmeilla saattaa nauhamaiseen muotoon, mika on edullista numeerisen
laskennan kannalta. Toisaalta joustomatriisi voidaan esimerkiksi palkeille, laatoille ja kuo-
rille maarittda joissain tilanteissa analyyttisesti, tarkasti, jolloin ainoa virhe, mika diskre-
toinnissa tehdian koskee vain potentiaalisen kosketuspinnan diskretointia. Xosketuspai-
neen diskretointi pistemaiseksi aiheuttaa hankaluuksia, kun lasketaan joustomatriisin alkioita
Ci; kontinuumeilla. Esimerkiksi Boussinesqin tehtavassa C;; = oo, kun lasketaan tarkasti.
Kayttokelpoiseksi osoittautunut tapa laskea alkiot C;; télldisessa tapauksessa on korvata pis-

tevoima p; = 1 tasaisella piste ¢ keskiselld pintakuormituksella diskretointipisteiden keskisessa
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alueessa 0D; ja laskea suure C;; tySyhtdlon mukaan keskimdirdisend siirtymana (Hein-
isuo, Miettinen, 1986). Toinen tapa voimamenetelmai kaytettdessd on arvioida kosketus-
painetta trapetsilla (Kalker, Van Randen, 1972). Potentiaalisen kosketuspinnan korvaami-
nen pisteilld (pistetuilla) on likimaardisempad kuin trapetsikaavojen kaytto, mutta toisaalta
lapitunkemattomuusehto on talloin selked. Jatkossa tarkastellaan kimmoisten kappaleiden

kitkatonta kosketusta voimamenetelman avulla formuloidun optimointitehtavan ratkaisuna.

1.2 Tehtavan dimensiosta

Useissa rakennustekniikan kosketusprobleemoissa potentiaalinen kosketuspinta on pieni ver-
rattuna koko rakenteen reunapintaan (kuva 1). Téillaisissa tapauksissa epilineaarisuutta ai-
heuttava kosketusprobleema kannattaa tiivistda vain potentiaaliselle kosketuspinnalle ja kos-
kettavien lineaaristen ja kimmoisten rakenteiden statiikka kokonaisuudessaan ratkaistaan vain
yhden kerran. Varsinaisen diskretoidun kosketustehtidvan dimensiot saadaan nidin menetellen
usein pieniksi. Viivamaisen kosketuksen tapauksessa esimerkiksi 10-20 solmupisteen kayttd
potentiaalisella kosketuspinnalla antaa usein riittdvan tarkan tuloksen kdytanndén suunnitte-
lutarpeita silmalla pitden. Sama patee myos koskettavien pintojen tapauksessa, kun kyseessa
on esimerkiksi pydrahdyssymmetrisen sylinterisiilion pohjalaatta ja Winkler-tyyppisen poh-
jamaan kosketus (kuva 2, 1dhde Heinisuo, Miettinen, 1986). Kosketuspaineiden paikallisten

teravien huippuarvojen selvitys vaatii luonnollisesti tihedd diskretointia.

Kirjallisuudesta 13ytyy ratkaisualgoritmien vertailutuloksia, kun dimensiot ovat suuret (esim.
Neittaanmdki, Tithonen, 1982, Lin, Cryer, 1985). Kuvassa 3 on piirrettyna Linin ja Cryerin
vertailutuloksia LKT:n ratkaisualgoritmien valilld. Sovellutuksina heilld olivat suotovirtaus
padossa ja pydrivan akselin voitelutehtiva. Diskretointi tehtiin differenssimenetelmalld ja
kyseessa oli siirtymamenetelmd. Kuvasta 3 ndkyy, ettd jos tehtdva on iso (n > 10000),
niin tekijoiden kehittama ADI-algoritmi on tehokkaampi kuin relaksaatioon perustuva SOR-
algoritmi (huomaa logaritminen asteikko ratkaisuun kaytetyn ajan asteikolla). Tassd yhtey-
dessd keskityttiin ratkaisualgoritmien testaukseen, kun dimensiot ovat suhteellisen pienet
(n < 50). Lisdksi on huomattava, ettd joustomatriisi C' on taysi matriisi. Testirakenteena
kaytettiin kuvan 4 mukaista vetoakestdmattomalla Winkler-tyyppiselld savimaalla olevaa
kimmoista puupalkkia. Momentit palkin péissa kuvaavat tuulivoiman aiheuttamaa mo-
menttia alapohjapalkille. Tarkka analyyttinen ratkaisu 16ytyy kirjallisuudesta (Pavlovic,
Tstkkos, 1982). Lopuksi tutkittiin myos alustaluvun k sekd eri kuormitustilanteiden vaiku-
tusta laskenta-aikaan. Lisdksi testattiin vain kahden tyyppisid algoritmeja: tarkkoja ja Gauss-
Seidel tyyppisid algoritmeja. Naiden eri muunnoksia tutkittiin testiprobreeman ratkaisussa
kuvan 5 kaavion mukaan. Laskelmat suoritettiin tietokoneella HP-9836, joka on 16 bittinen
mikro. Tutkimatta toistaiseksi jaivdt mm. Simplex-tyyppiset algoritmit sekid konjugaattigra-

dienttimenetelmain perustuvat vastaavat, joita on sovellettu LKT:n ratkaisuun.
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2.TESTATUT ALGORITMIT
2.1 Tarkka ratkaisu

Diskretoidun LKT:n tarkka ratkaisu voidaan laskea kayttden nopeasti ohjelmoitavaa algorit-
mia

1. Ratkaise Cp = b,

2. Onko p > 0, jos on niin seis,

3. Aseta minp; =0,

4. Mene kohtaan 1.

Algoritmin tasmallisia matemaattisia perusteita ei tiettdvasti ole esitetty, mutta kaytanndssa
algoritmi on johtanut aina oikeaan tulokseen (Heinisuo, 1984B, Heinisuo, Miettinen, 1985,
Heinisuo, 1986, Heinisuo, Miettinen, 1986, Heinisuo, Raiskila, 1987). Fysikaalisesti sen
kayttadytymistd voidaan tarkastella havainnollisesti: askeleessa 1 ratkaistaan vetoakestava
lineaarinen tehtava ja askeleessa 3 irrotetaan pistetuki, jossa vaikuttaa suurin vetovoima jne.
Algoritmi on erittdin lyhyesti ohjelmoitavissa, koska askeleessa 1. voidaan kayttaa tieto-
koneen valmiita matriisin kdantdjid jos matriisi C' on pieni eli p =INV(C)b. Askeleessa 3
voidaan taas kayttaa elementtimenetelmésta tuttua pyyhkimissddnt6i. Mikron valmisohjel-
ma laskee kddnteismatriisin tiettavasti QR-algoritmilla. Kuvassa 6 on vertailtu ajoaikaa, kun
askeleessa 1 kdytetddn mikron omaa INV-kaskya ja itse laadittua Gaussin eliminointiin pe-
rustuvaa ratkaisinta. Jatkossa tarkan ratkaisun tulokset on laskettu kdyttden mikron omaa
INV-kaskya. Kuvassa 6 on vertailtu ajoaikaa, kun alustan jaykkyyttd muutetaan. Arvo
k= 6.12-1071" N/mm? vastaa hyvin 16ysia perusmaata eli lahes kuin sita ei olisikaan ja arvo
k = 6.12-10"* N/mm? vastaa perusmaata, joka on kovempaa kuin betoni. Laskennan nopeu-
tuminen arvolla k = 6.12-1071°N/mm? johtuu siita, ettd kosketuspinta 8D}, on talléin lyhin
ja nollattavia p; lukuja on vahiten. Laskentatarkkuus katosi kun n > 41 talld alustaluvun
arvolla. Tdsta voidaan toisaalta paitelld sdanto, ettd kannattaa kayttdd voimamenetelmaa,
jos kosketuspinta on suuri 8Dy ~ 0D, ja siirtymamenetelmas, jos kosketuspinta on pieni
Dy << (9Dp.

2.2 Lineaarisen kosketuksen algoritmi

Edella esitetty tarkka ratkaisu nopeutuu huomattavasti, jos askel 3. voidaan korvata askeleella
3. Aseta kaikki p; < 0 nollaksi.

Kaytannon tehtavissa on osoittautunut, etta ndin voidaan menetelld, jos kosketus on lineaari-

nen (eli vapaa). Matemaattiset todistukset tdmankin algoritmin suppenevuudesta tiettavasti

puuttuvat, joten algoritmia on pidettiva heuristisena. Alustaluvun vaikutus on sama kuin
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edelli ja kuvasta 6 nahdain suuri vaikutus ajoaikaan.

2.3 Likiratkaisut

Likiratkaisulla tarkoitetaan tissi menetelmis, joissa tietystd alkuarvausvektorista p (tassd
aina p = 0) ldhtien uutta kosketuspainevektoria pyritaan parantamaan iteratiivisesti. Lope-

tuskriteerina kaytettiin yhtaloa
Vk—l _ Vle

T < €, (10)
missa vertailuarvo V* laskettiin yhtalosta
n k k—1
D; P;
Ve = - 2 11
;(maxpf 1 maxp:e 0 (11)

ja riittaviksi lopetuskriteeriksi osoittautui € = 10~" tissa kuormitustapauksessa. Jos algo-

ritmin suppeneminen on hidasta koko iteroinnin ajan, niin kriteeria taytyy tiukentaa.

Mangasarian on todistanut (Mangasarian, 1977), etta algoritmi

pEt = (1= 2)pf + A < pf —wEy Z Cijph + b + Z Dy(pH —pH)] >, k=0,1,... (12)

j=1

suppenee aina. Yhtdldssd A(0 < A £ 1) ja w(w > 0) ovat parametreja, E on positiivi-
definiitti lavistajimatriisi ja D on joustomatriisin C' alakolmiomatriisi siten, etta lavistajalla
ei ole alkioita. Merkinta < f > tarkoittaa, ettd < f >= 0jos f < 0 ja < f >= f
jos f > 0. Laskennassa kiytettiin arvoja A = w = 1 ja E = F~!, kun lavistijimatriisi F
sisaltia joustomatriisin C lavistajaalkiot. Itse asiassa tama erikoistapaus on Cryerin algoritmi
(Cryer, 1971). Kuvissa 7-10 on esitetty tdméan algoritmin tulokset eri alustaluvun arvoilla.
Alustaluvun muuttuessa alkuarvauksesta p = 0 johtuen ajoajat muuttuvat kuvan mukaan.

Algoritmi ei tuntunut olevan kovin herkka parametrien A ja w arvoille.

Van Bokhovenin algoritmi muistuttaa edellistd ( Van Bokhoven, 1980) ja se on

z¥| + z a:"" :c wE'1
vt = oy llEel leilbel B s o0t oty 4 bt
j=1
i=1
, k
> Dijllef | + 2§ — |2f] — 2})H13)
i=1
missa pitiisi kiyttad apumuuttujaa z, joka mairitelldan yhtaloilla

P'L=|zi|+wi¢>2=|§|+£7 (14)
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hi=|ei| —2; & b=z -z (15)

Algoritmia ei saatu toimimaan tallaisenaan, vaan apumuuttujan z ja vektorin p valinen riip-
puvuus maariteltiin kuten seuraavassa, jolloin algoritmi toimi. Laskennassa kaytettiin arvoja
w = A = 1 sekd samoja matriiseja £ ja D kuin edelld. Algoritmi oli hieman hitaampi kuin

Mangasarianin. Kuvissa 7-10 on piirrettyna tulokset.

Noor ja Zarae osoittivat hiljattain 3 x 3 matriisilla, ettd Mangasarianin ja Van Bokhovenin
algoritmit esvdt toimikkaan vaikka matemaattisesti on todistettu, ettd niiden pitaisi ( Noor,

Zarae, 1986). He esittivit parannusehdotuksen ja heidin algoritminsa on

b 5|+ Ut
gt =(1- )hll + {l l+ak- wEu[Z C'z,(~|-~’-[—— +b; + Z Dyj(zit -2k,
j=1 j=1
(16)
missa on kaytetty apumuuttujaa, joka maaritelldan yhtalolla
z|t+z
p= 2tz (1)
k= (wE)"}(lz| - 2), (18)

ja parametrit A ja w saavat arvot A > 0 (huom. eri rajat kuin edelld) ja w > 0 ja matriiseina
E ja D kaytettiin samoja kuin edella. Parametrille w annettiin arvo w = 1 ja parametria
A muuteltiin. Kokeilemalla 16ydettiin, etta paras arvo tassd tapauksessa on A = 2.1. Tilla

arvolla ajoaika asettuu Mangasarianin ja Van Bokhovenin algoritmien tulosten valiin.

Viimeisena kokeiltiin Cottlen, Golubin ja Sacherin esittimai algoritmia (Cottle, Golub,
Sacher, 1978)
i—1 k n k
Pk+1 — EJ“I C‘JPJ-H + Z::r'=='+1 G"J'pi + b

{ 3
: Ci

ja lisdksi, jos p; < 0, niin asetetaan p; = 0. Nyt on huomattava, ettd kaikki tdman algorit-

(19)

min kayton edellytykset eivit ole taytetyt. Perusoletuksiin kuuluu, ettd matriisi C' on ns.
Minkowski-matriisi, eli matriisissa on nollasta poikkeavia alkioita vain lavistajallad ja taman
vieressd. Nythan ndin ei ole, mutta algoritmia pdatettiin silti kokeilla. Kuvasta 8 ndhddén,

etta tama algoritmi on nopein, kun n > 14.

2.4 Muut kuormitustapaukset

Momenttikuormituksen lisaksi laskenta-aikoja vertailtiin kun kuormituksena oli keskelld
jannetta vaikuttava pistevoima seka tasainen kuormitus yli koko palkin. Cottlen algoritmi ei
toiminut ollenkaan naissa kuormitustapauksissa. Kun alustaluku on hyvin pieni, niin palkki
painuu alustaansa koko matkalta ja tarkka ratkaisu suppenee ensimmaisella kierroksella.

Talldin oikeastaan testataan vain yhtaloryhman ratkaisua ja erot tarkan ja likiratkaisujen



Jakovalt

92

A

joaika (s)

f 7 7 i
— — — — VAPAA 6.12E-18 / 11
| ————— YAPAA 6. |2E-5 7 T T
VAPAR 6. |2E-1 A ! \
| ———— GAUSS Wl /
~————— TARKKA 6, |2E~18 r
~————— TARKKA 6.12E-5 | A './ H
— — - TARKKA 6.126~-1 F A AA 1
e g H
E ’ /’ H
T - LT £ H
= £ 1A H
> F ’ . i H
Sl Al :
H 2N m ]
W4T
A4 L~
B L
= TTH
f—"’
e~
' ' 18’ i e @
Ajoaikm (s)
Kuva 6. Tarkka ja lin. kosk.
————— Tarkka vapaa = /
Van Bokhoven [T / _ ==
Mangasartan k]
~ Hoor & Zarae ] !
Cottim & mupt |° -
— — — Tarkka T e
L LA
- =7
H oL
g 2 7 A
d
3 7
. ] E] . L]

Kuva 8. Tarkennus alkup. (savimaa)

3 L /
— — - — Tarkka (vapaa) b : !
————— Van Bokhoven s 7
—m-—-- Mangasarian /
Noar & Zaras o A
Cottle & muut |
— — - Tarkka E 7 !
1% - AL
- T v
I" X
/'.
7 v
> i
71 | H
4 H E !
4 H
{/‘ b H
. Bk r :
m ad :
L2 :
Be i
£ I . '
- b
b e 0 I 19
Ajoaika (s)

Kuva 10. Algoritmien vert. (kova

maa)

Jakovili

Jakoavil:

— - — — Tarkka (vapaa
Yan Bokhoven
Mangasarian

Nour & Zarae
Cottle & muut

il

T

!|HI§

Tarkka /]
I i
il Emanl|
A
o A
3 T I ‘ '
' 19 i I i

Ajoaika (s)

Kuva 7. Algoritmien vert. (savimaa)

~ — — — Tarkkas (vapsa) / “1
—— Yan Hokhnven -
—————— Mungasarian k)
© Noor & Zaras
~————— Cottles & muut &
— — - Tarkka E /.-f y
E A7 A
E v ;
= AL/ I
C Ve
E £ -
E A g
- -
F /| A A
E it
z M
: 7
E LT
i e i i 1

Ajoaika (s)

Kuva 9. Algoritmien vert. (15ysa maa)

Jakovali

— — — — Tarkka (vapsa) F H
Van Bokhaven . 7 H
Mangasarian H
Neor & Zaraa ) J 2

:

— =— = Tarkhka /I f / H

e / /r 7

3 1.4

3 14 - ¥l

3 T

3 ] b4 1}
3 7z o

3 A <

3 3

: A Fs_'f

E d :

3 I 1 i
ity 3 e Iy s

AJoaika (s)

Kuva 11. Alg. vert. pistek. (savimaa)



93

valills eivit ole suuret. Jos alusta on savea (k = 6.12 1075 N/mm?), niin tarkka ratkaisu on
n. 4.4-6.7 kertaa nopeampi kuin seuraavaksi nopein eli Noorin algoritmi (A = 2.1). Tarkka
ratkaisu ja vapaan kosketuksen algoritmi antaa saman tuloksen, koska ratkaisu saadaan
edelleen ensimmaiselld kierroksella (kuva 11). Jos alusta on hyvin kovaa, niin tarkka ratkaisu
oli jopa 100 kertaa nopeampi kuin likiratkaisut. Lopetuskriteerina piti nyt kayttaa arvoa
e = 10710, Tasaisella kuormituksella tulokset olivat hyvin samanlaiset kuin pistekuormite-
tulla palkilla. Pidentamalla palkkia saadaan pistekuormituksella aikaan se, etta palkki nousee
myos savimaasta. Yksi koe tehtiin asettamalla palkin pituudeksi L = 5500mm ja kuormituk-

seksi pistevoima keskelle palkkia. Tulokset olivat samanlaiset kuin edelld pistekuormituksella.

3. YHTEENVETO

Ensinndkin on mainittava, ettd kaytetyn mikron matriisioperaatiot tuntuivat tehokkailta ja
niitd oli helppo kayttad. Lis&ksi tdysien matriisien kadntaminen mikron omilla kaskyilla
oli nopeampaa kuin itse ohjelmoitu Gaussin eliminaatio. Tarkan ratkaisun tehokkuus lop-
puu kun n > 15, mutta viela arvolla n = 20 tarkka ratkaisu oli vain noin 5 kertaa hitaampi
kuin likiratkaisut. Toisaalta laskenta-ajat niilla dimensioilla ovat kokonaisuutena niin pienet,
ettd tuloksella ei ole suurta merkitystd. Vapaan kosketuksen algoritmi oli momenttikuormi-
tuksessa vield aivan kayttokelpoinen, kun n = 40 lukuunottamatta hyvin kovaa alustaa.
Lisaksi on huomattava, ettd kaytannon sovellutuksissa alue n < 40 on usein riittava. Vapaan
kosketuksen algoritmin voimassaoloaluetta kannattaisi tdman vuoksi etsid matemaattisesti.
Kiytdnnossa se on toiminut kosketustehtdvissd, kun alkutilanne on valykseton ja ilman kos-
ketusjannityksia. Testatuista likimenetelmistd kayttokelpoisimmalta tuntui Mangasarianin
(Cryerin) algoritmi, vaikka se ei ollut kuin yhdessd tapauksessa nopein. Se on kuitenkin ta-
saisen tehokas ja siten sopiva yleisalgoritmiksi. Cottlen ja muiden algoritmi oli tehokas silloin
kun se toimi. Noorin ja Zaraen menetelman tehokkuus riippuu paljon parametrin A arvosta
ja sitd on hankala valita optimaalisesti. Van Bokhovenin ja Mangasarianin algoritmeissa arvo

A =1 oli melko optimaalinen.

4. KIITOKSET

Tekijat kiittavat Suomen Akatemiaa rahallisesta tuesta projektille: Rakennuselementtien sta-
bilius ja lujuus, jonka rakennustekniikan kosketusprobleemoita koskevaan osatutkimukseen

tama artikkeli kuuluu.
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TULIPALON NUMEERINEN SIMULOINTI

DI Risto Huhtanen
VTT/Ydinvoimatekniikan laboratorio
PL 169, 00181 Helsinki

1 JOHDANTO

Tissi tydssd on laskettu tulipaloa kahden turpiiniyksikén hallissa. Palolédh-

teeni on lattialle muodostunut 6ljylammikko.

Tyén tarkoituksena on ollut koota tulipalon simulointia varten riittévi koko-
elma laskenta- ja fysikaalisia malleja, hankkia kokemusta simuloinnista ja
selvittdi laskentaan tarvittavat tietokoneresurssit. Useita palon simulointeja
on tehty aikaisemmin ja esitetty referensseissd [1], [2], [3], [4], [5] ja
[7], mutta ne on tehty pienemmissi tai erilaisessa laskenta-alueessa kuin nyt
kisiteltdvd tapaus. Tiedossa ei ole vastaavasta palosta julkaistua mittaustie-

toa, joten tulosten vertailu j&i kvalitatiiviseksi.

Nyt kidytdssi olevassa kolmidimensioisessa laskentamallissa on ajasta riippuvan
virtauskentin, entalpian h, turbulenssin kineettisen energian k ja sen dissi-
paationopeuden ¢, kemiallisten komponenttien ja siteilyn intensiteetin kuvaus.

Lisiksi limménsiirto seindmirakenteissa on laskettu yksinkertaisella tavalla.

2 RATKAISUMENETELMA

Ty3 on tehty kdyttden PHOENICS -ohjelmaa, joka on CHAM Ltd:n tekemd ja markki-
noima. Ohjelma ratkaisee yleiset virtausyhtdlét yksi-, kaksi- tai kolmidimen-
sioisessa tapauksessa yhdelle tai kahdelle faasille. Yht&#ldt voidaan kirjoit-

taa yhdelle faasille yleisesti muuttujalle & muodossa

2.(08) + T-(pvd - T,U8) = S, (1)
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missid & on ratkaistava suure, p on tiheys, v nopeusvektori, I'y on suureen ¢
efektiivinen diffuusiokerroin ja S, on suureen lihdetermi. Termien T, ja §,

lausekkeet eri muuttujille on esitetty taulukossa 1.

Taulukko 1. Diffuusiotermi ja lihdetermi eri yhtdléissa

) FQ SQ
1 0 0 (jatkuvuusyhtdld)
u _% 3 ( 249
i ueff axi 8xj ueff axi
h %eff 0
h
k Heff G, - p + G
g, K B
k
e Hoff € [(G, + G.)C, - C,pE]
o, k k B/ 1 2
Ci=1.44, Cz=1.92, CD=0.O9, ck=1.0, oe=1.3, uh=1.0
“eff=“1"“t' M =Cpek?*/e
au 2 au v 2 v 2 au av 2
1 ap
GB—utgp Bz

PHOENICS-ohjelman ominaisuuksiin kuuluu my8s, ettd kdyttdjd voi halutessaan
miiritelli uusia yht#lsitd ylld olevan muodon mukaisesti. Téssd tyéssd on
otettu sdteilyn laskemiseksi kdyttdén kuusivuo malli (six-flux model) [5].

Keskimdiriiselle sdteilyintensiteetille R,, saadaan yhtdlédt

] dR

3%, (T 38) = S (2)
+ -

R,;, = 1/2 (F,; + Fuy) (3)

. b - S s . e
missd F,; ja F,; ovat sdteilyvuon arvot positiiviseen ja negatilviseen

suuntaan. Kertoimille saadaan

[ 7]
[]

(a+s)R,; -(R,+R,+R,)s/3 - aoT* (4)

1/(a+s) (3)

Lo |
(]

missi a ja s ovat absorptio ja sirontakerroin ja o on Stefan-Boltzmanin vakio.

Lisdksi sdteilyn takia tulee entalpiayht#lédn lihdetermiksi
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Sy = 2a(R +R,+R, - 30T*) (6)

3 FYSIKAALISET MALLIT

Rakennuksen ilma on kisitelty kaasuseoksena, jonka komponentit ovat happi,
héyrystynyt polttoaine, savukaasut ja passiiviseksi oletettu typpi. Kaikkia
komponentteja on kisitelty ideaalikaasuina. L&mp&tila lasketaan entalpiasta,

joka sisdltdi myds polttoaineen kemiallisen entalpian.

Palamista on kuvattu yksivaiheisena reaktiona, jonka tuotteet ovat hiilidi-
oksiidi ja vesihdyry. Reaktionopeuden miirittelyyn on kdytetty Magnussenin ja
Hjertagerin eddy-break-up mallia [1]. Tdssi oletetaan, ettd palamista sdidtelee
polttoaineen ja hapen turbulenttinen sekoittuminen. Lauseke on muotoa
€ . m

Rey = -A p g min [mey §°x 1 7
missid A on parametri, jonka arvoksi otetaan yleensi 4., m,, on hapen massa-
osuus, m,, on polttoaineen massaosuus ja s on se hapen midird joka tarvitaan

polttamaan 1 kg polttoainetta.

Turbulenssia on kuvattu k-€ mallilla, joka soveltuu isotrooppisiin tapauksiin.
Tulipalossa, jossa nosteen vaikutus on suuri, turbulenssi on kuitenkin voimak-
kaasti anisotrooppista. Tdmd vaikutus on pyritty ottamaan huomioon nosteesta

johtuvilla lihdetermeilld k ja € yhtdldissd [6].

Siteilylimmdnsiirrossa absorptiokerroin riippuu sédteilevén kaasun komponent-
tien suhteista. Kaksiatomiset kaasut kuten typpi ja happi ovat lihes ldpindky-
vid, joten absorptiokertoimeen vaikuttavat vain hiilidioksiidi, vesihdyry ja
noki- ja koksihiukkaset. Tissd on kuitenkin absorptiokertoimelle otettu vakio-

arvo koko alueessa.

4 GEOMETRIA JA DISKRETOINTI

Symmetriasyistd turpiinihallista on mallinnettu vain puolikas. Kuvatun alueen
mitat ovat pituus 40 m, leveys 55.5 m ja korkeus 29.6 m (x-, y- ja z-suunnat
kuvassa 1). Osassa tilavuutta on virtausta estdvid rakenteita kuten huolto-

tasoja, turpiinikoneistoja, ldmménvaihtimia, putkiverkkoja ja eri kokoisia
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ole piirretty kuvaan. Hallin nettotilavuus on 55000 m3®. Ilmastointijdrjestel-
mdd, jonka puhaltimet on oletettu pysdhtyneiksi, on kuvattu kahden aukon avul-
la. Toinen on lattian tasossa ja toinen 15 m:n korkeudella. Aukkojen pinta-
alat ovat 18 m? ja 9 m?. Kuuma ilma p#isee ulos katon rajassa olevien savun-

poistoluukkujen kautta. Luukkujen pinta-ala on 40 m2.

OUTLET V

—

L EHIN PLATFORM

CONTROL
ROOM =
z —
OIL POOL
tlﬁ_* % SYMMETRY AXTS 0T

X

Kuva 1. Laskenta-alueen geometria. Kokonaan poistetut kopit ja kokonaan

suljetut tasot ovat nikyvissi.

5 REUNAEHDOT

0ljyaltaan koko on 100 m?. Héyrystymisnopeudella 3 mm/min polttoainevirta on
4.25 kg/s. Jos polttoaine palaa tdydellisesti samalla nopeudella, on paloteho
noin 180 MW. Symmetriasyisti malliin on otettu puolet polttoainevirrasta.

01jylammikko on lattialla valvontahuoneen seinin vieressa.

Laskennan alussa ilman on oletettu olevan levossa. Sisddn ja ulosvirtausau-
koissa on reunaehtona standardi-ilmakehin paine. Sis#dnvirtaus on laskettu
Bernoullin yht#lén mukaan ja ulosvirtauksessa on oletettu, ettd reunakopissa

on sama paine kuin ulkoilmassa vastaavalla korkeudella.

Lampétilan alkuarvot on otettu samaksi koko alueessa. Jokaisen rakenteen

limpétila lasketaan erikseen. Limménjohtuminen rakenteissa lasketaan yksidi-
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mensioisesti erillisellid ohjelmalla. Tissd on kidytetty yhtdtoista rakennetta:

liekin ylipuolella oleva katto, muu osa katosta, valvontahuoneen seini liekin

lihells, muut betoniseinit ja terdselementtiseindt. L&mpévirta rakenteisiin on
summa siteilylimméstd ja konvektiivisesta ldmméstd. Tdssd konvektiiviselle

limmdénsiirrolle on kdytetty vakio ld&mmdnsiirtokerrointa.

6 TULOKSET

Tyé aloitettiin harvalla 9*12*12 laskentakopin verkolla. Tdssd ensivaiheessa
ei sovellettu siteilymallia. Harvasta verkosta johtuva numeerinen diffuusio
vaikuttaa niin paljon limpdtilan arvoihin, ettd sdteilyn laskeminen ei ole
luotettavaa. Ilman sdteilymalliakin korkeimmat ldmpdtilan arvot olivat
300...400 K tavanomaisen vapaan liekin limp&tilojen alapuolella. Virtauskenttd
oli pddpiirteissidin samanlainen kuin tihedmmilli verkolla laskettu, mutta gra-

dientit olivat loivempia.

Varsinaiset laskut tehtiin tihe#mmilla 18*24*24 laskentakopin verkolla. Polt-
toaineen sydttdd lisdttiin lineaarisesti nollasta nimellisarvoon 120 sekunnis-
sa. Alkuvaiheessa, kun hallin ilmassa ei ollut suuria tiheyseroja, muodostui
palosta sisdinen kierto. Palokaasut nousivat ylés kattoon ja syrjdytetty ilma
virtasi vastakkaista seindi pitkin alas. Vihitellen hallin yl&osa tdyttyi kuu-
mista kaasuista ja virtaus muodosti kaksi erillistd kerrosta. Yldosassa olivat
kuumat palokaasut ja alaosassa kylmid ilma. Sekoittuminen kummankin kerroksen
sisdlld oli voimakasta, mutta niiden v&lilli oli limpétilagradientti. Lasken-
taa jatkettiin kuuden minuutin kohdalle, jolloin virtauskenttd oli jo asettu-
nut lihes muuttumattomaksi. Rakenteiden limpdtilat nousevat kuitenkin jatku-
vasti. Kuvassa 2 on esitetty pystynopeuden jakautuma kahdessa tasossa. Suurin
nopeus yléspdin oli liekin yldpuolella 14 m/s ja alaspdin 1.9 m/s. Kuvassa 3
on joitakin virtaviivoja ja nopeusvektoreita. Kuvassa voidaan nihd&d kaksi
erillistd kerrosta hallin yli- ja alaosissa. Suurin vaakanopeus katon alla oli
6.8 m/s ja tyypilliset arvot olivat 2...5 m/s. Suuressa osassa tilavuutta no-
peudet olivat alle 2 m/s. Suurempia arvoja 0li vain liekin yl&dpuolella, katon
alla ja sisddnvirtaussuihkuissa. Sisdinvirtausnopeudet olivat 9.8...11 m/s.
Verkon tihennys vaikutti huomattavasti ldmpdtilan arvoihin, erityisesti liekin
alueella. Tihe#lli verkolla ilman limménsiirtoa rakenteisiin korkeimmat arvot
olivat jopa 2200 K. Rakenteet ja sdteily mukaan otettuna 1lampdtilat laskivat
1500 K asteeseen. Nimi ovat maksimilimpStiloja liekin alaosassa. Y1&s nouseva
savupasas jadhtyy kylmdn ilman sekoittuessa virtaukseen. Kahdeksan metrin kor-

keudessa maksimilimpdtila on alle 1000 K. Kuvassa 4 on esitetty l&mpStilan
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Kuva 2. Pystysuuntainen nopeusprofiili tasoilla z/H = 0.35 ja z/H = 0.75.
Arvot ovat -1.5...13 m/s ja -1.9...11 m/s vastaavasti. Ajanhetki on 360

sekuntia palon alkamisesta.
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Kuva 3. Nopeusvektorit tasossa x/X = 0.8 ajanhetkelld 360s palon alkamisesta.

Suurin nopeus tasossa on 10 m/s. Virtaviivat alkavat alemmasta

sisddnvirtausaukosta. Huomaa, etti virtaviivat eivdt ole samassa tasossa kuin

nopeusvektorit.
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Kuva 4. Limpdtilan tasa-arvopinnat 373 K ja 473 K ajanhetkelld 360 s.

tasa-arvopinnat 373 K ja 473 K. Kuvassa 5 on lidmpdtilan pystysuuntainen

profiili kahdessa leikkauksessa. Eri kerrosten vdlinen ldmpétilagradientti ei

ole kovin jyrkkid, mutta sen voi kuitenkin selvdsti ndhdd kuvasta.

Rakenteisiin siirtyvd limpdteho voidaan laskea energiayhtdldn perusteella.

Taulukossa 2 on esitetty rakenteisiin siirtyvid ja savukaasujen mukana poistuva

limpéteho eri ajanhetkind. Taulukossa 3 on esitetty muutamien rakenteiden

pintaldmpdtilat ja rakenteisiin kosketuksissa olevan kaasun ldmpdtila-alue.

Taulukko 2. Ulosvirtaus ja lidmpdtehot eri ajanhetkini.

aika

[s]

60
120
180
240
300
360

massavirta ldmpdtila

[kg/s]
200.
318.
330.
344,
350.
352.

(K]

335...415
395...500
405...490
425...490
435...500
440...520

lamménsiirto

rakenteisiin [MW]
7.
17.
24,
20.
19.
17.

6

8
8
8
2
7

limménsiirto

savukaasuihin [MW]

37

.8
66.
67.
65.
71.
73.

9
9
5
6
2
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Taulukko 3. Muutamien rakenteiden pintaldmpétila ja rakenteiden
kanssa kosketuksissa olevan kaasun lidmpdtila-alue 6 minuuttia

palon alkamisesta.

Rakenne pinnan kaasun

limpétila [K] lampstila [K]

katto liekin yl&dpuolella 440 495...580
muu osa katosta 376 430...530
terdselementtiseind 420 350...440
betoniseind liekin l&helld 380 465..1350
betoniseind kaukana liekistd 299 300...340

U

=
L

= |

X

Kuva 5. Limpdtilaprofiilit kohdissa x/X = 0.35 ja x/X = 0.78. Lampétila-alueet
ovat 300...470 K ja 290...520 K vastaavasti.

Savukaasujen massaosuus on esitetty kuvassa 6. Massaosuus pddtason alla on
suurempi kuin oli odotettu. T#mi johtunee numeerisesta diffuusiosta, joka on

vield melko voimakas my8s tihedmmissi verkossa.
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Kuva 6. Savukaasun massaosuuden tasa-arvopinnat. Ylemmin arvo on 2.5 % ja

alemman 0.5 %.

7 JOHTOPAATOKSET

Ty3ssd on suoritettu tulipalon simulointi’ PHOENICS-ohjelmalla kédyttden k-¢
turbulenssimallia ja turbulenssista riippuvaa palamismallia. Myds
siteilyldmménsiirto ja limménsiirto rakenteisiin on otettu huomioon. Ne
fysikaaliset suureet, joiden kdyttdytymistd voidaan arvioida kvalitatiivisesti
edes jollain tarkkuudella, kuten limpdtila ja nopeus, saavat oikealta
nidyttdvii arvoja. Kuvattu tapaus muistuttaa hyvin paljon Hanasaaren voimalai-
toksessa Helsingissd kesdkuussa 1986 tapahtunutta onnettomuutta. Molemmissa
tapauksissa kylmid ulkoilma virtasi lattatasolle pdidtason alapuolelle ja hallin

alaosa sdilyi kchtalaisen kylmdni ja vahingoittumattomana.

Ongelman geometrinen midrittely tai reunaehtojen asettaminen ohjelmaan ei

0llut erityisen vaikeaa. Suurempi ongelma on tietdd mitd reunehtoja ja fysi-
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kaalisia malleja pitdisi k#yttdd tapauksen olennaisten piirteiden kuvaamiseen.

Harvassa verkossa laskenta-aika oli 29.3 CPU tuntia yhdeksén minuutin transi-
entin kuvaamisessa. Tihedmmissi verkossa on kdytetty 225 CPU tuntia kuuden
minuutin transientin kuvaamiseen. Laskuissa on kdytetty microVAX II konetta.
Monimutkaisten virtaustilanteiden laskeminen tuntuu vievdn runsaasti tietoko-
neaikaa: Toisaalta kisiteltdvén informaation mi&ird on melkoinen. Aktiivisia
laskentakoppeja on runsaat 8000, ja kun joka koppiin liittyy 13 suuretta,
kertyy tuntemattomia 104000 kappaletta jotka kaikki pit#d ratkaista joka
aika-askeleella. Tissd kdytetty minikone ei varsinaisesti sovellu paljon
laskentatehoa vaativiin ongelmiin. Tehokkaammilla tietokoneilla voidaan pddstd

alle vuorokauden laskenta-aikoihin vastaavissa tapauksissa.

Yleisesti ottaen ohjelman voi sanoa olevan hyddyllinen tulipalon arvioinnissa,
etenkin kun turpiinihallin kaltaisten suurten tilojen palon arviointi muilla
menetelmilli on kovin hankalaa.
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HARMONISESTI HERATETTYJEN KEHAMAISTEN KONEPERUSTUSTEN ANALYSOINTI

Dipl.ins. P. Iivonen,
Tekn. tri J. Puttonen ja
Tekn. tri P. Varpasuo

Rakennusosasto, Imatran Voima Oy

1 JOHDANTO

Kehimdisten koneperustusten, kuten hdyryturbiinien perustusten,
suunnittelu on suurelta osin perustunut kokemukseen. Turbiini-
perustusten suunnittelussa on viime vuosikymmenind kaytetty DIN
4024-normia vuodelta 1955 [2]. Téssd normissa on esitetty
menetelmd dynaamista harmonista herdtevoimaa vastaavan staattisen
korvausvoiman midrittimiseksi. Perustusten v&ardhtelyominai-
suuksien, kuten ominaismuotojen ja ominaisarvojen sekd harmonisen
heritteen vasteen, médrittidmistd normi ei k&sittele. Nykyisin on
kuitenkin kéytettdvissd menetelmdt ja mahdollisuudet ominais-

muotojen ja rakenteen vasteen madrittamiseksi.

Esiteltivin tutkimuksen ensimmiisessd osassa kehitettiin menetelmad
perustuksen vasteen maddrittdmiseksi harmoniselle herdtevoimalle.
Menetelmi kehitettiin laajennuksena SAP IV-ohjelmaan [1]. SAP IV-
ohjelmassa on valmiina moduli, joka laskee ominaisarvot ja
ominaismuodot. Rakenteen vaste harmoniselle herdtteelle saadaan
kombinoimalla kunkin ominaismuodon vaste. Ominaismuodon vaste on
myds harmoninen ja sen taajuus on sama kuin herdtteen taajuus.

Vaste on miiritty, kun tunnetaan vasteen amplitudi ja vaihekulma.

Kirjoituksen toisessa osassa on kdsitelty tdrkeimpien vasteeseen
vaikuttavien ominaismuotojen mi#idritystd. Ominaismuodon vaikutus
rakenteen vasteeseen midritetdidn tdssd tutkimuksessa yleistetyn

osallistumiskertoimen kisitteen avulla. Osallistumiskerroin
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muodostetaan kolmesta eri tekijdst&d: ensimmdinen kuvaa herdte-
taajuuden ja ominaistaajuuden suhdetta, toinen kuvaa kuormituksen
geometrisen jakauman ja ominaismuodon geometrian yhteensopivuutta
ja kolmas kuvaa ominaismuodon siirtymdamplitudin suuruutta tietyn
pisteen tutkittavan siirtymdamplitudin kohdalla. Rakenteen vasteen
midrittely suoritetaan kombinoimalla osallistumiskertoimiltaan
suurimmat ominaismuotovasteet. Kirjoituksen kolmannessa osassa
kehitettyd menetelm3d sovellettiin héyryturbiinien kehdmdisten

perustusten vasteiden analysointiin,

2 HARMONISEN VARAHTELYN ANALYYSIOHJELMA

Lineaarista ja kimmoista teoriaa noudattavan rakenteen dynaamista

kdyttidytymistd voidaan kuvata tasapainoyhtdlélla:

] {&3 + [c] (&) + [K] {x} = {P} sin(wt) (1)

missa
m], [c]., [K] massa-, vaimennus- ja jaykkyysmatriisi
{x}, {x}, {x} kiihtyvyys-, nopeus- ja siirtymdvektori
{p} kuorman amplitudivektori
w, t kuorman kulmanopeus ja aika

Ratkaisemalla yhtilén (1) ominaisarvot ja -muodot voidaan tehdd

koordinaatiston muunnos

{x} = [2] {v} (2)

missd
(2] ominaismuotomatriisi
{y} yleistetyt koordinaatit

Koordinaattimuunnoksen (2) avulla saadaan matriisiyhtald (1)

muunnettua erillisiksi yhtdldiksi:
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Y, + 28,0y, + w %y, = p;sin(wt) i=1,2, ..., m (3)

B, vaimennuksen ja kriittisen vaimennuksen suhde
w; ominaisarvo

p; = {& ;"{P}

m ominaisarvojen lukumddra

Yhtdldss3d (3) on ominaisvektorit skaalattu siten, ettd yleistetty
massa M; = 1. Yhtdlsa (3) ratkaistaessa voidaan homogeenisen osan
ratkaisu jdtt&3 huomioon ottamatta, koska se vaimenee eksponenti-
aalisesti asymptoottina nolla. Koska kuormitus on pitkdaikainen,

riittd3d yhtdlén (3) ratkaisuna sen erikoisratkaisu:

y; = a;sin(wt - b;) i=1, 2, ..., m (4)
missa

a; =1p;/ (w2 = w2)2 + (2B, w,w)?

b, = arctan [2B,w,w/(w;? = w?)]

Yleistetyt koordinaatit (4) muunnetaan takaisin alkuperdiseen

koordinaatistoon kaavalla (2) eli siirtymiksi saadaan

m

X, = f=1@jiaisin(wt - b,)
= RJSin(Wt - Sj) j = lr 2! «.., N (5)
missa
Ry = |le + Tzz‘ s; = arctan (T,/T,)
m m
T, = 1z: ?jiaisin(bi) T, = iz=;1>jiaicos(bi)

n vapausasteiden lukumddra

Yleensd ollaan kiinnostuneita vain siirtymien maksimiarvoista Ry.
Siirtymistd aiheutuvat jdnnitykset lasketaan jannitys-siirtyma

riippuvuuden avulla.
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Edelld kuvattu harmoninen analyysi ohjelmoitiin lisd&yksend SAP IV-
ohjelmaan. SAP IV-ohjelmassa on valmiina moduli, joka laskee
ominaisarvot ja -muodot. Ominaismuodot on skaalattu siten, etta
yleistetty massa M;=1. Myds jénnitysmatriisi saadaan suoraan SAP
IV:n tiedostosta. SAP IV-ohjelmaan ohjelmoitiin kaavassa (4)
tarvittavien harmonisen analyysin l&ht&tietojen lukeminen, yleis-
tettyjen koordinaattien (4), siirtyminen (5) ja jdnnitysten laske-

minen sekd tulostus.

3 TARKEIMMAT VASTEESEEN VAIKUTTAVAT OMINAISMUODOT

Perinteisesti koneperustusten dynaamisten ominaisuuksien mddrittad-
minen on perustunut alimpiin ominaistaajuuksiin. Puhutaan alas- ja
ylosviritetyistd perustuksista sen mukaan, onko herdtetaajuus suu-
rempi tai pienempi kuin alin ominaistaajuus. Kehdmdiset turbiini-
perustukset ovat lihes poikkeuksetta alasviritettyjd. Ne pyritaan
suunnittelemaan siten, ettd alimmat ominaistaajuudet reagoivat
herdtteeseen pdidosin hitausvoimilla. Korkeampia ominaistaajuuksia
suunnittelussa ei ennen tietokoneaikaa mainittavasti tarkasteltu.
Tim3d on kuitenkin teoreettisesti epdtarkkaa, koska suurin osa
dynaamisesta vasteesta aiheutuu muista kuin alimmista ominais-
taajuuksista.

Teknisesti ja taloudellisesti optimoitua perustusta suunnitel-
taessa on oleellista jo suunnitteluvaiheessa ldyt&3d heratteen
kannalta rakenteen haitallisimmat ominaismuodct. Samalla on syytad
selvittd3d, minkidlaisin rakenteellisin muutoksin haitallisiin
ominaismuotoihin voidaan tarvittaessa vaikuttaa. Analysoinnin
kannalta merkittdvdi on, ettd dynaamisen vasteen arvioinnissa

tarvitaan aincastaan valitut haitalliset ominaismuodot.

Ominaismuotojen merkittdvyyttd arvioidaan laskemalla ominaismuoto-
kohtainen osallistumiskerroin, joka tdydellisimmill&&dn muodostuu

kolmesta tekijdstd. Ndistd ensimmdinen kuvaa herdtetaajuuden ja
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ominaismuodon taajuuden suhdetta. Toinen tekijd esittdd ominais-
muodon geometrian ja kuormituksen geometrisen jakautuman keski-
nadistd samankaltaisuutta. Kolmannen tekijdn arvo mddrdytyy
ominaismuodon merkityksestd valitun pisteen liiketilaan. Tadma
tekijd on vapausastekohtainen. Ndiden kolmen tekijdn tulona

saadaan kokonaisosallistumiskerroin.

Mddritellyn osallistumiskertoimen fysikaalisen merkityksen havain-
nollistamiseksi tarkastellaan yksiaukkoista vapaasti tuettua
palkkia, jonka ominaismuodot saadaan yhtdlodista:

¢ = sin(nnx/L), n=1, 2, 3, ... (6)

n

w, = n?p?/(EI/(mL%)), n =1, 2, 3, ... (7)

n
missad
L palkin jdnnemitta
EI palkin jaykkyys
m palkin massa pituusyksikkdd kohti
n ominaismuodon jadrjestysnumero

X tarkasteltavan pisteen etdisyys tuelta

Jos palkkia kuormittaa harmoninen herdte, jonka kulmataajuus on w,
on kunkin ominaismuodon dynaaminen osallistumiskerroin
D, = (l-w2/w?, )-! (8)

Yhtdld (8) on itseasiassa vaimentamattoman vdrdhtelijan kuorman

dynaaminen suurennuskerroin.

Ominaismuodon geometrian ja kuormituksen geometrisen jakautuman
vdlistd suhdetta kuvaa kuormituksesta ominaismuodolle tulevan
kuorman osuus. Jos herdtteen jakautumaa palkille kuvaa funktio

p(x), saadaan etsitylle kertoimelle G, lauseke

G, = oJ*p(x)sin(nnx/L)dx (9)

n
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Kolmas kerroin, o on ominaismuodon koordinaatti valitussa

n /
pisteessd. Esimerkiksi palkin keskipisteessd@ kertoimen arvoksi
saadaan

@, = sin(nn/2) (10)
Ominaismuodon kokonaisosallistumiskertoimelle K, voidaan nyt
kirjoittaa yhtdléd

K, = «,G,D, (11)
Palkille esitetty osallistumiskertoimen muodostaminen on ana-
logisesti sovellettavissa diskreeteilld massoilla kuvattuihin
systeemeihin. Yht&l6n (11) mukaisesta kertoimesta ndhd&an suoraan,
mitkd rakenteen ominaismuodoista ovat herdtteen kannalta vaaral-
lisimmat. Kertoimien «, G ja D perusteella voidaan pddtelld, mistad
tekijdistd ominaismuodon haitallisuus johtuu. T&md helpottaa sekad
rakenteen analysointia ettd dynaamisilta ominaisuuksiltaan opti-

maalisen rakenteen suunnittelua.

4 SOVELLUTUSESIMERKIT

Johdetun laskentamenetelmdn sovellutuksena esitetddn kolmelle
héyryturbiiniperustukselle saatuja tuloksia. Turbiineista kaksi,
a ja b, ovat teholtaan 80 MW. Kolmannen, c:n, teho on 150 MW.
Perustukset on kuvattu palkkielementeilld. Laskentamalleissa on
aakkosjidrjestyksessd 59, 55 ja 221 solmupistettd. Kuvassa 1 on
esitetty laskentamallit. Turbiini sijaitsee kunkin mallin
vasemmanpuoleisessa osassa, joten generaattori on oikealla

puolella.

Analyysissd tarkastelteltiin kahta eri kuormitustilannetta.
Osallistumiskerroinselvitys tehtiin normaalin kaytdnaikaisella
50 Hz:n taajuudella esiintyvdlld dynaamisella kuormalla. Siirtymd-

amplitudit laskettiin turbiinin siiven irtoamisen aiheuttamalle
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Kuva 1. Tarkasteltujen turbiiniperustusten laskentamallit.
Maksimisiirtymdamplitudien sijainti on merkitty nuolilla.
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onnettomuustilanteelle. Normaalin kdytdnaikaisen dynaamisen
kuorman jakautuma koneen kiinnityspisteille arvioitiin laite-
toimittajien antamista kuormitustaulukoista. Samoista taulukoista
saatiin my®s siiven irtoamisesta syntyvdn kuorman maksimiampli-
tudi. Laskennassa oletettiin onnettomuuskuorman esiintyvan

harmonisena 50 Hz:n taajuudella.

Kuvassa 2 on taulukkona esitetty eri perustuksilla saadut viisi

suurinta osallistumiskerrointa. Annetuissa kertoimissa ei ole

Turbiini-|Ominaismuodon Ominaismuodon Skaalattu osallis-
perustus |taajuus Hz jaérjestysnum. tumiskerroin K=GD
51,96 is 1,00
59,98 21 0,15
a 65,56 22 0,13
144,57 39 0,12
71,08 23 0,12
55,46 25 1,00
82,32 40 0,22
b 60,39 27 0,17
77,30 38 0,15
72,39 32 0,15
49,56 54 1,00
45,86 53 0,60
c 54,03 58 0,12
51,47 56 0,11
51,17 55 0,10

Kuva 2. Osallistumiskertoimet liittyen normaalin kdytdénaikaiseen
dynaamiseen kuormaan.

otettu huomioon paikkakohtaista tekijd&d «,. Tuloksista huomataan
dynaamisen tekijdn vaikutus merkittdvdksi tdrkeintd ominaismuotoa
etsittdessd. Tarkein ominaismuoto 1loytyi kaikissa tapauksissa
13heltd 50 Hz:34 olevista ominaistaajuuksista. Toisaalta on
todettava, ettd esimerkiksi kohdassa b taulukon ulkopuolelle jdi
esitettyjd ldhempdna 50 Hz:d olevia ominaismuotoja. Taulukossa

annetut ominaismuctojen jdrjestysnumerot osoittavat, etta
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geometrinen tekijd tulee tulee hallitsevaksi etddnnyttdessa
herdtetaajuudesta. Eri perustuksia vertailtaessa todetaan a- ja
b-tapauksessa yhden ominaismuodon olevan selvasti hallitseva ja
kaikkien viiden t&drkeimmdn ominaismuodon olevan herdtetaajuuden
yldpuolella. c-tapauksessa erottuu kaksi hallitsevaa ominais-
muotoa. Lisdksi kaikki taulukoidut taajuudet ovat ldhella
herdtetaajuutta c-tapauksessa. Diskretoinnin tarkkuus vaikuttaa
luonnollisesti tuloksiin, mutta kuitenkin voidaan todeta
rakenneosien keskindisten jdykkyyssuhteiden olevan herdtteen
kannalta epdedullisimmat c-kohdassa. Suurinta osallistumis-
kerrointa vastaavat ominaismuodot on perustuskohtaisesti esitetty

kuvassa 3.

Siiven irtoaminen aiheuttaa perustukselle vdhintd&n useita
minuutteja kestdvdn rasituksen. Tadmdn kuorman analysointia ei
normeissa ole kdsitelty. Mielestdmme siirtymdamplitudien olisi
kuormituksen aikana pysyttdavd VDI 2056 [3] normin miarittelemdlla
sallitulla alueella. Témdn normin mukainen suurin sallittava
siirtymd8 50 Hz:n taajuudella on 80 ym. Tuloksena saatiin suurim-
miksi siirtymdamplitudeiksi perustuksille a, b ja c mainitussa
jdrjestyksessd 46 um, 47 uym ja 574 ym. Kuvassa 1 on merkitty
nuolilla maksimiamplitudien sijainti. Perustus ¢ poikkeaa myds
siirtymdamplitudien osalta muista perustuksisa. Syynd tahdn voivat
olla joko epdrealistisen suuriksi arvioidut siivenirtoamiskuormat
tai perustuksen huonot ominaisuudet dynaamiselle kuormalle. Osal-

listumiskerrointarkastelu tukisi viimeksi mainittua vaihtoehtoa.

LAHTEET

[1] SAP IV - A structural analysis program for static and dynamic

response of linear systems. Bathe K.J. et al., 1974.
[2] DIN 4024

[3] vDI 2056
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Kuva 3. Suurinta osallistumiskerrointa vastaavat ominaismuodot
eri perustuksilla.
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EPAKESKISEN ISKUMAISEN HERATTEEN KUORMITTAMA PALKKI

Juha Kaski
Tampereen teknillinen korkeakoulu

Teknillinen mekaniikka

1 JOHDANTO

Iskevassa kallioporausprosessissa syntyva jannitysaalto ei koskaan ole puh-
taasti aksiaalinen, vaan erilaisista hairiotekijoista johtuen porakankeen
aiheutuu myos poikittainen aaltoliike (vertaa [3]). Poikittaisen aallon synty-
minen luonnollisesti vaatii osan iskumannan kankeen valittyneesta liike-ener-
giasta, ja taivutusefektin taas katsotaan varsin yleisesti olevan paaasialli-

nen kangen sateileman melun lahde.

Alueen tutkimuksen uranuurtajia ovat japanilaiset Shimizu ja Takata, jotka
tarkastelevat epakeskisen heratteen ja kangen alkukayristyman vaikutusta tai-
vutusefektin synnyssa [5]. Carlvik [1] on tarkastellut analyyttisesti taivu-
tukseen kuluvaa energiaa ja Ogren [6] on taas kokeellisesti havainnollistanut
taivutusefektin syntya optisia menetelmia kayttaen. Kaski et al. [3, 4] ovat
tutkineet ongelmaa seka numeerisesti etta kokeellisesti todellisella mannalla
ja kangella. ja Hawkes et al., [2] ovat tehneet alustavaa tutkimusta melucngel-

man selvittamiseksi.

Tassa kirjoituksessa tarkastellaan analyyttisesti taivutusaallon heraamista
epakeskisen heratteen vaikutuksesta yksinkertaistettujen mallien avulla.
Carlvikin (1] tuloksia hyodyntaen osoitetaan, etta taivutusefektin syntymises-

s& suoran porakangen kallionpuoleinen paa on merkittavin tekija.

2 ONGELMAN MUOTOILU

Asetetaan kaksi ongelmaa. Ensiksikin, mika osuus puhtaasti pitkittaisen aallon
energiasta kuluu taivutukseen heratteen vaikuttaessa epakeskisesti, ja toisek-
si, mika osuus energiasta kuluu taivutukseen, kun kangen kallionpuoleinen paa

on tuettu pitkittaissuunnassa epakeskisesti (kuva 1).
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wa d ' 3y
el A— ' e . e ¢
T W : i 777?73
W (x) s w (X)
X X
-r————b' G -
oy I- =

Kuva 1. Epakeskinen herate palkin paassa, toinen paa keskeisesti tuettu (a);
keskeisesti tuleva herate oi, tuenta epakeskinen (b).

Ongelman ratkaisemiseksi joudutaan selvittamdan palkin siirtymatila heratteen
kohdalla. Tarkastellaan tassa kirjoituksessa lahemmin kuvan 1(a) tapausta. Ku-
van 1(b) mukainen tapaus on kasitelty lahteessa [l]. Kaytetaan tarkastelussa
Euler-Bernoullin palkkiteoriaa, ja oletetaan p(t) ja oj(t) tunnetuiksi. Tal-

16in kuvan 1(a) tilanteessa voidaan muotoilla alku-reuna-arvo-probleema

EIw"" + pw = 0 (L)
w(o,t) = w(L,t) = w"(L,t) =0 (2)
EIw"(o,t) + eAp(t) =0 (3)
w(x,0) = w(x,0) =0 (4)
missa

w poikittaissiirtyma

E kimmomoduuli

73 pituustiheys

A,T poikkipintasuureet

e epakeskisyys.
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3 ONGELMAN RATKAISU

Haetaan kuvan 1(a) mukaisen probleeman ratkaisu ominaismuotomenetelmalla. Va-

paasti tuetun palkin ominaismuodot ovat
. X
Wa(x) = sin =N (5)

Otetaan reunaehto (3) mukaan "heratteena", jolloin pakkovarahtelya hallitsee

yhtalo
EIw"" + puw = -eAp(t)[6(x)]’ (6)
missa
) Diracin deltafunktio
Kayttaen yhtalon (6) ratkaisemiseen yritetta
=]
w(x,t) = 2 Wh(x)qn(t) (7)

saadaan tavalliseen tapaan qn:lle differentiaaliyhtalo

in + a%Qn = .Bnp(t) (8)
missa
o _ EI/L® " _ 2nmeA
af L (nm) , Bn —;E;— (9)

Oletetaan, etta herate on muotoa
p(t) = gpe™E 4 =B (10)

missa p(t) yrittaa kuvata iskumannan synnyttamaa pitkittaisaaltoa. vy on para-
metri, joka liittyy iskumantaan. Olettaen se taysin jaykaksi kappaleeksi, jon-
ka massa on m, on syntyva aalto juuri yhtalon (10) mukainen. c on jannitysaal-
lon etenemisnopeus. Yhtalon (8) ratkaisuksi alkuehdoilla qn(0) = qu(0) = 0
(katso yhtalo (4)) saadaan
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94Bn
72+a%

qn(t) = (;1 sinayt - cosapt + e-7t) (11)
n

Yhtaloiden (7) ja (1ll) perusteella saadaan

® _Pn e nrx
- —_— 5 - -Ytygin —=
. w(x,t) U°n§1 72+a% (an sinap t cosapt + e )Ysin I (12)
4 ENERGIATARKASTELU
Taivutukseen meneva energia U on
m,
U= -fo EIw"(o,t)w’ (o,t)dt (13)

w"(o,t) saadaan suoraan vhtaldosta (3) sijoittamalla siihen yhtalon (10) mukai-
nen herate. Madrittamalla w'(o,t) yhtalosta (12) ja integroimalla yhtalon

(13) mukaisesti saadaan energiaksi

(eAoy)?L @ n? . 4 y2 L
n2EI n=1 r¢+nt ! = riEI

(14)

Jos herate olisi ideaalinen, so. keskeinen, olisi syntyvan jannitysaallon

energia

A B NUCIE. (15)

ja integroimalla

Ac o3 16
Uy = 77E (16)
Energioiden suhde K; on talloin
2e?AyL 2 n?
Ki = T72c T 02l rimt (17)

Ottamalla paattymattomasta sarjasta 1000 ensimmaista termia mukaan, saadaan

0 n2 -4 -
n§1 Tiind S 0,10117 + 5 - 10 20,102

jolloin
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2
X, < 0,204 =pIn (18)

Lahteesta [l] saadaan kuvan 1(b) tapauksessa vastaavasti energioiden suhteeksi

1 [n 16 n? ]
K, = T4 [h2+1 " heop () (19)

missa
4
h = (1+d)/% (g) % (20)

missa D on ympyrapoikkileikkauksisen palkin halkaisija ja 1 vastaa iskumadnnan
"pituutta" siten, etta l:n pituisen palkin osan massa on sama kuin iskumannan

massa m. Kayttamalla taulukon 1 mukaisia arvoja saadaan

IA

R, < 0,127

Taulukko 1. Suureille kaytetyt arvot. Katso [3].

E A I 36 D e 1 c 7 m v
GPa | mm? | mm* m mm mm m m/s | kg/m kg s-1

204 508 | 24831 |3.468 25.4 | 11 | 1.4 | 5114 | 3.962 5.55|3.651-10%

K,:n lausekkeessa tarvitaan vaimennusparametria d, jonka maarittaminen on

ongelmallista.

Aikaisemman tutkimuksen [3] pohjalta sille voi esittaa jonkinlaisen arvionm.
Saadut tulokset viittaavat siihen, etta reaktiovoima tuetussa paassa on suuri
myos silloin kun epakeskisyys on suuri (tama on ristiriidassa Carlvikin [1]
arvoiden kanssa). Talloin taas kertoimen d tulee olla suhteellisen pieni, jo-
ten oletetaan, etta d < 0.5. Yhtaléssa (19) K, kasvaa d:n vahetessa, joten ase-

tetaan d = 0.5, jolloin saadaan
K, = 0,179

Saadaan siis, etta K, > K,, toisin sanoen kallionpuoleinen paa tuottaa suurem-
man taivutushairion kuin mannan puoleinen paa. Tulos on samansuuntainen kuin

mita kirjoituksessa [3] esitetaan.
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5 ERAITA HUOMIOITA

Tutkimustuloksia on syyta arvioida kriittisesti ja vahintaankin esittaa eraita

kysymyksia.

Tarkastelussa on nojauduttu Euler-Bernoullin teoriaan. Onko tama riittavan
tarkka teoria tassia yhteydessa? Kokeellisen tutkimuksen yhteydessa on havait-
tu, etta merkittavin taajuusalue tarkastellun porakangen kohdalla on [0,1]kHz,
jolloin aallonmpituus A > 0,23 m. Voidaan osoittaa (5], etta vastaavanlainen
kangen kohdalla rajaehto on Amin > 0,18 m, joten Euler-Bernoullin teoria riit-

tanee tarkastelussa.

Tarkasteltu pulssin muoto p(t) ei vastaa todellista iskuaaltoa, mutta yhtalai-
syyksia toki voidaan havaita [3]. p(t):n valinnan sanelee ensisijaisesti ana-

lyyttisten laskelmien mahdolliseksi tekeminen.

Reunaehto (viskoosivaimennin) on ehka tarkastelun heikoin kohta. Kimmoisa
tuenta (jousi) olisi ilmeisesti todellisuutta lahempana, kuten myos Carlvik
esittaa. Tekijan alkuperainen tarkoitus oli mallintaa tuenta jousella, mutta
timid johtaa erittain hankaliin integraaleihin, joiden kasittely suljetussa

muodossa on ehka mahdotonta.
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TERASBETONISEN MAANVARAISLATTIALAATAN VAAKASUORISTA SIIRTYMISTA
LAATTAAN AIHEUTUVAT KITKAVOIMAT JA RASITUKSET

Mikko Kilpelé&inen
Oulun yliopisto

1 JOHDANTO

Tavanomainen asuin-, liike- ja toimistorakennusten sekd& pienteol-
lisuusrakennusten lattiarakenne on seuraava: perusmaan sekd hiek-
ka- ja sorakerrosten p&dlle asetetaan ldmmBneriste, joka useimmi-
ten on jaykk&d mineraalivillaa tai solumuovia. Taman pddlle vale-
taan tasapaksu terdsbetonileatta, jonka pintaan kiinnnitet&an lat-
tiap&dallyste. L&mmdneristeen ja betonilaatan vdliin asennetaan

joskus tervapaperi tai muovikelmu.

Kun betoni kovettuessaan kutistuu, tai kun laattaa esijé&nnitetéan,
saa laatta vaakasuoria siirtymid alustaansa ndhden, ts. laatta
liukuu alustallaan. Laatan lampdtilan vaihtelusta aiheutuu laat-

taan luonteeltaan samankaltaista liukumista alustansa suhteen.

Laatan liukuessa syntyy laatan ja alustan vdlille kitkavoimia,
jotka pyrkivat estdmdan liikettd ja aiheuttavat siten laattaan

vaakasuorassa suunnassa vaikuttavia rasituksia.

Niiden pienentZmiseksi laattaan tehddan liikuntasaumoja, Jjoiden
tarpeellisuuden ja keskindisten etdisyyksien arvicimiseksi on
alustan kitkavoimat ja niiden laattaan aiheuttamat jannitykset

pystyttdvd arvioimaan.

Jos tarkastellaan alustallaan lep&&dvd3d suorakaiteen muotoista
laattaa, joka kutistuu, ovat sen puolikkaan siirtymdt, kuormituk-

set ja rasitukset kuvan 1 mukaisia.
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% Hy * HlAgyx » 3
’-\ Ny ® ‘{ZHX dx

ala A

Kuva 1. Suorakaiteen muotoisen laatan kutistumisesta aiheutuvat
laatan puolikkaan siirtymédt, kuormitukset ja rasitukset.

Acx laatan liukuma alustaansa ndhden m

€5 betonilaatan kutistuma ,
qQ laatan pystysuora tasainen kuormitus MN/m
Hx laatan ja alustan védlinen kitkavoima P’lN/m2
Nx laatassa vaikuttava vaakasuora voima MN/m.

€ voi olla myds lédmpdtilan muutoksesta tai laatan esijdnnittami-

sestd aiheutuva pituuden muutos.

Kun laatan kutistuma € tunnetaan, voidaan laattaan syntyvd vaaka-
suora voima Nx laskea edellyttéden, ettd kitkavoiman HX riippuvuus

liukumasta ja kuormituksesta eli funktio Hx = F(ACX, Q) tunnetaan.

Lédmm8neristealustalla olevan betonilaatan ja alustan vélisista
kitkavoimista ei kuitenkaan tutkimustuloksia ole kdytettdvissa.
Laskelmissa yleensd@ esitetddn tédysin kehittynyt kitkavoima, eli
kun se on saavuttanut maksimiarvonsa, muodossa
He = uly-h + g) (1)
laatan ja alustan vélinen kitkakerroin

2
betonin tilavuuspaino MN/m”

h laatan paksuus m

‘5\ 3
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Kitkavoiman riippuvuudelle liukumasta ei ole olemassa luctettavia

arvioita.

2 KUORMITUSKOKEET
2.1 Koekappaleet ja koejarjestelyt

Jotta laatan ja alustan vdlisesta kitkavoimasta saataisiin luotet-
tavampaa tietoa, suoritettiin Oulun yliopiston rakennetekniikan la-
boratoriossa erditd kuormituskokeita sen m@&rittamiseksi. Tavoit-
teena oli selvittdd kitkavoiman riippuvuutta laatan kuormituksesta,
laatan vaakasuorasta liukumasta ja eristemateriaalien vaikutukses-
ta. LimmBneristeiksi valittiin mineraalivillalevy PV-LAL 100, PV-
LAL 100 + vuorauspaperi sekd polystyreeni 15 kg/m3 (N 15) 100 mm.

Koekappaleet ja koejédrjestelyt kdyvadt ilmi kuvasta 2.

Tasaiselle betonilattialle levitetyn muovikelmun paalle levitet-
tiin n. 50 mm:n paksuinen sorakerros, jota ei tiivistetty. Soran
rakeisuusk3yrd on esitetty kuvassa 3. Soran pd&dlle asetettiin 100
mm:n paksuiset eristyslevyt, joiden pddlle valettiin 60 mm:n pak-
suinen betonilaatta. Laattaa tyonnettiin vaakasuunnassa laatan
alapinnan tasossa voimalla H, joka mitattiin. Myds laatan vaaka-

suora siirtymd A mitattiin neljélla mittakellolla.

Laatan kuormitusta q ja alustamateriaaleja yhdisteltiin taulukon 1

mukaisiksi kombinaatioiksi.

=
S 1 1

[JMLLJQm___

Eriste 100 mm

Betoni  60mm 1000

500

BH T F H—
o

Kuva 2. Koelaatat ja koejérjestelyt.
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T
0,125 0,5 2,0 8,0 16 64
#/mm

Kuva 3. Koelaatojen alussoran rakeisuuskayra.

Taulukko 1. Kgelaattojen kuormitus, alustamateriaalit
ja tunnukset.

;
q 0 3,50 8,0
Alusta kFa kPa kPa
PV-LAL A1 A2 A3
PV-LAL +
vuorauspaperi i B2 83
Polystyreeni
N15 C1 c2 C3
Kuormitettavia laattoja oli siis 9 kpl. Betonin lujuusluokkaa el
testattu, mutta se suhteitettiin olevaksi K30. Laatat kuormitet-

tiin noin kahden viikaon iké&isiné,

Kuormaa H lisdttiin hydraulisesti vaiheittain. Sen lukematark-

kuus oli 0,05 kN. Kuormitus oli lyhytaikainen.

2.2 Koetulokset

Kaikilla laatoilla tapahtui liukuminen niit& tydnnettdessa lam-
méneristeen ja alussoran v&lilld. Betonilaatta oli kovettuessaan
tarttunut alustaansa kaikissa tapauksissa niin lujasti, ettad liu-

kumista laatan alapinnassa ei tapahtunut.

Kun laatta ja eriste liukuivat sora-alustallaan voiman H en&é sa-
nottavasti kasvamatta, pyrittiin eristeen liukuminen estdmdén si-
joittamalla puu- tai terdsprofiili tiiviisti eristeen ja lattiaan

kiinnitetyn pultin v&liin kuvan 4 mukaisesti.

Eristeen tuennan jdlkeen kuormaa H lis&ttiin. Kun kuormaa H oli
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lisdtty tarpeeksi, tapahtui eristeessd puristusmurtuma siind reu-

nassa, Jjoka vastasi tueksi asetettuun puu- tai terdsprofiiliin,

[ it |

|
Teraspultit

Kuva 4. Eristeen tuenta liukumista vastaan.

jolloin koe lopetettiin. Liukumista betonilaatan ja sen alustan
v31i118 ei siis vieldk33n tapahtunut. Ainoastaan koelaatoilla B
(alustana PV-LAL + vuorauspaperi) eristeen puristusmurto jai ta-
pahtumatta. Niissd liukuma syntyi eristeen tuennan j&lkeen vuo-

rauspaperin ja mineraalivillan valilla.

Kuvassa 5 on esitetty kunkin koelaatan liukuman A ja kuorman H v&-
linen riippuvuus. Kuvaajissa ndkyvdt taitepisteet ovat kohtia,

joissa eristeen vaakasuora tuenta tehtiin.

Lidmméneristeen ja alussoran v&lille saatiin taulukon 2 mukaiset

kitkavoimat ja -kertoimet, kun kitka oli t&ysin kehittynyt.

12 [ 12 |
H/kPq i j H/hPa
a qj= 8 kPa b/
8 __..-ﬁ B
L —— q=3.5kPu / qr‘em
\ // 4 » -~ _
- Jﬁffﬁ:—- d=—— v ap
¥ !--—_ O. _é_.__,l q=0ku

20 25 0 25 5,0 7.5 10,0 12,5
A/mm

H/kPa

o _—

2 T i 3.5 *Po

o /mm
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Kuva 5. Koelaattojen kuormaliukumakuvaajat.
a) Alustana PV-LAL 100 mm .
b) Alustana PV-LAL 100 mm + vuorauspaperil
c) Alustana polystyreeni N15 100 mm.

Taulukko 2. Koelaattojen l&mmdneristeen ja alussoran valiset
kitkavoimat ja -kertoimet téysin kehittyneen kit-
kan alkaessa.

q 0,0 kPa 3,5 kPa 8,0 kPa
Hg H Hg u He H
Alusta kPa — kPa - kPa -
PV-LAL 1,0 0,67 2,6 0,52 4,0 0,42
PV-LAL + . a,5s 0,34 2,2 0,44 4,8 0,51
vuorauspaperi
Polystyreeni N15 1,0 0,67 2,4 0,48 4,2 0,44

Taulukosta 2 voidaan todeta, ettd kitkakertoimen arvo on jokseen-
kin riippumaton eristemateriaalista ja ettd laatan kuormituksen

ollessa pieni kitkakertoimelle saadaan hieman suurempi arvo kuin
suurilla laatan kuormituksilla. Kitkakertoimen keskiarvoksi saa-

daan kaikista kokeista noin 0,50.

Laatoilla B1, B2 ja B3 saatiin vuorauspaperin ja mirneraalivillan
v3lille taulukon 3 mukaiset kitkavoimat ja -kertoimet, kun kitka

oli tédysin kehittynyt.

Taulukko 3. Vuorauspaperin ja mineraalivillan PV-LAL véliset
kitkavoimat ja -kertoimet koelaatoilla B1, BZ ja
B3 taysin kehittyneen kitkan alkaessa.

q = 0,0 kPa qg = 3,5 kPa q = 8,0 kPa
Hg u Hg u Hg M
kPa - kPa - kPa -
=
1,6 1,07 3,6 0,72 7,0 0,74

N
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Kitkavoiman Hg arviointi eri tapauksissa oli vaikeaa je tulkinnan-
varaista, koska kuvan 5 kuvaajista ei ldydy selvéad pistettsd, jossa
kitka olisi saavuttanut té&ysin kehittyneen vaiheen. TEstad syysté

on vaikea arvioida mydskin sit& liukumaa, joka vastaa td3ysin ke-

hittyneen kitkan syntyhetkea.

Koska liukuminen tapahtui kaikissa tapauksissa eristeen ja alusso-
ran va3lilla, sis&ltyy mitattuihin liukuma-arvoihin myds eristeen
leikkausmuodonmuutos Ae’ jonka tydntdvoima H siihen aiheuttaa, ku-

van B mukaisesti.

Ae
| —— |
|
{ O m— 0 Hal o oo _° - h
i ‘\3\6 l he

Kuva 6. TydntGvoiman H aiheuttama leikkausmuodonmuutos A

eristeessa. .

A =6« h = e

g e G NS 3 (2)
e

missa

G, eristeen liukumoduli MN/m

he eristeen paksuus m

8 liukukulma eristeessd rad.

Leikkausmuodonmuutas Ae on eliminoitu kuvassa 7, jossa kuvan 5 ku-
vaajien alkuosat on piirretty suuremmassa mittakaavassa ja joihin
kuvaajille on piirretty tangentit origoon. T&118in kuvaajia tar-
kastellaan vinokulmaisessa koordinaatistossa, jonka akselit ovat

A-akselit ja ko. tangentit.

Kun kuvaan 7 piirretdan ko. tangenttien suuntaiset katkoviivat pis-
teistd, joissa kitkavoima H arviocidaan olevan tdysin kehittynyt,
saadaan katkoviivojen ja A-akselin leikkauspisteistd ne liukuma-
arvot, jotka vastaavat t3ysin kehittyneen kitkan alkuliukumasa Ag.

Tad113in saadaan taulukon 4 mukaiset arvot.
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H/WPa C
/ 9i= 8 kPa
4 -
jax —
2 e LIEEEL
[
L 9|2 0 kPa
)
Q Q,5 1,0 1,5 2,0
o, /mm
Kuva 7. Koelaattojen kuormaliukumakuvaajien alkuosat.

a) Alustana PV-LAL 100 mm
b) Alustana PV-LAL 100 mm + vuorauspaperi
c) Alustana polystyreeni N15 100 mm.

Taulukko 4. Liukuma-arvot A_. mm, joilla eristeen ja sora-alustan
vdlinen kitkavoima on saavuttanut taysin kehittyneen
arvonsa.

qQ 0 kPa 3,5 kPa 8,0 kPa
Alusta
PV-LAL 0,4 1,0 2,0
PV-LAL + YUorauss 0,4 1,0 2,0
paperi
Polystyreeni N15 0,5 0,5 0,5

Kuvan 7 origoon piirrettyjen tangenttien avulla voidaan yht&dlda 2
kdyttden arvioida eristemateriaalien liukumoduulin arvoa. Kayte-
tylle mineraalivillalevylle saadaan Ge = 0,5 I"IN/m2 ja polystyree-
ni N15:11e Ge = 1,7 , mitkd arvot vastaavat varsin hyvin kirjal-

lisuudessa esiintyvid& arvoja.

3 LAATAN KITKARASITUSTEN LAGSKENTA

3.1 Teoria
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Kun laatta pysyy eristeessd kiinni ja liukuminen tapahtuu eristeen
ja sen alustan vali118, ei laatan siirtymé- ja rasitustila ole
endd kuvan 1 mukainen. Eristeen leikkausmuodonmuutos ja vaakasuo-

ra muodonmuutos vaikuttavat myds laatan saamiin rasituksiin.

Laatan ja eristeen saamat muodonmuutokset kayvat ilmi kuvasta 8,

jossa on esitetty laatan puolikkaan siirtyméatila.

Kuva 8. Koelaatan puolikkaan ja sen alapuolisen
ldmmdneristeen siirtymétila.

Télldin

Hx HS
A =E.._-h =E_ah = (3)

jos kitka an Aex:n kohdalla téysin kehittynyt. Alueella, jolla
ndin ei ole, voidaan liukuman ja kitkavoiman v&listd riippuvuutta
kuvata kuvien 7 ja 8 perusteella yht&18113

A .
H = H . — = H . =CX . 8X (4)
AS

Yhtdltissd (3) ja (4) Hs on taysin kehittynyt kitkavoima, ja se
saadaan yht&léstd (1). Sijoittamalla yht&ld (4) yhtdlddn (3) saa-

daan
I EEER— 1
he 4 Acx—Aex
bex T T " Hg A ’ (5)
e s

josta Aex voidaan ratkaista joko suljetussa muodossa neljdnnen as-

teen yht31ldstad tai iteroimalla.

Taman jalkeen
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on pelkd&std@d&n x:n funktio, koska Acx = e X .
Kohta, jossa kitkavoima muuttuu té&ysin kehittyneeksi, saadaan las-
kemalla ensin sitd vastaava A_ _ yht&ldita (3) ja (5) hyvaksikayt-

tden yhtalosta

h
- _B .
Ay = — Ho + b (7)
G
e
Koska Acxs = €t Xg o saadaan k.o. kohta eli X in arvo yhtaldsta
Acxs
s €,

Téman jédlkeen voidaan kitkavoiman Hx kuvaaja piirtéaa.

" Eristeen vaakasuorasta kokoonpuristumisesta aiheutuu laattaan va-

kio vetovoima N, joka saadaan yhtaldstd

N=nh +E_ -, (8]

kun Ee on eristeen kimmomoduli.

Kitkavoimasta laattaan aiheutuva vetovoima laatan eri kohdissa

saadaan yhtaldsta

L
2

N, = j H +«dx + N , (10)
X X
X

jonka kuvaaja voidaan piirté&&d numeerisen integroinnin jalkeen.
3.2 Esimerkki

Tarkastellaan terdsbetonilaattaa mineraalivilla-alustalla PV-LAL

ilman vuorauspaperia. Eriste on sora-alustalla. K&ytetdan seu-

N\
DY
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raavia l&htdarvoja:

€. = 0,0005 (betonin kutistuma)
Yy = 0,025 MN/m°
h = 60 mm
L = 12000 mm
g = 0,0035 MN/m°
= 100 mm
& 2
G = 0,50 MN/m
e 2
. 5 MN/m
v = 0,52 (taulukko 2)
AS = 1,0 mm (taulukkao 4).
Yht3ldéstd (1) saadaan
Hs = 0,52-(0,025-0,060 + 0,0035) = 0,0026 MN/mZ

Edelleen yhtdldistd (7) ja (8) saadaan

0,100

A - 0,0026 + 0,001 = 0,00152 m
CXs 0,5
_0,00152 _ 4o,
S 0,0005

Tamén jédlkeen kitkavoiman Hx kuvaajan piirtédmiseen tarvittavat

laskelmat on koottu taulukkoon 5.

FRVEIN RS L )

Taulukko 5. Esimerkkilaatan laskelmat kitkavoiman H kuvaajan
maddrittdmiseksi.
X Doy Aoy Ay Hy
<F m m m m Mpa
Ve 1 0,0005 0,000332 0,000168 0,00166
2 0,000 0,000448 0,000552 0,00224
3 0,0015 0,000517 0,000983 0,00259
ol 4 0,0020 0,000520 0,001480 0,00260
< |l 5 0,0025 - N 0,001980 0,00260
) 6 0,0030 - " - 0,002480 0,00260
<

Eristeen ja sora-alustan v&liselle kitkavoimalle saadaan siten ku-

van Sa mukainen kuvaaja.

Eristeen kokoonpuristumisesta aiheutuu laattaan vetovoima

N =0,100-5-0,

0005

0,00025

MN/m = 0,25

kKN/m.
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Kuva 9. Esimerkkilaatan rasitukset.
a) Eristeen ja sora-alustan vé&linen kitkavoima H
b) Laatassa vaikuttava vetovoima Nx' %

Yht&1l8n (10) perusteella saadaan laatalle kuvan 9b mukainen veto-
voimapinta. Maksimivetovoiman suuruus laatan keskelld on 13,6

kN/m, joka aiheuttaa laattaan vetojdnnityksen 0,227 MPa.

N3hd&8n, ettd eristeen vaakasuorasta puristumisesta aiheutuva ve-
tovoima laatassa 0,25 kN/m on varsin pieni maksimivetovoimaan 13,6

kN/m verrattuna (< 2 %).

4, YHTEENVETO

Suoritettujen kokeiden ja edelld esitetyn perustella voidaan tode-
ta seuraavaa:

1. Betonilaatan ja sen v&litttmé&n alustan (l&mmdneriste tai vuo-
rauspaperi) vdlinen tartunta on erittdin luja. T&mén vuoksi liu-
kuminen kokeissa tapahtui l&mméneristeen ja sora-alustan valilla
tai vuorauspaperia kdytettdessd sen ja lédmmdneristeen v3dlilla.
Betonin tartuntalujuutta samoinkuin eristeen leikkauslujuutta ei

kokeissa testattu.

2. Kokeissa kdytettyjen ldmmdneristeiden ja sora-alustan valinen
kitkakerroin tdysin kehittyneessd kitkassa oli suuruusluokkaa 0,5.
Jos alussora olisi ollut hyvin tiivistettyd, olisivat kitkakertoi-

met luultavasti olleet suurempia.

Vuorauspaperin ja lamméneristeen v&linen kitkakerroin on suuruus-
luokkaa 0,75,

Kun laatalla ei ollut kuormitusta (g = 0), saatiin molemmissa ta-

pauksissa hieman suuremmat kitkakertoimet, mika@ voi johtua mm.
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pienten mitattavien voimien mittausepdtarkkuudesta.

3. Liukuman AS arvo, joka tarvitaan tdysin kehittyneen kitkan
syntymiseen, ei ollut kokeissa vakio, vaan riippui eristemateriaa-

lista ja laatan kuormituksesta vaihdellen v&lillad 0,4 - 2,0 mm.

4, Laattaan syntyvid rasituksia laskettaessa on syyté& ottaa huo-
micon my8s eristeen leikkausmuodonmuutos ja etenkin kovilla eris-

teilld@ myds sen vaakasuora kokoonpuristuminen.

5. LammbBneristeen ja sora-alustan vé@lisen kitkavoiman ja liukuman
vdlistd riippuvuutta voidaan kuvata kayrédlléd viivalla alueella,
missd kitkavoima ei ole tdysin kehittynyt, ja suoralla viivalla

(kitkavoima on vakio) alueella, jossa kitka on tdysin kehittynyt.

6. Kitkavoiman laattaan aiheuttamat venymdt ovat hédvidvan pienia
laatan kutistumisesta ja 1ampdtilan vaihtelusta aiheutuviin veny-
miin verrattuina, ja ne voidaan laskelmissa j&ttda huomioonotta-

matta.

7. Kokeissa saadut arvot ovat vain suuntaa antavia, koska kokeita
tehtiin vain pieni m&&r&. Lisdkokeita tarvitaan mm. sora-alustan
rakeisuuden ja tiivistyksen vaikutuksen selvittémiseksi. Samoin
tarvitaan luotettavampaa tietoa eristemateriaalien muocdonmuutos-
ominaisuuksista (liukukerroin ja kimmokerroin) sek& leikkauslujuu-
desta ja tartuntalujuudesta betoniin. Koska ldmmdneristekerros
tehdd&&n useimmiten kahdesta kerroksesta, tulisi levyjen v&list3
kitkaa myds selvittdd. O0lisi myls mietittdvd keinoja, joilla kit-
kavoima laatan alustarakenteessa saataisiin mahdollisimman pienek-
si, jotta sen laattaan aiheuttamat rasitukset saataisiir minimoi-

duiksi.
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HIEKAN MEKAANINEN MALLI

K-H. Korhonen, Teknillinen korkeakoulu

Rainer Laaksonen, Suomen Akatemia

1 JOHDANTO

Hiekan mekaaninen malli on kehitetty Teknillisen korkeakoulun poh-
jarakennuslaboratoriossa. Mallia sovelletaan pohja- ja maaraken-
teiden geoteknisessd suunnittelussa hiekkakerrokseen kehittyvien
elastisten ja plastisten muodonmuutosten sekd kerroksen murtotilan
madrittdmiseen.

Hiekkakerros otaksutaan elastoplastiseksi ja myotdlujittuvaksi
materiaaliksi. Dilataation johdosta tapahtuva plastinen leikkaus-
muodonmuutos ja tilavuudenmuutos otaksutaan ei-assosiatiiviseksi.
Hydrostaattisen jannityksen aiheuttamat muodonmuutokset otaksutaan
sitdvastoin assosiatiivisiksi. Ajan ja muodonmuutosnopeuden wvaiku-
tusta ei oteta huomioon. Palautuvat muodonmuutokset otaksutaan hy-
perelastisiksi.

Teksti on kirjoitettu maamekaniikassa kdytdssid olevalla termi-

nologialla.

2 MALLIN RAKENNE

Hiekan mekaaninen malli jakautuu kuuteen p&dosaan taulukon mukai-
sesti. Taulukossa on mainittu osien keskeisin sisdlt®. Mallia esi-
tellddn taulukon mukaisessa jarjestyksessd. Mallin kehittamists
varten tehtyjen kolmiakselikokeiden tulokset esitetiin kuvissa ok-
taedrijédnnitysten ja -muodonmuutosten avulla. Maamekaniikan merk-
kisdanndn mukaisesti puristusjannitystd ja puristumaa pidetiin po-

sitiivisina.
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Taulukko. Hiekan m~zaaninen malli.

_Mallin osa Sigdltd

1. Mallin empiiriset , Hiekkakerroksen rakenne.

mat.

4. Plastiset muodon- | Mydtdsadantos.
muutokset. Mydtd- | Mydtdfunktio- ja plastinen potentiaali.
ja murto. MyoétSlujittuminen ja plastinen moduuli.
Murtokriteeri. (Kuvat 2 ja 6).
Plastiset muodonmuutosyhtdloét.

5. Maaparametrit. Kokonaismuodonmuusten parametrit. |
Elastiset parametrit. Plastisten muo-
donmuutosten ja murtotilan parametrit.
Parametrien midritysmenetelmit.

6. Mallin sovellu- Maaparametrien m&aritys. Pohja- ja maa-
tukset. rakenteiden geoteknisen toimintatavan I
miidritys ja geotekniset mitoituslaskel—i

perusteet. Leikkaus~ ja kolmiakselikokeet.
Kuormitus- ja mallikokeet.

2. Dilataatio. Dilataatiomekanismi.

Elastinen dilataatio, Plastinen
dilataatio ja potentiaaliyht&dls.

Kuvat 2 ja 3. ;

3. Elastiset muodon- | Kokonaismuodonmuutokset.
muutokset. Hyperelastiset muodonmuutokset ja
muodonmuutosyhtdalot.

3 TUTKIMUKSET

Mallin kehitystydn yhteydessd tehtiin laboratoriokokeita empii-

risten materiaaliyhtdldiden tarkistamiseksi. Kokeita suoritettiin

klassisella ja todellisella ("true triaxial apparatus") kolmiak-

selilaitteella. Todellisella kolmiakselilaitteella nadytteeseen

saadaan kolmiulotteinen jannitystila, joten myds keskimmdisen

pédjannityksen vaikutus hiekan mekaanisiin ominaisuuksiin voidaan

selvittia. Tutkimusten yhteydessd kehitetty mittaus- ja koetek-

niikka mahdollistaa automaattisten kolmiakselikokeiden suoritta-

misen /5/. Koetulosten kédsittely,

parametrien laskenta ja koetu-

losten piirtédminen tapahtuu tutkimuksen yhteydessd kehitetyilla

ohjelmilla. Laboratorion koealtaassa suoritettuja levykuormitus-

ja laattakokeita tullaan kiayttdmddn hiekan mallin tarkistamiseen.
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Suomen Akatemia my®nsi tutkimusta varten maidrirahan vuosiksi 1983

...1986. Todellinen kolmiakselilaite rakennettiin pohjarakennus-

laboratoriossa. Laitteen rakentamista varten Teknillinen korkea-

koulu mydnsi erityismddriarahan.

4 MALLIN EMPIIRISET PERUSTEET

Hiekkakerroksen mekaanista kdyttdytymistid simuloivan matemaattisen
mallin teoreettinen osa on kehitetty piddasiallisesti kimmo- ja
plastisuusteorioiden perusteella. Mallissa on lisdksi empiirisii

materiaaliyhtdl16itd, jotka on muodostettu kolmiakselikokeilla teh-

tyjen tutkimusten perusteella (kuvat 1...6). Kolmiakseli- ja kuor-
mituskokeiden sekd kirjallisuustutkimusten perusteella on tehty

seuraavat olettamukset A...G:

Kuormitetun hiekkakerroksen kokonaismuodonmuutokset muodostu-
vat kahdesta komponentista; elastisista ja plastisista muodon-
muutoksista.

Hiekan rakeet tulkitaan jaykiksi kappaleiksi. Hiekkakerroksen
muodonmuutokset tapahtuvat tam#n vuoksi kerroksen huokostilas-
sa.

Hiekkakerroksen muodonmuutokset kehittyvidt valittémasti janni-
tyksen lisdyksen jdlkeen niin nopeasti, ettei ajan ja hiipuman
vaikutusta tarvitse ottaa huomioon muodonmuutoksia ja murtu-
mismahdollisuutta laskettaessa.

Hiekkakerroksen mekaaninen kiayttaytyminen riippuu maakerroksen
tiiviydestd, jannityshistoriasta ja -polusta.

Hiekkakerroksen plastinen kiyttdytyminen riippuu kolmesta
jénnitysinvariantista. Kerroksen elastista kayttaytymista
approksimoivat konstitutiiviset yhtdl6t esitetidin kahden en-
simmdisen jénnitysinvariantin avulla /6/.

Leikkausjénnitysten johdosta maakerrokseen kehittyvat plasti-
set tilavuudenmuutokset otetaan huomioon jinnitys-dilataatio-
vyht&d1611d (1) (kuva 3).

Hiekkakerroksen muodonmuutosmekanismi kidsittii avoimessa ti-
lassa kaksi erillistd komponenttia; leikkausmuodonmuutoksen
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Yoet ja tilavuudenmuutoksen ¢, . Namd komponentit ovat toisiinsa
"sidottuja" sekd elastisella ettd plastisella alueella. Hiekan
malli on "rakennettu" em. muodonmuutoskomponenttien avulla,

siten, ettd mallissa on sekd deviatorinen ettd hydrostaattinen

osa.

5 DILATAATIO

Kuvissa 1,3 ja 5 on esitetty 16yhdn ja tiiviin hiekan jannitys-
muodonmuutoskidyttiytyminen avoimen kolmiakselikokeen leikkausvai-
heen aikana. Plastisen tilavuudenmuutoksen ja leikkausmuodonmuu-
toksen inkrementtien suhdetta sanotaan dilataatiokulmaksi. Kuvan 3
perusteella todetaan, ettd dilataatiokulman ja j&nnityssuhteen via-
linen vuorosuhde on likipitden lineaarinen ja riippumaton jinni-
tyspolun suunnasta. Em. vuorosuhdetta voidaan approksimoida vht&-
16118 (1) /3/. Yhtdlsa (la) kutsutaan jadnnitys-dilataatioyhtalsk-
si. Muodonmuutosinkrementtien suhde kirjoitetaan maamekaniikassa

vleensd yhtdldssd (la) esitetyllad tavalla.

Toct dég

=M(a)—- N la
Ooct (a) (a) d’)’g.;t ( !
o= 3+ pv (ib)

(3 + w2) (3 +2)]"/*

M(a) ja N(a) ovat Loden kulmasta riippuvaisia parametreji
Y7 Loden jéa&nnitysparametri

v Loden muodonmuutosparametri

Kishino /3/ on otaksunut, ettd mydtdlujenemisprosessi etenee niin,
ettd deviatorinen jannitys saavuttaa minimiarvonsa. Parametrien

# Jja v w8l1illd on t&118in yksikdsitteinen wvuorosuhde, jos

u ja 0,4 ovat vakioita. Hiekan mekaanisen mallin deviatorisen
osan plastisaen potentiaalin yhtd1l6 (3) on muodostettu yhtdlon (la)

ja plastisuusteorian normaalisuussddnnén (2) avulla. Yhtald (3) on
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voimassa silloin kun N(a) = 2/3.

iifoct _ _g del (2)
dGOCt 3 d"/gct

ga = Toct + M(a) ln(o'oct) (3)
Ooct Pa

gq¢ on deviatorinen plastinen potentiaali

Da vertailujénnitys

b plastinen tilavuudenmuutos

7&t plastinen leikkausmuodonmuutos
6 MYOTO

Hiekkakerroksen myotdprosessia simuloidaan hydrostaattisella ja
deviatorisella systeemilld. Hydrostaattinen my®t® otaksutaan asso-
siatiiviseksi. MyodtsSfunktio f. ja plastisen potentiaalin funktio
ge ovat tdmdn vuoksi identtisid. Hydrostaattisen my®dén plastinen
moduuli H. on vastaavasti identtinen plastisen tilavuudenmuutok-
sen moduulin K? kanssa. Hydrostaattisen myddén funktiot ja para-

metrit on yhtdlé$ssd (4) merkitty alaindeksilli c.

fe=ge=p =00t (4a)

H. = K? = K.p,(Z2%)m (4p)

Pa

K. ja m, ovat hydrostaattisen mydddn maaparametreja

Pa vertailujénnitys

Plastisen tilavuudenmuutosmoduulin yht316 (4b) on analoginen &do-
metrikokeen tangenttimoduulin yht&lélle (5), jota voidaan soveltaa

yht&l6én (4b) likiarvona /2/.



146

M, = mpg(22)# (5)

Da

M, on kokoonpuristuvuusmoduuli (tangenttimeduuli)
yvksisuuntaisen muodonmuutoksen moduuliluku

m
B moduulieksponentti

Deviatorisena mydtdfunktiona on kaytetty yhtdlsa (6) /1,10/.
Mallin deviatorisen osan symbelit on varustettu alaindeksilli 4.

Toct
4= — (6)
f Ooct

Hiekan mallissa otaksutaan, ettd deviatorinen my&td etenee Moroton
/9/ kehittdman tilafunktion (7) mukaisesti. Yhtdldéssid (7) 2 on

normaalistettu plastinen tyd.

dw? 3 ¢
df)l = = deP + = 2L dNP (7)
Toct “F 200t Toct

Kuvan 4 perusteella todetaan, ettd normaalistettu ty® on lineaari-
sesti riippuvainen leikkausmuodonmuutoksesta ja, ettd yhtials (7)
on riippumaton jannityspolusta. Momen ja Ghaboussi /8/ seka
Moroto /9/ ovat lisdksi osoittaneet, ettd normaalistettu ty® on
riippumaton tiiviydestd. Em. tilafunktio yksinkertaistaa tiamin
vuoksi merkittavdsti plastisen moduulin yhtdldn kehittelyi.
Ojakkalan hiekalla tehtyjen kolmiakselikokeiden perusteella on
todettu, ettd deviatorinen plastinen moduuli Hy wvoidaan laskea
yhtaislla (8) /4/.

1
: 8
Hi= —o— (8)

= (7o) ©n normaalistettu tyd (kuva 4).

a,bjac maaparametreja
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Laaksonen /5/ on osoittanut, ettid parametrit a,b ja c riippuvat
mm hiekan mobilisoituneesta kitkakulmasta. Maaparametrien a, b
ja c sekd klassisen maamekaniikan maaparametrien keskin&disid riip-

puvuuksia ei k&dsitelld tdssd yhteydessa.

Plastiset muodonmuutosinkrementit lasketaan yht&16113 (9), jossa
h=1/H on mydtdlujittumisparametri.

dg df

9
50"_,' 30'1;1, ( )

dei; = h

7 MURTUMINEN

Maamekaniikassa sovelletaan yleisesti Mohr-Coulombin ja Drucker-
Pragerin murtokriteerejad. Matsuoka ja Nakai /7/ ovat kehittineet
uuden murtokriteerin (10), jossa otetaan huomioon my®s kolmannen

jé@nnitysinvariantin vaikutus.

J1J2/Js = Cy (10)
Ji,J3 ja Jg ovat jadnnitysinvariantteja
o murtotilan mdirsadvi vakio

Kuvan 6 perusteella todetaan, etti Matsuoka-Nakain murtokriteeri
(10) approksimoi hyvin Ojakkalan hiekalla tehtyjen kolmiakseliko-
keiden tuloksia. Matsuoka-Nakain murtokriteeri on lineaarinen hyd-
rostaattisen j&nnityksen 0ot suhteen, ja se kuvaa hyvin suomalais-
ten kovista mineraaleista koostuvien karkearakeisten maalajien
lujuuskdyttdytymistd. Kuvassa 5 on esitetty Loden jédnnitysparamet-
rin vaikutus leikkausmuodonmuutocksen ja jdnnityssuhteen viliseen
riippuvaisuuteen. Murtotilan jannitykset eri Loden parametrin u
arvollia on esitetty kuvassa 5.

Mybtdfunktion muoto = -tasolla on otaksuttu analogiseksi mur-
tokriteerin (10) kanssa. Tdmdn vuoksi mydtdlujenemista sidtelevin
tilafunktion (1 yhtdl66n (7) on lis&itty korjausfunktio R(6)
jolla otetaan huomioon Loden kulman 4 vaikutus.

’
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SAVEN MEKAANINEN MALLI

K-H. Korhonen, M. Lojander
Teknillinen korkeakoulu

1. MALLIN RAKENNE JA TUTKIMUKSET

Teknillisen korkeakoulun Pohjarakennuksen ja maamekaniikan labora-
toriossa on kehitetty kriittisen tilan mallin /9/ pohjalta aniso-
trooppisen saven mekaaninen malli MAC, joka on elastoplastinen,
mybtdlujeneva ja assosiatiivinen /5/. Mallia voidaan soveltaa
vaativien maa- ja pohjarakenteiden geoteknisessa suunnittelussa
sekd@ laboratorio- ja maastotutkimusmenetelmien kehittelyssi.
Mallin kehittdmistd varten Suomen Akatemia my¥nsi maararahan
vuosiksi 1983...1986.

Mallin rakenne on esitetty taulukossa 1. T#dssi yhteydessi kisi-
tellddn 14hinnd kohtia 4 "Plastisuus" ja 5 "Parametrit". Taulukos-
sa 2 on esitetty MAC:n plastiset perusparametrit, seki suljetun
tilan parametrit a ja b, joita ei pideti perusparametreini. Geo-
teknisessd suunnittelussa tarvitaan samanaikaisesti, suunnitelta-
van kohteen laadusta ja laajuudesta riippuen, 4...8 parametrii.
Malli on kehitetty niin, ettid siinid voidaan soveltaa klassisen
maamekaniikan parametrejid. Taulukossa 2 mainitut parametrita, ja
Py, ovat kuitenkin "uusia". Mallin parametrit voidaan miadrittaa
kolmiakselilaitteilla ja Odometreillid sekd likim#dridisesti indek-
siominaisuuksien perusteella. Parametrien mdiritystapaa valitta-
essa ja mallia sovellettaessa on selvitettdvid maakerrosten tii-
viys, kyllédstysaste ja konsolidaatiotila sekid tarkeimm&t luokitus-
ominaisuudet (rakeisuus, humuspitoisuus ja vesipitoisuus). Taulu-
kossa 2 lueteltujen parametrien fysikaalinen merkitys on esitetty

kuvissa 1...4.

MAC:n konstitutiiviset yht&18t kirjoitetaan kriittisen tilan mallin

/9/ jénnitys- ja muodonmuutosinvarianttien ja symbolien avulla.
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Tekstissid kidytetdsdn maamekaniikan terminologiaa. Maamekaniikan
merkkisiinn®dn mukaisesti puristusjédnnitystd ja puristumaa pidet&din
positiivisena. MAC:n plastiset yhtdl6t on koottu taulukkoon 3.
Yhtdldot on muodostettu klassisen kolmiakselikokeen sellissd val-
litsevaa jannitys- ja muodonmuutostilaa varten (02=03) /9/.
Empiirisii yhtdloitsa (1...6) kaytetd&n mm. maaparametrien madrit-

tiamiseen laboratoriokoetuloksista.

Maan mekaanista mallia kehitettdessd on testattu useita "klassi-
sia" ja" uusia" teorioita sekd laboratoriokokeiden, ettid maasto-
mittausten avulla. Maandytteet on otettu hdiriintymattédmina
Eteld-Suomen savi- ja silttiesiintymistd. Laboratoriossa on tut-
kittu sekd normaalisti konsolidoituneita ettd ylikonsolidoituneita
maandytteitd. Mallin yksityiskohtia on lisdksi testattu alan kan-

sainvédlisestd kirjallisuudesta lainattujen tutkimustulosten avullsa.

Muodonmuutosten ja jé&nnitysten védlistd riippuvaisuutta suljetussa
tilassa on yleisesti approksimoitu hyperbelilla (1) /3/.
Hyperbelin parametrit a ja b eivdt ole wvakioita, wvaan ne ovat
riippuvaisia mm. savikerroksen tiiviydestd ja kolmiakselikokeen
leikkausnopeudesta /7/. Suljetun tilan hyperbeli (1) soveltuu
geotekniseen suunnitteluun wvain silloin, kun ko. maakerroksessa
vallitsee likimain samanlainen muodonmuutos- ja jannitystila kuin
kolmiakselikojeen sellissd., Parametrejd a ja b (kuva 2) ei lueta

MAC:n perusparametreihin.

Hydrostaattisen jadnnityksen logaritmin (lnp') ja ominaistilavuu-
den (v) wvédlinen riippuvaisuus on "pienillad" jannityvslisdyksilli
kuvan 3 mukaisesti lineaarinen. Kriittisen tilan mallin /9/

parametrit A ja £ luetaan my®s MAC:n perusparametreiksi.

Geoteknisessd suunnittelussa on kiinnitettidvia erityistid huomiota
siihen, missd fysikaalisessa tilassa kuormitettu kerros tulee

mahdcllisesti sortumaan. Sovellettava murtokriteeri riippuu em.
tilasta ja kuormitusajan pituudesta. Normaalisti konsolidoitunut

savikerros voi murtua joko avoimessa tai suljetussa tilassa.
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Pitkdaikaisesti kuormitetun savikerroksen murtumisen otaksutaan
MAC:ssa tapahtuvan avoimessa kriittisessid tilassa, jolloin kohee-
sio c¢=0. Kriittisess&d tilassa jannityssuhde 7)=q/p' l&hestyy ar-
voa M. Klassisen maamekaniikan sovelluksissa pitk&daikainen stabi-
liteetti lasketaan tehokkailla maaparametreilla c' ja ¢'. Lyhytai-
kainen stabiliteetti lasketaan ns.@=0-menetelm&dlld. Ylikonsolidoi-
tuneen saven murtoehtona MAC:ssa sovelletaan Mohr-Coulombin tai
Hvorslevin /2/ murtokriteerid. Nditten kriteerien parametreja ¢
ja ¢ ei kuitenkaan pidetd MAC:n perusparametreina. Parametrien c
ja ¢ arvot ovat riippuvaisia huokosluvusta /2/. MAC:n ja klassisen
maamekaniikan murtokriteerit eroavat toisistaan. Erityisesti
pitkdaikaisen vakavuuden osalta otaksuma c=0 johtaa reaalistisem-
paan ja varmempaan tulokseen. Klassisen maamekaniikan laskenta-

menetelmilld on oma, mutta usein suppea, soveltuvuusalueensa.

2. REOLOGIA

MAC:n reologiaa koskevasta osasta laaditaan erillinen julkaisu.

3. ELASTISUUS

Normaalisti konsolidoituneissa maakerroksissa elastisten muodon-
muutosten osuus on yleensd merkityksettn. Voimakkaasti ylikonso-
lidoituneissa maakerroksissa elastiset muodonmuutokset ovat sita
vastoin m8&drd&vid. MAC:n maaelastiset ominaisuudet ja yhta-

15t on esitetty julkaisussa /5a/.

4. PLASTISUUS

4.1 Mydtéfunktio

Tutkitut savimuodostumat ovat olleet voimakkaasti anisotrooppisia
/5, 7/. Anisotropiaparametri mdar&dsd mydtdfunktion kuvaajan eli
mydtdpinnan asennon p-g-tasossa kuvan 4 mukaisesti. Laboratorio-
tutkimusten perusteella /5, 7/ on todettu, ettid pehmeidn, aniso-

trooppisen savikerroksen mydtdfunktiota voidaan approksimoida
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Taulukko 1. MAC. Saven mekaanisen mallin rakenne /5/

1. EMPIIRISET PERUSTEET 2. REOLOGIA
Savikerroksen rakenne Savikerrosten jannityshis-
Savikerroksen varaan perus- toria
tettujen rakenteiden ja savi- Kuormitusnopeuden vaikutus
ndytteiden havaittu mekaani- Konsolidaatio
nen kayttdytyminen Hiipuminen
3. ELASTISUUS 4. PLASTISUUS
Hooken elastisuus Myoto
Kokonaismuodonmuutokset Plastinen dilataatio
Elastinen dilataatio Normaalisuus
Hyperelastisuus Myctdlujeneminen

Murto
5. PARAMETRIT 6. LASKELMAT
Klassiset ja uudet parametrit MAC:n kdytto geoteknisessa
Parametrien mdidritys maastos- suunnittelussa
sa ja laboratoriossa Kasilaskenta
Suunnittelussa sovellettavien Numeeriset menetelmdt
parametrien arviointi

Taulukko 2. MAC. Saven mekaanisen mallin plastiset parametrit /5/

a,, anisotropiaparametri r ominaistilavuus kriitti- |
p,, my&Stoparametri initiaali- sessa tilassa
tilassa c koheesio
A kokonaistilavuudenmuutok- ® kitkakulma
sen parametri a suljetun tilan
k ©lastisen tilavuudenmuutok- hyperbelimallin parametri,
sen parametri 1/a on initiaalimoduuli
A-# plastisen tilavuudenmuutok- b suljetun tilan
sen parametri hyperbelimallin parametri,
M kriittisen tilan jannitys- 1/b on teoreettinen
suhde puristuslujuus
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Klassinen kolmiakselikoe.
nisen mallin empiiriset yht&lo6t (1)...(6) ja
teoreettiset yhtdlot (7)...(11).

Saven mekaa-

/5b/

SOVELLUS/NIMITYS

YHTALY

No VIITE KUVA

Hyperbelimalli,
Muodonmuutokset
suljetussa ti-

lassa

Tilavuudenmuu-
tokset kriitti-
sessd tilassa

Elastiset tila-
vuudenmuutokset

Kriittinen tila,
Normaalisti kon-
solidoituneen
saven murto

Ylikonsolidoi-
tuneen saven
murtoehto

Mybtofunktio
(ellipsi)

Anisotropia-
parametri

MyOtosdanto

Assosiatiivi-
suusehto

Normaalisuus-
sdianty

Konsistenssi-
vyhtdlag

Plastinen
moduuli

Isotrooppinen
mystdlujittu-
mislaki

Deviatorinen
myctolujittumis-
laki

/
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dq/dp = —def /de]

f=0 df =0
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dp, =
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e
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(1) /3/ 2

(2) /9/ 3

(3) /9/ 3
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(6b) /4,5/ 4

(7)
(8a)

(8b)
(9)
(10)

/5/

(1la) /5/

(11b) /5/
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ellipsilla (6), jonka yht#1% on esitetty taulukossa 3. Kun j&nni-
tyspiste liikkuu myotdpinnan sisidpuolella ovat muodonmuutokset
maaelastisia /5/. J&nnityspisteen kohdatessa my&tdpinnan ellipsi
laajenee ja plastiset muodonmuutokset tulevat m&drddviksi. My&tsd-
pinta voi liikkua my®ddn aikana niin, ettid o pysyy vakiona.
My&tdpinta voi laajetessaan myds kiertyd joko niin, ettd aniso-
tropiaparametri @ pienenee tai suurenee. MyOt&ellipsin kiertymis-
suunta on riippuvainen jannityspolun suunnasta p-g-tasossa.

Jos mybtdellipsi laajenee siten, ettd & pysyy vakiona, on yhta-
léssd (6) vain yksi myotdlujittumisparametri Py - joka madritetiin
vyhtdl6114 (1la). . Jos ellipsi (6) kiertyy my®dddn aikana merkitti-
vésti, otetaan kidyttddn myds deviatorinen parametri q, yhtaldén
(11lb) mukaisesti.

4.2 Normaalisuussidiantd

Normaalisuussddnn®lld (8b) tarkoitetaan sitd, ettid plastinen muo-
don muutosinkrementti on kohtisuorassa asennossa plastista poten-
tiaalipintaa vastaan. MAC:ssa myddsdn otaksutaan tapahtuvan asso-
sioidusti. MyStdpinta yhtyy t&116in plastiseen potentiaalipintaan
(f=g). On ilmeistd, ettid pehmeidt, normaalisti konsolidoituneet sa-
vikerrokset myotddvat assosioidusti, jolloin yhtild (8 ) on voi-

massa.

4.3 Mydtdlujittuminen

MAC:ssd otaksutaan, ettd mydtdellipsin muoto séilyy myddsdn aikana.
Ellipsin pd&dakselien pituuksien suhde on t&dl118in vakio (M). Aniso-
tropiaparametrin o arvo saattaa sensijaan muuttua. Mydtdellipsin
laajeneminen ja mahdollinen kiertyminen hallitaan kahdella my&ts-
lujittumislailla, joita kutsutaan isotrooppiseksi (lla) ja devia-
toriseksi (1llb) my&tdlujittumislaiksi. My6tdlujittumislait (lla)
ja (11lb) kuvaavat pisteen (pé , qo) liikettd p-q-tasossa saviker-
roksen myddén aikana. Tidssi pisteessi deg on nolla.
Mydtdlujittumislaissa (11) maaparametri 1 edustaa hydrostaattisen
jannityksen p' ja ominaistilavuudenmuutoksen Avt vadlistd riippu-
vaisuutta. Parametri k kuvaa puolestaan hydrostaattisen jénni-
tyksen p' ja elastisen ominaistilavuudenmuutoksen Av® vialista
riippuvaisuutta (kuva 3). Parametrien erotus A-x edustaa saviker-
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roksen plastista kayttaytymistd. Maamekaniikassa tekninen tila-

vuudenmuutos ¢, korvataan yleensd ominaistilavuudenmuutoksel-

la Av (A€ = Av/v ).

Kun savindytetti konsolidoidaan isotrooppisesti (g=0), saattaa
anisotropiaparametri & muuttua siten, ettd kun p- ®, pienenee a»0.
MyStdellipsi kiertyy t&d116in mydtadpdivd&dn. Kun savindytettd leika-
taan siten, etta 7)=q/p kasvaa, saattaa my®s & kasvaa, kunnes
N saavuttaa kriittistd tilaa vastaavan arvon 7) =M. Anisotropia-
parametrin ¢ muutokset my®dén aikana vaikuttavat niin v&h&aisilts,
etti otaksumalla @ =vakio, ilmeisesti p&dastddn riittavd@n tarkaan

tulokseen.

Kuvassa 5 on esitetty pehmeidn savikerroksen mydtdpinnan méaritta-
miseen kolmiakselikokeissa kidytetyt jénnityspolut /4, 5a/. Mydto-
kohta on kokeiden tuloksista selvitetty kuvissa 5b...5d esitetyil-
134 tavoilla. Havaittujen mydtépisteiden kautta on piirretty myd-
tbellipsi (6a) kuvan 5e mukaisesti. Kuvaan 5f on konstruoitu
laajentunut my6topinta normaalisuussdadnndn (8b) avulla. Avoimes-
sa kolmiakselikokeessa jannityspolulla BCD ndyte on mydtanyt
pisteessd C. Kuvaan on piirretty plastinen muodonmuutosinkrement-
ti tdssd pisteessd . Mydtopinta on kohtisuorassa em. mitattua muo-
donmuutos inkrementtiid vastaan. MydtSellipsin ja kriittisen tilan
suoran leikkauspisteessd tilavuudenmuutoksen inkrementti on nolla.
Kuvasta havaitaan, ettd konsolidointi pisteestd A pisteeseen B on
kiertdnyt ellipsiid hieman my6étdpdivdan. Anisotrooppinen konsoli-
dointi on aiheuttanut mySs vdhaistad deviatorista lujittumista,
sil113d konsolidoinnin padttymispiste B jd& uuden mydtdpinnan sisi-
puoielle. Kuten edelld mainittiin, kayttdytyy savikerros maaelas-
tisesti, kun jannityspiste liikkuu myétédépinnan sisdllid. Maaker-

rosta sanotaan td1l16in ylikonsolidoituneeksi.

4.4 Plastinen moduuli

Flastisen muodonmuutoksen inkrementit lasketaan yhtalén (7) avul-
la. Inkrementtien laskemista wvarten on tunnettava plastisen po-
tentiaalin yht#dl&n lisiksi kerroin dA, joka on riippuvainen

plastisesta moduulista H. Plastisen moduulin yhtalén (10) kehit-
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tdminen on ollut MAC:n vaikein tehtivid, koska sitid ei ole voitu

testata valittomasti koetulosten avulla. Yhtidlsd (lO))taulukos—

sa 3, on kehitetty anisotrooppista savikerrosta varten. Yhtalén

johto on esitetty julkaisussa /Sb/.

e
a 1b 12
PERNON SAVI
a—— mysts Havaittu
SIS o + q/p=vakio e X
o > . a @ q =vakio
.“- ] aa-vaki.o . +
o 090 ' 3
. 5 Ly (Pg.9g)
D lnp e
c ) d myets &
> o~ initisali-
N G a8 myotSpinta
+
: ; 0
(np lnp 0 6 12 18
p . kPa
£
C,‘;J Havaittu
20 Jannityspolku
—— - CADC 274
o ,,/””’“d, ————— CADC 275
4 | 7 muodonmuutos-
U: inkrementin suunta

—

€
s‘ ” €% 2/30¢,- €5)
% Ev: 610263

laajentunut |
\__amybtdpinta ~~7 CADC
'BCUB a q/p=vakio
| ® havaittu mystskohta
0 10 20 30 40
p’ , kPa

Kuva 5. MAC. Avoin kolmiakselikoe. /4/.
a...e) Initiaalimydtdpinnan méiritys.
£f) Initiaalimyétdpinta (6a) ja mydddn aikana
laajentunut my&tépinta.
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KOSTEUSMUODONMUUTOKSISTA AIHEUTUVAT ORTOTROOPPISEN MATERIAALIN MUODONMUUTOKSET
JA JANNITYKSET

Markku Kortesmaa
VTT

1 JOHDANTO

Seuraavassa esityksessd tarkastellaan ortotrooppisen materiaalin kosteusmuodon-
muutoksista syntyvid siirtymid ja jannityksid kaksiulotteisessa tapauksessa.
Koska tarkastellaan erityisesti puuta, materiaalimalli on sylinterimdisesti
ortotrooppista. Tarkasteltavat poikkipinnat voivat olla ympyr6itd, ympyrdsekto-
reja taj suorakaiteita. Lopussa tarkasteltu esimerkki on ympyrdstd.

2 PERUSYHTALOT TASOJANNITYSTILASSA

Rakenteiden mekaniikan perusyhtdldstd esitetddn seuraavassa vain ne, joihin on
myShemmin viitataan.

Sylinterikoordinaattien r, ¢ ja z avulla lausuttaessa tasapainoyhtdldt ovat

%0, s 1 OTrp , 9% 0
ar r ae r
(1)
o1 a0
_ﬂq.l_f.q.g,r =0
ar r ae rore

Kuva 1. Yhtdlon (1) merkinnat.
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Ympyrdsymmetrisessd tapauksessa, jossa jdnnitykset ovat vain r:n funktioita,
saadaan

g S0 Y (2)

2.2 Yhteensopivuusehdot

Muodonmuutosten ja siirtymien vdliset yhtdidt ovat

IO.)

v
). (3)

Q

r

n
=3
11

+

=

Kun yhtd18std (3) eliminoidaan siirtymdt u ja v saadaan tasossa r, ¢ yhteensopi-
vuusehdoksi

d%e de 3e ar
_r . _r.8 _Py = & TP
ae? "ar Tar (r® ar ) ar (r ap ) (4)

2.3 Konstitutijviset yhtdldt

Kaksiulotteisessa tapauksessa konstitutiiviset yhtdldt ovat

€, = 5110r + 5130P i e?
eP = S“or + S,,oP + eg (5)
rrP = StrP

missd

e? ja e; alkumuodonmuutoksia.
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3 LINEAARINEN VIRUMISMALLI

Muodonmuutosten ja jannitysten vdlille voidaan lineaarisessa tapauksessa
kirjoittaa kaavan (6) mukainen yhtd16, kun siirrytddn osittain tensorimerkintdi-

hin /2/

t ]
€45 = Sij{wdijk](t-T)Ok](T)dT (6)

Kaavassa (6) ja myShemmin kaavoissa (9), (13), (14) summataan vain indeksien
k jal yli.

Virumisfunktio J(t) voidaan esittdd tulona
(LIH(T) 7

ik V) = Ay

(1)a(t) + A, ](t)H(t) (8)

1JH(t) = Aijk ijk
missa
H(t) Heavesiden yksikkdfunktio ja

&(t) H(t) derivaatta ajan suhteen,

Kun kaavan (8) tulos sijoitetaan kaavaan (6), saadaan
t L)
ei-(t) =S A Qo )y +S [ A (t-1)o (T)dt (9)
J ij ikl Kl ij, 13k K1
Yhtd1dstd (9) voidaan o ](t) ratkajsta, jos tunnetaan €; (t) ja virumisfunktio

1Jk1(t) siis myds A1Jk1(t)

Numeerisen integroinnin kaavoilla pdddytddn tulokseen, jossa integraalin sisdlla
numeerisen laskun viimeinen termi sisdltdd tuntemattoman o(t):n ja muut termit
sisdltivdt vain tunnetujen, aikaisemmin laskettuja jdnnityksia.

Kun mukaan otetaan my6s alkumuodonmuutos e?j, saadaan kaavasta (9)
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c.. =e°. + %, + Q. (10)

missa

e?j kimmoinen muodonmuutos (= ensimmdinen termi kaavassa (8))

egj virumismuodonmuutos (= integraalitermi kaavassa (9))

Kun kaavasta (10) ratkaistaan kimmoinen muodonmuutos, saadaan potentiaaliener-
gian lausekkeeksi /3/

U=

~o|i—

fe}Tm1{erdv - fie} (D1 Yav - {{G}TED]{eo}dV (1)
v v

Kun muodonmuutokset {e} lausutaan nurkkapistesiirtymien {ui} avulla derivaat-
tamatriisin [B] v&litykselld ja varioidaan potentiaalienergian lauseke
siirtyman {ui} suhteen, saadaan, kun 8U =0

[T (01081 {u, bV = f817tD1{eCrav + S8BT D1 (e av (12)
v v v

Kun tarkastellaan kaavaa (12), huomataan, ettd normaaliin kimmoiseen yhtd130n on
tullut 1isdd oikealle puolelle virumismuodonmuutoksen {ec} sisdltdva termi,
erddnlainen "muistikuorma®. Virumismuodonmuutos {ec} on kaavan (9) termi

o L,

€5 = Sij gAijk](t°T)°k1(t)dT (13)
Timd voidaan hajottaa numeerisesti integroitaessa kahdeksi termiksi, Joista
edellinen sisdltdd jannityksia °k1(t1) ti < t ja jdlkimmdinen tuntemattoman
jannityksen ok](t).

Trapetsikaavaa kdytettdessd saadaan

c 1 n-1, _ . 1
=-Ff ., ., +5 A A (Mg, . (nA) (14)
‘muisti ij 2 Tigk1rteevKkE e
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Kun kaavasta (14) siirretddn viimeinen termi yhtd16n (12) vasemmalle puolelle,
saadaan yhtdld, jossa vain vasen puoli sisdltdd tuntemattomia termejd ja oikea
puoli aikaisemmilta aika-askelilta tunnetuksi tulleita termejd. Taten saadaan

reaTlIsIvie;) = K < - f + [ 18170014} dv (15)
v

muisti
thé]ﬁ (15) on formuloitu kimmoisen yhtd16n muotoon. Erona kimmoiseen yhtd1366n
verrattuna on jdaykkyysmatriisiin K tehty pienennys, joka ottaa huomioon yht&lén
(14) viimeisen termin, ja kuormavektoriin f tehty 1isdys joka ottaa huomioon

kaavan (14) {ec} termit viimeistd termid lukuunottamatta.

Jaykkyysmatriisin [K] voidaan laskea seuraavasti trapetsikaavan tapauksessa

< = 817018 ov - [ (81T & CATCDI BTV

V V
(16)
= [ 81" I(I - % [STCAICD1} [BIdV
V
"Muistikuormaksi" saadaan vastaavasti
Trnrrd reqrd L -
fmuisti = - [[B] ED]E§ [(SITA(E)I{o(0)} + §=IES]EAE(n-1)AJ]{ok](1A)} (17)

4 ANALYYTTISET RATKAISUT

Analyyttisia ratkaisuja on helppo
18ytdd pyOredn puun tapauksessa,
Jjos jannitykset ja muodonmuutokset
riippuvat vain koordinaatista r
(kuva 2).

/5/:ssd on esitetty ratkaisu.

Kuva 2. Py6redn puun koordinaatisto.



-1+a -1-a r 0
0, = Cr T Cr T g 5 () TR S,
3(A,-A,) 2z A -A, U
- -l+a _ -1-a v AU 173 0
O‘P - CIG l" Cza 1" + 8+k 533 (r‘z) & k 533
(18)
_ a -a
uR - C1(533a + 313) r - Cz(ssaa - Sls)r
A1“3A3 513 r & A1'ﬁa 513
+ [-BT (3 + _5:) + A,] Au r‘(r—z-) + [ K (1 + ?3—3') i Alluor
kun kosteusjakautuma on
2
- I ,
u(r) = Ug + Au (ré) (19)

Muut kaavan (18) merkinndt ovat k = S , @ =4I-K
33

Koska puun syd&n on huomattavasti pehmedmpdd kuin muun puun, voidaan puun
syddntd approksimoida reidlla, jonka sdde on ree Td118in saadaan reunaehdoiksi

oR(rl) = oR(rz) =0

Kun nimd sijoitetaan yht&18ihin (18) saadaan, kun valitaan Au = 0

r, o r, o - .., @ r2 lrlq o
op = C @) - (F:) 1+ (F_)[(F:) -G 1 ‘F:) - (F:)} (20)
PO S g r.. . G ,rlq 1 . ¢
o, =Ca {- (F_)E(F:) t () 1 (F’)E(Ff) t (O g [(F:) - (Ff) 1}
(21)
ro r & - a
ug =Cr{-(5, +a 533)[(F—)(F:) - (F~)(F:) ]
(22)

T'1 f‘z a r‘z r a r‘1 a rz g
F (S - A SIIEIGE) - I (S S - ) T
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(A, - Aa)uo
C= = 3 (23)
" ™
S“‘k[(F:) - (r—l) ]

4  ELEMENTTIMENETELMA
4.1 VYleistd

Seuraavassa esitetddn lyhyt kuvaus muodonmuutosten ja jdnnitysten laskemisesta
kdytetyl1d elementtimeneteImdl1d puuttumatta ratkaisun yksityiskohtiin. Ldhinnd
kiinnitetddn huomiota poikkeamiin tavanomaisesta lineaarisesta kimmoisesta
ratkaisusta.

4,2 Elementtityyppi, integrointi ja ortotropia

Elementtityyppind on kdytetty 8-solmuista isoparametrista elementtid. Rakenteen
Jdykkyysmatriisia ja kuormitusvektoria laskettaessa integrointi on tehty laske-
malla funktiot ns. Gausein pisteissd (kuva 3).

Ortotropia on otettu huomioon mdarittd-
md11d materiaalivakiot kussakin Gaussin
pisteessd ja kiertdmdlld ne sitten xy-
koordinaatistoon kaavalla

(D] = [TICD'ICTIV

(24)
- ]
€ = [TT] 1e
jossa
cos2p sine  -2sinpcose
= sinzp coszp 2sinpcosy (25)

sinpcosp -sinpcose coszp-sinzp

Kuva 3, Integroimispisteet (Gaussin pisteet) ja ortotropiasuunnat.
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Jokaisessa integroimispisteessa on jdykkyysmatriisi (D] laskettu uudelleen,
koska on haluttu ottaa huomioon kosteuden vaikutus kimmoarvoihin.

4.3 Viskoelastisuus

Viskoelastisuus on otettu huomioon kaavaa (16) kdyttden siten, ettd integroimis-
vilien lukumddrdn ollessa pariton on viimeiseen vdliin sovellettu trapetsikaavaa
ja muihin Simpsonin kaavaa ja lukumddrdn ollessa parillinen on sovellettu
pelkdstddn Simpsonin kaavaa. Virumisfunktio voi olla jokaiseen jdykkyysvakion
suuntaan erilainen ja se voi riippua paikallisen integroimispisteen kosteusti-
lasta.

Kun siirtymdt on laskettu kaavasta (12), niin jadnnitykset voidaan laskea kaavan

(9) periaatteita soveltaen, koska siirtymien kautta myds <—:1-j on tunnettu,

5 TULOKSET

T&ssd on tulosten vertailu tehty vain ympyrdpoikkileikkaukselle, kun kosteus-
muodonmuutos Uy = -0,15. T§1161n voidaan tarkka tulos laskea kaavoista (20),
(21) ja (22) joten on helppo verrata elementtimeneteImdlld saatuja tuloksia
analyyttisiin tarkkoihin tuloksiin. Virumisfunktiona on kdytetty Maxwellin

mallia
J(t) =1+ 2t (26)
Kimmoisesta ratkaisusta on esitetty kuvassa 5 sdteen suuntainen jdnnitys o ja

tangentin suuntainen jannitys OP' Laskennassa on kdytetty seuraavia materiaali-
vakioita, jota kuvaavat puun kdyttdytymistd syitd vastaan kohtisuorassa tasossa

$,, = 0,00129 S,, = -0,0007 Sas
= 0,025 A, = 0,134 A,

0,00222
0,266

oy

Sij:n ja S:n yksikkd on 1/MPa ja A, ja A,:n arvo edellyttdd kosteudenmuutoksen
prose

annettavan absoluuttiarvoina, ei prosentteina kuivapainosta.
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5 e
o -f’ﬂf’,"
T O
(MPa) o
0 /’
et U
-5
/Elementtiverkko
d Reunaehdot:
uf0yl =0
vix.0) =0
=10 L
0 25 50 r{mm) 75

Kuva 5. Elementtimenetelmdl1ld saatujen (D) ja analyyttisten arvojen vertailu.

Virumistuloksista on annettu esimerkki taulukossa 1, johon on laskettu sdteen
arvolla r = 33,6 mm saadut arvot.

Taulukko 1., Esimerkki jannityksistd kun kosteuden muutos u
funktio on J(t) = 1+2t.

t 0 oo () OP o) Tarkka
O (1) R o) | 2= | L
oR(O) GP(O) c(0)
0 -4,60 1,00 1,45 1,000 1,000
0,2 -3,07 0,667 0,96 0,667 0,670
0,4 -2,08 0,451 0,65 0,451 0,449
0,6 -1,38 0,301 0,44 0,301 0,301
0,8 -0,94 0,203 0,29 0,203 0,202
1,0 -0,62 0,136 0,20 0,136 0,135

-0,15 ja virumis-
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NONLINEAR FINITE ELEMENT ANALYSIS OF SPACE FRAMES
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1 INTRODUCTION

Steel frames are common load carrying structures in engineering constructions. Effective
use of high strength steel results in thin-walled members, and due to slenderness and
increased imperfection sensitivity the stability problems become more important. In design
recommendations there is a trend to utilize plastic material properties, and therefore material
nonlinearities have to be considered, too. Coupled geometrical and material nonlinearities
complicate the structural analysis, and only numerical solutions are feasible in practical cases.

In the present study the geometrically nonlinear elasto-plastic finite element analysis of space
frames is considered. Finite deformations are taken into account by adopting an incremental
Lagrangian formulation. Several two node space frame elements are constructed by using
linear polynomials as shape functions. Accuracy and efficiency of the constructed elements is
demonstrated by two test problems. Some other problems are solved to show the capability
of the method in statical and dynamical cases.

2 EQUILIBRIUM EQUATIONS

The principle of virtual work in the Lagrangian description is
/ S : 6EdV — / 15 . 6udv —~ / 2t . fudA + / 1% - 6udV =0, (1)
1y 1y 14, 1y

where S is the 2nd Piola-Kirchhoff stress tensor, E is the Green-Lagrange strain tensor, u
is the displacement vector, 1p is the material density in the reference configuration, f and t
are the body force and the surface traction vectors, respectively, and 1 is the acceleration.
The displacement vector u is interpolated within an element by shape functions N and nodal
point displacement variables q in the form

u(X) = N(X)q, (2)

where X is the material coordinate vector. Inserting Eq. (2) into the incremental form of
Eq. (1) gives the following discretized form of equilibrium equation

'KrAq+'M?§ = Q-'R, (3)
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where Kr = K, + K, is the tangent stiffness matrix, K, the geometrical stiffness matrix,
Q the external force vector and R the vector of internal forces and Aq =2 q —! q the
incremental nodal point displacement vector between current and reference configuration. In
the incremental Lagrangian formulation the matrix K; depends also on the deformations
between configurations 1 and 2. Configuration 2 is found by iteration using equilibrium
configuration 1 as reference state.

3 KINEMATICAL RELATIONS

Incremental displacements for three dimensional straight beam element with solid cross-
section are assumed to be

Au(z,y,2) = Auo(z) + 248y () — yAde(z) — w(y,2) Adz,z(2)
Av(z,y,z) = Avo(z) — 2A¢z(z) — %yAqSi(z) (4)

Aw(z,y,2) = Awo(z) + yAdz(z) — %zAd)i(:c),

where ¢, ; = 3¢/8z, and ug,vo, wo are the displacement components of the centroidal axis
and ¢z, ¢y, - are the rotations with respect to z,y and z axes. The warping function w has
been chosen in such a way that it yields correct values for the St. Venant torsional rigidity
in the integration of stiffness matrices and for the torque in the internal force vector. In the
case of rectangular cross-section the warping function has been approximated by the formula
[1]

w(y, 2) = Cyz, (5)

where
Iz = Iy

AR I, /AydA, I, /Az A

The incremental components of the Green-Lagrange strain tensor are obtained by inserting
Egs. (4) into the general expressions

C

1
Aez = Au g + E(Au:"z +Avd + Awﬁ,)

Ay = Aty + Atz + At sAu, + Av zAvy + Aw zAw, (6)
Avzz = Auz+ Aw e+ Au Au , + Av Av, + Aw Aw .

Substituting the finite element displacement assumptions

Auo = NAq,
Avo = NAg,

Awo = NAq,

A¢. = NAq,, (7)
Ady = NAq,,

A¢, = Nagq,,

into Eqs. (6), the strain increments are found in terms of the nodal parameters Aq. The
term wA¢@z - is omitted in the expression of Ae,.
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In the case of a thin-walled beam, the cross-
section is composed of narrow rectangular
""""""" I parts (Fig. 1). The warping function is
shear 1 assumed to consist of two parts w,(s) and

center /7 Vi lacasee ]
xel ol et we(s, )

ws(s) = hs(s)s ®)

Yo. ey wr(s,7) = hy(s)r,
{
> i where h, and h, are the components of the
| ( —— Z radius vector R onto the normal and tangential
: : i directions at an arbitrary point of the cross
3 e - section
| | z he(s) - R * f
| |

/
Lo 1y he(s) =R -8,

A

§ and T are the tangential and normal unit
vectors, respectively.
Fig. 1. Thin walled cross-section.

The displacement increments in an arbitrary part ¢ of the cross-section are

Aui(z,y,2) = Aug(z) + 2A¢y(z) — yAPs(z) — ws(s)Al(z) — wr(s,r) Ads 2 (2)
Avi(z,y,2) = Avg(z) cos o; + Awg(z) sin a; — e, Adz(z) — %esAd)i(:z:) (9)

1
Aw;(z,y,2) = —Avo(z) sin a; + Awo(z) cos a; + es Az () — -2-e,A¢'>2(:1:),

z

where
er = (2;; —ez)cos oy — (yo, — ey)sina; +r;

es = (2¢; — €z)sinoy + (ye; — ey) cos a; + si,
and ey, e, are the coordinates of the shear-center in the principal coordinate system of the

cross-section, and yq,, 2., are the coordinates of the centroid of part . The strain increments
are evaluated using the formulas

1
Agy = Au"’x -+ E(Au?,z + A’U,'Z,z + A‘U)?’z)

Avzs = Aug s + Az + Aug s Aug s + Avg 2 Av; , + Aw; s Aw; ,.

(10)

Application of the chain rule

o dy 0 dz 0 )
+ —— =coso;— +sina;—,

3s 8_8% ds 0z dy oz
yields the expressions for Au,,, Av;,s and Aw; s
Aug s = sina;Ady —cos a;Ad, — we s Al — Wy A, -
Av; s = —%Aq&g
Aw; s = Ag.
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Three versions of thin-walled beam element have been constructed. In the element, which has
6 degrees of freedom at each node, the overall warping w has not been taken into account. In
other two elements, the overall warping has been included in the formulation and an additional
degree of freedom is required. Many investigators [2,3,4] have used cubic polynomials as
shape functions (Hermitian polynomials) for the angle of twist. Then the additional degree
of freedom is the derivative of the angle of twist. In this study, the angle of twist and its
derivative have independent approximations.

In Vlasov’s theory of thin-walled beams with open cross section, the assumption of vanishing
shear strain in the middle surface leads to a discrepancy between the strain and stress fields.
Using separate approximations for the angle of twist and its derivative, these shear strains can
easily be taken into account e.g. in symmetric I-section beams. For beams with unsymmetric
thin-walled cross-section, these shear strains can be taken into account by modifying the
assumption of warping function. In Ref.[5] the following approximation for axial displacement

due warping is used
uo = »_ ui(z)di(s). (11)
1

There ¢; are the shape functions in the middle line of cross-section. In this study, only
beams with I-section have been considered, and the average shear deformation in flanges due
to torsion has been taken into account.

The second element, which includes the warping of the cross-section, is based on Vlasov’s
theory. The constraint ¢, . — @ = 0 has been added using the penalty method.

4 CONSTITUTIVE MODEL

The strain rate D is decomposed into elastic and plastic parts [6]
D =D°+ D?. (12)

The elastic part D¢ is related to the corotational Jaumann rate of Cauchy stress tensor T by
the elastic law

i‘:Ce:De=C°:(D—Dp), (13)
in which C¢ is the elastic constitutive tensor. The J;—flow theory is used to evaluate the
plastic strain rate

. 0 f

P -\ L

where f = 1/3J2 and J; is the second invariant of the deviatoric Cauchy stress. The elasto-
plastic constitutive law can be written in the form
* C¢: aa:C*
=(C° -
T=( E,+a:C¢:a

): D, (15)

in which a = 3f/9T,E, = EE;/(E — E;) and E; = do,/deP. Strain hardening is taken into
account by expressing the true yield stress oy as a function of the logarithmic inelastic strain

_ 2
eP = / \/ EDP : Drdt, (16)
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rate is of order 2 for both linear and cubic elements. Calculated midpoint rotations and
bimoment values are shown in table 1.

Table 1. Comparison of the results using different elements . Bimoment values are at the
midpoint of the element nearest to support and twist angles at the midpoint of the
bar. Five elements are used to discretize half of the beam. The beam has same
cross-section as in example 6.3 (Fig. 7).

= 0.495 k= 4.95 k= 14.84
¢, /rad B/kNm? ¢/rad  B/kNm? ¢./rad  B/kNm?

Vlasov’s theory  1.81 10~% 9.76 10~% 5.47 10~2 0.300 2.36 102 0.146
cubic elem. 1.811075 977102 5471073 0.312 2.35 102 0.159

6 dof/node elem. 9.15 10~* - 9.15 103 - 2.75 102 .
7 dof/node elem. 2.41 107% 9.711072 5.4910°3 0.333 2.38 102 0.204
penalty elem. 1.7410~% 9.7810~% 5.4510°3 0.332 2.36 10~2 0.203

5.2 Lateral buckling in pure bending

The accuracy of elements based on assumptions (4) is studied by computing the critical load
of a simply supported beam with narrow rectangular cross-section. The expression for the

critical moment is [7]
JVEL,GI, -
““y

Mer=1 VI-1,/L)1 - GLJEL)

This formula includes the effect of pre-buckling deflections.

Elements compared are linear isoparametric

8 element with two nodes, parabolic and cubic
o = fnear 4,10,30,100 elem, subpara.metric_ elements with thret? and four
e = parab. 2,4,10 elem. nodes, respectively. In subparametric elements
gL o= ZUE‘C 0254'10 elem. the geometry of an element is interpolated

by linear approximation. Figure 3 shows the
convergence of these elements as a function
of computational work W = nm% , Where n
is the number of degrees of freedom and my
is the half bandwidth (including diagonal) of
the stiffness matrix. Load parameter value
1 corresponds to the critical moment M., .
The increment of load parameter has been
AX = 0.2. The critical moments obtained by
s s s different elements converge to smaller values
logW) than M., of Eq.(22). This is due to the effect
of shear deformations which is not allowed for
in Eq. (22).

1.02
T

1
i

critical value of load parometer

0.98

3.5

ES

Fig. 3. Convergence of the critical load
in pure bending.
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where ¢t is time or load parameter in static loading cases. Using the relationship between the
strain rate D and the rate of Green-Lagrange strain E an appropriate constitutive equation
for the incremental Lagrangian formulation is obtained in the form

S=CL:E. (17)

5 CONVERGENCE TESTS

5.1 Torsion bar

The potential energy functional for Vlasov’s theory of thin-walled torsion bar can be written

as follows

1 L . L
Hp(qsz) =S 5/ (GIt¢§,z + EIw i’u)dz “[) mt¢3d$, (18)
0

where GI; is the St. Venant’s torsional rigidity, EI, the warping rigidity, and m; the
distributed torque along the axis of the bar. Numerical solution of the variational equation
min ITp(4.) by FEM requires C! continuity for approximate functions of the angle of twist ¢-.
The derivative of the angle of twist is taken as an independent function, and the constraint
equation @, ; —8 = 0 is included using the penalty method. Then the functional (18) becomes

1 L

L 2 2 1 2 L
Tp(¢2,0) = /0 (GLi42, + ELb%)dz + So /0 (2,2 — 8)%dz — /0 mipedz,  (19)

where « is a penalty parameter. Linear interpolation functions are used for both ¢, and 4.
The penalty term has to be underintegrated in the FE equilibrium equations, in order to
avoid locking phenomenon.

Numerical convergence study has been performed for a cubic element used in functional (18)
and for a linear element used in functional (19). The error in bimoment B = El,¢; zz =
~EI,0 ; is of interest. It is measured by the
maximum norm

-
t

.| |B - Brlloo = max |B(a$) — Ba(z9)l, (20)
where B is the exact bimoment , By the finite
= element approximation and z% the midpoint of
E element e. Relative errors
o
2+ L ° |B - Bh“m
| \ %) = 5], (21)
w L
"I o =linear elem.® are calculated for different values of the di-
® = cubic elem. mensionless parameter ¥ = L./GIL;/EIl, ,
g 'SP S IOV TN T —i which characterizes the torsional behaviour of
0751 125 150 175 2 225 2.50

the beam. Clamped beam with concentrated
torque in the middle of beam is considered.
Fig. 2. Convergence of bimoment. Results are shown in Fig. 2. The convergence

~log(t/L)
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6 NUMERICAL EXAMPLES

6.1 Circular bend

The response of a cantilever 45-degree bend subjected to a concentrated end load was
calculated. Results agree well with those reported in Ref. [8] . The bend was also analysed
employing the element described in Ref. [9]. Results obtained are shown in Fig. 4. In all
static analyses the arc-length algorithm [10] was used in solution of the nonlinear incremental
equilibrium equations.

oo [

~— 8 lin. elem. 20 load steps
--- Belem. of ref, /9/, 590 load steps
L i

! L ! 2 ! 3

0.2 0.3 0.4 0.5 0.6
non—dimensiondl tip deflection

Fig. 4. Large displacement analysis of a circular bend.

6.2 Shallow frame

This example exhibits a snap-through behaviour. Experimental limit load reported in Ref.
[11] is 251 N. Using 4 or 8 linear elements in each member, limit point was reached at load
level 260 N or 253 N, respectively. Other numerical solutions are given in Refs. [9,11,12].
The load deflection curves are shown in Fig. 5.

6.3 Lateral buckling of cantilever

A cantilever beam with narrow rectangular cross-section acted upon by a force applied at
the centroid of the cross-section was analysed. Both elastic and elasto-plastic analyses are
shown in figures 6a and 6b. It can be conciluded from the results that parabolic and cubic
subparametric elements do not work well, when the displacements become large.

In figure 7 load deflection curves are presented for lateral buckling analysis of an I beam. The
critical load P, in Fig. 7 corresponds to the value in which the warping effect has not been
taken into consideration. As it can be seen from the figure, the effect of warping increases
the critical load about 20 %.
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3019,96 MPa
0,383
6096 mm
L4, 45 mm
b=1778 mm

200 250 300
T

o Hhr— < m

=
8
Qo
Q
= 48 lin. elem. bt
= 96 [in. elem.
o ! i 1 . | A 1 "
0 " 20 30 40 S0
w/mm
Fig. 5. Load deflection curve of a shallow frame.
a) b)
"
n ; belem, iP
N ——t
20 40 70 70 M=eP
e=

2
2
1;"
5]
I
>

g gﬁ 20610 6x30
a
w| °= 2lneor elem. 236 load steps T Tong - belem. 7x5,7x79x5,9x 7 int.
S v= 2porab. elem. 301 load steps o [ 10elem. " caSaa. poinfs/area
| ¢ = 10 lineor elem. 175 lood steps S I %5 PR TR
v .= 10 pc:rob. ele!m. 232 load steps ] aellem. 7X3.,9X3 ----
o i A 1 M 1 A o M | T T i i 1 P
00 03 02 0.3 0.4 0.5 0.6 00 01 02 03 0.4 0.5 06
w/l. w/l

Fig. 6. Elastic (a) and elasto-plastic (b) lateral buckling analysis of a cantilever beam,
h = L/20,b = h/10,0, = 250 MPa, E = 210 GPa,E; = 0, L = 200 mm. One
point Gaussian numerical integration rule is used in element axis direction. Over the
cross-sectional area Simpson’s integration rule is used.

6.4 Dynamically loaded portal frame

A portal frame, clamped at its supports, with a mass fixed in the middle of the horizontal
beam, is subjected to an impact load perpendicular to the plane of the frame. Central
difference scheme with diagonal mass matrix is used to solve the ordinary differential
equations of motion. The deflection of the mass as a function of time is shown in Fig.
8. Ten and twenty equal elements are used to discretize half of the frame.
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PALKKIPROFIILIEN LASKENTAA PAPERIKONEEN SUUNNITTELUYMPARISTOSSA

Jorma Kolio

Valmet Paperikoneet oy

1 TAUSTAA

Paperikoneen kantavat runkorakenteet ovat enimmskseen palkkimaisia
suorakaidekoteloita, joten rakenne kiyttaytyy kokonaisuutena keha-
rakenteen tapaan. Monimutkaisempia poikkileikkausmuotoja esiintyy
kokonaiskantavuuden kannalta sekunds:srisisssa osissa, mm. kaapimissa,
imulaatikoissa, hoyrylaatikoissa ja talipumakompensoitujen telojen
kiinteisssa sisszakseleissa. Viimeksimainitutkin ovat silti usein

varsin kuormitettuja.

Koneen tuottavuus ja hyvs kaytettavyys ovat taErkeita kilpailuteki-
joita kansainvalisilla markkinoilla. Ne edellyttavat seks nopsutta
etta hyviz dynaamisia ominaisuuksia. Niinpa tarve entista tarkem-
paan palkkiprofiilien sekd jEyhyys- etta massahitaussuureiden las-

kentaan on myods lisdantynyt.

Valmet Paperikoneet oy:n ( alemmin Valmet oy Paperikonetehdas )
kaytossa on useita palkkipoikkileikkausten laskentaohjelmia, mutta
edell3s mainituista syistzs otettiin 31.12.1985 suunnitteluosaston
teknisen tietojenkzsittelyryhman kehityskohteeksi uuden ohjelman
haku- / kehitysprojekti. Tavoitteena oli tuottaa tyokalu, joka omi-
naisuuksiltaan kattaa kaikkien aiempien piirtest seka mahdollistaa
nopean profiilien geometriamzsarittelyn. Nzhtiin myos tarkedans
tuottaa jEyhyyssuureet suoraan kaEytossamme olevan yleiselemettimene-
telmdonjelman lshtotietomuodossa. Kailkkia tarpeitamme tayttdvas oh-

jelmaa ei loydetty, joten loppukevsssts 1986 aloitettiin oma kehitys.

ke

entas:

g

Tassd esityksessa kasitelisan palkkien jayhyyssuureiden las

2en

vt

[Ny
+
(1]

i
seks analyyttisestl etts numeerisesti elemenctimenstelmss k
niiden suureiden osalta, joille yleisessda tapauksessa ei ole 13y~

dettsvisss analyyttista ratkalsua.
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2 TEHTAVAN RAJAUS

Tehdszszsn seuraavat otaksumat:

2 Palkin neutraaliaksesli on suora.

= Poikkileikkaus on yhdesti yhtensainen ( ei arillisig osia ) ja
vakio akselin suunnassa.

- Poikkileikkaus ei muuta muotoaan omassa tasossaan.

- Materiaali on homogeenista, isotrooppista ja lineaarista.

. Tilavuusvoimat voidaan jattdsa huomiotta.

- Lissotaksumia tehdssn leikkaus= ja vaantotehtavian yhteydessa

ja ne esitetzmsn kyseisessa jaksossa.

3 ANALYYTTISESTI! RATKAISTAViSSA OLEVAT JAYHYYSSUUREET

Kaikki poikkileikkaukset muodostetaan vhdistelemslla kahta perus-
muotoa, jotka ovat kolmio ja ympyran sektori. Nainollen poikki-
leikkausala, pintakeskio , nelicsmomentit ja massanitaussuurest

voidaan integroida analyyttisesti.

Nsin mySs tehdssn ohjelmiston esikaZsittelyosassa. FEM modulissa

( joka on ensisijaisesti tarkoitettu vaanto- ja leikkaussuureiden
laskentaa varten ) vastaavat suureet lasketaan Gaussin numeerisella
integroinnilla interpoloimalla kutakin suuretta elementtien muoto-

funktioil la.

Kaarevia reunoja parabolisilla elementeilla kuvattaessa tehdaan
likimazrgistys, jonka merkitysta voidaan arvioida vertaamalla ana-
lyyttiseen ratkaisuun. Miksli tulokset eivst yhdy 3 - 4 merkitse-
valls numerolla, elementtijakoa on syyta tihentasd, Tama siksi, etta
vEants ja leikkaussuureet ovat yleenssa elementtijaon suhteen herkem-

pid kuin analyyttisesti ratkaistavissa olevat suureet.

4 LEIKKAUSTEHTAVAN RATKAISU

Tehtsving on loyvtas poikkileikkauksessa vaikuttavan leikkausvoiman
ja leikkausjsnnitysten valinen yhteys yleiselle profiilille.
Tats varten tehdssn liszotaksuma palkin kokonaistoiminnalles:

palkki on vakioleikkausvoiman kuormittama, esim. vapaasta psaasta
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leikkausvoimakuormitettu ulokepalkki. Yleinen ratkaisu voidaan
johtaa kolmidimensioisen kimmoteorian perusteella tekemalla vk-
sinkertaistavia otaksumia sopiville jannitys- ja siirftyma&kompo-
nenteiile. Yapaita muuttujia jatetsdEn riittaviasti, jotta tasa-

paino- ja vhteensopivuusshdot wvoidaan totsuttaa ¢ lahde (21 .
Nainoilen leikkaustehtsvsssd tehdssn seuraavat lissotaksumat:

= Poikkileikkauksen suuntaiset normaalijannitykset T ja o seka
leikkausjannitys Txy voidaan jattzsa huomiotta.

- Akselin suuntainen normaalijsnnitys Gz jakaantuu kuten
puhtaassa taivutuksessa.

= Vaikka kuormituksena kiasitellazsn vakioleikkausvoimaa, olete-
taan, etts leikkausvoiman ja -jannitysten valinen riippuvuus

on likimssrin voimassa myds muille kuormitustapauksille.

Seuraavassa elementtimenetelmsratkaisussa ensisijainen tuntematon
on poikkipinnan kayristyma ( poikkipintapainuma > ja menetelm& on
analoginen siirtymamenetelmsan kanssa. Tall10in voidaan kiayttaa

samoja elementtityyppeja ja muotofunktioita.

Kaytetssan lahteen (2] merkintsja seka korvataan lineaariselle kol-

mioelementille johdetut kaavat yleisella muotofunktiomerkinnal la:

[ y 1 | = poikkileikkauksen nelidmomentit

XX Yy Xy
VX ,\_/y = leikkausvoima X- ja Y- suuntaan
E,G,ny = kimmokerroin, liukukerroin ja Poisson suhde
(X, ¥) = poikkipinnan kdyristyma
L,A = palkin pituus ja poikkipinta-ala
N’Nx’Ny = elementin muotofunktiot ja niiden osittaisderivaatat
¢e,¢i = elementin e kiayristymisfunktio ja sen arvo solmussa
¢x'¢y = kdyristymisfunktion derivaatat
C = (V I -V I y /U E (1 | = f l )]

X X X X Yy XYy XX Yy Xy Xy
C = (V I -V [ y / U E (1 I = | l ) 1]

Y Yy oYy X Xy XX Yy Xy XY

— (1)

a = -ny L [ C I + C (1 - 1 /2 1 /7 A

4 X Xy Y HX Yy
a = -ny L € C 1 + C C1 “ ] y /2 1 /7 A

5 Y Xy X Yy X X
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s T = mallin ja elementin e potentiaalienergia

e . . . . . . . .
i,dni = mallin ja elementin potentiaalisenergian osittais-

derivaatta vapausasteen i suhteen

@ = N @ (29
e R |
e G 3 J 2
b = - L (C X +C Y) dA +
6 A X y
G J 2 2 2
- L { N # = ny o - C (X =Y » + C X Y1} dA +
2 A “x Ti X y
I 1 2 2 2
- L {N @ =-ny o[ - C (Y - X3 + C X Y1} dA -
2 A Ty i Yy X
i S| 1 3
\ ( - C L +a) -V ( - C L + a) -
X 3 x 5 y y 4
EL L C j N X dA + C I N ® Y dAl (3
x A~ 7i y AT 71
e J T 1 2 2
dn = G L N { N & - ny [-C (X - Y ) + C XY 1} dA +
i AT x “x i 2 X Y
J T 1 2 2
G L N { N @& - ny [-C (Y - X » + C XY 1} dA -
A Ty Ty Ti 2 v X
I T j T
ELCCC N X dA + C N Y dA 1 = 0O (4)
Xx A~ y A~
Koska oletetaan: E = 2(1 + ny) G
ne j T T
T { (N N + N N ) dA @& } =
1 A Tx Tx y y i
ne J T 1 2 2
Z { ny N [- C (X - Y )+ C XY 1 dA +
1 A Tx 2 X Yy
I T 1 2 2
ny N [- C (Y - X )Y +C XY 1 4dA +
ATY 2 vy X
J T
2¢(1 + ny) N (¢C X + C Y) dA 1} (5)
AT X Yy
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Yhtslos (5) johtaa lineaariseen yhtaloSryhmsan, jonka ratkaisuna saa-

daan ksayristymisfunktion arvot elementtiverkon solmupisteissa.

Tsman jalkeen leikkausjiznnitykset voidaan ratkaista seuraavista

vhtaloista:

T =G {®¥ -nyll[ -C (X -Y)+C XY 1} (B)
T =G {® -nyll[ -C (Y -X)»+C XY I (7)

Edellisesss on otaksuttu, ettei poikkileikkaukseen synny vaantods.

Nginollen ulkoisten leikkausvoimien tulee valkuttaa siten, etts

niiden resultantit leikkaavat tietysss pisteesss ns. leikkauskes-
kidssa. Sigsisten leikkausjsnnitysten resultantit leikkaavat myos
tadssd samassa pisteessa, Laskemalla erikseen X- ja Y- suuntaisten

leikkausvoimien kuormitustapaukset, pintakeskion momenttitasapaino-

ehdon avulla voidaan mazsrsats leikkauskeskion sijainti.

Samalla tama mahdollistaa X- ja Y- suuntaisten leikkauskertoimien

laskemisen. Leikkauskertoimilla voidaan ottaa huomioon leikkaus-
muodonmuutosten aiheuttama lisataipuma. Kertoimet saadaan integ-
roimalla kiayristymisfunktio numeerisesti poikkipinnan yli. Leik-

kauskeskion ja -kertoimien kaavat on esitetty lahteessa (2],

5 VAPAAN VAANNON RATKAISU
Kasitellssn psistdsan vaannettys palkkia, jolloin vaantdmomentti on

vakio koko palkin pituudella, Vapaassa vHdnndsss oletstaan, ettd

palkin poikkileikkauksen kayristyminen passee esteetta tapahtumaan.

Merkinnat:

siirtymat X-, Y-, ja Z- suuntaan ( Z on palkin akseli )

U, v, w
©,m = yasEntyma ja vaantomomentti palkin pituusyksikkSa kohti

n,2,N ja niiden osittaisderivaatat kuten leikkaustehtavassa
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Saint Venant’in mukaan:

u = - 08 Z Y (8
Y = e Z X (9
W = O @(X,Y) CLoo
T = G 6 (p - Y) 11)
ZX X
T = G e (@ + X) (12)
Yz Yy
J 2 2
m = G © ( X ¢ -Y @ + X + Y ) dA (13
A Y X

Elementtimenetelmsn mukainen ratkaisu lahteen [11 pohijalta

kolmiocelementista yleistsen:

e
@ = N @ (1l4)
~ori
G 2 ne J 2 2
ud = - © L & ( [(@ - Y + (D + X) 1 dA 1} (15>
1 A X Y
2 ne j T T
drn = G &6 L © ( L N (N @ - YY) + N (N @ + X)31dAY = O (ie)
i 1 A T x RS Ty Yy Ui
ne j T T ne ) T T
T CJCN N #N N)YdA® Y=L (JON Y =N X)dAay 17
1 A Tx Tx Ty Ty ~i 1 A Tx Yy

Jilleen paddytssn lineaariseen vhtalOryhmasn kayristymisfunktion
ratkaisemiseksi. Yhtsloiden (5) ja (17) vasemmat puolet ovat sa-
mat. Niinollen molemmat leikkaustehtsvian kuormitustapaukset ja
visntotehtzva voidaan ratkaista samaa jaykkyysmatriisia kayttaen.
Yhtaloryhma ratkaistaan siis kolmelle kuormitustapaukselle, kaksi
ensimmaists yhtalon (5) mukaan ( Vx # 0O, Vy= Q0 ja VX = 0, Vy £ 0 )
ja kolmas yhtalon (17) mukaarn. Yksikkokiertymasa vastaava vaanto-
momentti integroidaan yhtalosta (13) ja leikkaus jannitykset las-

ketaan yhtalodista (11) ja (12).
Vapaan vssnnon ratkaisu on kiayttokelpoinen seuraavissa tapauksissa:

- Kaikille profiileille, mikali vaantomomentti on vakio, eika

poikkipinnan kayristymas ole estetty.
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= Niille poikkileikkauksille, joihin vasntokuormitus =21 aiheuta
kayristymasa kuten pyorahdyssymmetriset ja ne hyvin kapeista

suocrakaiteista koostuvat profiilit, joissa suorakaltest lelickaa-

vat toisensa samassa pisteessd.

l2 profiileille, mikdli palkin pituus on cilittavi,

=

H
1

u

= Vapaamuotal

ige]

6 ESTETTY VAANTO

Jos vsaantomomentti ei ole vakio tai tuenta rajoittaa palkin poikki-
pinnan kdyristymistsi, kysymyksessd on estetty ( rajoitettu ) vaEnts.
Vapaa ja estetty vaEnto eiviat yleenssa esiinny puhtalina. Poikkileilk-

kaus, palkin pituus, tuenta ja kuormitus mEsrzavat, kumpi dominoi.

Estetyn vaannon ratkaisu perustuu lzhteessa [3] esitettyyn massiivi-
profiilien vEantoteoriaan. Lahteesss kiaytetadn poikkipinnan kay-
ristymalle hyperbolista approksimaatiota, mutta mainitaan myos va-
paan vHanndn kayristymisfunktion kayttomahdollisuus. Tassd nou-
datetaan samaa menettelytapaa, mutta johdetaan estetyn vEENNSn dif-

ferentiaaliyhtdls vapaan vaannon kayristymisfunktiota kayttaen.

Kaytetssn seuraavia lyhennysmerkintoja:

—

3 =G / E

F = o dA ; 5. =] v aa
[ 2

g = J X da : J = J ¥ dA

Y X
[ & J

J = X dA : J = X 7 dA

y Xy
J [ e

53 = ® dA I = »  dA = (18)
r ]

J(X,2) = J X & dA ; J(Y,®) = J ¥ & dA

J(g ) =J¢ dA ; J(& >=J¢ da

X X Y Y

J |

J(X, 8 ) = X » dA J(Y, s >y = ) ¥ #_ dA

y y . X ®
o i z J
Ji(w ) = J v da Jiz ) = s »  dA
X X Y Y —
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Poikkileikkauksen pisteen siirtymdatilaksi oletetaan seuraavat lau-

sekkest, naissa wl, w2z, w3 ja w4 ovat Z:n tuntemattomia funktioita.

ULX,T.Z) = ueZ) = ©(Zs Y (13
v(X.Y,Z) = viZ) + B8(Z) X (209
wiX,Y,Z) = wi(Z) + w2(Z) X + W3(Z) ¥ + wa(Z) 2(X,Y) (21

Jos koordinaatisto valitaan siten, etts koordinaattiakselit yhtyvat
palkin paajayhyysakseleihin ja palkissa esiintyy ainocastaan vaanto-

kuormitus, saadaan lahteen (3] mukaisesti differentiaaliyhtaloryhma:

F wl + S, wé = 0 (22)
zz @ zz
J w2 - B8 F w2 + J(X,®) w4__- B J(2 ) w4 - 8 F u =20 (23)
y zZz zz X z
J w3 - B F w3 + J(Y,®) wa__~ B J(@ ) w4 - B8 F v =0 (24)
X zZ zz y z
S, wl + J(X,®) w2 - B8 J(8_ ) w2 + J(Y,®) w3__- B J(2 ) w3 +
@ z2 zz X zz N
2 2 '
J w4 - B [J(@ ) + J(® ) 1 w& - 8 J( )Y u - B Ji&_ ) v_+
@ zZZ X Yy X z Y z
B8 [J(Y,» ) - J(X,®» 1l ©_ =20 (25
X Yy z
F w2 + J(® ) w4 _+ F u = 0 (265
z X z zZz
F w3 + J{¥ ) w4 + F v = 0 (27)
z v z zz
(J(X,® ) = J(Y,® )] wa4_+ (J + J )y e = - N (289
Y X z X y zz G
Tuntemattomat funktiot wl, w2, w3 ja w4 voidaan eliminoida,
jolloin pasdytasn kolmeen differentiaaliyhtaloon. Masritel -
|san seuraavat lyhennysmerkinnat:
A = J(X,®) - J J > / F ]
X y X
A = J(Y,®) - J Jts ) / F
Y X Y
@ = JX,2 ) = JLY,® ) — (29
Yy X
R = J(o )%+ Ji(o 2%="1 [ J(» Y12+ [ J(® )15 ) / F
X Y X Y
S = J(X.®) J(w ) + J(Y,®) Jwp ) - F J + 5 &
X Y @ @ -
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E7 0ty (B +Jd A /a1 e%=0 (30)
Y X Y X
(
£y YL L E (T +JdoaA /a1 8%=0 (31)
X X Y v
E Jixooy u' e B Jev,er v - (E (J + J S /¢ F @ e
G[(J +J)IVR/Q-@16 _ =R/ Q) m (32)
X y zz

Eliminoimalla vielsd u ja v psddytasn estetyn vasnnon differentiaa-
liyhtaloon (33). Yhtslo on analoginen avoimien ohutseindisten
profiilien yhtslon kanssa, joten ©:n toisen ja neljannen osittais-
derivaatan kertoimille kHytetssn tassa myds nimityksiz vasntonelis-
momentti ja sektoriaalinen nelicmomentti. Nyt voidaan kuitenkin

kssitella yleisia poikkileikkausmuotoja.

- - 2
E L J(X,®)1° J(Y,cb)]z ( 8p & (4)
_J + J )t + - J + —__ __} © +
X y J J D F
Y X
Qz
{1 G (J +J ) - —=—1 ® = - m (33)
X Y R zz .

Sektoriaalisen neliomomentin laskenta on nopeaa, koska yhtaldryh-
mas ei ratkaista uudelleen, tarvitaan ainoastaan jo ratkaistun
vapaan vaannon kayristymisfunktion numeerinen integrointi poikki-
pinnan yli. Taman jalkeen yhtalon (33) kasittelya voidaan jatkaa
reunaehtojen osalta samoin kuin ohutseinaisissakin profiileissa.
Laadittu tietokoneohjelma hyvaksyy palkin pdiden kimmoisan tuennan.
Reunaehto on normalisoitu bi-momentin suhteen valille nolla - yksi.
Nolla vastaa tuentaa, jossa kiayristyminen psdsee tapahtumaan va-
paasti, arvolla vyksi pssassa vaikuttaa bi-momentti, joka =sstadE tay-

sin kdyristymisen.

Estetyn vasnnon kaava (33) on viels tarkistuksen alaisena, koska
kirjallisuudesta ei ole loytynyt sille tukea. Verrattasssa ohut-
seinaisten profiilien ratkaisuihin tulokset ovat hyvin vhteensopi-
via paitsi koteloiden sektoriaalisen neiicomomentin osalta, jolle
saadaan n. 2 ... 3.5 kertaisia arvoja . Tosin sul jetuissa profii-
jeissa palkin jayhyyttsda ¥Ylieensa dominoi vapaa vaanto eika estetyn

vasnnon suureita valttamatts tarvita.
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7 TESTITAPAUKSIA

Tasasivuisen kolmion kayristymistfunktio voidaan ilmaista ana-

lyyttisesti ja kaavan (33) kertoimet ( vEsantonelidmomentti [ _ja

ot

sektoriaalinen nelicmomentti Iw> integroida suljetussa muodossa.

Eo= Ta a* . L= '3 a° (34)
t 80 ’ w 16128

FEM ohjelma tuottaa kohtuullisella verkkotiheydella kaavan (34)

molemmat suureet kolmella merkitsevalls numerolla.

Umpinaisen suorakaiteen ( b = 2, h = 1 ) vaantonelicomomentti ja
leikkauskertoimet saadaan alle 1 % tarkkuudella jo neljalla para-

bolisella elementilla, yhdeksallsa elementills tarkkuus on n. 0.2 %.

Ohutseindinen Leikkaus- Leikkaus-

profiilityyppi Iw keskio X keskioc ¥

U ( 250x50x3 ) 2.0735 ES -11.591 125.00
(2.0686 E9) (-11.617) (125.,00)

Z ( 200x100x3 > 1.1594 E10 1.500 100.00
(1.1580 ELO) (1.500» (100.00)

I ( 200x100«x 1.3007 EL10 2.1515 E-5 100.00

5.6x8.5 H (1.2388 EL10) (0.0) (100.00)

Halkaistu putki C.77888 -1.8947 1.0172 E-B

( $=2.0 t=0.1 ) (0.77657) (-1.99987) (0.0

Suorakaidekotelo 9.0840 E8

( 100x150x3 ) (2.8040 EB)

Suluissa esitetyt arvot perustuvat lshteiden [3 ja 4] kaavoihin.

Koteloa lukuunottamatta kaikkien suureiden yvhteensopivuus on hyva,
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OMINAISARVOALGORITMIEN VERTAILU KAYTETTAESSA ELEMENTTIMENENTELMAA

Jari Laukkanen
Tampereen teknillinen korkeakoulu

Konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Lisaantynyt kaytannon kiinnostus varahtelymekaanisiin ongelmiin ja elementtime-
telman kayton yleistyminen varahtelyongelmien ratkaisussa ovat johtaneet suuriin
elemenettimalleihin ja pitkiin tietokoneajoihin. Rinnakkaisprosessorikoneiden
kehityksen myota on kiinnostus perusratkaisumenetelmien sovittamisesta monipro-
sessorikoneille lisaantynyt ulkomailla huomattavasti. Samalla vanhoista mene-

telmista on loydetty uusia piirteita ja lisaa tehoa.

Valitsemalla kuhunkin ongelmaan sopiva ratkaisumenetelma ja ratkaisualgoritmi

voidaan laskenta-aikaa ja kustannuksia saastaa huomattavasti.

Seuraavassa kasitellaan tavallisimpien ominaisarvoalgoritmien ominaisuuksia ja
tehokkuutta kaytettdessa elementtimenetelmaa. Vertailun perustana kaytetaan
kirjallisuudesta 1oytyvia testiesimerkkeja seka algoritmien laskutoimitusten
lukumaaraa.

2 KASITELTAVAT RATKAISUMENETELMAT

Ominaisarvotehtavat pyritaan saattamaan standardimuotoon

b

X = A x (1a)
tai

Ax=)Bx - (1)
mista ominaisarvot w? ja ominaisvektorit ¢ voidaan ratkaista lukuisilla eri-
laisilla ratkaisumenetelmilla seka hyviksi ja tehokkaiksi kaytannossa todetui-

lla algoritmeilla. Naista algotitmeista tunnetuimmat ovat Householder-QR

[1-3), yleistetty Jacobin menetelma [1-3], determinanttimenetelma [1-3,10],
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kaanteinen matriisi-iteraatio [1-3,10], aliavaruusiteraatio [l1-4], Givensin

menetelma [1-3,10] ja Lanczosin menetelma [2,5-10].

3 RATKAISUMENETELMAN VALINNASTA

Kirjallisuudessa esiintyvat erilaiset yhtalon (1) ratkaisualgoritmit ovat
enemman tai vahemman kohdassa 2 mainittujen kaltaisia. Suurimmat erot eri ratkai-
sualgoritmeilla ovat niiden konvergenssitesteissa ja yritevektoreiden korjaus-
tavoissa, mista johtuu niiden erilainen kyky kasitella moninkertaisia, lahekka-

isia ja ryhmissa esiintyvia ominaisarvoja.

Edella mainituista ratkaisualgoritmeista yleistetty Jacobin iteraatio on
tehokas, kun halutaan laskea kaikki ominaisarvot, eika matriisien nauhaleveys
ole suuri ja diagonaalin ulkopuoliset termit ovat suhteellisen pienia. Taman
takia Jacobin iteraatiota kaytetaan mielellaan aliavaruusiteraatiossa redusoidun

ominaisarvotehtavan ratkaisuun [1-3]

Householder-QR-kaantiesiteraatio on tehokas menetelma, kun lasketaan kaikki
ominaisarvot ja -vektorit seka matriisien nauhaleveys on suuri tai matriisit ovat
taysia. Tallainen tilanne syntyy, kun kaytetaan staattista kondensaatiota tai
ominasiarvotehtava muutetaan standardimuotoon. Staattisen kondensaation ja
pienennetyn ominasiarvotehtavan ratkaisun edullisuus riippuu jaykkyysmatriisin
alkuperaisesta nauhaleveydesta, staattisen kondensaation aiheuttamasta nauhale-
veyden kasvusta, alakuperaisten ja lopullisten vapausasteiden lukumaarasta seka
laskettavaien ominaisarvojen ja ominaisvektoreiden lukumaarasta. Muunnos stan-
dardimuotoon (la) ei kaytannossa ole suositelatavaa, kun massamatriisi on nauha-

mainen ja matriisien koko on suuri [1-3]}.

Determinanttimenetelma on tehokas laskettaessa alimpia ominasipareja (w?,%) ,
kun matriisien nauhaleveys on pieni. Talla menetelmalla voidaan laskea suhteel-
lisen suuria tehtavia riippuen tiedon kasittelytavasta. Nauhaleveydesta riippuen
determinanttimenetelma voi olla tehokkaampi kuin Householder-QR-kaanteisite-

raatio [1-3].

Givensin menetelma on tehokkuudeltaan yleistetyn Jacobin menetelman ja

Householder-QR-algoritmin veroinen. Se on suoriteltava ratkaisumenetelma

kun etsitaan kaikki ominaisavot ja matriisien nauhaleveys on suuri [2,10].
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Aliavaruusiteraatio on tehokas ratkaisumenetelma, kun etsitaan alimpia ominais-
pareja ja matriisien nauhaleveys on suuri. Koska yhtaloita (1) vastaava redusoitu
ominaisarvotehtava ratkaistaan kokonan keskusyksikossa, asettaa kaytettavissa
oleva keskusyksikkotila ylarajan etsittaville ominasiarvopareille. Wilsonin ja

Itohin [4] versio nostaa tata ylarajaa huomattavasti [1-3].

Lanzosin menetelma on tehokas etsittaessa lukuisia ominasipareja, kun matriisien
nauhaleveys ja vapausasteiden maara on suuri. Etsittaessa alimpia ominaispareja
nauhaleveydella ei ole suurtakaan vaikutusta menetelman tehokkuuteen. Tama mene-

telma soveltuu hyvin tavanomaisimpien ominaisarvotehtavien ratkaisuun [5-9].

Kaanteinen matriisi-iteraatio on menetelma, joka soveltuu suurille vapausaste-
maarille, kun etsitaan vain muutamia alimpia ominaispareja. Siirrostekniikan
yhdistaminen tahan menetelmaan mahdollistaa suurtenkin ominaisparimaarien

etsimisen [2,10].

Taulukossa 1 on esitetty eri ratkaisumenetelmien tarvitsemien keskusyksikko-
aikoja erilaisille kaytannon systeemeille 1lahteen [3] mukaan. Jacobin,
Householder-QR-kaanteisiteraatio ja determinanttimenetelmissa ominaisarvot on
laskettu 12 merkitsevan numeron tarkkuudella. Aliavaruusiteraatiossa suurin
ominasiarvo on laskettu 5 merkitsevan numeron tarkkuudella. Taulukossa on
huomattva, etta keskusyksikkoaika antaa vain suuntaa ratkaisumenetelmasta. CDC
6400-, CDC 6600- seka CDC 7600-tietokoneiden keskusyksikkojen nopeuden suhde
onn. 1:3:8

Taulukossa 2 on esitetty kuvan 1 mu-
kaisen rakenteen 24 alimman ominais-
taajuuden ja ominaismuodon laskentaan
tarvitut laskutoimitukset ja tyotilan

28 elementiid tarve lahteen [11] mukaan kolmelle eri-
:jﬁ: lasiselle ratkaisualgoritmille. Kuvissa

2-5 on esitetty eri ominaisarvoalgo-

ritmien laskentaoperaatioiden maara
verrattuna kaanteisen matriisi-iteraa-

tion laskentaoperaatioihin.

Kuva 1. Taulukon 1 laskennasssa kaytetty

laatikko [11].
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Taulukko 1. Esimerkkiratkaisuja eri ratkaisumenetelmilla [3].

Systeemin Maksimi nauhaje~ Vektoreiden . Keshusyk—

Sysiteemi Koko n veyden puolikas m Massamatrilsi lukumir é Rathaisumenetelma Tielokene sikkoika (8)
Lavy-palkhi 50 Tayai Taysi 50 Jacob cpe 7600 2
Yieinen sysieemi 100 Tiyai gg;;ﬂm;ﬂ. 100 :‘_uf’a“n‘t'e’;::":"a'f'?o' cOC 6400 46
Tasokehi 297 29 Dlagongalinen. | 3 Determinanitimeneteimé | CDC 6400 40
Tasokehd 297 29 Dlogoraglinern. | 3 Ahavaruusiteraatio CDC 6400 25
e o 468 155 Biagonoaline. | 4 Aliavaruuaiteraatio ¢DC 6400 160
oapikba " 403 13 S Setimari | ® Gligvariusiiengolis €OC 7600 2
Patlo 724 14 Nauhamainen 20 Aliovaruusiteraotio CDC 6600 518
Pato 2286 68 Nauhamainen T Determinanttimeneteima CDC 6600 !
Puthisto 566 I E‘e;‘rﬁ"_’;‘:}'.'i:i};‘h 28 Allavaruusiteraatio CDC 6600 142
Putkisto 566 1] Elmo.%‘wii:ﬁr{; 7 Determinanttimeneleimd | CDC 8600 "
[aernus perus= nra 137 Diagomsolinen. | 45 Aliavaruuaiteraatio £DC 6600 890
Rakennus 340 3l Uiagangafinen. | 7 Determinanttimenatelmé [ CDC 6600 20
siita 342 35 Ceagonadinemy | 10 Aliavaruusiteraatio CDC 6600 30

Taulukko 2. Laskutoimitusten lukumaara ja tyotilan tarve kuvan 1 rakentelle [11].

106 Gupta SS/1I sl iteraatiomenetaimad
M=1 epdsymmetrinen symmeirinen
Tybovekioreiden madrd | | 3 4 5 6 7 27 28 29
R siirrosten mdard = - 8 S 4 3 2 = . -
Hajoitusten hohkonasi- 50 50 10 7 6 5 4 I I |
madrd
Vektori-iteraatioita 153 153 186 204 215 222 245 283 259 28
Hojoiluksessa farvittuje 12.51M 4.17M 0.83M | 0.58M | 0.50M | 0.42M | 0.33M | 0.08M | 0.08M | 0.08M
kartolaskuja
Vehtori-iteraatiossa 3.99M 3.47M 4.iM | 4.59M | 4.92M | 5.7M | 5.81M | 9.02M | 8.36M | 9.18M
torvittuja kertoiaskuja
Kertolaskuja yhteensd 16.50M 7.34M 4.94M | 5.17M | 5.42M | 5.59M | 6./14M | 9./0M | B.44M | 9.26M
Tarvittava tyatlle (sanga) 3820 2180 1700 1850 2050 2200 2400 5750 35900 6050
Tarvittava tiedostotila 26900 16140 20050 | 20210 | 20380 20540 20700/ 14850 | IS000 | 15160
(sonaal
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Kuva 4. Kaanteisen matriisi-iteraation (INV) ja Givensin menetelman [2,10] seka
aliavaruusiteraation laskentaoperaatioiden lukumaaran suhde eri nauha-
leveyden puolikkaan b arvoilla. Vapausasteiden lukumaara n>200, massa-

matriisi nauhamainen.
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Kuva 5. Kaanteisen matriisi-iteraation (INV) ja Wilsonin ja Itohin aliavaruus-
iteraation seka Lanczo&in menetelman laskentaoperaatioiden lukumaaran
suhde eri nauhaleveyden puolikkaan b arvoilla. Vapausasteiden lukumaara

n > 200, massamatriisi nauvhamainen.
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BETONIN TARTUNTALIITOKSEN MURTGEHTO

Matti Leskelad
Oulun yliopisto

1 JOHDANTO

Betonin tartuntaliitosta toisen materiazalin kanssa (mukaan luettuna toinen
betonimateriaali) on hyddynnetty yleisesti, mutta tartunnan suuruutta ja
siihen 1iittyvid tekijditd ei ole paljonkaan analyyttisesti tarkasteltu.
Tartuntaa on hy8dynnetty mm. ankkuroitaessa ja&nnepunos betoniin, samoin kuin
tavallinenkin betoniterds. Liittorakenteissa tartuntaa betonin ja ter&ksen
tal toisen betonin kanssa esiintyy my8s, mutta sitd ei aina kyetd hyddynta-

maan tdysim8drdisesti.

Tartunnan luonne ja tehokkuus riippuu betonin jénnitystilasta ja olosuhteis-
ta liitosvydhykkeessa. Téassd kirjoituksessa esitetddn er@s tarkastelutapa
tartunnan murtoehdoksi ja arvioidaan tartuntalujuuden suuruutta kdyttden hy-

vaksi betonin murtumisen perusteita.

Betonia tarkastellaan liitoksen rajapinnan 13hist8l1ld (liitosvyBhyke) jossa
rajapintojen valilld vaikuttaa leikkauswvuo ja betonin normaalijénnitykset ole-
tetaan tasojénnitystilan tai- tasomuodonmuutostilan mukaisiksi. Tartuntajén-
nityksig Ty tarkastellaan leikkausjannityksien Txy keskiarvoina. Liitoksen

leikkausvuo v, muodostuu tartuntajé&nnityksistd siten, etta

1

v = TbAb = x'rxydA = dexyaAb' (1)
b
i Uyls vl

Txy | '
Ix% \QQ I 0|
s SR
T [0
N\ v AR

Ul V UY

Kuva 1. Liitosvydhykkeen j&nnitykset
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2 TARTUNNAN MURTUMISEN VAIHEET

Riippuen jannitysten o Gy ja T keskindisestd suuruudesta murtoehdon toteu-
tuminen voi tuottaa puristustyyppisen tai halkeilutyyppisen murtumisen. 5iing
tapauksessa, ettd murtuminen on halkeilutyyppinen, voi jénnitystila jérjestya
uudelleen ja halkeilumekanismi voi yritt&3 kantaa lisdkuormaa. Leikkausvuon

tdytyy siirtyd liitoksen yli halkeamien v&lisi& vinoja betonikaistoja pitkin.

Kuva 2. Leikkausvuon tuottamat jé&nnitykset halkeilun alettua

Vinohalkeilua syntyy vain silloin, kun p&&jannityksistd vahintdan yksi on

vetdvd. Jannitysten suuruudesta riippuu, mitd halkeilun alettua tapahtuu.

3  HALKEILUEHTO

Jannityksistd vetoa tarkastellaan positiivisena. Tasojdnnitystilassa paajén-

nitykset ovat kuvan 1. tapauksessa

cx+a ¢/°x_° 2 >
OI,II B 2 hd ( 2 ) +Txya = (2]

LiitosvyBhykkeessd betoni muodostuu sementtikivestd ja murtumista on tarkastel-
tava sementtikiven ominaisuuksien perusteella. Murtoehto, jolla on hyvé ylei-
syys, on Ottosenin murtoehto [1]. Sen kdytt&misen hankaluutena on kuitenkin
sovitusparametrien pdtevyyden toteaminen, sill3 murtoehdon tarkkoja pisteita
ovat aksiaalivetolujuus, -puristuslujuus ja kaksiakselinen puristuslujuus.
Tasojdnnitystilassa on kdyttdkelpoinen myés Kupferin ja Gerstlen murtoehto [2].
Se on muodoltaan paljon yksinkertaisempi, kuin Ottosenin ehto, mutta sen han-
kaluutena yleisyyden puute ja esitystapa: murtoehto on esitetty eri funktioi-

na eri jannityskcmbinaatioille.
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Ottosenin ehto on valittu k3ytettdvdksi, koska se tarjoaa saman funktion
kaikille jannitysyhdistelmille. Laskennassa tulckset esitet&én betonin ve-
tolujuuteen verrannollisena ja sitd varten tarvitaan tietoja lujuussuhteista

Fmt/Fct’
lujuudet.

f /f jaf/f _. f jaf_ _ ovat sementtikiven veto- ja puristus-
mc C c ct mt mc

Murtoehto on

Jp I
F(o1’02’03) = A ¥§-+ A e 547; = "ilk; (3)
g, = (c1+02+o3)/3, 9y 205> 0g,
I,1 = 300, .
T, T %{(01~02]2+(02-03)2+(03—01)2}1/2,
J, = 1,5t %,

I3 = (01—00)(02_00)(03—00]

cos 38 = /533/103, -850

A= chos {%-arc cos[chos 36)}, kun cos 38 > O,
_ m_ 1 -
A= K1cos {3- 3 arc cos ( chos 38)}, kun cos 36 < O.

(3):ssa f on materiaalin aksiaalipuristuslujuus. Laskennassa sementtikiven

ja betonin lujuuksien suhteille kaytetddn arvoja [3]

/f

f ct

Tt = 4/3 ja FmC/FC = 2/3. (4)
Murtoehdossa kdytetéddn f = ?mc ja vakiot A, B, K1, K2 olisi valittava niin,
ettd ehdon toteuttavia tarkkoja pisteitd olisivat f ., f__ ja f, _, kun f

mt’ mc 2mc 2mc
on tasojdnnitystilan mukainen puristuslujuus silloin kun 01=D Ja 05705
Tarkempien tietojen puuttuessa Fch:sté, (3):n vakiot on valittu [1]1, [4] ja

[5]:n perusteella siten, ettd ne tukisivat mahdollisimman hyvin asetuksia (4]):

A= 0,6252, B = 2,1386, K1 = §,1620, K2 = (0,9647. (5)

Jénnitystilan invariantit on esitetty pddjédnnityksien avulla, jolloin saadaan

lyhimmét lausekkeet.
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4 JANNITYKSET VINOHALKEILUN TAPAHDUTTUA

Vinohalkeilun tapahduttua on tarkistettava, johtaako muuttunut tilanne valit-
t8mEsn murtoon vail kyetd3nkd leikkausvuota vield kasvattamaan. Jénnitystila
halkeilukaistoissa muodostuu normaalijénnityksista S ja leikkausjé&nnityksista

T joiden keskiarvo on Toa' N&md muunnetaan xy-koordinaatistoon yhtaldilla

2 .
0 = o cos a - 2t __Slnocosa,
X e ca

. 2 .
Io} = g sin“a + 2t __sinocosa, (6)
ya c ca
_ . 2 . K
T = g sinacoso + 1 (cosTo - sinTal.
xya c ca
y

O;r\f7/ ©
L :
/& ”
ca O'c
Kuva 3. Halkeilukaistojen jé@nnitykset

Oya ja Txya ovat murtumistapahtuman mi3Zrittelevid kuormituskomponentteja.
9 a voi olla puristusta tai vetoa. Se on joko aktiivinen, kuormituksesta

johtuva komponentti tai passiivinen, kiinnityksest&, raudoituksesta tai muusta
vinohalkeamien estdmisestd johtuva. Kulma o = /2 - @, kun ¢ on pdajénnitys-

ten (2) suuntakulma.
(8):n kaksi viimeistd yht3i18& ratkaistaan o_in ja Tgih suhteen,

-1 sinZa + o _cosZa
g = xya ya
»

sinzaDOSZa --% sin22a

(7)

T sinza - 1-0 sinZa
xya 2 “ya

"]_' —
ca sinZaCOSZa - % sin22a

P