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ITERATIVE METHODS AND HIERARCHICAL APPROACHES; A PROSPECT FOR
THE FUTURE OF THE FINITE ELEMENT METHOD

0.C. Zienkiewicz, F.R.S.

ABSTRACT

The paper discusses important trends in the finite element method
today and in particular singles out the development of iterative
processes for equation solving and error estimation. Such
procedures as viscous relaxation and its acceleration are intro-
duced. Hierarchical concepts are outlined and shown to provide
an ideal setting for iteration as well for error estimation and

adaptive refinement.

The developments outlined are of particular importance in connec-
tion with the use of parallel processing micro-computers and

similar hardware developments.

1 INTRODUCTION

The 'finite element method' today is a tool without which no
industrial organization can compete in efficient design of its
mechanical or structural products. Indeed in other fields of
design involving the determination of electro-magnetic fields or
of fluid flow characteristics and even in production processes
themselves such as metal and polymer forming its uses are increas-
ing daily and superceeding trial and error and physical modelling
procedures. This unprecedented expansion of numerical methodology
occurred in the last quarter century and was made possible by the
birth of the computer which paralleled the development. The
figures 1-6 show a selection of some current applications and
illustrate both the complexity and variety of these. This is made

possible by the growth of machine capability and underlying theory.



with thls success already achlevaed it would geom that the pace ol
research and development would be slackening and that few break-
throughs in basic methodology could be anticipated. This is not
the case as is witnessed by the exponential growth of publications
(exceeding some 10000 in the last year alone). What motivates
this activity, and in which direction progress can be expected?

In the writer's view the motivation is provided by:

(a) the need to solve problems of increasing size and non-linear

complexity

(b) the need to solve new areas of physics and engineering for
which new formulations and indeed new physical laws are

required
and finally

(c) the need to increase the confidence of the users by providing
them with quantitative accuracy checks in place of qualita-

tive, 'experience' assessments.

While present day techniques are in principle capable of dealing
with most of the problems posed, the possibilies opened up by the
methodology and the practical demand for it exceed often the
computational facilities available (despite the dramatic hardware
improvements in recent years). To discuss fully the present
activities needs a text rather than a short paper. For this
reason we shall concentrate here on one aspect of current research
which promises to provide answers to the first and last of the

needs posed above.

The key here is the development of iterative procedures and the

use of hierarchical forms of approximation to improve the con-

vergence. As the latter also conveniently give error estimating

capabilities several objectives appear to be achieved here simul-

taneously.

We shall introduce these concepts by



(1) outlining the general nature of finite element approximation,

(2) showing the relation of explicit transient solution methods

to certain simple iterative processes,
(3) showing how acceleration of convergence can be achieved,

(4) introducing the hierarchical concept and showing its relation

to multigrid processes of further accelerating convergence
and finally

(5) showing how error estimates and adaptive processes arise

inherently from hierarchical forms.

All the above developments are current topics of research which
promise to give a dramatic improvement and extension of power of
the finite element procedures to the practitioner. However much

yet has to be done.

2 THE BASIC NATURE OF THE DISCRETIZATION PROCESSES

To set the stage we shall repeat the essence of discretization (or
semi discretization) processes inherent in the generalized finite
element method [1l] which includes as its particular cases the
'standard’ f.e.m., the finite difference method, the boundary

element methods, etc. We shall consider first the solution of

a continuum set of differential equations of the type

c %% + Lo +gq=0 1(a)

in a spatial domain @ with boundary condition
Gp = 0 1 (b)
on the boundary T.

In above L and G are appropriate linear or non linear operators in



space, ¢ is a space dependent parameter and ¢ is the unknown

function.

The reader will recognise here as particular cases such problems
of his everyday experience as heat transfer equations, electro

magnetic phenomena, elastic problems etc.

The essence of approximation is the replacement of the infinite

set ¢ by finite set $
. n
¢ 8¢ = | Njay (2)

where N; are predetermined shape (or basis) functions in the

spatial co-ordinates x and a; unknown parameters.

To obtain a discrete set of equations satisfying approximately the
equations (1) a weighted residual (or weak) set is created by

writing

I W.ie 38 v i o+ q)de ¢ [

CE: v’ajGJ)dl' -0 (3)
u)r ) !

l

where j = 1-n and the test (or weighting functions) Wj and Wj are
suitably prescribed. For linear operators which do not vary with
time a set of ordinary differential equations in n unknowns aj
arises in the form

Ca+tkKa+f=0 (4)

e

which can be solved by "standard" procedures (the " in above

represents time differentiations).

More generally in non linear problems a more complex form is

obtained as

<

1.
+
e
)
1
o
o



Detailed examples of such forms using various finite element
formulations are available in texts [2] and [3] and we shall not
elaborate on these here, except to remark that in self adjoint

problems the "best" approximation involves the use of

This is the so called Galerkin-Bubnov weighting procedure. Now,
for self adjoint problems, the matrices C and K are symmetric and

positive definite.
Steady state problems involve simply the solution of

s Lt =4 (7)a

or

g =9 (7)b

~

and here arise the most costly parts of the solution, utilizing

much computer storage and many operations.

For example if we consider the solution of the linear simultanous
equation system of equation (7)a by Gaussian elimination in a one,
two or three dimensional cube (d = dimension) with banded
connectivity using N elements per side (viz.Fig. 7) we find that

the number of operations NOP are

NOP ~ NOnBaNDZ . nOy(d-1)2 | 3d-2 (8)

and the storage requirements (NSTORE) are

NSTORE ~ NONBAND ~ N29°1 | (9)

Even with rapid growth of both storage and speed capabilities of
computers the requirements for three dimensional problems present

a serious limitation especially if non linear situations (such as



given by Eq. (7)b) are considered. Here, even the best techniques,
require a complex computer usage of 5-10 times of that applicable
to linear situations if standard solution procedures are used.

For this reason it is useful to explore the possiblities of

iterative approaches.

3 TRANSIENTS AND ITERATION

In the transient linear form of Eqg. (4) in principle at least,
analytical processes can be used in the time domain solution - in
practice if non-linear forms (such as Eq. (5)) have to be tackled
various numerical time integration processes are used involving

repeated equation solving (4).

For example using the simplest approximation of Eq. (4) we have

Cla, -2, /At + K(8a 1 +(1-0)a ) + £, = 0 (10)
or
- -1 _ _ _
Bl = (CHORAL) TG 3,-K(1-0)a,At=£4AtL) (10)

where 0 < 6 < 1 and subscripts n+l and n denote two sets of values
of a separated by At interval. Thus in general at each time step
a set of equations of the same size as in the static problems

(K a) has to be repeatedly solved.

If 0 = 0 and the matrix C is approximated by a diagonal form *
the equation solving becomes trivially simple and so called

explicit procedure arises.

* The diagonal form of C arises naturally in finite difference approximatioms
but if the 'best', Galerkin, weighting is used its diagonality can only be
achieved by such further approximations such as numerical quadrature etc. [2]
[4]. However, now quite serious losses of accuracy can occur. These can be
countered by the use of a corrective term in the algorithm of Eq. (11) by adding
to y(a,) the difference between lumped and consistent approximations. This is
fully discussed .elsewhere [5].



Now

5n+l = gn + Af%n (1l)a

where

I |
by = -MtC (K a +E)

= -atg My (a ) (11)b

the last form generalizing to non linear problems.

The computation only involves the evaluation of the vector g(gn)

at each time step.

Indeed in this computation no banding (numbering) problems arise
and the process lends itself to simple programming irrespective of
its "dimensionality". It is perhaps for this reason that the most
dramatic examples of applications illustrated in the beginning of
this paper concern dynamic problems in which such explicit

processes were used.

As inevitably transient systems come to rest (as indeed is
manifested by the nose cone example of Fig. 1) the static problem
is surely a particular case and can benefit from the achievements
of the transient solution algorithm. Thus for instance the

solution of

LR

a+f=0 (12)a

pla) =0 (12)b

could be considered as 'terminal' stages of solving

<

1.

+Ka+£f=0 (13)a



or

Ca+y@ =0 (13)b

~

and the explicit algorithm of Eq. (11) could be used effectively.
This idea appears to have been first suggested by Swedish scientist
Karrholm in 1958 [6] and formed the basls of so called 'dynamic
relaxation' procedures of the early sixties [7,8] in which the
second order time derivative is used in Eq. (13) in addition to

the first order viscous terms. We shall only consider here the

form suggested by Eq. (13) and term it thus 'viscous relaxation'.
Let us now consider the efficiency of such a process. To simplify
the arguments we shall only discuss the linear form of Eq. (13)
coupled to the explicit algorithm (11). Non linear problems can
in general be subject to same arguments noting that in a small
time step At we can always approximate

p@) = y(a ) + Knha (14)
where ET is the Jacobian (tangent) matrix.

The linear problem has the following well known characteristics

(1) the maximum value of At is limited for stabllity by the

highest eigenvalue of
(A;$+Kla = 0 (15)a
or
| . c
(A45+¢ "K)a = 0 . 828
This means that in practice

At ~ 1/Amax 4 (16)



(2) the solution a approaches the steady state value a_ in a

manner governed by the smallest eigenvalue xmin as

a=a + e 11 (a_-a ) . (17)

Thus the computation time to achieve a given error percentage of
the steady state (static) value t (or the number of time steps

required) 1is given by

/) (18)

NSTEP ~ A }
m min

ax

and increases rapidly with the value of condition number of the

matrix g-lg.

If we consider the same type of problems as illustrated in Fig. 7
for comparison of performance with that of the Gaussian elimination

process we first note that

m
xmax/kmin N (19)

where m is the order of equations occuring in the operator L (of

Eg. (1)).

Immediately we see that a viscous relaxation solution which
demands Nd operations in a single time step, results in total

number of operations

NOP ~ N®Td | (20) a

However the number of storage locations now needed is

NSTORE ~ N9 . (20)b

For most common problems m = 2 and in table 1 we contrast the
number of operations and storage locations for both Gaussian

elimination and viscous relaxation in such problems.
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Table 1. Operation and storage counts for Gauss elimination,
viscous relaxation and accelerated viscous relaxation
for d-dimensional N -cube (m = 2 -order of operator).

GAUSS EL. V.R. A.V.R.
a NOP NSTORE NOP NSTORE NOP NSTORE
1 N N N3 N N2 N
2 N4 N3 né N2 N3 N2
3 N’ N> N° N3 N* N3

Immediately it is evident why iteration of the kind suggested has
not gained popularity in one or two dimensional problems. The
solution operations in two dimensions are of the same order for
both procedures. As the elimination process has the advantage of
being able to treat several 'load' vectors simultaneously in linear
problems, this creates for it, a great advantage in two dimensional
linear problems which has guided the direction of finite element

development.

In three dimensional problems however the operations count gives
the iteration procedure a considerable advantage. This coupled
with a very substantial storage reduction and possible use of
parallel processing and micro-computers makes iteration competa-
tive here even in the linear situations. For non linear problems
where multiple load vectors can not be treated simultaneously and
where some form of iteration is imperative the prospects are even
brighter. However we still note that the iteration has a slow
convergence and in the following section we shall address the

problem of its acceleration.

In the solution of steady state linear problems the choice of the
diagonal 'damping' matrix C is somewhat arbitrary (providing all
terms are taken as positive). To minimize the maximum value of

eigenvalue Amax it is convenient to take

Cii = Ky4 (21)
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and thus limit Am to unity (with Atm =1).

ax ax

It is readily seen that with above choice the time stepping
problem of Eg. (11) becomes identical to the 'point Jacobi'
procedure [9]. This is known not to be the best technique but

preserves considerable merits of simplicity.

4 ACCELERATED VISCOUS RELAXATION (AVR)

If we consider the time stepping process of viscous relaxation as
a purely iterative process of solving Eg. (12) then many accele-
ration processes become available. In all of these the value of
Agn is computed as in Eq. (11) but the new value of 2+l is found

as

2n+l T 2n - aAgn (22)

where o is an "over-relaxation factor".

A very simple and effective procedure of determining this factor

has recently been suggested by the authors [10].

This follows the observation that after a few iterations the higher
modes of behaviour of the solution are filtered out and this
settles to the solution corresponding to the lowest eigenmode (viz.
Eq. (17))

a = min (a_-a ) . (23)

a
~O0
On differentiation of above we have (approximately)

- ..t
o min _
Aa = AminAte (go Em)

Il

“Apinlt(a-a,) (24)

or
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a =a+ o ba . (25)

Comparison with Eq. (22) provides an estimate of the value of a as

o = l/At)\min (26)

which is useful providing A is known. As in general it is not,

min
we can obtain a working approximation to it by further differen-

tiating Eq. (24). Thus

A(ra) = —AminAtAg (27)

and pre-multiplying by AgT gives

_ T T
xmin = -ha A (Ma) /ba”balt (28)

Qorx
o = -AatAa/AaTA(Aa) . (29)

This relation allows us to compute a when the standard iteration
process yields values of the above quantity which are nearly
constant (say when |Aoa/a| < 0.05) and to update its value subse-

quently.

The process is not dissimilar to that used in the Aitken accele-
rator [11,12] and becomes identical to it if pre-multiplication of

Eq. (27) is made by A(Aa).

It can also be shown that it is essentially a line-search technique

of minimizing the projection of the error on Aa.

In Fig. 8 we show how in the simple context of a heat conduction
equation in a square domain the use of the AVR procedure reducesg
the number of time steps required for a given accuracy in the

problem discussed earlier by an order N. The table 1 shows the
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advantages which can now be gained for the process applied to this

particular problem with regards to NOP counts.

Naturally the computational times are only proportional to the NOP
and in fairly large problems the cross-over point for actual
economy must be carefully determined. Preliminary experiments of
a numerical kind show that even in 2D situations such economies
can be apparent and furher, that non linear solutions are not much
more costly than linear ones. In Fig. 9 we show a solution of a
Poisson equation type problem in which either the permeability or
the load terms are dependent on the function ¢. The differences
in computation times and the number of iteration steps are quite
trivial. (This type of problem arises in the solution of semi-

conductor device problems or in spontaneous ignition computations).

5 HIERARCHIC FORMS AND "MULTI-LEVEL" ITERATION

The AVR iterative procedures may still show a quite slow conver-
gence with the NOP count being proportional to the condition

number of the matrix 9_15 or Am /X It is well known that

ax’ "min*
this condition number tends to infinity if "standard" finite

element subdivisions are followed and size of elements decreases.

A very efficient way of avoiding this difficulty arises through

the use of hierarchical finite element forms.

In the approximation procedure outlined in Section 2 we have

introduced the concept of the function expansion as

= n
b~ ¢ = ) N.a, . (30)

We shall define a hierarchical (or series) expansion by simply
requiring that the shape functions'Nido not depend on the degree
of subdivision n. In Fig. 10 we illustrate successive stages of
a finite element refinement in a 1D problem with a simple sub-
division of linear elements (h-refinement) or with increase of

polynomial order (p-refinement) and note that neither set of shape
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functions is heararchic in above definition. To achieve a
hierarchic form the parameters introduced with refinement are no
longer the values of the function at nodal points but are the
departures of the new solution due to refinement as also shown in
Fig. 10. Such a hierarchical form is possible to achieve at all
times providing one does not insist on the conventional meaning of
nodal variables. As will be shown the formulation achieves many

advantages relevant to iterative solutions.

It is of interest to observe that the hierarchical form in connec-
tion with p-refinement was first introduced as early as 1971 [13]
and many developments of these have been suggested more recently
[14-16]. h-refinement hierarchical elements have so far not been

used but may well possess similar advantages.
Three features of hierarchic forms are immediately evident:

(1) Preservation of structure

If the steady state problem is formulated with say the crude
linear mesh of Fig. 10 in terms of variables a, then the approxi-

mation equations for a steady state solution of Eg. (1) are

+£ =0 . (31)

K a
~nn~n n

If the problem is refined by addition of new variables 2n then the

resulting system becomes

Enn f §nm 2n £n

; = 0 (32)
K ’ K a f
~mn ~mm | | ~m ~m

in which the original matrix Knn remains embedded. This clearly is

not the case in standard finite element forms.

This structure is preserved for any number of stages of hierarchic
subdivision and indeed will be recognised as the characteristic of

all series expansions,
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(IT) Reduction of condition number of K

Though standard and hierarchic forms of finite element approxima-
tion yield identical accuracy for a given stage of subdivision the

resulting matrices K have invariably a considerably lower condition

number. We show as an example here the condition numbers for 2D
cubic element in Fig. 11 and note that even in small assemblies
better than one order of magnitude in reduction of the condition
number results. Indeed it appears now that as h - 0 (or p » «)
with refinements we no longer have a situation in which the condi-
tion number tends to infinity (as with standard element subdivi-

sion) [17].

Clearly if an iterative solution of the system (32) were attempted
by procedures outlined previously (i.e. adding a term C é and

taking Cii = Kii) then similar reductions in computational time in
a VR (or AVR) type of solution are to be expected. This represents

a large step forward but further possibilities emerge immediately.

(ITI) Multilevel iteration

If we return to the two level hierarchic forms of Eq. (31) and (32)
we note that a solution of Eg. (31) provides a first approximation
gél) for 2n occuring in the two level hierarchic variable approxi-
mation of Eq. (32). As Kun has a much smaller set of eigenvalues
than K the solution for a(l) uses much larger time steps and is

~I

more rapidly convergent than that of the whole system.

Further, the first approximation to g(l) obtained by iterating on

the second of Eqg. (32) will converge ?apidly albeit with smaller
time steps, as the higher modes here have only a local signifi-
cance. Indeed in the special case of 1D problems where it is well
known that a linear approximation produces exact nodal values this

iteration is confined to the element level alone.

We can now quite generally follow the sequence of iteration (or
AVR) given below now in terms of the equivalent viscous relaxation
of Eq. (13).
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. o)
(1) assume gm = g

(1ii) solve the first of Egq. (32) iteratively (with AVR) keeping

a = ao

~m ~m

le@u

C a +K .a + (£4k_a% =0
~nn~n ~nn~n ~nNn ~nm--m ~

this gives gél)

(iii) solve the second of Eg. (32) iteratively keeping a constant

~n

) (1)
C a + K gm + (£m+K a

) = 0
~mo ~mm ~mn<n ~

(1)

this gives an

(iv) Return to (ii) and repeat the cycle

Clearly the above process can be done for any number of hierar-
chical stages. Further it is obvious that in a general non linear
problem the process is equally applicable with the evaluation of

vla,, gm) using a constant value of a replacing stage (ii) etc.

This sequential iteration is almost identical to the so called
multi-grid methods [18,19] hailed recently as a most significant
step forward in the finite difference analysis [20]. Here clearly

the procedure is natural and almost obvious [21].

In practice it is not desirable to impose stringent iteration
convergence criteria at the early stages of the cyclic process and
we suggest that these should be only gradually 'tightened' as the
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cycles proceed.

It is of passing interest here to remark that the use of a diagonal
C matrix in place of a consistent one is less obvious in true time

stepping solutions of transient problems. This problem, irrelevant

if only steady state solutions are required and the C matrix is
fictitious, is of some practical importance in dynamics and truly
transient situations. Various procedures of effectively reducing
the critical time step without less of accuracy are here being
investigated but we shall not enter into a full discussion at this

stage.

6 HIERARCHIC FORMS, ERROR ESTIMATES AND ADAPTIVE PROCEDURES

Up to this point we have been concerned only with introducing
iterative procedures into a fully discretized problem to achieve
computing economy. This point has been made and well demonstrated,
however, the hierarchic forms of approximation have a further
advantage which can be exploited simultaneously with the iterative
process. This is their capability of estimating the errors

existing at any given stage of the subdivision.

We can define the local discretization error existing at any stage

of solution as
e=¢ - ¢ (33)

where $ = N a is the approximate solution (such as for instance

existing when an has been determined.

If we now introduce (iteratively) the new degrees of freedom say
a 4m M= 1,2,... then the first iterates of the corrections arise
as

= —(f

n+1 n+l+5n+l,n2n)/Kn+1,n+l

(34)

= —(f

h+2 n+2+En+2,n3n)/Kn+2,n+2
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etc.

Approximately the error e can be written as

N (35)

(0]
2
e~13

n+£an+£
=1

Indeed if we find that the hierarchical additions of a are negli-
gible, then the discretization error of the original solution is

also negligible.
It is in general inconvenient to deal with local errors as defined
by Eq. (33) and other measures of error are available. A conveni-

ent one is given by a scalar quantity, the energy norm of the

error.

This is defined as
lell = [[ erteran]*/? (36)
Q

where L is the operator of the original Eq. (l1). However, we can

write on using this equation
Le = L(¢-¢) = -(Lo+q) = -r (37)

where r is the residual obtained by inserting ¢ into the original

equation.

Thus
lell =H eran |12 . (38)
Q

Now as our equations of approximations are written as integratign

of weighted residuals it is clear that
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£ + K

n+l ~n+l,n%n = JQNn+lrn+ldQ (39)

etc. and by virtue of Egq. (34) and (35) we can approximate the

energy error by summation of terms

= 2 1/2
IIeHn+m_ [(1QNn+mrn+mdQ) /Kn+m,n+m} (40)

or more simply

. 2
IIeIIn+m - [(fn+m+§n+m,nin) /Kn+m,n+m

]1/2 ) (41)
The evaluation of errors by either formula is possible providing
sufficient number of higher hierarchic terms is included. A

modification of the formula (40) relying on the inequality

degf r24q (42)

([ NrdQ)2 < J
Q Q

9]

has been used with considerable success [16], [22] and [23] but
more recently the simpler expression (41) using two levels of

additional approximation has proved very effective [24].

In Fig. 12 we show how such error estimates allow the introduction
of additional degrees of freedom in an adaptive way so that only
those able to corréct a large amount of error are used. The
interested reader will find a fuller description of the problems
elsewhere. What is important at this stage is to observe the close
tie up with the proposed multi-level iteration, which leads to
possibilities which yet have to be explored. At this stage it is
easy to forecast a possible 'new look' of future strategy, follow-

ing such lines as

(1) Division of a problem into a relatively coarse mesh of single
elements and the use of a rapid iterative solutions (by AVR

or similar process).
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(2) Introduction of selected, new hierarchical degrees of freedom
and evaluation of their first iterates. Computation of the

probable error by Eq. (41).

(3) Further selection of the most important of the new degrees of

freedom from (2) and completion of iterative solution.

(4) Repetion of stages (2) and (3) until desired accuracy is

achieved.

Such procedures, easily applicable to both linear and non linear
problems, promise efficiency of computation and the advantages of
being able to achieve desired accuracy level economically. The

path to future research and application is clear.

8 FINAL REMARKS

In the foregoing we have mapped what promises to be an important
and generally applicable evolution of the current finite element
approximation procedures. Many problems, however, had to be
omitted for consideration. Here we would like to list such items
for extension of iterative/adaptive processes to the areas of

(a) 1incompressible phenomena

(b) coupled or mixed equation systems

(c) hyperbolic problems (compressible supersonic flow)

In all of above considerable strides are being made but much
further work is necessary. However, the advent of a new generation
of parallel processors, distributed array processors and simply of
coupled micro-computers will give incentive to rapid development

in areas here described.

Development of automatic mesh generation and general computer
graphics has been providing much useful activity in the recent
years. The procedures here proposed will ease the way as only a
preliminary mesh has to be generated at the outset and remaining

subdivision can be done adaptively with the utmost economy.
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FIGURES

(a)




24

(d)

Figure 1.

Impact of a projectile. An explicit, elasto plastic,
three dimensional solution (Lawrence Livermore
Laboratory), California, U.S.A. (a) — (b) - (c) tran-
sient computation. (d) experiment.
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Finite Element
representation

Velocity field in the -
impact region

Temperature field in
the: impact region

The effect of operating condition
on the temperature profile at .

Extrusion of a polymer wire coating melt.
velocity field - thermal field solution.

Figure 2.
(S.

J. Pittman & 0.C,
Eng. Swansea 1982).

A coupled
Nakazawa,

Zienkiewicz, Inst. of Num. Meth.
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Figure 3. A metal forming problem (E. Onate and 0.C. Zienkiewicz,
Inst. of Num. Meth. in Eng. Swansea, 1979).
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Figure 4. A tidal flow computation of the Severn estuary
(S. Nakazawa, R. Evans & 0.C. Zienkiewicz, Inst. of
Num. Meth. in Eng., Swansea 1982).

Figure 5. An electromagnetic field computation, Rutherford -
Appleton Laboratory, U.K. 1982.
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NN\

= 51
= 106
LINERR CRSE
CONTOUR INTERVAL + 0.02 .
'ngfé;;::::::?kht:“a
. Computime = 166
HDDlGESF NSTEP = 180
(softening) N
N\ \
CRSE + F=EXP (u)
CONTOUR INTERVAL 1+ 0,02
Nonlinear Computime = 91
(hardening) N NSTEP = 190

CASE 1+ k=k{u)=1+u
CONTOUR INTERVAL + 0.02

Figure 9. Comparison of computation times. Linear/non linear
problems of heat conduction. u = 0 on boundary Tx*.
V{kVu) + £ = 0.
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STANDARD F.E. APPROXIMATION

p-convergence

h-convergence

Standard and hierarchical finite element approximations.
(a) shape functions for first approximation. (b) shape
functions for second approximation. (c) approximation
to the function ¢ and the meaning of parameters in

¢ = Niai'

Figure 10.
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N max” )\min = 1643 )‘max/)\min = 124
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Improvement of condition number by use of hierarchic
form. Cubic order elements. (A) standard shape func-
tion. (B) hierarchic shape function. (Elasticity
isotropic v = 0.15.)
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MURTUMISMEKANIIKAN SOVELTAMINEN RAKENTEIDEN ANALYSOINNISSA

DI Timo Mikkola ja DI Heli Talja
Valtion teknillinen tutkimuskeskus

Ydinvoimatekniikan laboratorio

1 JOHDANTO

Murtumismekaniikka on nuori ja voimakkaasti kehittyvd lujuus-
opin haara, joka on varsinaisesti muotoutunut vasta toisen
maailmansodan jdlkeen. Murtumismekaniikan tdrkeimpi¥ sovelta-
jia ovat olleet ydinvoima-ala ja lentokoneteollisuus pyrittdes-
sd toisaalta turvallisuuden maksimointiin ja toisaalta mahdol-
lisimman suureen taloudellisuuteen. VTT:ssa murtumismekaniikan
tutkimus aloitettiin 1970-1luvulla ydinvoimalaitosten turvalli-

suusanalyysien yhteydessd /5/.

Kiinnostus murtumismekaniikan hyddynt&dmiseen myds konventionaa-
lisessa metalliteollisuudessa on jatkuvasti lisdantynyt. Mur-
tumismekaniikkaa voidaan soveltaa rakenneanalyyseissa ainakin

seuraavantyyppisissd tapauksissa:

- vdsymisanalyysit, sdrodn kasvu,
- murtumisriskin arviointi, kriittinen sdrdkoko ja

~ murtumistavan analysointi, murtumiskdyttdytyminen.

Rakenteiden murtuminen voidaan jakaa kahteen p&didtyyppiin: hau-
raé ja sitked murtuminen. Hauras murtumistyyppi, jota tarkas-
tellaan lineaaris-elastisen murtumismekaniikan avulla, esiintyy
metalleilla matalissa ld4mp&tiloissa. Lineaaris-—-elastinen mur-
tumismekaniikka soveltuu hyvin myds vdsymistarkasteluihin.
Sitkeilld materiaaleilla murtumista edeltdd materiaalin voima-
kas plastisoituminen, jolloin on k&dytettidvd elastis-plastista

murtumismekaniikkaa.
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VTT:n ydinvoimatekniikan laboratoriossa on kehitetty valmiudet 1li-
neaaristen ja epdlineaaristen murtumismekaanisten analyysien teke-
miseen ja metallilaboratoriossa valmiudet murtumismekaanisten ma-
teriaaliparametrien mittaamiseen. Kokeellinen ja laskennallinen
murtumismekaniikka ovat liheisessd yhteistySssd, mikd on tarpeen
paitsi laskennallisissa analyyseissd tarvittavien materiaalipara-
metriarvojen saamiseksi myds laskentamenetelmien luotettavuuden

testaamiseksi.

2 VTT:n MURTUMISMEKAANISET ANALYYSIVALMIUDET

Murtumismekaniikan laskennallisten menetelmien kehitys aloitettiin
ydinvoimatekniikan laboratoriossa 70-luvun loppupuolella lisdamdl-
15 elementtimenetelmiohjelmiin murtumismekaanisia parametreja las-
kevat osat. Alkuvaiheessa kdytettiin 2D-elementtimalleja ja mate-
riaalimallit olivat jo varsin varhaisessa vaiheessa epdlineaari-

sia. Nykyisin pystyt#in kdyttimdsn myds 3D-malleja. Elementtime-
netelmin soveltamisen ohella on keritty laaja kokoelma kisikirja-
kaavoja. Kolmas kdytetty menetelmd on painofunktiomenetelmd, jota
voidaan k&yttdd joustavasti yhdessi kdsikirjakaavojen tai element-

timenetelmdn kanssa.

Murtumismekaniikan laskentamenetelmit kehittyvdt edelleen voimak-
kaasti, joten kehityksen jatkuva seuranta on vdlttdmdtdontda. Mur-
tumismekaanisia parametreja laskevia ohjelmia alkaa jo olla kau-
pallisestikin saatavilla, mutta murtumismekaniikan luotettava so-
veltaminen vaatii edelleen erityisasiantuntemusta. VTT:ssa las-
kentaohjelmien kehittidminen tullaan jatkossakin suorittamaan pdd-
asiassa itse soveltamisessa tarvittavan asiantuntemuksen kehitté&-
miseksi. Ohjelmista saadaan itse kehittdm&lld myds paremmin omiin

tarkoituksiin soveltuvia ja niiden muuttaminen on helpompaa.

2.1 Kasikirjakaavat

Murtumismekaniikan soveltaminen on yksinkertaisinta tapauksiin,
joihin on valmiita kisikirjaratkaisuja. T&llaisia ratkaisuja 1dy-
tyy nykyisin paitsi yksinkertaisille koekappale- tai levygeometri-

oille myds tavanomaisille rakenneosille kuten putkille, joissa on
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erilaisia sdrsj4.

Kadsikirjaratkaisuja voidaan kayttids my&s likiratkaisujen muodosta-
miseen. Tyypillisimmin kdytetdin elliptiselle pintasdrdlle esi-
tettyjd ratkaisuja olettaen, etti sirdn pieni koko ei edellyti

rakenteen todellisen geometrian huomioonottamista.

Jdnnitysintensiteettikertoimen ratkaisuja on koottu k&sikirjaksi,
josta ratkaisuja 18ytyy paitsi koesauvageometrioille my8s muuta-
mille rakenneosille sekd 2D etti 3D ~tapauksille. Oman k&sikirjan
ylldpitdminen julkaistujen kdsikirjojen hankinnan lis&ksi on vilt-
tdmdtontd, koska tdllid tavoin saadaan kdyttdon jatkuvasti uusimmat
Ja tarkimmat ratkaisut. Erityisesti rakenneosille esitetiin jat-

kuvasti uusia ratkaisuja.

Kdsikirjakaavojen soveltamisessa tulee olla varovainen, silli esi-
merkiksi elliptiselle pintasidrdlle on esitetty useita toisistaan
poikkeavia tuloksia. Kisikirjakaavojen antaman tuloksen luotetta~
vuus tulisi voida tarkistaa joko toiseen lihteeseen perustuen tai

jollain muulla menetelmdlli.

2.2 Painofunktioiden kidyttd

S4rdn jdnnitysintensiteettikerroin voidaan laskea ehjdn rakenteen
jdnnitysjakauman perusteella, jos tunnetaan ko. rakenteen ja sdrdn
geometrioista riippuvat painofunktiot. Painofunktioiden miiritti-
minen on periaatteessa tehtdvd aina esimerkiksi elementtimenetel-
mdn tai k&sikirjaratkaisujen avulla. Jos rakenteelle tunnetaan
ratkaisu yhdelle kuormitustapaukselle, esimerkiksi tasaiselle ve-
dolle, voidaan tunnetun tapauksen avulla johtaa likiratkaisut myds
muille kuormitustapauksille. Menetelmi on yleiskdytt&inen ja so-
pii halpuutensa ja nopeutensa ansiosta hyvin tapauksiin, joissa

tarvitaan tulos useissa kuormitustapauksissa sirdkoon funktiona.

Ainoana rajoituksena on, ettd ollaan lineaaris-elastisen murtu-
mismekaniikan p&dtevyysalueella. Painofunktiomenetelmi on tirke#
nimenomaan sovellettaessa murtumismekaniikkaa kdytdnndn rakentei-
siin, koska sen ja kdsikirjakaavojen avulla pystytdin useissa ta-

pauksissa antamaan nopeasti riittdvin tarkka ratkaisu. Rakenteel-
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le tarvitsee tehdd vain jdnnitysanalyysi olettaen rakenne siardttd—

mdksi, miki helpottaa laskentaa.

2.3 Elementtimenetelmi

Elementtimenetelmd on yleiskdyttSisin tapa sirdllisen rakenteen
analysointiin. S&rén kuvaaminen vaikeuttaa laskelmia sir®dn kdrki-
alueen voimakkaan jannityshuipun vuoksi, mutta nykyisilli menetel-
mills tavanomaisissa tapauksissa saatava tulos on luotettava.
Elementtimenetelmd antaa mahdollisuuden elastis-plastisiin analyy-

seihin ja mySs sdrdn todellinen muoto voidaan ottaa huomioon.

VTT:1la on kdytettdvissi varsin monipuolinen elementtimenetelmioh-~
jelmisto (kuva 1). Vaikka murtumismekaanisiinkin sovellutuksiin

on nykyisin ostettavissa hyvii tietokoneohjelmia, tullaan ydinvoi-
matekniikan laboratoriossa myds jatkossa kehittdmddn omia tietoko-
neohjelmia ensisijaisesti asiantuntemuksen parantamiseksi ja osin

mySs valmiiden ohjelmien kalleuden takia.
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Kuva 1. VTT:n elementtimenetelmiohjelmisto.
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Lineaaris-elastisiin murtumisanalyyseihin kehitettiin aluksi
CRACK-ohjelma, joka laskee jidnnitysintensiteettikertoimen arvoija
er{ menetelmilld /5/. Elastis-plastisessa murtumismekaniikassa
yleisimmin k&ytetyn parametrin J-integraalin laskemiseen on kehi-
tetty materiaalin plastisoitumisen huomioonottava JINT-ohjelma /3
ja 4/. Edellid mainitut ohjelmat soveltuvat kaksidimensioisiin ja

pydorédhdyssymmetrisiin analyyseihin.

Nykyd&dn pystytddn murtumismekaniikassa hyddyntdmddn ADINA-ohjelman
tarjoamia monipuolisia mahdollisuuksia. VTT:n kehittdmd VTTVIRT-
ohjelma laskee J-integraaliarvoja ADINA:n tuloksista deLorenzin
formuloimalla virtuaalisen sdr&nkasvun menetelmdlld /1 ja 2/. Oh-

jelma soveltuu sekd kaksi- ettd kolmidimensioisiin tapauksiin.

2.4 Valmiuksien verifiointi

Murtumismekaniikan soveltaminen lineaaris-elastisella alueella,
kun materiaali kdyttdytyy hauraasti, on saavuttanut luotettavan
tason. Td1l1ld alueella laskentamenetelmien soveltaminen on hel-
pointa, kun epdlineaarisia ilmiditd ei tarvitse ottaa huomioon.
VTT:n metallilaboratoriossa on kehitetty murtumismekaniikan sovel-
tamisohje haurasmurtuma-aluetta varten /10/. Analysoitaessa ra-
kennetta, jota kdytetddn materiaalin sitkedn murtuman alueella, on
kdytettdvd elastis-plastista murtumismekaniikkaa, jota sovellet-
taessa vaaditaan kehittyneitd laskentamenetelmid ja asiantuntemus-

ta niiden kdytdssi hyvididn lopputulokseen pdidsemiseksi.

Hyvdt edellytykset laskennallisten valmiuksien verifioimiseen tar-
joavat VTT:n metallilaboratoriossa kehitetyt monipuoliset murtu-

mismekaaniset koestusmahdollisuudet alkaen yksinkertaisista isku-
kokeista (Charpy-V ym.) ja pddtyen vaativiin murtumisvastusk&yré-

ja jdnnityskorroosiomittauksiin /11, 16 Jja 17/.

Metallilaboratorion ja ydinvoimatekniikan laboratorion kesken on
suoritettu laaja kokeellislaskennallinen vertailuohjelma /14 ja
15/. Siind on erilaisilla, eri materiaaleista valmistetuilla koe-
sauvoilla (kuva 2) tehtyjd kokeita simuloitu kaksidimensioisilla
laskentamalleilla. Laskelmat ja kokeelliset tulokset vastaavat

hyvin toisiaan (kuva 3). Tasomaisille kappaleille, joiden paksuus
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on samaa suuruusluokkaa tasomittojen kanssa,

saadaan tasojdnnitys-

ja tasovenymitilalaskelmilla haarukka, johon mitatut tulokset s3i-

joittuvat .

lujittumisominaisuuksista.

ASTM 3-P
!
CT
- ©
e

Tadsmdllinen sijainti riippuu mm.

mateviaalin muokkans -

Charpy-V

RCT

Kuva 2. Vertailuohjelmassa kiytetyt koesauvageometriat.
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Kuva 3. Mitattujen ja laskettujen J-siirtymiriippuvuuksien ver-

tailu CT-koesauvalla,

materiaalina ruostumaton teris.
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VIT osallistuu mySs kansainvdlisiin kokeellisiin ja laskennalli-
siin murtumismekaniikan vertailuohjelmiin. Eurooppalaisessa las-
kennallisessa vertailuohjelmassa analysoitiin CT-koesauvaa. Tu-
losten hajonta oli melkoinen (kuva 4) ja vain kolmidimensioista
analyysia kdyttden piidstiin hyvddn yhteensopivuuteen koetulosten
kanssa /6/. Tasojdnnitystilassa saatiin odotetusti liian jousta-

via ja tasovenymitilassa liian jdykkid arvoja. VTT:n lihettimi

J kJ/m2

6500, 0

SN, N

400, 0

ne. o

200. 0

1ipo. e

u. o 10. 0 20. 0 3.0 400 S, 0 80. N e n aa,
voima kN

Kuva 4. Voiman ja J-integraalin riippuvuudet eurooppalaisessa
vertailuohjelmassa (kaikki osanottajat). Koetulos on
merkitty ympyrsills.
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Kuva 5. Kolmidimensioisella analyysilld saadut voiman ja J-inte-
graalin riippuvuudet. VTT:n tulos on merkitty pisteilli.
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ratkaisu sijoittuu muiden tasojidnnitystilaratkaisujen keskivai-
heille. VTTVIRT-ohjelman kolmidimensioisen version valmistuttua
laskelma uusittiin VTT:ssa, jolloin pddstiin hyvin ldhelle kokeel-
lista tulosta ja tulos oli vertailukelpoinen Euroopan parhaiden
tutkimuslaitosten tulosten kanssa (kuva 5).

Displacement inch

2 4 6 8
400 — T T

300

kN
k]
1¢7 1bs

200

Load
!
-
o
Load

100 calculated

20

i 1 ' 1 " 1 " 1
50 100 150 200
Displacement mm

Kuva 6. NRC:n vertailulaskelmaa varten saatu voimasiirtymdriip-
puvuus verrattuna mitattuun.

Amerikkalaisen NRC:n jdrjestdmissd laskennallisessa vertailuohjel-
massa tarkasteltiin CT-sauvaa, jossa sdrdnkasvu oli voimakasta.
VITT:ssa analysoitiin probleema kisitellen viittd eri sdrdnpituutta
alkupituudesta loppusdrdnpituuteen asti. Vain materiaalinen epa-
lineaarisuus otettiin huomioon. Sdrdnkasvutarkastelua varten va-
littiin eri sdrdnpituuksia kuvaavista kdyrdstSistd pisteet mitatun
siirtymdn ja sdrdnkasvun riippuvuuden perusteella ja yhdistettiin
ne lopullisiksi tuloksiksi. Kuva 6 esittdd ndin saatua voimasiir-
tymdkdyrdd verrattuna kokeelliseen. Vastaavuus on varsin hyva lu-
kuunottamatta suurimpia siirtymdarvoja, joiden kohdalla geometri-

sen epdlineaarisuuden vaikutus luonnollisesti korostuu.
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3 VALMIUKSIEN SOVELTAMINEN

Murtumismekaniikkaa on sovellettu pddasiassa ydinvoimaloiden ra-
kenteiden turvallisuusanalyyseissa, mutta muiden teollisuusalojen
sovellukset ovat jatkuvasti lisddntyneet. Soveltamista on tihin
asti usein rajoittanut luotettavien materiaaliparametriarvojen
puute ja toisaalta laskentamenetelmien kdytdn kalleus ja menetel-
mien puutteellisuus. Molempien rajoittavien tekijdiden merkitys
on tdlld hetkelli selvisti vdhentynyt. Materiaaliparametrien
Osalta on luotettavaa tietoa saatavilla erityisesti ydinvoimalois-
sa kdytettdvien materiaalien osalta ja toisaalta pystytdin tarvit-—
tavat parametrien arvot realistisesti arvioimaan tavanomaisten
materiaaliparametrien l%hinni iskusitkeyden avulla. Luonnollises-
ti voidaan tarvittavat parametrit mybs mitata. Laskentamenetel-
mien luotettavuus, halpuus ja sovellettavuus ovat jatkuvasti pa-
rantuneet. Seuraavassa esitell&in joitakin murtumismekaniikan

kdytdnndn sovelluskohteita.

3.1 HOyrykattila

Erddlld hdyrykattilalla esiintyneen visymisvaurion vuoksi valmis-
taja halusi selvitettdviksi samantyyppisistd kattiloista mahdolli-
sesti 1ldytyvien sdrdjen vaikutuksen jdljelld olevaan kidyttdik&in,
koska monien vikautuneiden kattiloiden korvaaminen heti uusilla ei

olisi ollut kiytdnndssi mahdollista.

Vaurioituneen nurkan vdsymisanalyysii varten tehtiin ensin koko
rakenteelle jdnnitysanalyysi ilman sdrbja PAFEC-ohjelmalla (kuva
7) ja tuloksia k&dytettiin kuormituksina gsdroytyneelle nurkalle.
Nurkkiin syntyi voimakkaat jannityshuiput, jotka aiheutuivat 1l&hes
yksinomaan sisiisen paineen vaikutuksesta lampotilaerojen vaiku-
tuksen ollessa vdhdinen. Tekemilli nurkalle tarkempi analyysi
useilla sdrdnpituuksilla voitiin johtaa sdrdnpituuden ja jidnnitys-
intensiteettikertoimen vilille funktionaalinen riippuvuus, jonka

avulla saatiin laskukaava sidrSnkasvulle.
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Hankaluutena oli, ettd rakenteen kuormitusspektrid ja materiaalin
sdronkasvuparametrien arvoja ei tunnettu tarkasti. Kuormitusvaih-
teluksi oletettiin konservatiivisesti vaihtelu nollasta tdyteen

suunnittelupaineeseen. Materiaaliparametreille k&ytettiin kirjal-

lisuudesta saatuja konservatiivisia vertailuarvoja.

Konservatiivisuudesta huolimatta tehdyst& analyysistd on ollut
tilaajalle merkittédvdd taloudellista hystyd, kun tarkastuksessa
sdroytyneeksi havaitun rakenteen kidyttdd on voitu saatujen tulos-

ten perusteella jatkaa.

/\’
I

T

Kuva 7. Rasitusten jakautuminen kattilan seindmissi (a) ja tarkas-
teltavan nurkan vertailujdnnitysjakauma erdilli sdronpi-
tuudella (b).
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3.2 Venttiililautasen analyysi

Kiehutusvesireaktorityyppisissd ydinvoimalaitoksissa on pdahdyry-
linjan eristysventtiilien (kuva 8) tehtivini tarvittaessa sulkea
hSyrylinjat ja eristdi suojarakennus. Venttiilien toimintavarmuus
on erityisen tédrkedtd onnettomuustilanteissa: radioaktiivisten ai-
neiden vapautumisriskin on pahimmissakin tilanteissa oltava mit&-

tén.

Venttiilien toimintaa on selvitetty monissa eri tutkimuksissa:
Suomessa VTT ja Teollisuuden Voima oy (TVO) yhteistydssi saksa-
laisten ja ruotsalaisten tutkimuslaitosten kanssa. Tutkimusten
tuloksena on venttiilien luotettavuudesta voitu varmistua ja 1li-
sdksi koetulosten perusteella osoittaa virtauksen ja venttiilin

toiminnan kuvaamiseen kiytetty laskentamalli riittdvin tarkaksi

/8/.

Venttiilin todettiin kest#vidn sekd onnettomuustilanteen nopean
sulkemisen ettd kdyton aikaisen visyttdvin kuormituksen edellyt-
tden ettd rakenteessa ei ole sirdjid. Sdrdjen vaikutuksen selvit-
tdmiseksi tehtiin VTT:ssa murtumismekaniikkaan perustuva visymis-
tarkastelu. Lis8ksi analysoitiin sdrdytymisen vaikutus pddhdyry-
linjan tdydellisen katkeamisen aiheuttamassa venttiilin sulkemi-

sessa.

ERISTYSVENTTIILY

i

Kuva 8. Kiehutusvesireaktorin periaatepiirros.
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Kuva 9. Eristysventtiilin rakenne.

Tarkasteltavien eristysventtiilien rakenne on massiivinen (kuva

9). Venttiilin tiiveyden menettdmisen kannalta vaarallisin sdr&y-
tymiskohta on venttiililautanen, jonka kestdvyyteen murtumismekaa-
nisessa tarkastelussa keskityttiin. Venttiilin sulkeutumisnopeus
ja sulkeutumisen aikana vaikuttavat voimat laskettiin TMOC-ohjel-
malla /13/. Rakenteen lujuusanalyysissa tarkasteltiin vain 1liik-
kuvia osia, joista muodostettiin jousimassa-malli. Mallilla las-

kettiin venttiililautasen taipumavaste sulkeutumisessa.

Murtumismekaaniset analyysit suoritettiin elementtimenetelmdlli
JINT-ohjelmalla /3 ja 4/. Rakenteesta analysoitiin vain venttii-
lilautanen pydriahdyssymmetriselld elementtimallilla. Analyysi
tehtiin staattisena ottaen kuormitukseksi dynaamisella analyysilla

jousimassa-mallilla saatu taipuma.

Venttiililautasen sdrdytymisen oletettiin tapahtuvan rakenteen
kriittisimmdssd kohdassa, Jjoka selvitettiin ehjdlle rakenteelle
elementtimenetelmidlld suoritetun analyysin perusteella (kuva 10a).
Sdrdytymiskohdaksi osoittautui venttiililautasen alapinta ja pa-
himmaksi sdrdksi kehdn suuntainen pySridhdyssymmetrinen sard (kuva
10b). Olisi realistisempaa olettaa sdr6n ulottuvan vain osasekto-

riin, mutta tuloksen kannalta td1l4 ei ole suurta merkitysti.
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Sdrdn jdnnitysintensiteettitekijd laskettiin kaksidimensioisella
pybrdhdyssymmetriselld elementtimallilla (kuva 10c). Analyysi
suoritettiin muutamilla sd8rdn syvyyksilld ja tuloksiin sovitettiin
kdyri.

Kuva 10. Yhdistetyn Jj&dnnityksen sama-arvok&yrit a) ehjdlle raken-
teelle ja b) sirbytyneelle rakenteelle sekd c) elementti-
malli.

Vdasymisanalyysi tehtiin kdyttokokemuksista arvioidun kuormitus-
spektrin perusteella. K&yttdidksi oletetiin konservatiivisesti 40
v ja sdrdnkasvunopeus saatiin kirjallisuudessa esitetyistd tulok-
sista. Tuloksen herkkyyttd tarkasteltiin laskemalla s&drdnkasvu
myds 10 % arvioitua suuremmalle kuormitukselle. Sidrdn kasvu
osoittautui niin hitaaksi, ettei se voi aiheuttaa vaaraa venttii-

lien tiiveydelle laitoksen kidyttdaikana.
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Eristysventtiilin tehtdvd onnettomuustilanteessa on eristdd suoja-
rakennus. Vaarallisin tilanne syntyy pddhdyryputken katkeamisen
yhteydessid, jolloin venttiililautasen sulkeutumisnopeus on noin 26
m/s. Venttiililautanen mydtdd tSrmidyksessd voimakkaasti mydtdmi-
sen keskittyessi tarkastelun kohteeksi valittuun sdrdytymiskoh-

taan.

Sirén J-integraali laskettiin JINT-ohjelmalla ja kriittinen sdrdn
syvyys midritettiin materiaalille kokeellisesti saadun murtumis-
vastuskdyrdn avulla, jonka avulla voitiin myds arvioida s3dron

repeimisti, jos se olisi kriittistd mittaansa syvempi (kuva 11).

RAKENTEEN J(a)

J-INTEGRAALI

acR SKXRUON SYVYYS

Kuva 11. Murtuman kannalta kriittisen sdrdkoon mddrittd&minen mur-
tumisvastuskdyrin ja sdrdn J-integraalin avulla.

3.3 Sdrdn vaikutus pydrivdn roottorin vidrdhtelyyn

Voimalaitosten sidhkdtehon kasvaessa on otettu kdyttddn yhd suurem-
pla vaihtovirtageneraattoreita. Nykyddn ei 700 MW:n generaattori
ole harvinainen, kun vield 1940-luvulla suurimmat valmistetut ge-
neraattorit olivat sdhkdteholtaan vain noin 120 MW. Roottorien
koon kasvu synnyttdd luonnollisesti joukon uusia ongelmia, joista
ehkd yllittdvin on ollut poikittaisen s&drdn kehittyminen ja kasva-

minen roottoriin.
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Pybrivdssd roottorissa olevan sdrdn havaitseminen tavanomaisin
aineenkoetuskeinoin on nykytekniikalla mahdotonta, ja roottorin
usein tapahtuva pys&dyttdminen tarkastuksia varten on kohtuuttoman
kallista. Niinpd akselivirihtelyiden seuranta on yleisesti

kdytetty keino roottoreiden kunnon tarkkailussa.

Sdro vaikuttaa roottorin dynaamiseen kdyttiytymiseen kolmella
tavalla /12/:

1. Roottorin jaykyys pienenee, jolloin ominaistaajuus alenee.

2. Roottoriin, jonka jdyhyysellipsi on ympyri, syntyy uusi omi-
naistaajuus.

3. Roottorin siirtymdvaste muuttuu.

Tehdyssd tutkimuksessa /12/ tarkasteltiin luetelluista kolmesta
roottorin dynaamisen kdyttdytymisen osa-alueesta ldihinnd sdrdn
vaikutusta ratakdyriin eli siirtymdvasteeseen laakereiden kohdal-
la. Tavoitteena oli mi&rittdd, kuinka tietynlainen sdrd vaikuttaa
tietynlaisen roottorin ratakiyriin ja erikoisesti kuinka suuri on
sdrdn oltava, jotta se voidaan havaita suurella varmuudella akse-
livirdhtelyiden seurannalla. THt3d varten siron etenemisrintama
kuvattiin suoraksi (kuva 12) ja sdrdn vaikutuksesta roottorin
jdykkyyteen kehitettiin malli, joka ottaa huomioon sdrén "hengit-

tdmisen" roottorin py®riessi /12/.

Kuva 12. Suurehko sdro ja pieni sdrd roottorissa (a) ja laskelmis-
sa kdytetty sdrdn malli (b) /12/.
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Sdrdn ja mahdollisten erisuurten p&djdyhyysmomenttien vaikutukses-
ta pySrividn roottorin liikeyhtdl6 on epidlineaarinen, toisin sanoen
systeemin jdykkyysmatriisi ei ole vakio. Liikeyhtdldn ratkaisemi-
seksi kehitettiin elementtimenetelmdd soveltava ROTOR-~ohjelma
/12/. Ohjelma muodostaa sirSlliselle elementille oman Jjaykkyys-
matriisin kdyttien CRACK-ohjelmaa /5/. Ohjelman antamia tuloksia
verrattiin analyyttisesti laskettuihin ja kokeellisesti mitattui-

hin arvoihin, ja ohjelma todettiin luotettavaksi.

Kuvassa 13 on ohjelmalla laskettu esimerkki. Vasemmanpuoleinen
kdyrd esittdi akselin siirtymdvastetta laakerissa, ns. ratakdyrid,
kun roottori on ehjd. Oikeanpuoleinen esittdid ratakdyrdd, kun

roottorin keskelld on sdrd, jonka syvyys on 0,75 * sdde.

11200 __{

r& 1

—_— .je & . l .. —0 vo— ;

785

c)

0.01 -&aﬁatifﬁffii:>obl

b)

Kuva 13. Esimerkkiroottorin solmupistejako (a), ehjidn roottorin
ratakidyrd (b) ja sidrdllisen roottorin ratakdyrd (c)

/12/.
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3.4 Reaktoripaineastian h&td jddhdytysanalyysi

Reaktoripaineastiaterikset on kehitetty sitkedsti kdyttdytyviksi.
H&itd jidhdytystilanteissa on haurasmurtumien esiintyminen kuitenkin
mahdollista, silli l&mpstila saattaa laskea sdteilyn vaikutuksesta

kohonneen transitiol&@mpdtilan alapuolelle.

Hitid jdihdytysanalyysi jakautuu kahteen vaiheeseen.

1. Termohydraulisen analyysin tuloksena saadaan jddhdytteen

massavirrat, lidmmonsiirtokertoimet sekd paine ja ldmpdtila

tarkastelukohdalla.
2. Rakenneanalyyttinen tarkastelu suoritetaan kdyttden edelld
mainittuja tuloksia ldhtStietoina. Jédnnitysintensiteettiker-

toimen KI laskemista varten selvitetddn ensin paineastian

seindmidn lampdtila- ja jidnnitysjakaumat ajan funktiona.

Hitdjddhdytysanalyysin yhteydessi selvitettiin paineastian vuo-

raukseen syntyvien jddnndsjidnnitysten vaikutusta pydrdhdyssymmet-
risen radiaalisen sdrdn j&nnitysintensiteettikertoimeen /9/. Pe-
rinteisesti vuorauksen vaikutus on otettu huomioon vain ldmpStila-

jakautumien mdidrityksessi.

\

Kuva 14. Jddnndsjdnnitysjakautuma vuoratun paineastian ehyessi
seindmdssd.

Kun paineastia jddhtyy 600 - 700 °c:n mydstbhehkutuslé&mpbtilasta
huoneenldmpdtilaan, perusaineen ja vuorauksen ldmpSpitenemisker-
toimien erisuuruudesta aiheutuu vuoraukseen mydtdrajan suuruinen

vetojdnnitys. Jdnnitysjakautumaa paineastian seinidmidssd voidaan
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kuvata kuvan 14 mukaisella yksinkertaisella mallilla. KayttSlam-
pbtilassa jddnndsjinnitykset ovat noin 0...50 3 huoneenldmpdtilan
arvosta, mutta hitdjddhdytyksen aiheuttama lampdtilan lasku kas-

vattaa jidlleen huomattavasti vuorauksen ldmpdjédnnityksid.

Kuvassa 15 esitetddn vuorauksen lipidisevdlle sdrdlle kolmeen eri

oletukseen perustuen laskettuja tuloksia.

1. Vuoraus ja sen jdinndsjinnitykset on otettu huomioon.

2. Vuoraus on otettu huomioon, mutta ei jddnndsjdnnityksid.

3. Vuorausta on kisitelty vain ldmpdtilajakautumaa laskettaes-
sa.

Tulokset osoittavat vuorauksen poisjdttdmisen aiheuttavan sdrdn
vaarallisuuden huomattavan aliarvioinnin. Juuri perusaineeseen

ulottuva sird osoittautuu vaaralliseksi syvempiin sdrdihin verrat-

tuna.
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Kuva 15. a) Paineastian seindmin ldmpdtila- ja b) aksiaalijénni-
tysjakauma sekd c) jdnnitysintensiteettikertoimen riippu-

vuus sirdn kidrjen ldmpdtilajakaumasta ja d) sdrdn pituu-
desta.
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4 YHTEENVETO JA JATKOTUTKIMUKSET

Murtumismekaniikka on saavuttanut tason, jolla soveltaminen kidy~-
tdnndn rakenteiden analysointiin on mahdollista. Soveltaminen
vaatii edelleen erityisasiantuntemusta sekd erityisohjelmia luo-
tettavan tuloksen takaamiseksi, joten murtumismekaniikan analyysi-
ja koestuspalvelujen tarjonta sdilynee vield pitkddn VTT:n kal-
taisten tutkimuslaitosten ja korkeakoulujen tehtdvdand. Murtumis-
mekaniikka myds kehittyy edelleen voimakkaasti, minkd vuoksi me-
netelmien kehittdmiseen ja kehityksen seurantaan on jatkuvasti

kiinnitettdvd huomiota.

VTT:ssa elementtimenetelmiin pohjautuvien menetelmien kehityksessi
keskitytddn VTTVIRT-ohjelman monipuolistamiseen esimerkiksi 1lampo-
kuormitusten ja sdrén kyljilld vaikuttavien painekuormitusten huo-
mioonottamiseksi. Ohjelmaa on mahdollista laajentaa myds dynaami-
siin kuormitustilanteisiin ja virumistarkasteluihin soveltuvaksi,
jolloin silld voitaisiin laskea J-integraalin ohella myds muiden

murtumisparametrien arvoja.

Painofunktiomenetelmin kdyttdd tehostetaan kehittdmdlld siihen ja
kdsikirjaratkaisuihin perustuva helppokdyttdinen ohjelmisto, jol-
loin jdnnitysanalyysi tarvitsee tehdd vain sdrdttdmdlle rakenteel-

le.

Tamidn hetken tdrkein tutkimuskohde on epilineaarisen murtumismeka-
niikan antamien tulosten verifiointi vaativissa kuormitustilan-
teissa. Verifiointiin kiytetdidn todellisilla rakenteilla suori-
tettavista kokeista saatavia tuloksia, joita saadaan kansainvdli-

sistd tutkimusohjelmista.

Toinen tutkimusohjelmista on yhteispohjoismainen projekti ‘'katas-
trofaalisen murtumisen estidminen paineastioissa ja putkistoissa’'
eli LBB (Leak Before Break) -projekti. Projektin tavoitteena on
selvittidid, milld edellytyksilli paineistetun rakenteen vaurioi-
tuessa syntyy havaittava vuoto ennen rakenteen katastrofaalista
murtumista. Projektissa suoritetaan puoli- ja tdysimittakaavako-
keita paineastioilla ja putkikappaleilla. Suurimmat koestettavat

paineastiat ovat ydinvoimalan reaktoripaineastian suuruusluokkaa.
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Kokeissa on paineistettuun koestettavaan rakenteeseen tarkoitus
aiheuttaa vuoto, ja kokeita tullaan simuloimaan murtumismekaani-

silla laskentaohjelmilla.

VIT on yhteistydssi saksalaisen HDR (Heiss Dampf Reaktor) -pro-
jektin kanssa, jossa tehdddn tdyden mittakaavan kokeita kdytostd
poistetulla HDR-ydinvoimalaitoksella. VTT osallistuu paineastian
lamposhokkikokeiden sekd putkiston vaurioitumiskokeiden analysoin-
tiin /7/. Paineastialle suoritettavissa ldmpdshokkikokeissa kas-
vatetaan yhdealueelle ja seindmddn sdrot, joiden kasvua seurataan.
Viime vaiheessa on tarkoitus voimakkaalla paineistettua lampdshok-
kia simuloivalla kokeella saada aikaan vuoto paineastiassa. Put-
kistokokeissa kasvatetaan ensin vdsyttdvdlld kuormituksella put-
kistoon sdrdjd, jotka lopuksi synnyttdvdt vuodon. Koetta kdyte-

tddn myds LBB-ehdon verifiointiin.
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IDEAL FLUID FLOW, OBLIQUE NEUMANN BOUNDARY CONDITION AND FINITE
ELEMENTS
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1 INTRODUCTION

This paper is concerned with the numerical solution of plane ideal
fluid flow using the stream function formulation. The presentation
differs from the conventional one with respect to an unusual bound-

ary condition.

We consider two-dimensional incompressible irrotational fluid flow
— shortly ideal fluid flow. The stream function y is employed,
which gives the velocity components as Ve = 3Y/3y and vy = -3y/3x.

The well-known governing field equation is the Laplace equation

2 2
99V 3% _ 0o ina, (1)
2
X Ay

where A is the plane domain under consideration.

In fluid flow problems one great difficulty is the proper selection
of a reasonablé boundary for the domain needed to solve the problem
at hand. The boundaries should be taken so that meaningful ap-

proximations about the appropriate boundary conditions can be made.

Quite often we can say something about the direction of flow at
certain places. As an example let us consider the flow domain ABCD
shown in Figure 1 (a). Boundaries AB and DC consist of rigid solid
walls. Boundaries BC and DA must be taken rather arbitrarily

through the fluid just to have a closed calculation domain.
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Boundaries AB and DC are stream-
lines because of the rigid walls.

Thus we know the direction of the

certain cases a reasonablc enyin-

W eering assumption could be that
B the flow direction varies more or

!

: flow at points A, B, C and D. In
|
!

A
(a) less smoothly — say linearly —
' between the two known values at
| the ends of sections DA and BC.
l g
1y, € M
FE,.L;‘: As the value of the stream func-
A R tion is constant on a streamline,
s! the knowledge of the flow direc-
(b) | tion on a boundary part s, leads
to the boundary condition
Figure 1. (a) A fluid domain
(b) Some details on QP .
section BC. 56 = 0 oh 85 (2)

when the notation in Figure 1 (b) is employed.

This condition differs from the classical homogeneous Neumann
boundary condition 3y/3dn = 0, where n is the normal direction. We
shall call condition (2) or more generally the nonhomogeneous
condition "the derivative of a function in a specified direction
is given" the oblique Neumann boundary condition. This is due to
the name "the oblique derivative boundary condition" used in the
mathematics text [1] for a more general condition of the type

ay + dyP/de = q where a and g are given.

On the remaining part Sq of the boundary we have the conventional

nonhomogeneous Dirichlet boundary condition

Py = on s, , (3)

where y is a given function (usually a constant as for instance on

boundaries AB and CD in Figure 1 (a)).
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Thus our problem is described mathematically by equations (1), (2)
and (3). We are not aware of any treatment of the oblique Neumann

condition in the fluid mechanics literature.

2 TWO WEIGHTED RESIDUAL FORMULATIONS

System (1), (2) and (3) is not self-adjoint [2] with respect to
the boundary conditions. In Reference [3] we gave two discre-
tization schemes which were based on a quasi-functional. We made
use of the fact that if condition (2) is replaced by the conven-
tional Neumann one a well-knownvariational principle exists [4,
p. 68] and we formally transformed our problem into such a form
that the standard equations following from the variational prin-

ciple could be employed.

Here we deal again with the same two discretization schemes but
now we look at them as weighted residual formulations. This kind
of derivation may be considered somewhat more straightforward than
the one used in Reference [3]. Before proceeding we first write

the derivative 3y/de either as

Y _ LA 3y
Je ®n an + €s as (4)
or as

W Y 1

Je ®x 3x * ey Ay (3)
where the notation is obvious (see Figure 1). 1In addition we have
the relationship

v _ L2 3V

5m - Pk ox Ty 3y ¢ (6)

We start from the integral statement

oy _
) -a—e'dS—O (7)

JAV@_}?} . _3%)@ -]

Q2
N <)
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corresponding to equations (1) and (2). Quantities v and v are
test functions in A and on s, {4, p. 48]. Function y is considered
constrained in advance to satisfy condition (3) so that the corre-
sponding integral over S, does not appear. Integration by parts of

the area integral gives a so called weak form

S v 2w L 3v du W 4q A VIS
f "% 5% + 3y Sy)dA + [‘v o ds + [ (v ~h +v Be)ds = 0 . (8)
A s 82
First we select the test functions to be
v = 0 on s1 ’
(9)
v = - L v on s
- e 2!
n
which gives the form (signs are changed)
dv 3y , dv 3y J 3y 1 3y _
— + — yda - v(izE -~ =— z=)ds = 0 (10)
[A 9xX 9X y 3y s n e, e
or taking into account expression (4) the form (see Figure 1)
dv 9y , 9v 3y oy _
{A(Bx Ny + 5y 8y)dA + [ v tany NS ds = 0 . (11)
s
2
The second selection is
v =20 on sy .
(12)
v = -v on S,
which gives the form (signs are changed)
9V oY L 3V oY - 3y _ Yy = :
JA{BX % 3y ay)dA [Sv(an Be)ds 0 (13)

2

or taking into account expressions (5) and (6) the form



ov dy . dv 3y —n )2 n ) B
JA( * 5y ay)dA + JSV[(eX nX)S% + (ey ny)ay}ds 0. (14)
2

We note that if e coincides with n the line integral in equation
(11) and in (14) disappears.
3 DISCRETE EQUATIONS

Using c®-elements the approximation is

v o= % Ny (2, 9) ¥y (15)

where Nj is a shape function and wj a nodal value of y. The corre-

sponding approximations needed in statements (l1) or (14) are

- oON.
ds : 9S j !
J
30 aNj
Ix 2 X wj r (16)
]
& N.
A za_lw
oy oy ]

The discrete equation corresponding to a node i in A or on S, is
produced by the Galerkin method, i.e., we take v = Ni' Thus a

system
Y K,.p. = 0 17
l l]wj (17)
J
te obtained with olbt her
9N, BN, oN. OBN. N .
_ i b i ] 7
a. = + . —
14 [A(ax 3% 3y 37 yda + {letany = ds (18)
2

or



ON, 9N, OJN. ON.
J i

_ i j
Kij JA(ax % tay sy 9t
5N N,
+ISN1[(eX—nX)§§; + (ey—ny §§_]ds . (19)

2

We shall call the discretization using expression (11) or (18)
formulation 1 (F1) and expression (14) or (19) formulation 2 (FF2) .
We note the following. System (17) is linear but in general un-
symmetric due to the line integral terms. These contributions do
not however increasc the bandwidth. Non-zero contributions can
appear in Fl only if the element in question has both the nodes i
and j on boundary Sye In F2 in addition node j can be an inner
node of an element having its edge on Sy Inspection of expression
(18) reveals our intentions in the selections leading to Fl. The
derivative BNj/as is in the direction of the boundary and involves
thus only the nodal values along the boundary. Therefore we may
expect somewhat better accuracy than in F2 where the derivatives
aNj/ax and BNj/By evaluated at the boundary clearly correspond to
some kind of unilateral approximations. On the other hand F1l has
the drawback that when y - i90°, tany becomes unbounded. In fact
this situation means that we are approaching the Dirichlet bound-
ary condition, since formula (2) then reads 3y/3s = 0, i.e., ¢ is

constant.

A banded solver was employed to determine the nodal values in
system (17). The Dirichlet data (3) is taken into account in the

usual way by specifying the nodal values on Sy

4 NUMERICAL EXAMPLE

We have studied the numerical behaviour of the proposed formula-
tions with Lagrangian four-noded and nine-noded isoparametric
quadrilateral elements. The numerical integration was performed
using Gaussian quadrature with four and nine integration points in
the quadrilateral elements and two and three points in the line
elements on the boundary with four- and nine-noded elements, re-

spectively. Example cases with known analytical solutions were



studied to be able to compare the errors involved.

The formulations have worked quite well in all the cases treated.

For practical purposes there is hardly any difference between the

results obtained using the Neumann condition or the oblique one —
with either formulation 1 or 2 — when the boundary data is taken

according to the exact solution. Thus somewhat against our expec-
tations formulation 2 has not proved to be less accurate than

formulation 1.

As an example we give here the case shown in Figure 2. Flow around

a circular cylinder without

Y
y 51 circulation in an infinite domain
f is considered. The well-known
[
exact solution in polar coordi-
a nates is
>
s -
- a2
P = q051n6(r—-?7) (20)
/Sz
a
where 95 is the far field uniform
1 x-direction stream velocity. The
L = A \__L;r;- calculation domain ABCDE (Figure
i T v 2) is taken so that boundary DE
il is the streamline through point
Figure 2. Flow around a cylinder. (0,2a). From symmetry reasons

boundary ABC is also a stream-
line. These boundaries may then be considered as solid walls. The

boundary conditions used are

P = 0 on ABC
3
P = 5 952 on DE
r (21)
a.q)_ =% —_ Q_SQ. = 0 on F‘A
an aX b
g; = 0 on CD

or
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Th N \% on ChH . (22)

The last condition is used in the standard formulation. The direc-
tion of é and the value of v on CD are calculated from the exact

solution.

The calculations were performed using a 3x5, a 5x9 and a 9x17 node
mesh. The 5x9 mesh with four-noded elements is shown in Figure 2.

As a measure of the error the relative mean sguare norm

[ (§-y) 2an1'/? (%)
(fw2an) 172

has been used. The error is calculated with the same element mesn
as in the finite element solution, but with a higher order Gaussian

integration rule.

The results are shown in Table 1. As can be seen, the numbers are
practically the same with the different formulations for a given

element mesh.

Table 1. Error e for different formulations and element meshes.

Mesh Four~-noded Nine-noded
clements elements
Standard 3%x5 0.015 867 0.013 549
. 5x9 0.004 120 0.002 042
fornn SElon 9x17 0.001 040 0.000 286
3x5 0.015 914 0.013 549
Formulation 1 5% 9 0.004 121 0.002 043
9x17 0.001 040 0.000 286
3x5 0.015 897 0.013 551
Formulation 2 5x9 0.004 112 0.002 043
9%x17 0.001 035 0.000 286

The plot of the error e as a function of tiie relative mesh size
h/a is shown in Figure 3. Here h is the uniform distance between
the nodes on the x- or y-axis (Figure 2). The slope of the lines

gives the convergence rate p with respect to norm (23). 1In the



case of four-noded clanents p o=

2,0 and for nine-noded elements

-1 p= 2,8,
In a real problem the exact
-2k E, boundary conditions are naturally
,////- not known. The possibility to be
s ’////n able to use boundary condition
g_3__ H (2) in the way discussed in the
- /7 Introduction clearly facilitates
o the selection of a suitable cal-
_ib {i;-_ Four-noded cula%ion domai? in a problem.
elements For instance, in Reference [5]
NEE e it is reported that the computa-
—O0— clements tional domain must be adjustaed in
[_ I \ . i l certain cases so that the lateral
-1.0 -0.5 0.0 vertical boundaries are either at
log (h/a) a crest or at a through of a
wave. Then the usual boundary
Figure 3. Log-log plots of the condition of horizontal flow
Sgrgieeeraiiign;Z;ﬁn (i.e. condition 3y/3n = 0) is
size h/a. meaningful. With our scheme we

could dispense with this condi-

tion. This theme is considered in more detail in Reference [3].

S CONCLUDING REMARKS

When a problem is self-adjoint and a classical variational princi-
ple can be employed, the discretization procedure is conceptually
an easy one. When a variational principle cannot be found, how-
ever, the situation is much more complicated and nothing is any
more obvious — at least for an engineer. How to discretize the
system in a reasonable way? We proposed two formulations associ-
ated with the non-standard system (1), (2) and (3). These two are
naturally not the only possible ones as in theory infinitely many
ways to obtain the discrete system exist. Our selections were
guided originally by a variational principle which exists when

boundary condition (2) happens to be the classical Neumann one.



It is then reasonable to construct such a discretization that it at
least contains as a special case the classical one associated with
the variational principle. The observed good numerical behaviour

of the formulations gives some further confidence on the selections.

Refercence [3] contains more numerical results obtained with formu-
lation 1. Possible extensions to other problems than ideal fluid

flow are also discussed therec.
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YMPYRBOSYLINTERIKUOREN LIKIRATKATSU

Mauri Madtkdnen
Oulun yliopisto

ARSTRAKTI

Ympyrisylinterikuoren likivatkaisun liktokohtana on pAistasn
vapaasti tuetun kuoren tavrkka rathkaisu kaksoisfouriersar joja

kiyttien. Reurnaehdot toteutetaan superponoimalla Kullekin sarjan
termille likimiddriinen ympyriasylinterikuoren homogeeniratkaisu,
Joka pohjautuu Calladinen esittimiidn kahdeksanmnen kevrtaluvun
differentiaaliyhtilon korvaamiseen kahdella toisistaan riippu-
mattomalla likimdsriisellsd mneljinmen  kertaluvun differentiaali-
yhtilollsd., Reunaehdot erilaisille padtykiinnityksille esitetidin.
Likiratkaisun sovellutusmahdollisuuksia selvitetiin ja mikrotieto-
koneelle kehitetyn . tietokoneohjelman laskemia tuloksia
tarkastellaan, '

1. JOHDANTO

Ympyridsylinterikuoren tarkka ratkaisu edellyttis Fluggen /737
kahdeksanner kertaluyvun differentiaaliyhtilon rathkaisua Ja
veunaehtojen toteuttamista., JEttimAlla  tarkasta isotvooppisen ja
homogeenisen ympyriasylinterikuoren differentiaaliyhtilostsdy pois
tilanteen mukaan pienid termeji piiadytssan hiukan  yksinkertai-
senpaan vathkaisuun /2,57, Menettely on kuitenkin tyslis ja wvain
harvoja kiytinmon sovellutuksia on esitetty /75,6,7/.

Elementtimenetelmid on nykyisin yleisimmin kiytetty ratkaisu-
menetelmsd rakenteiden lujuusanalyysissid  silloin,  kun valmiita
"taulukkotapauksia" ei ole kiaytettivissi, Geometrialtaan
vhsinkertaisessa yaupyrasylinterikuoressa Joudutaan kuitenkin

varsin raskaaseen elementtimalliin riittiavin tarkkojen tulosten
saamiseksi, Syynd ovat reunahiiriscalueilla esiintyvadt voimakkaat
taivutus jinnitysgradientit, mitki edellyttivit tiheitd elementti-
verkkoa, Yleinen kuormitus tass edellyttdid joko kuorielementtien
kayttoh tai  kuormitusten Fourier-kehitelmidd joko kehinsuunnassa
rengaskuorielementeills tai akselinsuunnassa suikale-elementeillid.

Calladine /1/ esittid yksinkertaisen likiratkaisun korvaamalla
Dormellin differentiaaliyhtils kahdella neljinmen kertaluvun
differentiaaliyhtidleollsa. N3istd  toinen kuvaa piddasiassa kuoren
Laivutusta ja toinen pinmansuuntaists venytysti., Osaratkaisut
Lihestyvit asymptoottisesti Dormellin vatkaisua kuoven geometvrian
Ja kuormituksen tiyttiessid tietyt edellytykset., Koormitus jaetaan
kummankin osaratkaisun kesken nididen jaykkyyksien subhteessa,

Nyl esitettivisss yapyridsylinterikuoren likivatkaisussa  kiytetiHin
hyvikei tavrkkan F Luggepen differentiaaliyhtiloi kuormituksen
Paomiodrnl e Ja Calladinen Likivatkaisua caeunaehtojen
Coteuttanisesss Yhsityisrathaisu on  siis tarkka ja hiomo -~
aeenivatkaise  likimddridinen, Menetelmin etuna on laajempi
sovellutusalue rathaisun sHllyttiessi kuitenkin vksin-

ke baisuutensas,



2. RATKAISUM TEORIA

Kuvassa 1 on esitetty ympyiridsylinterikuorialkioon kohdistuvat

ulkoisel voimasuureet sekid siivtymien positiiviset suunmat.,

Kuva 1. Ympyrisylinterikuaorialkion kuormitus ja siirtymit,
Sisdiset kalvo-ja taivutugsvoimat voidaan lausua siivtymien avulla,
/3/, jolloinm kuorialkion tasapainoyhtiloistid saadaan isotvoop-

pisen ja homogeenisen ympyrisylinterikuoren tarkka differen-
tiaaliyhtilovryhmi 1 siivtymisuusreille u, v ja w,/3.4/:

(2% Yo +p) e+ k[ (1 —
o+ A—pagies] + X5 =0,
Y2l +p)a o+ S Y (1 @t + 22 +k[/.<1—

(1)
) —#)a’—z”——‘/z(ii-—/t) a? 33:‘; ]+ Y 5 =0,
AR Pu a’ —1 2 Pv
+ +w+ [/2(1 ”)aa 39?‘ aza /2(3_#)a aI’aP +

1 +“'W+2“2 ax=a¢t+a¢+2a¢=+"’]+zi>‘=°

3
jossa: k=i K=__£_‘._‘_. ___.___I“_'_
Dat 12(1 — »?) 1—vy

Niamad toisiinsa kytkeytyneet differentiasaliyhtilot ovat siirtymi-
komponenteille u ja v toista astetta ja taipumalle w neljitti
astetta., Kuoren piiden tuennan ollessa wvapaa, ns. veitsen-—
terituenta, on loydettivissid Fourier-sarjamuotoinen ratkaisu, joka
toteuttaa swuovaan kaikki ra2unaehdot. Tam3i edellyttidid kuormitulsen
kehittimistd vastaavarnmuotoiseksi Fourier-sar jaksi

(X =ZZ X nn COS mq:cos).-;-,
m n
{ ¥=2 2 Ynusinmpsini,
Z =ZZ Z ncOS M p §in 1%
m n

. . a
jossa: ).=n:rt-T

2. Koska sarjan




termit 2ivat ole keskeniin kythkeytynaitid saadaan kullekin sSarjan
termille kolme lineaarista yhtdlod, joista siivtymikomponenttian
kevtoimet 3 voidaan vathkaista.

z . T
X = Xnpacosmecosi—, U=Up,CO8MPCosi—,
i in 1% v=uv,,sinmesin 1=
Y=Y,,sinmepsin 1?, = Umpn ' Py (3)
in1= =w, ., COS sin 1=
Z=2Zn,cosmepsinA— W = W,,, COS M @ N
Jos  hkuoren paAAn reunaehdot poikkeavat vapaasti tuetusta,

esimerkiksi jhaykisti kiinnitetty +tai vapaa reuna, on homogeeni-
ratkaisulla totedtettava +tarvittavat muutokset vapaasti tuetun
reunan reunaehtoihin., Tarkka menettely edellyttss kahdeksannen
kertaluvun homogeenisen differentiaaliyhtilsn 1 ratkaisua kullekin
Fourier-sar jan termille vhdessa kuormituksen toteuttavan
yksityisratkaisun kanssa. Tyaliytensid takia - vaikka differen~-
tiaaliyhtiloa olisi yksinkertaistettu JAttimAlla pienid  termeji
pois - menetelmisd ei ole Kiytsdnndssid juurikasn sovellettu.

Calladine /1/ 1l1lihtee liikkeelle Donmellin vksinkertaistetuista
differentiaaliyhtilsoistd  ja osoittaas, ettid kun kehisuuntaisen
Fourier-sar jan termin aallon pituus on spenpi  kuin  akselin
suuntaisen aallaon vaimanemismathka, ympyvisylinterikuoren ratkaisu
degeneroituy kahdeksi toisistazn riippumattomiksi osavatkaisuiksi,
kuva 2, joita voidasn kuvata neljinnen kevrtaluvun differentiaali-

RT3

100 7
. /
= £
¢? eses2e Donnell
o7 - —— Calladine
10 i
........ 4
—_— = — — - 4 3 = ___., T T LT T 7 A Lyhytaalto
St
.:"r /
0.1 1 10 100

Kuva 2. Donmellin ja Calladinen 4iff. vhit, juuret,

whitHlaillid, Niistd toinen on  piddaziassa akselin suuntainen
Iyhytaaltoinen nopaasti vaimeneva taivatushiiris Ja toinen

pitkdaaltoinen koko kuoren yli ulottuva -pAGastiassa kalvovoimia
Kiasittiavad rathkaiszy, Jas taas  kehidn suuntaisen anllon pituus  on
tuntuvasti pienempi kuin  aksiaalisen reunahiicion  aallonpituus
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degenevoitun ynpyrisylinterikuoren rathkaisu laattavatkaisuksi.

Kavtannossi aksiaalisen taivutushiirion aallonpituus on
vmpyrisylinterikuorilla pienempi kuin YIRYYT AT side, Nain

Calladinen likivathkaisu on  kidytettivissid  lkun kuaormitus  kehin
suunnAassa jakaantuy titid levedmmille alueelle. Kaikki oman painon,
sigdisen paineen tai nestekuorman tapaukset tiayttiviat helposti po.
vaatimuksen, Jos Kkuoreen kohdistuu kapeampi kuormitus eroavat
Calladinen likivatkaisun juuret jo tuntuvasti Donmellin ratkaisun
Juarista. Virhe vaikuttaa oleellisesti  hkuorman vAlittymisessi
paikallisena taivutuksena tai kalvovoimina,

Huoomioimalla  kuormitus tarkan Fluggen differentiaaliyhtilon
totetuttavallsa ratkaisulla voidaan pelkistiiin reunaehdot toteuttaa
Calladinen likivatkaisulla, Tilloiw ei tarvita vaatimusta pelkas-
tasn vadiaalisesta kuormituksesta ja vivhe idilmenee ainoastaan
reunahiiriciden vaimenemisessa. Tapaukset, joissa kehinsuunnassa
tarvittava aallonpituus on suurempi kuin veunahiiivion vaimenemis-—
matka, tulos on vihintiin yhtid  tarkka kuin  suoraan Donmellin
differentiaaliyhtilod kiyttien., Kapeilla kuovrmituksilla tirkeimpi3
Jjarmityksiid ovat paikalliget taivutusjinnitykset, jotka hkuvautuvat
khuorman vaikutuskohdassa tarkasti, mikili  kuormitus ei ole
keskittyneeni reunahiirion vaikutusalueelle. Reunaehdot puolestaan
toteutuvat, mutta likiratkaisum virhe voi. ilmetd kiinmitystuki-
reaktioissa, Koska kuitenkin wvirhettd aiheuttavat "hwapeat"
kehinsuuntaiset Fourier-sarjan  termit ovat pieniid matalimpiin
terneihin verrattuna likimiddrdistysvirhe ji3 pieneksi  kokonais-
ratkaisussa, Lisihksi jos kuormitus ei ole reunahiirioalueella
gummagtul reunalaueella virkevaikutus kuormituksen Fourier-sarjan
tapaan pieneksi,

Calladinen lyhytaaltoratkaisun differentiaaliyhtilo 4 on
rotaatiosymmetrisen ympyrisylinterikuoren diffevrentiaaliyhtilo
¢
'BM+QM)-=O (4)

> x4 Dat I
aksianlisuunmassa. Kehinsuunnassa vain saatu  ratkaisu  kerrotaan
kitlloisellakin kosilnitermill’, Lyhytaaltorathkaisu vaikuttaa
voimakkaimmin kuoren voimasuureisiin My ja Ny . Reunaehdoista
voidaan toteuttan veunan taipuma, kallistuma, “~momentti Mg tai
leikkausvoima Q. Koska vain nel ji reunaehtoa on toteutettavissa

voidaan tarvittaessa reunaviintomomerntti My yhdistss Kirchoffin
menetelmillid leikkausvoimaan Qy Jolloin_  saadaan TeUTIAT

staattisesti ekvivalentti korvikeleikkausvoima Q.

Calladinen pitkidaaltoratkaisun differentiaaliyhtilo 95 on myoskin
muodoltaan  ympyrisylinterikuoren differentiaaliyhtile aksiaali-
SLULNTASS, mutta nyt ensimmiisen kertaluvun termin kerroin on

riippuvainen kehinsuuntaisesta Fouvier-savjan  termin  jir jestys-
nuneresta m, Mitd korkeampi  termi, sitid  lyhyempi tulee olemaan
ratkaisun anllonpituus, Fitkianltoratkaisu vaikuttan voimakkaimmin
kuoven voimasuuretisiin Ny ja My . Reunaehdoista voidaan toteuttaa
reunan aksiaali- ja tangentiaarisiirtymé. sekid  rveunavoimat Ny ja
Nx{- Reunan  kalvoleikkausvoimaan on  huomioitava mahdollisesti
lyfivtaaltoratkaiszun leikkausvoimatermisti QK tuleva SIS,
Fi el altovatkaisu  tulee kyseeseen  wvain kekin suuntaisille
Fourier-termeille, joiden jivrjestyslulua on & tai suUUrempl .
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Termeillsd 0 tai 1 on laskettava yksinkertainen vakiorathkaisu tai
palkin taivutusta vastaava rathkaisu,

3. REUNAEHDOT
Reunashdot jiykisti padstiin kiinnitetylle ympyrisylinterikuorelle
aovat:

u=y=y=0 ‘ (4)
w'=

Reunaehtoyhdistelmiksi tulee silloin:

We =4, =0
L .
w?=-h51 (7)
| R
wL E ?l_}o

Alaindekseilld S5 ja L. on merkitty Calladinen homogeeniyhtiloiden
lyhyt- ja pitkdaaltoista ratkaisuosaa ja indeksilld 0 wvapaasti
tuetun ympyridsylinterikuoren tarkkaa ratkaisua kullekin
Fourier-sar jan termille m ja n, Pitkiaaltoisen ratkaisun w£=0

toteuttaa vaatimuksen u=0, ja w, =0 toteuttaa vaatimuksen v=0,

S

Vapaasti tuetulla rveunalla tulee asettaa:

v=u=0

M =0
Koska vhsityisratkaiguy toteuttaa nAmiE vaatimukset tulee
thomogeaniratkaisuilla toteuttaa samat ehdot, Tama Jjohtaa
reunaehtoihin:

g e =0 .

ws =w) :

Nyt etto w,’=0 toteuttaa ehdon Ny=0,
Vapaalla reunalla ovat reunaehdot:
Nx:::o

Nyp =0 (1o
M ::.

Calladinen likiratkaisulla nimd voidasan toteuttas asettamalla:

We =g =
ug g =0 (11)
Fitkidn ratkaisun ehto wi'm vastaa ehtoa Ny =0 ja ehto wl"=

vastana ehtoa Nx =),

P

Hevkillepantavaa on, ettd kaikissa tapauksissa sekd lvhiyt-  etth

pithkianltoisen vatlaisun tapauksisga kummallekin syntyy
samanlainen  veunaehtoyhtiléeryrmi. Lyhyen ja pitkin ratkaisun
reunaehtoyhtilat voidaan ratkaista toisistaan riippumatta Jja

@delli olevan  samamnmuotoisuuden takia samalla  vutiinilla vain
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vakioita vaiktaen, Molemmat rveunat samanaikaisesti huomioiden
syntyy mnel jian turtemattoman  yhtaloryhmi, Joka  vaidaan po.
reunaehtotapauksissa vratkaista sul jetussa muodossa,

Edelld esitettyjen reunaehtotapausten lisiksi kyseeseen voi  tulla
liittyninen toiseen kuoreen tai muunlainen  joustava kiinnmitys.
Kaikissa Capauksissa voidaan veunaehdot kuitenkin eslttihi
vigsinkertaisesti edelld esitelttyjsh periaatteita noudattaen,

4. SOVELLUTUSESTMERKKESA

Edelld esitettyid teoriaa hyviksikidyttien on tehty Basioc-kielinen
Tietokoneohjelma 1é6-bitin poytatietokaneelle., Ohjelman pituds on
noin 200 vivid, ja ratkaisuaika 154 jSnnitysten lskentapisteelle
<1 sekuntia  hkutakin Fourier-sarjan  termid kohden. Kiytannossi
riittdvan tarkkoja tuloksia saadaan Kkun Fourier—kehitelmain
otetaan niin monta sarjan termii, ettid termin aallonpituus akselin
SUUNTMASSa on pienempi kuin reunahidirion vaimenemismatka ja kehin
suunnassa pienempi kuin kuormitusalueen kehidnsuuntainen pituus,

Tavallisimmat ympyrasylinterikuoren kuormitukset, Joita on
analysoituy ja julkaistu, johtuvat vaakasuorassa olevan kuoren
omasta painosta tai nestekuormasta, TAalloin tarvitaan vain
kehansuuntaiset Fourier—-sav jan termit m=0 Ja 1. Kuoren

pitunssuunnmassa tarvittavien termien madrd riippuu  pitunden  ja
vaimenemismatkan suhteesta. Vertaamalla viitteesssd /47 julkaistuja
tuloksia molemmista paistiddn jiykisti tuetusta ympyrisylinteri-
kuovesta ja thssh esitetylld teorialla laskettuja on saatu muuten
identtiset tulokset paitsi nyt on saatu nelinkertainen tuen
taivutushiirio Fourier-sarjan termilld n=1,

Jos kuoren nestetiytto on asittainen tarvitaan ugseita
kemdnsuuntaisis termejii, Vertailutapausta, jossa olisi muu hkuin
vapaa tuents ei kirjallisuudesta loytynyt., Vapaalla tuella ei taas
tarvita lainkaan esitetyn Likiratkaisun mukaista reunaehto-
kor jausta,

Vertailutapaus tiplikuormituksesta saadaan kumn lasketaan
paikallisen taivutushiivion suuruus vapaasti tuetulle ja jaykisti
kiinnitetylle ympyrisylinterikuorelle, Edellyttien, ettid kuormi-
tusalueen koko on  pieni  kuoren pitudteen verrvattuna, tulee
kuormitusalueella olevan taivutushiivion olla kummassakin  tapauk-
gsessa Lihes yhtd suuria, mutta superponoituneena erilaiseen  koko
kuoren palkhkimaiseen taivutukseen,

Kuvasgsa 3 on esitetty sovellutuskuoren mitat ja kuormitus, Kuoren

taivutuksesta johtuvat  aksiaali-  jja  kehidjdnnitysten Jakaumat
vadipan wlhkopinnalla  on esitetty pitkittiisleikkauksessa =0 ja

poikittaisleikhavksessn w=L/2, fiksiaalinen taivatus jinmitys  on

: kolmen auneron tarkkuudells kummallakin reunaehdolla

Kebldan  suuntaisessa taivatus jinmityksessd  on havaittavissa
koko kuoven pituaden ulottuva vaikutus momentissa M .

Kuormitusalue kehin suunnassa, 30 cem, on kapeampi kuin  Calladinen
Likirastkaisun vaatimus, Esimerkin  suurimmalla kehin suuntaisella
termilld m=30 on kuvan 2 abskisgan arvo 0.%2, eli jo kun > dH,
Calladinen ehto i  endd toteuwdu. Jos sama jAykdsti tuettu  hkuori

lasketaan kiayttien 2 vehin  suuntaista  sarvjan  termiid  ilmenee
tuloksissa eroja vasta Koleannessa  numerossa, Jos lasketaan  vain
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viittid kehidn suuntaista termid kiyttien, jolloin Calladinen ehto
toteutuu, tulos muuttuu tiplikuorman vaikutuskohdassa, koska garja
ei pysty hkuvaamaan endd  kapeats  kuoovmitusta oikein  wvaikkakin
kokonaiskuormitus tulee oikein huomioiduksi., JAykAsti kiinnite-
tyissd pHidyisss tass eroa on vasta hkolmanmessa numervrossa, eli
alle prosentin ero, Niin ollen hkorkeimpien m—termien VAATA
vaimenemismatka ei wvaikuta merkittivisti tuloksiin., Timid tulos
osoittaa nyt esitetyn likiratkaisunm kelvollisuuden laajemmalla
sovellutusalueella kuin mitid alkuyperidinen Calladinen menetelmi,
Lisdksi kaikki kuormituskomponentit X,Y ja Z voivat olla mukana
rathkaisun siilyttiesssi edelleen yksinkertaisuutensa,

5. YHTEENVETO

Ympyriasylinterikuorelle on esitetty likivatkaisu kiyttiamalls
vksityisratkaisuna tarkkaa Fluggen differentiaalivhtilos Ja
tomogeenivathkaisuna reunaehto jen toteutukseen likim#isaradists
Calladinen ratkaisua kahdella toisistaan riippumattomalla

nel jinmen kertaluvun differentiaaliyhtilslla,

Ratkaisu on  sovellettavissa laajemmin kuin  jos wyss kuormitus
htomioitaisiin Calladinen likiratkaisulla,

Reunaehdot tavallisimmille yupyrisylinterikuoren padHn
tuentavaihtoehdoille on esitetty. Teoriaan perustuen on laadittuy
Basia kielinen tietokoneoh jelma ynpyriasylinterikuorien

rathkaisemiseksi kaikille kuormituksille, jotka voidaan kehittHa
Fourier—-kaksoisar jaksi,

Lasketut tulokset onsoittavat vhdernmukaisuutta farvoihin
kivjallisuudessa Julkaistuihin esimerkkitapauksiin, Vertailu

kahdern erilaisen reunaehtotapauksen kesken osoittaa likivatkaisun
kuvaavan taivutushiirion oikein tdplikuormituksen alueella.
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OHUEN PYORAHDYSKUOREN ROTAATIOSYMMETRINEN STATIIKKA

Hannu Outinen
Tampereen teknillinen korkeakoulu

Konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Koneenrakennus- ja rakennustekniikka soveltavat hyvin usein kanta-
vissa rakenteissaan pintarakenteita kuten levyji, laattoja ja kuoria.
Niiden laskennallinen ké&sittely tuli yleisemmin mahdolliseksi vasta,
kun numeeriset ratkaisumenetelmdt pd&dsivdt tietokoneiden my®dtd rat-
kaisevasti kehittymd&n. Erityisesti elementtimenetelmd (FEM) on 60-
luvusta ldhtien tarjonnut erittdin tehokkaan, joustavan ja monipuoli-

sen tyodkalun ndiden vaativien rakenteiden suunnittelijalle.

Tdmd esitys liittyy laajempaan tyéhén [1],...,[10], jonka tavoittee-
na on esittdd, miten ohuen py6rédhdyskuoren statiikan ongelma voidaan
ratkaista klassisen kuoriteorian puitteissa tarkasti, kun kuormitus-
kin on pydrdhdyssymmetrinen. Jotta ratkaisu ei rajoittuisi yksinker-
taisiin peruskuoriin, sovitetaan se siirtymimenetelmin mukaisen ele-
menttimenetelmén puitteisiin. Menetelmi on siis palkkirakenteiden

yhteydestd tutun tarkan elementtimenetelmin mukainen.

Ongelmaa ei tekijédn kdsityksen mukaan ole aikaisemmin kdsitelty sa-
malla tavalla. Muut ratkaisut, kuten esim. HAMPEn [11], t3#htiivit

kdsinlaskentaan ja niistd puuttuu aksiaalisten vaikutusten huomioon-
otto.
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2 PYDRAHDYSSYMMETRISESTI KAYTTAYTYVAN OHUEN
PYUORAIUDYSKUOREN KLASSINEN KUORITEORIA

2.1 Perusoletukset

LOVEn [12, 13] jo vuonna 1888 esittimdn ohuen kuoren likiteorian mu-
kaisesti oletetaan, ettd kuoren paksuus h on pieni sen referenssi-
pinnan piikaarevuussiteisiin R, ja R, verrattuna ja ettd siirtymdt
ovat niin pieni# paksuuden rinnalla, ettd linearisoitu kinematiikka

on kdytettdvissd. Paksuussuuntaisen jdnnityksen vaikutusta muodonmuu-
toksiin ei oteta huomioon ja kinematiikka rakennetaan "hiusharjamal-
1in" varaan, jolloin referenssipinnan normaalilla olevat materiaali-
pisteet sdilyvdt taipuneenkin referenssipinnan normaalilla eivdtkad

ndmd "harjakset" veny.

Niihin LOVEn hypoteeseihin lis&td&dn vield, ettd materiaali on homo-
geenista, lineaarisesti kimmoista ja ortotrooppista sekd mekaanisen
ettd ldmpdpitenemisen ortotropioiden péddsuuntien-yhtyessa referens-
sipinnan p##dkaarevuussuuntiin. Referenssipinnan venymien vaikutusta
piddkaarevuusmuutoksiin ei oteta huomiocon ja tekijat 1+Q/Ri (i=1,2)
korvataan luvulla 1, missd [ on referenssipinnasta sen normaalia pit-
kin mitattu koordinaatti. N#ihin perustuvaa teoriaa sanotaan tdssad

esityksessd hlassisehsi huoriteoriaksi.

Tissd tySssid kdytetdsn referenssipintana kuoren seindmédn keskipintaa,
jonka oletetaan syntyvén siten, ettd tasokdyrd (meridiaani) py&drdh-
t44 tdyden kierroksen tasossaan olevan pydrdhdysakselin ympdri. Kuo-

ren tuenta ja kuormitus oletetaan myds pySrdhdyssymmetrisiksi.

2.2 Kuoren differentiaaliyhtdl&ryhma

Kuvasta 1 selvidvidt kidytetty karteesinen XYZ-koordinaatisto sekd kay-
ridviivaiset ¢,0,r -koordinaatit ja keskipinnan p&ddkaarevuussdteet r

ja Ige Leveysympyrdn sdde r = Ty sin¢. Jos r(p = o, kuten sylinteril-
14 ja kartiolla, korvataan koordinaatti ¢ meridiaania pitkin mitatul-
la suoraviivaisella koordinaatilla Xx.

Kinemaattisten muuttujien Bw ja u_ & w sekd v & Ar positiiviset suun-

(0)
nat on esitetty kuvassa 2 sekd jédnnitysresultanttien M(p ja N(p & Q(p



Kuva 1.

keskipinnan koordinaatit
¢,0,; ja piddkaarevuussd-

teet r
Qp'

Kuva 2.
suureet.

Kuva 3.

Pydrahdyskuoren

re.

Kinemaattiset
|
=S
¢ "o
V(P

{a)
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seka Vw & H(p vastaavasti kuvassa 3a. Rengas-

momentti M, ja rengasvoima N, selvidvdt ku-

6 6

vasta 3b.

Kinemaattisten ja kineettisten reunakuormi-
tusten lisdksi kdsitellddn kenttakuormituk-

sia q_ ja qm, jotka ovat positiivisia koor-

dinaaEtisuuntiensa r ja ¢ mukaisesti. Ldm-
pbtilakuormituksen T (¢,g) vaikutus otetaan
huomioon paksuuskeskiarvon To(w) ja paksuus-
gradientin Tl(w) avulla, joiden mddritelmdt

ovat

T|=

J T dg

To(w) !

(M
1

N

T, () J Trdg

®h

oy

Lineaarisen, homogeenisen ja ortotrooppi-
sen materiaalin yhtd818istd, "hiusharjamal-
liin" perustuvista linearisoiduista kine-
maattisista yhtdldistd ja tasapainoyhtd-
18istd saadaan H. REISSNERin [14] ja E.
MEISSNERin [15] esittdmdlld tavalla perus-
differentiaaliyhtdldpari

L(W) -2f W= TU + H(y)

L(U) = -EgW + G (o) 18
jossa
W= nh? U = i
B(p reQ(p (3)
a,
%)
¢
N(—)
Nq, Ma

(b)

Kineettiset suureet.
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L on tietty [9, 16] lineaarinen, toisen kertaluvun differentiaali-
operaattori, jonka kertoimet ovat t&ssi yleisessi tapauksessa varsin

mutkikkaita pddkaarevuussdteiden r , r, ja paksuuden h seki nididen

0
derivaattojen funktioita. Vakiokerroin

r=12(1-v __v E 4
(1= v 6Vee) /By (4)
riippuu POISSONin kertoimista Vwe’ vew ja kimmomoduulista Ew. Ee on
toinen kimmomoduuli. Kerroinfunktio
r r h r. h
R [(—0 Vq)o)“t“’ (*O) m] i i (5)
® © 0/’ ® r(j)

H(yp) on ldmpdtilakuormitustermi ja G(¢) sekakuormitustermi, joka si-
sdltdd aksiaalisen reunakuormituksen ja kineettisen kenttidkuormituk-

sen lisdksi ldmpotilakuormituksen paksuuskeskiarvon To(w) vaikutuksen.

Kun perustuntemattomat W ja U on ratkaistu, saadaan muut kuorimuuttu-
jat eksplisiittisistd lausekkeista [10, 16], jotka sisdltdvit myds
funktioiden U ja W derivaatat U 0 ja W 0

[4 r

3 RATKAISUMENETELMA
3.1 Menetelmdn yleiskuvaus

Jotta perusdifferentiaaliyht&dl®parin (2) analyyttinen ratkaisu ei k&i-
visi toivottoman hankalaksi, on pakko rajoittua sellaisiin peruskuo-
nidin, joiden geometria on yksinkertainen. Tillaisia ovat sylintend,
karntio, pallo ja ympyrdtoroidi.

Ndistd peruskuorista voidaan kuitenkin yhdist&m&llid rakentaa hyvin-
kin monipuolisia pydrdhdyssymmetrisii kuoria. Yhdistetyn kuoren sta-
tiikka on yksinkertaisinta ratkaista siirtymiperusteisen elementti-
menetelmdn mukaisesti. Elementit ovat peruskuoria, joita yhdistadvit
leveysympyrdt ovat laskentamallin solmuja (kuva 4a). Kullakin sol-
mulla on varauduttava C!-jatkuvuuteen elementtien siirtymien vililli,
joten solmusuureiden mittaus on kuvan 4b mukainen. Siirtymémittaus
sisdltdd tdlloin aksiaalisen ja siteettdisen translaation lisiksi
meridiaanin kddntymiskulman. Jotta jdykkyysmatriisi olisi symmetri-

nen, "kerdtddn" solmuvoimavektorin komponentit radiaanin kaarelta.



Kuva 4. Laskentamallin elementit ja solmut (a), solmusuureiden (b)
sekd elementin solmusuureiden (c) mittaus.

Elementin (kuva 4c) solmusiirtymd- ja solmuvoimavektori ovat siis

{ul

{v1 Ar1 _Bwl v, Ar2 —sz} (6)

{r} = {-r } (7)

-r_H r M r v r

\Y H -r
1 @1 1 Y1 1 Q1 2 @2 2772

M
2 P2
Niitd kytkevd elementin jadykkyysmatriisi [k] médritellddn yhtdlolld

{r} = [k]{u} (8)

Koko rakenteen laskentamallin jadykkyysmatriisi [K] saadaan tavanomai-

sesti sijoittelusummauksella sen elementtien jdykkyysmatriiseista
[K] = "Z"[k] (9)

Kenttdkuormitus otetaan huomioon elementtien ekvivalenttisten solmu-
kuormitusten {rl} avulla, jotka lis&tiin solmukuormituksiin {P} si-

joittelusummauksella

{R} = {P} + "z"{r} (10)

Kun tuenta otetaan huomioon, saadaan FEM-yhtalostd
[K1{U} = {R} (11)

ratkalstua rakenteen solmusiirtymdt {U} ja tukireaktiot. Vektorista
{U} poimitaan nyt kunkin elementin solmusiirtymit {u}, jolloin sen

solmavolmal voldaan laskea yhtd10std
{r} = [kl{u} - {r} (12)

Lopuksi mé&dritetddn kunkin elementin kenttdsuureet yhteenlaskuperi-

aatteen avulla ottaen kenttdkuormitus huomioon.
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3.2 lomogeenisen differentiaaliyhtdl8ryhmdn ratkaisu

Panemalla kuormitustermit H (@) ja G(¢) nolliksi perusdiffercntiaali-
yhtdldparissa (2) saadaan vastaava homogeeninen pari. Sitd vastaa

ns. homogeendinen kruormitus (kuva 5), johon kuuluvat sdteettdinen reu-
navoima ja reunamomentti. Aksiaalinen reunakuormitus sisdltyy seka-

kuormitustermiin G(¢), joten se ei ole mukana homogeenisessa kuormi-

tuksessa.

Kuva 5. Homogeeninen kuormitustapaus (a) ja sen kohdalta ¢ leikatun
yldosan vapaakappalekuva (b).

REISSNER & MEISSNER-ratkaisutekniikka [9, 16} edellyttdd, ettd kaa-
van (5) mukainen kerroinfunktio f on vakio. T&md ns. jakaantumiseh-
to toteutuu seuraavilla pyodrdhdyskuorilla.
1. Tasapaksut kuoret (h = vakio)
a) Sylinteri, b) kartio, c) pallo, d) toroidi.
e) Kaikki pyordhdyskuoret, joilla Vwe = 0.
2. Sylinterikuori, jonka h = Ax?+Bx+C
Kartiokuori, jonka h = Ax+B

Kun f on vakio, saadaan homogeenisen parin yleinen ratkaisu muodossa

u® = [s]{A} w® = [s]1{Aa} (13)

missd {A} sisdltdd neljd vapaata integroimisvakiota. Matriisi

(s] =1(s, s, s, s,] (14

saadaan differentiaaliyht&d1lon
L(U®) + A220° =0 (15)

)\2=_ 2 ho_ _ _f£2
£+4pul ne =1201 vme”ew)Ee/Em f (16)
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kahden toisistaan lineaarisesti riippumattoman yksityisratkaisun

reaali- ja 1imaginaariosista

- - c _ s
Ur =S -1is U, =8, -is, (17)

Toisen perustuntemattoman W€ kantafunktiot md&ritetdsn lineaarisella

muunnoksella
[S] = [s][([B] [B]] (18)
missd
[B] = [‘f '“é] (19)
ne -f
Kuten raporteissa [1],...,[10] on osoitettu, differentiaaliyhtil6n

(15) ratkaisu 1l6ytyy alkeisfunktioiden joukosta vain tapauksissa 1a
ja 3, jos B = 0. Tapauksissa 1b ja 2, jossa A = 0, voidaan kayttaa
toisen kertaluvun KELVINin funktioita ber, (o), bei, (0), ker, (o) ja

kei, (o), mutta muissa kohdissa on johdettava sopivat potenssisarjat

kantafunktioiksi.

3.3 T&dydellisen differentiaaliyhtdl&parin vksityisratkaisut

Kuten tunnettua lineaarisen differentiaaliyhtil8ryhméin yleinen rat-
kaisu on vastaavan homogeenisen ryhmin yleisen ratkaisun ja tdydelli-
sen ryhmdn minki tahansa vksityisratkaisun summa.

+ P W=w +wP (20)

missd uP ja WP ovat parin (2) mikd tahansa vksityisratkaisupari.

Raporteissa [1],...,[10] on mddritetty aksiaalista, itsensi tasapai-
nottavaa reunakuormitusta V, & V, sekd seuraavia kenttidkuormituksia
vastaavat yksityisratkaisut eri peruskuorille.
1. Painekuormitus, joka muuttuu lineaarisesti aksiaalikoordi-
naatin X suhteen tai on vakio.
2. Lumikuormitus, jonka tiheys pydrdhdysakselin normaalitasol-
ta mitattuna on vakio.
3. Kiihtyvyyskuormitus aksiaalisuunnassa, jonka erityistapaus
on painovoima.
4. Keskipakovoima.
5. Ldmpotilakuormitus, jonka T, ja T, ovat enintd&n lineaari-

sia aksiaalikoordinaatin X funktiona.
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Yksityisratkaisut on 1l8ydetty yleensi alkeisfunktioiden joukosta,

mutta toroidilla on ollut pakko turvautua potenssisarjoihin.

3.4 Jaykkyysmatriisin mddritys

Koska aksiaalinen reunakuormitus ei sisidlly

3
Y homogeeniseen kuormitukseen (kuva 5), edel-
1 g
A lyttdd kuvan 4c solmumittausta vastaavan jayk-
2(r1 kyysmatriisin mddritys my®s aksiaalista reu-
nakuormitusta vastaavan yksityisratkaisun
{ -1 = kdayttdd. Lasketaan ensin kuvan 6 solmumit-
X

tausta vastaava joustomatriisi. Homogeenisen

tapauksen ratkaisun perusteella saadaan
Kuva 6. Homogeeninen
solmusuureiden mit- {(FS}

_ ci _
taus. = [c]{a} {u~} = [D]{A} (21)

joissa olevat kerroinmatriisit ovat

[s],

[C] =[-1 h 1 -n| |[[8%]h (22)
(s],
[s*],
[51;
[Pl =——[nh -1 nh -1 |[8h (23)
E_ h? =
] [s1,
(sl,

Alaindeksi 1 tai 2 tarkoittaa, etti kyseinen matriisi on laskettava

kulman ¢ reuna-arvolla ¢, tai ¢,. Matriisien [S*] ja [S] muunnoskaa-
vat ovat

- E /EO o, : . 2h )

§¥] = ——¥% ° (—— S *-(v cos ¢ - o — [S]) (24)
1 vwevew rw P ©o rw h ) =

(8] = s 1 - v o [S]coso (25)

P
Yhtdloistd (21) seuraa
{u®} = [DI[CI ' {F} = [aS]{FC}

joten kuvaa 6 vastaava 4*4 joustomatriisi
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-1
[a®] = [D][C] (26)
Tdmd tdydennet&ddn kuvan 7 solmumittausta vastaavaksi 5#%5 joustomat-

riisiksi [a] lisi#milli aksiaaliset joustoluvut 611'

611 621 631 61&1 651
(521
[al = |6, (27)
Syy [a]
..651 -

Ne saadaan laskemalla kuvassa 7 esitettyi

aksiaaista ykkoskuormitusta F, = 1 vastaa-
vat solmusiirtymdt aksiaalisen reunakuormi-
tuksen yksityisratkaisun ja homogeenisen

Kuva 7. Solmusuureiden kuormitustapauksen ratkaisun avulla.
mittaus ja aksiaalinen
ykk&skuormitus.

Kddntdmédlld joustomatriisi [a] saadaan ku-
van 7 solmumittausta vastaavaksi 55 jayk-
kyysmatriisiksi

-.-1

(k1 = [a] (28)

Tdstd pddstddn tavoitteena olevaan kuvan 8
solmumittauksen 6*6 jiykkyysmatriisiin [k]

lisddmé&1l4 neljds rivi ja sarake matriisin

[k] kolmannen ja neljédnnen rivin ja sarak-

keen vdliin. Aksiaalisen tasapainoehdon
mukaan lisdys on tehtdvd niin, etti matrii-

Kuva 8. Solmusuureiden sin [k] ensimmdinen ja neljds rivi (sarake)
mittaus. ovat toistensa vastalukuja.

3.5 Ekvivalenttiset solmukuormitukset

Elementin tietyn kenttikuormituksen ekvivalenttiset solmukuormituk-
set {r} saadaan miiritettyi tdydellisen differentiaaliyhtdldparin
(2) vastaavan yksityisratkaisun avulla. Koska vksityisratkaisu saa
olla muutoin mielivaltainen, kunhan kuormitustermeihin G(y) ja H(yp)
kyseinen kenttdkuormitus sisdltyy, kannattaa yksityisratkaisuksi va-

lita mahdollisimman yksinkertainen lauseke, joka on sdinndllinen ele-
mentin alueessa.
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Ekvivalenttinen solmukuormitus muodostuu kiinnitysrekatioiden vasta-

suurelsta, joten

{r} = -{r} = [k1{uP} - {FP} (29)

missd {uP} ja {FP} ovat yksityisratkaisun mukaiset solmusiirtymi- ja
solmuvoimavektorit.

4 ATK-OHJELMA ESAS

Edelld selostetun tarkan elementtimenetelmdn pohjalta on laadittu

ATK-ohjelma ESAS ohuen, pydrdhdyssymmetrisesti kuormitetun pydrdhdys-
kuoren statiikan ratkaisemista varten. Ohjelman nimi ESAS muodostuu
otsikon "Exact Solution of Axisymmetric Shells" alkukirjaimista. Oh-

jelma sisdltdd kommentteineen n. 6000 rivid.

Ohjelman nykyversio on sovitettu HP 200-sarjan pOytdtietokoneeseen

HP 9816, jossa on n. 800 kbyte keskusmuisti. BASIC 2.1 ja EXTENSION
AP2-1 vievdt n. 300 kbyte. TyoOasemaan kuuluu lisdksi kaksoiskalvo-
levyasema HP 9121, jonka levylle mahtuu 270 kbyte verran tietoa, ja

matriisikirjoitin HP 82906A. Kone laskee n. 15 numeron tarkkuudella.

Keskusmuistin sddstdmiseksi ohjelma on jaettu kolmeen lohkoon SYOTT,
RATKA ja KENTTA, jotka on ketjutettu siten, ettd yksi niistd on ker-
rallaan keskusmuistissa. Ohjelmalohko SYOTT toimii esiprosessorina,
jonka avulla hoidetaan vuorovaikutteisesti sydttd, sen tarkistus ja
tulostus sekd tallennus levylle. Se on laadittu siten, ettd aikai-

semmin annettuja sydttotietoja on helppo muuttaa.

RATKA huolehtii ominpdin perusyht&lén [K]{U} = {R} muodostamisesta

ja ratkaisemisesta. T&hdn kdytetddn shylinetekniikkaa ja sarakerat-
kaisijaa (BATHE [17]). Koska tavoitteena on tarkka ratkaisu, on
BATHEN ohjelmaa kehitetty siten, ettd siirtymdkuormitukset kdsitel-
lddn tarkasti. Vinon tuennan tarkkaa k#dsittelyd varten ohjelmaan si-

sdltyy solmumittauskoordinaatiston kiertomahdollisuus.

KENTTA on jdlkiprosessori, jonka avulla voidaan vuorovaikutteisesti
hallita kenttdsuureiden laskentaa ja tulostusta. Esi- ja jilkipro-
sessorien toimintaa ohjataan kuvaruudussa n#kyvilld valikoilla (me-

nuilla), jotka liittyvdt koneen erityisfunktionidppdimiin.
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Ohjelman ESAS nykyversio sisdltdd seuraavat pydrdhdyssymmetriset ele-
mentit.

Ohut vahvistusrengas.

. Ympyrdlaatta ja ympyrdrengaslaatta.

Sylinteri.

L T N

. Tayskartio ja katkaistu kartio.

(7]

Pallon kalotti ja segmentti.
Ndiden lisdksi ovat mukana jonkin verran keskeneridisind seuraavat
elementit.

6. Toroidin segmentti.

7. Paksuudeltaan lineaarisesti muuttuva sylinteri.

8. Paksuudeltaan lineaarisesti muuttuva kartio.

9. Paksuudeltaan lineaarisesti muuttuva rengaslaatta.
Ndistd on toistaiseksi sovellettu ortotrooppiselle materiaalille vain
elementit 2, 3, 7 ja 8. Muiden kohdalla on tyydytty isotrooppiseen

materiaalimalliin.

Kuormituksina voidaan antaa rakennekohtaisesti solmuvoimien ja sol-
musiirtymien lisdksi aksiaalinen kiihtyvyys ja painovoima, tasainen
paine, hydrostaattinen paine, vakio ldmpdtila, vakio lidmpdtilaero si-
sd- ja ulkopinnan vdlilld sekd keskipakovoima. Paine- ja ldmp&tila-
kuormitus voidaan antaa myds yksittdisille elementeille, mutta lumi-

kuormitus on aina elementtikohtainen.

5 SOVELLUTUSESIMERKKI

Kuvassa 9 on esitetty kuviteltu nestesdilid [9]. Se muodostuu sisi-
sylinteristd, jonka yldpddn sulkee pallon kalotti sekid alapiin kar-
tio ja ympyr&dlaatta. Sis&sylinteri liittyy viidelli rengaslaatalla
ja alakartiolla ulkosylinteriin. Ulkosylinteri ja alakartio muodos-
tavat sd&ilidn jalan. Pallokuvun, ulkosylinterin, sisdsylinterin kah-
den ylemmidn osan ja neljéin ylimmin rengaslaatan paksuus on 3 mm. Si-
sdsylinterin toiseksi alin osa on 4 mm paksu. Sisdsylinterin alin
osa ja jalkakartio ovat 5 mm, alakartio 6 mm, alin rengaslaatta 10 mm
ja alalaatta 16 mm paksuja. Materiaali on teristi, jonka E = 200 GPa,
v = 0,3, pg = 78000 N/m’ ja a_ = 12 p/°C.

Kuvassa 9 on esitetty mySs ESAS-laskennassa kdytetyn laskentamallin

globaali XY-koordinaatisto, elementit ja solmut. Elementtejd on 18
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ja solmuja 14. Tuentaa on vain solmulla
| 13, jossa on poistettu X- ja Y-translaa-
e s (ﬂ
: tiot.
80°C
- e T T — 2 3
@ Tavoitteena on seuraavia kuormitustapauk-
- @ ® sia vastaavan statiikan ratkaiseminen.
Lﬂﬂﬁ a) Sisdpuolinen ylipaine 70 kPa.
N - b) Nestekuormitus (pg = 10 kN/m?®), joka
«n Q| @
il 80°c ® 20°C ulottuu sylinteriosan yldreunaan.
g
T wmkwm36__7 c) Yhdistetty kuormitus, johon sisdltyvit
’l:
> W ) @) oma painovoima (pg = 78 kN/m?®), neste-
@® kuormitus b) ja la&mpotilakuormitus,
' o Il joka muodostuu siten, ettd sdilidn si-
po O [Pos
x5 - S B sdldmpotila nousee vertailuarvosta
: 106311 20°C arvoon 80°cC.
) €
‘-&f%u @\ | ® a) Painekuormitus
$08 0
'L__ =t 3 ESAS-ratkaisun tulostus on esitetty rapor-
h - —— - —= * N
"y tissa [9]. Sen perusteella nihdidin, ettd
p
—-—"-ij-“""4 suurin maksimileikkausjdnnityshypoteesin
b X mukainen vertailujdnnitys on elementin 5
solmun 10 puoleisella reunalla ja on
Kuva 9. Erityisnestesdi- 144,2 MPa. Seuraavaksi suurin vertailu-

1ién solmut 1...14 ja

clementit 1 18 jannitys 137,9 MPa on elementin 1 alareu-

nassa. ESAS tarvitsi noin 15 s yhtdldryh-
min muodostamiseen ja ratkaisemiseen. Noin 10 s meni kaikkien 13

kenttdsuureen reuna-arvojen laskentaan.

Tehtdvid on ratkaistu myds ohjelmalla ANSYS kdyttden mallitukseen sen
ohuen kartion elementtid STIF 11, joka sopii myds sylinterin ja ympy-
rdlaatan muotoisille rajatapauksille. Se on kahden solmun elementti,
jonka meridiaanin suuntainen siirtymd interpoloidaan lineaarisesti

ja normaalin suuntainen kolmannen asteen polynomilla. Integrointiin

kdytetddn viittd integroimispistettd.

Sd4ilitn ANSYS-laskentamalliin on kidytetty yhteensd 1546 solmua ja
1550 elementtid, jotka ovat kunkin ESAS-elementin alueella tasajaol-
la. Malli olisi tietenkin huomattavasti tehokkaampi, jos kuorien

elementtijakoa olisi tihennetty risteyskohtiin p&in, mutta tasajako
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oli helpompi generoida. Malliin sisdltyy 4632 vapausastetta rinta-
maleveyden maksimin ollessa vain 12, joten yhtdldryhmdn ratkaisu oli
varsin nopea. VAX 11/780 k&dytti laskentaan yhteensi CP-aikaa 497,23 s,
josta yhtdloryhmdn k&dsittelyyn meni 5,54 s.

ANSYS tulokset poikkeavat ESAS-arvoista alle promillen siirtymien

ja alle prosentin voimasuureiden osalta.

b) Nestekuormitus

ESAS- ja ANSYS-tulokset yhtyvdt suunnilleen kohdan a) tarkkuudella.
Suurin vertailujdnnitys 136,8 MPa saadaan sis#sylinterin 5 alareun-

naan. Toiseksi suurin arvo 136,8 MPa tulee alakartion 12 yl&reunaan.

c) Yhdistetty kuormitus

ESAS-laskenta kesti n. 20 s + 15 s. Sen mukaan suurin vertailujan-
nitys 319,8 MPa esiintyy alakartion 12 alareunassa. Toiseksi suurin

arvo 259,0 MPa on sisdsylinterin 5 alareunassa.
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EPALINEAARISEN VISKOELASTISEN RAKENTEEN
STABILITEETTIANALYYSI

Stig-Goéran Sjolind

Oulun yliopisto, konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Monet konstruktiomateriaalit kdyttdytyvidt viskoelastisesti raken-
teiden normaaleissa kdyttolampotiloissa., Tdllaisissa rakenteissa on
erilaisten stabiliteetti-ilmididen esiintymisen vaara olemassa sil-
loin, kun rakenteiden kuormitukset aiheuttavat puristusjdnnityksid
rakenteeseen ja erityisesti silloin, kun rakenteet ovat ohutseindi-
sid. Metalleista ja muista kidemdisistd aineista valmistetuissa
rakenteissa on deformaation (tai venymédnopeuden) viskoosiosuus hy-
vin epédlineaarisesti riippuvainen rakenteen jdnnitystasosta korke-
assa homologisessa ldmpodtilassa. Tdmd voi johtaa hyvin monimutkai-
siin stabiliteetti-ilmidihin, joissa samanaikaisesti esiintyy geo-

metria- ja materiaaliepdlineaarisuuksia.

Tdssd esityksessd tarkastellaan lyhyesti erityyppisid kriittisié
pisteitd rakenteiden voima-siirtymdkdyrilld sekd mahdollisuuksia
niiden saavuttamiseksi viskoelastisten muodonmuutosten yhteydesséd.
Midritellddn inkrementaalinen, heikko reuna-alkuarvoprobleema ra-
kenteelle, jonka pintakuormana on mm. hydrostaattinen painekuorma.
Probleema diskretisoidaan elementtimenetelmdlld ja esitetddn yksin-
kertainen ratkaisumenetelmd. Sovellutuksina esitetddn analyysitu-

loksia muutamista yksinkertaisista rakenteista.

2 VISKOELASTISEN RAKENTLELEN STABILTTEETTI

Kimmoisten rakenteiden stabiliteettiteoriaa sekd muotovirheiden mer-
kitystd rakenteiden kdyttidytymiseen kriittisten tasapainotilojen
ympdristossd on seikkaperdisesti tutkinut mm. W.T. Koiter [1, 2].
Viime vuosina on myo6s tutkittu ja luokiteltu erityyppisid kriitti-

sid pisteitd matemaattisen katastrofiteorian avulla [3, 4]. Tédlldin
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on pyritty selvittdméddn tarvittavien hdiridparametrien lukumadrai,
joillaon mahdollista havaita kaikki erityyppiset tasapainokédyrdt

kriittisen pisteen ympdristOssd.

Viskoelastisten rakenteiden yhteydessd on rakenteiden kdyttdytymi-
nen kriittisten pisteiden (bifurkaatio-ja rajapisteiden) ympdris-
tdssd usein karkeasti ottaen samanlaista kuin kimmoisten rakentei-
den. On kuitenkin otettava huomioon, ettd viskoelastisten raken-
teiden deformaatiot ja usein my6s jidnnitysjakaumat ovat ajasta riip
puvaisia myds vakiokuormalla. Stabiilin bifurkaatiopisteen ympiris
tossd (kuva 1) kimmoclastisen rakentcen muodonmuutokset kasvavat
kimmoisista alkudeformaatioista X, (kun muotovirhe e > 0) tai xe'
(kun e < 0) jatkuvasti nuolien osoittamassa suunnassa. Epédstabii-
lin bifurkaatiopisteen ldhelld (kuva 2) alkudeformaatiot xe’ tai X,
kasvavat kunnes pisteisséi x'kr tai Xpr rakenteessa tapahtuu lédpi-
lyénti ja katsotaan, ettd rakenne on menettdnyt stabiilisuutensa.
Epdsymmetrisen bifurkaatiopisteen l4helld (kuva 3) rakenne voil me-
nettdd stabiilisuutensa vain silloin, kun kuvan mukaisesti e > 0.
Bifurkaatiopisteitd ei voi esiintyd kdytannoén rakenteissa, koska ra-
kenteet sisdltdvidt aina muotovirheitd, joiden johdosta bifurkaatio-
pisteet voivat muuttua rajapisteiksi kuvien 1...3 mukaisesti. Ku-
vat 1...3 esittdvidt kaavamaisesti tilannetta isostaattisissa raken-
teissa, joissa jadnnitysjakauma on vakio. Hyperstaattisissa raken-
teissa kriittiset pisteet muodostuvat vasta deformaatiotapahtuman
yhteydessd, koska rakenteen geometria ja jannitysjakauma muuttuvat

f

jatkuvasti. N

e >0

Xe Xe

Kuva 1. Stabiili symmetrinen bifurkaatiopiste.
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Kuva 2. Epdstabiili symmetrinen bifurkaatiopiste.
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Kuva 3. Epidsymmetrinen bifurkaatiopiste.

3 VISKOELASTISEN RAKENTEEN REUNA-ALKUARVOPROBLEEMA

Viskoelastisen rakenteen tasapainoyhtdlot on numeerista laskentaa
ajatellen edullista kirjoittaa heikossa muodossa. Tédssi esitykses-
sd sovelletaan Lagrangen tarkastelutapaa, jonka mukaan rakenteen
muodonmuutosten vertailutilaksi valitaan rakenteen deformoitumaton-
ta alkutilaa C, ajalla t = 0. Rakenteen muodonmuutostilaa hetkelli
t = t, kuvataan siirtymilld uy ja Green-Lagrangen venymidtensorilla
Eij'
jdnnitystensorin Sij avulla. Karteesiset tensorit Eij ja si

Rakenteen jdnnnitystilaa kuvataan 2. Piala-Kirchhoffin pseudo-

j ovat
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energiakonjugaattisuureita, niiden aikaderivaatat éij ja éij ovat
objektiivisia, joten niiden kdyttédminen on edullista silloin, kun
materiaalin konstitutiivinen yhtdlé on esitettivissid niiden avulla.
Tissd esityksessid oletetaan lisiksi, ecttd pintakuorma Ei on anncttu

pinnalla St’ pinnalla ST vaikuttaa hydrostaattinen paine Ti ja pin-

nalla § on siirtymt ﬁi annettu.

Oletetaan, ettd rakenne on tasapainossa hetkelld t = t, ja t = t,

=t + At. Jannitykset ovat tdlldéin Si ja S.. + Asij sekd siir-

J 1]
tymdt u, ja u; * bu . Tasapainoyhtdld hetkelld t = t on

(1)

missé 6ui on kinemaattisesti kdyvidn siirtymdkentédn variaatio tasa-
painoasemasta C: ja GEi. on vastaava venymidkentdn variaatio. Tasa-

J .
painoyhtdl6 hetkella t = t, on vastaavasti

i (Sij + Asij) dAEij dv. - [ (f; + 0f;) Sbduy dv
% v
0 0

- SJ (t; + 0t;) Sauy dS. - sI (T, +8T;) Shuy dSp =0
t t

misséd Afi, Afi ja ATi ovat tilavuusvoiman ja pintakuormien muutok-
set aikavidlilld At.

Yhtilon (2) siirtymdvariaatioita laskettacssa pidetdidn tasapaino-

asemaa €, kiintednd, joten varioidaan vain siirtymien lisdykset Aui.

Inkrementaalinen tasapainoyhtdld saadaan muodostamalla yhtédloéiden
(2) ja (1) erotus ja ottamalla huomioon, ettd variaatio on kinemaat-

tisesti kdypd myds tasapainoasemassa Cr.

\I, (Asij . cSAEij + sij s dup g GAun,j)dv- VI AEL + 8Auy dv
0
(3)

0
= 5 Ati s GAui dSt = 6AUT =0
t
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missd GUT on pintakuorman Ti inkrementaalinen virtuaalinen tyo.
Kun rakenteen pintakuormana on hydrostaattinen paine, vaikuttaa

pintavoima deformoituneen pinnan normaalin ﬁi suunnassa ja pinta-
kuorman suuruus p riippuu tarkastelupisteen paikkakoordinaateista

X.

IE Joten

T, = —p(xj) -+ ny (4)
Elementtimenetelmdlaskentaa ajatellen on edullista ottaa kiyttdon
kdyrdviivaisia, skaalattuja pintakoordinaatteja r,s. Pintakuorman

Ti tekemd inkrementaalinen virtuaalinen tyd SAU on tdlléin

) Au + Au. « Au

Ml = ey J L Ip O Lo ks AUy Ay

u.
T jsT

+ Auj,r (Xk,s + uk,s) +Ap (Xj,r + u; L + Auj,r) (5)

(Xk,s + Ugs ¥ Auk,s)] SAu; * dr ds

missé eijk on permutaatiokerroin, Xi on Lagrangen materiaalikoor-
dinaatit, p on paine hetkelld t = t; ja Ap on paineen muutos aika-
vdlilld At.

Yht&16ssd (3) kuvattu inkrementaalinen tasapainoyhtdl6 voidaan nyt
helposti diskretoida elementtimenetelmdlls kdyttamdlla isoparamet-

risia kolmiulotteisia elementtejd. Talléin

u; = Nij rj (06)
Y17 Ny Y (7)
X, = Xi *u, o= Nij (Yj + rj) (8)

missé Nij ovat muotofunktioita, rj solmupistesiirtymid ja Yj solmu-

pisteiden materiaalikoordinaatit.

Oletetaan nyt, ettd materiaalin konstitutiivinen yhtd1l6 on kirjoi-

tettavissa muodossa
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A = . - AES
Si5 = Cijx1 (PP - 4Exy) (9)
missé Cijkl on kimmokerroin ja Aﬁil on viskoosivenymin muutos aika-
vdlilla Mt = t2 - ti1. Yhtaloiden (5)...(9) avulla saadaan yhtéd-

16std (3) seuraava algebrallinen, inkrementaalinen tasapainoehto

K(Ar,r)ij . Arj + K(S)ij . Arj - Afi - Aty
(10)
- C _
AT(Ar,r)i - Afi = ARj
missé K(Ar,r)ij on sekanttijdykkyysmatriisi, K(S)ij on stabiliteet-
tijdykkyysmatriisi, ATi(Ar,r) hydrostaattisen paineen kuormitus-
vektorin muutos, Af; on viskoosivenymdn muutoksesta johtuva vektori

ja AR.1 jaidnnosvektorin muutos aikavdlilld At.

Yhtdaléryhmdn (10) aikaintegrointi tunnetusta alkutilasta C0 hetkel-
14 t = 0 antaa

§ lK(Ar,r)ij + K(S)ij) . Arj - Afi Aty

(11)

- aT@r,r); - Af;] = Ry

Yhtdléryhmien (10) ja (11) ratkaisemiseksi voidaan soveltaa esim.

Haislerin itsekorjaavaa askelmenetelmda /5/ muodossa

AR, + Z R, = 0, (12)
1 1 1

missd Z on skalaarinen painokerroin.

Yksinkertainen ratkaisualgoritmi yhtdlén (12) ratkaisemiseksi saa-
daan siirtimdllsd kaikki siirtymdn suhteen epdlineaariset termit yh-

tdl6n oikealle puolelle, jolloin saadaan

1 .
7 Kij y rj + Kij rj = Q (Ar,r)i (13)

missé rj = Arj/At ja Q(Ar,r)i sisdltdd kuormitustermit ja epdline-

aarisuuksista johtuvat termit.

Yhtd16 (13) on samaa muotoa kuin rakenteen lineaarinen, dynaaminen

tasapainoyhtdl6 Rayleigh-vaimennuksella B = 1/Z ja massamatriisilla
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mij = 0. "Kuormitusvektori" Q(Ar,r)i riippuu ajasta ja deformaa-

tiohistoriasta, joten sen arvo on laskettava jokaisella aika-aske-
leella aika-integroinnin yhteydessd. Aikaintegrointi voidaan suo-
rittaa normaaleilla, rakenteiden dynaamista analyysia varten kehi-

tetyilld menetelmilld esim. Wilsonin O-menetelmidlli.

4 SOVELLUTUKSIA

Ensimmdisend sovellutuksena tarkastellaan kuvan 4 mukaista vapaasti
tuettua palkkia, joka lepdd kimmoisella alustalla ja on kuormitettu
pituussuunnassa jakautuneella puristuskuormalla P [7]. Puristus-
kuorma P = 0,5 Pkr’ jossa Pkr on kimmoinen nurjahduskuorma. Palkki-
materiaalin vi§koosiominaisuudet kuvataan Nortonin yleistetylld vi-

rumismallilla ES. = k - Sen-1
ij

: Sij’ missd S, on von Miseksen ver-
tailujédnnitys, Sij on jidnnitysderivaattori sekd K = 6,842 - 10'"cm3/
kN*/s ja n = 3 ovat materiaalivakioita. Palkin pituus L = 5 « 4

« Ly, missa L = (BE1/cB) /*, H =0,2m jaB =1,0m Palkin dis-
kretisoinnissa on kidytetty 30 kpl 16-solmuista 3-D -elementtiéd ja

aika-askel on ollut At = 16 s. Palkin alkutaipuma on kuvattu funk-

tiolla
10 .
wy(x) = i£1 (%) Ai * sin (imx/L)
missd amplitudit IAi 0"y = 0,001 m ja etumerkki (*) on valittu

stokastisesti. Kuvassa 5 on esitetty t4114 tavalla laskettu alku-

taipuma w,(x).

p /9/ 2]

f-‘;ux"-v el bbb Bl bl Lol Tudldoddodofd oyt

Kuva 4. Palkki kimmoisella alustalla.
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cm

[ /
-1t

| - '

0 0.5 B

—ix

Kuva 5. Palkin alkutaipuma w, (x) hetkelld t = 0"

Kuvassa 6 on esitetty palkin taipuman muoto w(x) vidhdn ennen kuin

palkki menettdd stabiilisuutensa t & t,..

cm
30.

A
IRV

05 10

~Iix

Kuva 6. Palkin taipuma hetkelld t =~ t, .

Kuvien 5 ja 6 perusteella voidaan pddtelld, ettd kimmoisella alus-
talla olevan palkin virumis-nurjahdusprosessi on selektiivinen
kriittisen nurjahdusmuodon suhteen. Todellinen nurjahdusaika saa-
daan vain silloin, kun alkutaipuma sisdltd4d komponentteja myos

Jopullisesta nurjahdusmuodosta.

Toisena sovellutuksena tarkastellaan kimmoisella alustalla oleva
laatta, joka liikkuu vakionopeudella v = 0,375 cm/s jdykkda pilaria
vastaan kuvan 7 mukaisesti [ 6]. Laatan dimensiot ovat L = 33 m,

= 0,2 mjaD=4m. Laatan materiaaliominaisuudet ovat E = 7,0 GPa,

vo= 0,3 ja alustakerroin ¢ = 10 000 N/ma. Laatan sisdreuna on
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kiinnitetty pilariin, reuna y = 0 on vapaa, reuna x = 0 pddsee va-
paasti liikkumaan z-suunnassa ja ulkoreuna liikkuu vakionopeudel-
ta v.  laatan alkutaipuma w, ja lopputaipuma w sitloin, kun laatta

mencttdd stabiilisuutensa onesitetty kuvassa 8.

vi V‘

y y

c
H
X Z
Kuva 7, Kimmoisella alustalla oleva laatta.
,zl\_m/" 70 % m )
cm
W.
————————————
10 - 20 30 m Y
10
W

Kuva 8. Laatan alkutaipuma w, ja lopullinen taipuma w.

Kuvassa 9 on esitetty laatan maksimitaipuma w ajan funktiona ja ku-
vassa 10 puoliympyrdn muotoisen laatan aiheuttama kokonaisvoima F

pilaria vastaan maksimitaipuman w funktiona.

w

10

5 10 15

Kava 9. Laatan maksimitaipuma w ajan t funktiona.
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/o

10

w
5 10 15 ¢m

Kuva 10. Laatan aiheuttama kokonaisvoima F pilaria vastaan maksimi-

5

L 1]

[2]

[31]

(4]

[5]

[61]

taipuman w funktiona.
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BILINEAARISESTI KIMMOISELLA ALUSTALLA OLEVAN LAATAN LOMMAHDUS

Paavo Hassinen
VALTION TEKNILLINEN TUTKIMUSKESKUS
Rakennetekniikan laboratorio

1 JOHDANTO

Puristetun Taatan kriittista jannitystd lommahdusta vastaan voidaan voimakkaasti
kasvattaa tukemalla laattaa kimmoisella alustalla. Laatan lommahtaessa alustaan
kohdistuu jannityksia, Jjoista erityisesti vetojdnnityksid useat alustat tai
levyn ja alustan vdlinen sauma kantaa huonosti. Nditd tapauksia varten Seide [1 ]
on hakenut ratkaisun laatalle, joka on tuettu vetoa kestdmattomalla kimmoisella
alustalla. Tdtd ratkaisua voidaan laajentaa alustoihin, joissa alustakertoimet
niihin kohdistuville puristus- ja vetojdnnityksille ovat erilaiset. Tassa bili-
neaarisesti kimmoisella alustalla ymmarretddn alustaa, jonka jdykkyydet puris-
tus- ja vetojdnnitysten suhteen ovat erilaiset.

2 LAAJENNETTU SEIDEN RATKAISU
2.1 Yhtdloiden muodostaminen
Alustaan kohdistuvien jdnnitysten mukaan voidaan Winkler-tyyppiselld alustalla

lepddvan yhden akselin suunnassa puristetun laatan taipumille esittdad yhtalot
(kuva 1)

L 2 2 .
Dy, w, + N (d w/x)) +Kkw, =0, -cA<x; <ckja (1)
4 2 2
Dv,w,+ N (2 w,/dx,) + R2w2 =0, -(l-c)r <x, <(l-c)A (2)
Kahden alueen rajakohdassa, X{ = CA Ja X, = -(1-c) A on toteuduttava reunaehto-

Jjen

w,=w,=0, (3a,b)
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) W, ) o] W,
30X, B0xy,° (3c)
02w, 02 w, ‘

= ja (3d)
dx,%2  3x,2
53 w, dw

= . (3e)
6x13 8 x,3

A
CA CA (1-¢c)A (1-c)A |

Kuva 1. Pitkdn laatan lommahduskuvio sekd kaavoissa kidytettyji merkintoja.
Pitkdn kuormittamattomilta reunoiltaan nivelellisesti tuetun laatan taipumien
ratkaisua haetaan lausekkeista
wy = F, (x;) cos (ny/b) ja (4a)
w,=F, (x,) cos (ny/b). (4b)

Kun oletetaan alustan vetojaykkyyden olevan puristusjdykkyyttd pienemmin saadaan
symmetriaehtoja hyvéksikdyttden funktioille F lausekkeet

Flx)) = A} cosh a; (x,/b) cos a, (x,/b)
+ Ay sinh o) (x,/b) sin a, (x,/b) ja (5a)

Falxy) = By cospy(x, /b) + B, cosB,(x, /b), (5b)
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missd on kdytetty lyhennysmerkintoja

7 5= (w2) 2(1+y) /2 7 (k-2) )1/2, (6a)
By p = (W2)(2(k-2) 7 2((k-2) % - 4(1+y,)) 1/2)172, (6b)
v, =b“K, /"D, (7a)
Y, =b%"k,/n*D ja (7b)
k =b2N/=2D. (7¢)

Lausekkeissa b on laatan leveys, k, ja k, alustakertoimia ja D laatan taivutus-
Jaykkyys.

D = Et¥/12(1-v?) (8)

2.2 Yhtdloryhman ratkaiseminen
Kahden ensimmdisen reunaehdon (3a, b) avulla eliminoidaan lausekkeista (5)
integrointivakiot A, ja B, ja kolmen jdlkimmdisen reunaehdon (3¢, d, e) avulla
suhteen A,/B, vakioisuuteen perustuen muodostetaan kaksi Tlauseketta lommahdus-
aallon muotoa kuvaavien parametrien A/b ja c¢ ratkaisemiseksi:
f, = 2a,a,(cosh 2, + cos 2E,)( B, sinn; cosn, - B, cosn; sinny
+(8,%2- B, sin 28, + a, sinh 2€)) cosn  cosn,= 0 ja (9a)
fy= 2aja,(cosh 2, + cos 2E,)(B,® sinn, cosn, - 8,3 cosny sinny
- (8,2~ B,A(a;3 sin 28, + 3a,2a, sinh 2§, -
3a,a,% sin 28, - a,3 sinh 2&)) cosm, cosn, = 0, (9b)

missd

£, = a, ¢ (NMb), (10a)
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£, = a,c (Nb), (10b)
n, = By(1-c)(Mb) ja (10c)
n, = B{1-c)(Wb). (10d)

Yhtalot (9) toteuttavat arvot tuntemattomille parametreille (Nb) ja c on haettu
Newtonin menetelmdd kdyttden. Kriittisen lommahduskuorman arvo on saatu etsimdl-
14 pienin lommahduskertoimen k arvo, jolla yhtd1t (9) vield toteutuvat (tauluk-
ko 1, kuvat 2 ja 3). Lommahduskerrointa k voidaan homogeenisen alustan tapauk-

selle loydetyn ratkaisun (1)

k =2 (1+ (1+y)1/2), (11a)
Mb = 1/(1+y) 174 ja (11b)
¢c =0,5 (1lc)

perusteella hakea alueelta

2 1+ (14y,)1/2) <k <2 (1 + (1+y) 1/2). (12)

3 EPALINEAARINEN ANALYYSI ADINA-OHJELMALLA

Ominaisarvona saatua kriittistd aallonpituutta hyvdksikdyttden on suoritettu
geometrisesti epdlineaarinen analyysi ADINA-ohjelmalla alustatapauksille vy, /v,
= 1,0 ja y, /v, = 0. Alustakertoimen Rl = 0,01 N/mm3 arvolla saadaan 100 mm leve-
i1le ja 0,8 mm paksulle laatalle kriittiseksi puoliaallon pituudeksi edellisessd
tapauksessa A = 54,4 mm ja jalkimmdisessd 84,8 mm. Kriittiseksi lommahdusjdnni-
tykseksi saadaan edelliselle tapaukselle 106,4 MPa ja jalkimmdiselle tapaukselle
60,0 MPa. Ilman alustaa olevan vastaavan laatan kriittiseksi jannitykseksi muo-

dostuu 48,6 MPa.
Laatassa olevalle alkuhdairiolle on valittu muoto
wolx,y) = 0,1 «t - cos %& cos gu ; (13)

Laskennassa laatta on kuvattu kuudella 16-solmuisella kuorielementilld ja kim-

moinen alusta 70:11d sauvaelementilla.
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Taulukko 1. Bilineaarisesti kimmoisella alustalla tuetun laatan lommahdus-
kertoimia ja aallonpituusparametreji.

Y; Yo k Mb c
1 0 4,332 0,928 0,436
1 0,1 4,400 0,914 0,444
1 0,5 4,623 0,874 0,473
1 1 4,828 0,841 0,50
3 0 4,619 0,878 0,374
3 0,3 4,870 0,838 0,397
3 1,5 5,524 0,754 0,456
3 1 6,00 0,707 0,50
5 0 4,760 0,859 0,340
5 0,5 5,208 0,794 0,374
5 2,5 6,231 0,688 0,450
5 5 6,899 0,639 0,50
10 0 4,931 0,838 0,293
10 1 5,862 0,726 0,347
10 5 7,615 0,597 0,444
10 10 8,633 0,549 0,50
20 0 5,065 0,827 0,249
20 2 6,863 0,650 0,328
20 10 9,664 0,512 0,440
20 20 11,17 0,467 0,50
30 0 5,126 0,824 0,225
30 3 7,675 0,601 0,320
30 15 11,27 0,468 0,438
30 30 13,14 0,424 0,50
40 0 5,161 0,823 0,209
40 4 8,381 0,568 0,315
40 20 12,64 0,434 0,438
40 40 14,80 0,395 0,50
50 0 5,185 0,822 0,197
50 5 9,014 0,541 0,312
50 25 13,85 0,411 0,437
50 50 16,28 0,374 0,50
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Lommahdusaallon muotoa kuvaavien parametrien A\b ja ¢ arvoja alustan

Kuva 2.
jaykkyyksien funktiona.

15

10

5.33

e

10 20 30 40 50

Kuva 3. Lommahduskertoimen k arvoja alustan jdykkyyksien funktiona.
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plMea)

150 +

i 05 10 15
A

Kuva 4. Geometrisesti epdlineaarisen analyysin tuottamat maksimisiirtymit laa-
tan tasoa vastaan kohtisuorassa suunnassa. Puristava voima on N =

p - t.
pe100.6MPa
- 15 4
p=733
-10+
p=548
~05+
. | Gur0.26 kP
Op=~109kPy
0S5 ¢+ G263
w (mm) Oit-515
10 1

- Seide (1-¢) (A/b) | covm) A

Kuva 5. Laatan keskiviivan siirtymdtila tasoa vastaan kohtisuorassa suunnassa
muutamilla puristavan kuorman arvoilla tapaukselle y, /vy, = 0. Kuvaan
on merkitty myds Seiden ratkaisun antama puoliaallon pituus alustan
veto- ja puristusalueille. nax” ja q“]-n-arvot ovat ko. puristavan
kuorman arvolla alustaan kohdistuvia suurimpia veto- ja puristusjanni-

tyksia.
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Kimmoisan alustan stabiloivan vaikutuksen vuoksi laatan tasoa vastaan kohtisuo-
rassa suunnassa syntyvien siirtymien kuvaajissa ei kriittisen lTommahdusjannityk-
sen kohta ndy niin terdvdnd portaana kuin vailla alustaa olevan laatan tapauk-
sessa (kuva 4). Vetoa kestdmattomdlld alustalla olevan laatan sivuttaissifirtymit
ns. vetoaallon puolella alkavat kasvaa jo huomattavasti ennen vailla alustaa
olevan laatan kriittistd jannitysta. Tulosten mukaan laatan ns. vetoaallon pituus
pyrkii kasvamaan puristavan voiman mukana. Kokonaisuudessaan se jdd kuitenkin
pienemmiksi Seiden ratkaisun antamaa kriittistd aallonpituutta (l1-c) (Nb). Osa-
syynd tdhdn saattaa olla se, ettd laskentateknisistd syistd alustan vetojannityk-
sen suurimmaksi arvoksi ns. myotdjannitykseksi on valittu 0,26 kPa Jjannityksen

0 kPa sijasta.
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KOKEELLINEN ESIKASITTELIJA JAYKISTETTYJEN
OHUTKUORIMALLIEN LUOMISEEN

Jorma Kolio
Hewlett-Packard Oy

1 JOHDANTO

Kiinnostus ohjelman kehittdmiseen herdsi lahteessid 4 esitetyn

ns. Semiloof kuorielementin testaamisen yhteydessz. Aluksi oli
tarkoitus kirjoittaa pieni ohjelma ldhinna solmujen ja elementtien
syCottamiseksi testitapauksia varten. Tassid vaiheessa syntyi kui-
tenkin ajatuksia erilaisista geometrian, reunaehtojen ja pinta-
kuormien syotto- ja tarkistustavoista, joita halusin kokeilla.

Tastd myds nimitys kokeellinen esikdsittelija.

2 TAVOITTEET

Usein rakenteen muoto on epsdsddnndllinen, jolloin on vaikeaa hal-
lita solmujen sijainti ja elementtien muotovaatimukset budjetin ja
halutun tarkkuuden rajoissa. Joskus my&s kuormien ja tukien epad-
s@anndllinen sijainti vaikeuttaa harmonisen verkon laatimista.
Jalkimmédinen tapaus helpottuu merkittdvasti, mikzdli pintakuormat
kyetddn antamaan elementtijaosta riippumatta, mitd erityisesti

halusin kokeilla.

Esikédsittelijdn tulisi geometrian luontiin liittyvien toimintojen
lisgksi sisdltdd monipuolisia mallin muuntelu- ja visualisointimah-
dollisuuksia. Olisi kyettidvid tarkistamaan levyvahvuudet, materi-
aaliominaisuudet, palkkikoordinaatistot ja -poikkileikkaukset, reu-
naehdot ja kuormitukset. Ohjelman pitdisi varoittaa epasaannolli-
sen muotoisigta Ja teorlan voimassaoloalueen ohittavista elemern-

teistd sekd laskea erilaisia tarkistussuureita.
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Esikdsittelijd ei kuitenkaan saisi kahlita kHyttdjdzanszd. Esim.
generointien jdlkeen olisi sallittava yksittdiset modifioinnit,

eivatka ohjelman varoitukset saisi estdd halutun ldhtotiedon antoa.

3 LAITEYMPARISTO

Tehokasta fem mallinnusta voitaneen tehdd hieman vaatimattomammal-
lakin tydasemalla, kuin on yleistd CAD suunnittelun ja piirron yh-
teydessd. T&atd ohjelmaa on ajettu vain pdidteyhteydella HP9000/540

tietokoneeseen, jonka kokoonpano. oli seuraava:

- 1 CPU

-~ 2.5 MB keskusmuisti

132 MB massamuisti

graafinen pdsdate, erotuskyky n. 500 x 400 pistetta

I

Vaihtelevia multa sovellutuksia ajavia kdyttdjid on ollut n. 2 - 8,
milloin ohjelman kidytettdvyys on vield hyva. Pddteyhteys 9600 bit/s

sensijaan ei aina ole riittavi.

Kehityspddte on mustavalkoinen. Kuitenkin kdyt&annon mallinnuksessa
varit ovat tadrkedt esim. reunaehtovektoreiden erottamiseen allaole-
vasta geometriasta. P#datteen erillistad alfanumerista ja graafista
ndyttomuistia hyddynnettiin kdytetyn menutekniikan yhteydessi.

Kursorivalintoja naytolta tehddzn paljon, joten nopea kursorin oh-

jaus ( grafiikkalevy tai hiiri ) on valttamidton.

Fem mallinnus ei p&&dosaltaan edellytd paljon laskentatehoa, sen si-
Jjaan keskusmuistia ja nopeaa levyliikennettd sekid graafisen naytdn
hallintaa. N&dinollen ihanneymp&dristd voisi olla henkildkohtainen
tehokas tydasematietokone. T&d110in kaikki mallinnus ja myds pie-
nehkdjen tehtdvien ratkaisu tapahtuisi paikallisesti Kkyseisessi

koneessa.

4 OHJELMAN OMINAISUUDET

Ohjelmaa on kirjoitettu harrastuksena ja koodia on t&#lld hetkellsd
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yli 8000 rivia kommentteineen. Pzdosaltaan se on Fortran 77 stan-
dardin mukalsta sisdltden myos joitain C funktiokutsuja. Graafisia
lajitteita ohjataan DGL kutsuilla ( 2D perusgrafiikkakirjasto ).
Projisioinnit, zoomaukset ja panoroinnit on rakennettu itse ohjel-~

maan DGL rutiineja k&dyttden.

4.1 KAYTTAJAN JA OHJELMAN VALINEN KOMMUNIKOINTI

Ohjelman menurakenne on hierarkinen. Kukin menu esitetdin paatteen
alfanumeeriselle naytolle vaihtoehdot numeroituna 1 - 10. Valinta
tapahtuu joko painamalla vastaavaa numeronidppdintd tai ohjaamalla
kursori halutulle riville ja painamalla kyn&lla grafiikkalevysd

( ks. liite 2 ). Joitain valintoja seuraa 2 - 3 vaihtoehdon jatko-
kysymys, Jjoka esitetdian yhdelle riville, ja siihen vastataan numero-

ndppaimells.

Térked osa tyoskentelyd on geometriasuureiden valinta senhetkisesti
projektiosta. Lahimm&dn pisteen haussa n. 1100 solmun mallissa ei

ole inhimillisesti havaittavaa viivettsa. Elementti valitaan osoit-
tamalla sen sisdistd pistettd. Ndytolla n. 1 mm2 kokoinen element-
ti kyetddn erottamaan, mik#dli toisensa peittavia elementtejad ei ole

useita. MyOs tamd valinta on kdytanndllisesti katsoen vialiton.

vda tiedostoa, tai kd@ynnistdzdkseen omia tamzn ohjelman kanssa kom-

munikoivia rutiinejaan.
4.2 PERUSGEOMETRIAN MAARITTELY

Kaikkien tyodvaiheiden ei vidlttamattda tarvitse olla vuorovaikuttei-
sia. Esim. perusgeometrian sisdinsyston kdyttdjd ehkd mielelldsdn
tekisi mietiskellen, "erdluonteisesti'". Ennen mallinnusvaihetta
Joka tapauksessa tutustutaan rakenteen piirustuksiin, harkitaan mal-
linnettava alue, k#dytettdviat elementtityypit ja tarkistetaan dimen-
siot. Tdssd vaiheessa voitaisiin samalla koodata perustiedosto,

Joka ohjelmaan sydtettynid antaisi hyvin lshtdkohdan vuorovaikuttei-
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selle jatkotydskentelylle, mitad kdyttadjd ei endd kykene ennalta miad-

rittelemsasn ( ks. liite 2 ).
Ohjelma sisdltdsd liitteessd 1 esitettyjen analyyttisten pintaseg-

metrian, mitd voidaan kidyttdd myos liitantand ulkopuolisiin CAD
jarjestelmiin. Kommunikointi ei tapahdu tavanomaisesti linkkaa-
malla kdyttdjan kirjoittamat aliohjelmat esikasittelijdan. Lienee
joustavampaa saattaa kaksi erillistd ohjelmaa "keskustelemaan" kes-
kendzdn tiedostojen vdalitykselld. Tehokkuussyistd ndmid tiedostot on

hyvd avata keskusmulstiin eikd levylle.

Annettujen suhteellisten mittalukujen perusteella pintasegmenteille
generoidaan s#didnncllinen solmu- ja elementtijako. Jaykistyspalkit
sijoitetaan kuorielementtien reunaviivoille ja epdkeskisyydet, p&&-

akseleiden suunnat ja poikkileikkausmé&arittelyt lis&tdidn.

Segmentit liitetdsan toisiinsa yhdistam&dlla toleranssin sisédiset sol-
mut. Tamd on ohjelman raskain toimenpide, koska kaikkia solmuja
verrataan toisiinsa. Tyom&drdd voitaisiin keventasd kadsittelemdlld
vain segmenttien reunasolmut. Samalla kuitenkin rajoitettaisiin
segmenttien liitantadmahdollisuuksia. Toimenpide kestdad n. 1100 sol-
mun mallissa n. 25 s, jolloin tehdddn n. 25000 vertausta sekunnissa.

Elementtien muodostamisen Jdlkeen analyyttistd pintaa el endd kdy-
tetd, vaan kaikki geometriaan liittyvdt suureet lasketaan element-

tien muotofunktioista. Esim. elementin solmua voidaan siirtdia kur-

sorilla pitkin elementin pintaa.

Geometrian osalta jatkokehitysaiheita ovat esim. segmentin proji-
siointi analyyttiselle pinnalle, elementtien muodon korjaaminen

iteratiivisella algoritmilla, eri segmenttien valisten leikkaus-
kdyrien haku ja Semiloof elementtien liittdminen parabolisiin vo-

lyymielementteihin.

4.3 REUNAEHDOT

Reunaehdot voidaan antaa pisteittdin, kdyrittain tai vapaastivali-
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tussa tasossa ( tai "puolitasossa'" ) sijaitseville pisteille.
Tuenta visualisoidaan 1, 2 tai 3 kidrkiselld nuolella siita riippuen,

onko vapausasteen suunnassa tuettu siirtyma, kiertymad vai molemmat.

Semiloof kuorielementti on herkksd pistevoimille, koska sen kulma-
Jja vélisolmuista puuttuvat kiertymivapausasteet ( ks. ldhde 4 ).

Téastd syystd myOs piste- ja viivamaiset tuet lienee parasta antaa
kimmoisana alustana. Jotta alusta ei vaikuttaisi elementtijakoon,
sekin voitaneen madritelld aktiiviksi vain elementin osa-alueelle,

hieman samaan tapaan kuin pintakuormatkin.

4.4 PINTAKUORMAT

Suunnan, intensiteetin tai vaikutusalueen suhteen epidsidanndlliset
pintakuormat ovat tyolaitd mddritelld, varsinkin jos ne aiheutta-

vat muutoksia elementti jakoon.

Halusin kokeilla menettelyd, jossa elementin osa-alueelle jakau-
tunut pintakuorma muunnetaan solmuvoimiksi integroimalla se osa-
alueen yli allaolevan elementin muotofunktioita kayttden. Osa-
aluetta voitaneen nimittdd tdssi pintakuormaelementiksi. Sen sol-
muissa madritellssn pintakuorman intensiteettivektorit, jotka in-

terpoloidaan komponenteittain sopivia muotofunktioita kdyttden.

Pintakuorman kokonaisvaikutusalue koostuu mallin projektiossa ra-
jatun monikulmion ( tai yleisemmissd tapauksessa tilan ) sisdlls
sijaitsevista mallin solmupisteistd. Ndissd solmuissa, ns. inten-
siteettipisteissid, annetaan pintakuorman vaikutussuunta ja arvo

( intensiteettivektori ). Pisteitd voidaan lis#dtd yksitellen seks
edellisid poistaa. Lopuksi ndistd pisteistd muodostetaan pinta-

kuormaelementtiverkko.

Ohjelma sis&dltad liitteen 3 mukaiset pintakuormien esitysmahdolli-

suudet. MyoShemmin lisdatadn myds intensiteettipinnan piirto.
4.5 MUITA TARKISTUSMAHDOLLISUUKSIA

Visuaalinen tarkistus lienee tehokkain tapa geometrian lisdksi mo-

nien muidenkin suureiden tarkistamiseksi.
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Materiaaliominaisuudet havainnollistetaan viivoittamalla tai vidr-

jaamalla ne elementit, joilla on kKysytty ominaisuus.

Levyvahvuudet tarkistetaan esittamdlla koko kuorirakenne volyymina,

ehksd paksuuksia liioitellen erojen selvemmdksi havaitsemiseksi.
Sopivia elementtien geometrisia tarkistussuureita clisivat:

- levyvahvuus / minimikaarevuusside
- elementin suurin "nuolisuhde"
- valisolmujen sijainti

- kéarkikulmat

5  OHJELMAN TULEVAISUUS

Suurin osa esitetyistd piirteistd on testaus- tai koodausvaiheessa,
jotkut vield suunnitteluasteella. Toistaiseksi ohjelma on ainoas-
taan henkilokohtaisessa kdytossd. Lisdkehitysresurssit, koekaytto
tuotantoymparistossd ja siitd saatava palaute olisivat tarpeen, mi-
kdli ohjelmasta haluttaisiin kehittda kdytannon tyokalu. Toisaalta

ohjelma saattaisi soveltua myos opetus- ja tutkimuskdyttoon.
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TASAISESSA JAASSA KULKEVAAN ALUKSEEN KOHDISTUVAT
KUORMAT JA ALUKSEN VASTEET

Jerzy Matusiak, erikoistutkija
Valtion teknillinen tutkimuskeskus
Laivatekniikan laboratorio

1. JOHDANTO

Jdissd kulkevat alukset kdrsivit usein monitaajuisista virdhtelyistd. Nama
virdhtelyt ovat haitaksi miehistélle ja voivat aiheuttaa vahinkoja rakenteelle

ja aluksen varustukselle.

Jotta jdissd kulkevan aluksen viridhtely- ja jdnnitetaso voitaisiin ennustaa
laivan suunnitteluvaiheessa, tieto dynaamisista jddkuormista ja muista
merkittivistd tek1j6istd on tarpeen.

Téman tyon pdamardand oli:

- Perdmerelld talvella liikkuvan jdanmurtaja SISU:n vardhtelytason ja -muotojen
maarittaminen ja

- kehittdd menetelmd tasaisessa jddssd kulkevaan alukseen kohdistuvien kuormien
mddrittdmiseksi.

Tehtdvistd jalkimmdinen on selvitetty mallittamallia laiva monen vapausasteen
lineaarisella dynaamisella systeemilld, milld taivutusmuotojen lisiksi on myos
Jjaykdn kappaleen 1iikkeet. Tadmin systeemin heridtteeni on jakautunut satunnainen
jadakuormitus.

JM SISU:n ekvivalentin jddvoiman spektritiheys ja tdmdn voiman sijainti
taajuuden funktiona on saatu soveltamalla em. menetelmii.
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2.  MONEN VAPAUSASTEEN LINEAARISEN DYNAAMISEN JARJESTELMAN VASTEET
SATUNNAISELLE KUORMITUKSELLE

Oletetaan, ettd lineaarisen systeemin dynaamiset ominaisuudet ovat tiedossa ja
ne on annettu ominaistaajuuksina ja -muotoina, joita on N kappaletta. Muut
yleistetyt parametrit (massat ja vaimennuskertoimet) ovat myds tiedossa. Tamd
tdydellisesti systeemid kuvaava tietomddrd on saatavissa kokeellisesti tai
numeerisesti kdayttdmd11d esimerkiksi elementtimenetelmad.

Ulkoista jakautunutta kuormitusta kuvaa spektritiheysfunktio SF(y, y'; w).
Qletetaan, etta tdmd kuormitus on stationaarinen ja ergodinen. Kayttdmalld
yleistetyn voiman mallia saadaan yleistetyn kuormituksen spektritiheys /1/:

' _ T
Sg,q,1 = (o5} [Sglw) o) (1)
missd [SF(w)] on hermitoitu matriisi, joka koostuu pistevoimien spektritiehys-

funktioista ja {¢j} on ominaisvektori numero j.

Monen vapausasteen lineaarisen systeemin vasteet yleistettyjen koordinaattien uj
muodossa on annettu kaavassa

S (w)
Qij

2 _,2.94 2 _..2491%
mjmk(w j W 21Cjij)(w K +21§kwkw)

S (w) = (2)

uj Uk

missa mj on yleistetty massa
uﬁ on ominaistaajuus
Cj on yleistetty kriittisen vaimennuksen suhde
i =v/-1
J on muodon numero
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Kaava (2) voidaan kirjoittaa myds matriisimuodossa

[suu] = [SQQ][H(w)] (2a)

Vasteen x spektritiheys saadaan kaksoissummaamalla yleistetyt
spektritiheydet, eli

N N
S y,y's5w) =3 1 S (w)ed.(y)eo, (y") (3)
x =1 k=1 WY I K

Vasteen keskihajonta taajuuskaistalla Aw = 05~ g saadaan integroimalla
lauseke (3)

‘2
|x|2 = fo(w) *dw (4)
“1

Edel1d annettuja kaavoja tarkastelemalla voidaan vetdd seuraavat Jjohtopadtokset :
Kun ulkoinen kuormitus SF(w) on valkoisen kohinan kaltainen, silloin yleistettyjen
voimien spektritiheydet (1) ovat taajuudesta riippumattomat. Systeemin vaste on
monitaajuuksinen ja sen mddrittivit systeemin ominaistaajuudet. Jos systeemin
ominaistaajuudet eivdt ole 1dhelld toisiaan ja systeemin vaimennuskertoimet ovat
selvasti kriittistd pienempid, silloin usein diagonaalin ulkopuoleiset termit
matriisista [H(w)] jatetddn pofs eli ominaismuotojen vdlistd kytkentidd ei oteta
huomioon. Tdmd olettamus oleellisesti yksinkertaistaa pakkoviardhtelylaskelmia.
Vastespektrien huippujen korkeudet ovat silloin kddnteisesti verrannollisia
vaimennuskertoimiin ja yhden yleistetyn koordinaatin keskihajonnan arvon
mddrittelee kaava /2/.

(5)

- |2 nsQ-Q-(w)
luJ' ) 2J I;Jm“mJ
373
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3 SATUNNAISEN KUORMAN MEARITTAMINEN DYNAAMISEN JARJESTELMAN VASTEESTA

Ulkoista kuormitusta edustavan spektritiheyden funktio S (y y';w) voidaan
madrittdd seuraamalla kappaleessa 2 esitettyd menete]maa takaperin. Kaava (3)

voidaan kirjoitaa matriisimuodossa seuraavasti
{S,(w} = [A]{Suu(w)}
tai
Suul@} = AT s, ()} (6)

missd [A]_1 on matriisin [A] kddnteismatriisi. Molempien matriisien koko on N2
x N2 ja jalkimmiinen matriisi koostuu ominaismuotojen elementtien tuloista
kaavan (3) mukaisesti. Vektori {S (w)} koostuu mitatuista vasteista
spektritiheyksien muodossa ja spektr1t1heyks1en kompleksikonjugaatio-arvoista.

Taman vektorin pituus on N2,

Kaavan (6) kdyttoonotto edellyttdd, ettd vasteet x on mitattu vahintddn N:ss3
pisteessd, missd N on ominaismuotojen Tukumddrd (sisiltien Jdykdn kappaleen
omainaismuodot). Tamdn lisiksi mittauspisteet ja pisteet, joissa tunnetaan

aninaisnyadot,ovat samat.

Matriisilaskun tuloksena saadaan mitattu vaste jaettua modaalikomponentteihin
eli toisin sanoen saadaan yleistettyjen koordinaattien spektritiheydet.
Yleistettyjen voimien spektritiheydet, jotka aiheuttavat mitatun vasteen § (w)
ovat

- o [ ] 2— 2— 7 [ ] 2— 2 1 L ]
SQij(w) Sujuk(w) mJ.mk (u3 w 21Cjuﬁuﬂ (wk w +21Ckwk w) (7)

Ulkoisen kuorman siirto Yleistettyjen voimien tasolta N:ksi pistevoimaksi on
periaatteessa mahdollista kiyttimilli kaavaa (1). Menettely on samankaltainen
kuin yleistettyjen koordinaattien mairittimisesss (6). Tdmi menetelmi on
osoittautunut kuitenkin kdyttokelvottomaksi, koska se edellyttdd, etti kaikki N
ominaismuotoa vaikuttavat vasteessa koko tutkittavan taajuuskaistan leveydelld.
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Koska tdmd ei pidi paikkaansa toinen malli on valittu kuvaamaan jadkuormia.
Jakautunut, laivan runkoon vaikuttava Jjadkuorma on kuvattu yhdelli
pistevoimalla. Tamin ekvivalenttivoiman spektritiheys ja vaikutuspisteen
sijainti laivan pitkittiissuunnassa taajuuden « funktiona mddritel1ddn kahden
Yleistetyn voiman spektritiheysarvoista. Yleistetty voimapari valitaan siten,
ettd niiden vastaavat ominaisarvot ovat lahinnd taajuutta w. Ekvivalenttivoiman
keskihajontaa voidaan laskea kaavalla (4). Kuormituksen karakteristinen periodi
voidaan laskea spektritiheysfunktion momenttien suhteena, eli:

w w

u u
L Zn(,)f SF(w)dw/foSF(w) w dw (8)

4 CASE-STUDY - TASAISESSA JAKSSA KULKEVA JAANMURTAJA SISU
Edel1d esitettyd menetelmdd on sovelletty JM SISU:un kohdistuvien jddvoimien
midrittimiseen. Merenkulkuhallituksen JM SISU:n pddtiedot on esitetty

taulukossa 1.

4.1 Aluksen vasteiden mittaus

Mittaukset on tehty kahdella jaan paksuuden ja laivan nopeuden arvojen
yhdistelmda11d. Molemmissa tilanteissa padkoneiden teho oli n. 80 %
maksimitehosta Tasaisen jddn paksuudet ja SISUn nopeudet olivat:

0.3 m ja 12 solmua ja
0.5m ja 10 solmua.

Mittauksissa on kdytetty induktiivisia Hottingerin vdrdhtelyantureita.
Mittauspisteet on valittu siten, ettd ne eividt sattuisi ominaismuotojen
solmupisteisiin., Esimerkki vasteesta on esitetty kuvassa 1. Kuten kuvasta
ilmenee jaykdn kappaleen 11ikkeiden Tisdksi nelja alinta taivutusmuotoa yhdistyy
vast@essa. Ristispektritiheydet laskettiin kaksikanavaisella
spektrianalyysaattorilla HP5423A ja ndin vektori {Sx(w)} kaavassa (6) oli
muodostettu, Ristispektritiheyden esimerkki on annettu kuvassa 2.
Ristispektrien avulla on my0s ollut mahdollista piirtda aluksen
vardhtelykdyttidytyminen kaikilla resonanssitaajuuksilla. Kolmatta
taivutusominaismuotoa vastaava vardhtelymuoto on esitetty kuvassa 3.



174

4.2 Aluksen dynaamisten ominaisuuksien middrittiminen

JM SISU:n yleistetyt parametrit on mdiritetty kokeellisesti ja laskennallise§ti.
Jaykan kappaleen muodot (jyskintd ja kohoilu) on laskettu
merikelpoisuusmenetelmdlld. Neljd alinta taivutusmuotoa ja niihin kuuluvat
yleistetyt parametrit on saatu kokeelliesti suorittamalla laivalla syvdssi
avovedessd taristinkoe /3, 7, 8/. JM SISU:n ominaismuodot on esitetty kuvassa 4
ja niihin kuuluvat yleistetyt parametrit on annettu taulukossa 2.

Vaikka aluksen syvdydet ovat olleet ldhes samat molemmissa mittauksissa, rungon
ominaistaajuudet jddssd ja avovedessd olivat hieman erilaiset. Koska rungon
Jaykkyys ei voi riippua jddan paksuudesta ja laivan nopeudesta, voidaan tehdd se
Jjohtopdatds, ettd laivaa ympdroiva jdd 1isdd hitausvoimia. Tiamd lisdtty massa
vaikuttaa ominaistaajuuksiin ja my6s ominaismuotojen skaalaukseen eli
yleistettyihin massoihin. Jalkimmdisen vaikutus voidaan likimddrdisesti
arvioida ominaistaajuuksien suhteesta:

m.=m__ /f /F.
gi gs s’ i
nissd
f on ominaistaajuus

mg on yleistetty massa

Jja alaindeksi s viittaa avoveteen ja i jddhdn. Toinen mielenkiintoinen ilmio,
mikd on havaittu vertaamalla avovedessd saatuja vaimennuskertoimien arvoja ja
jaassa suoritettujen varahtelymittauksien tuloksfa on se, etti jddkenttd 1isda
myos huomattavasti rungon taivutusmuotojen vaimennuskertoimia. Timd 11mio ja
vaimennuskertoimien mddrittdminen vastespektritiheyskdyristi on esitetty kuvassa
5. Menetelmd perustuu olettamukseen, ettd vasteen resonanssihuipun alueella
herdtteitd kuvaava voiman spektritiheys on ldhes vakio. Tamé olettamus tuntuu
jdrkevdlta, koska aluksen nopeus on huomattavasti suurempi kuin rungon
vardhtelynopeus eli toisin sanoen laivan vdrdhtely ei vaikuta jadkuormiin.

Yhteenveto JM SISU:n yleistetyistd parametreistd on esitetty taulukossa 3.
Kuten tdstd taulukosta ilmenee jddn paksuudella on huomattava vaikutus
vaimennukseen. Aluksen vaimennuskertoimet jddssi ovat selviasti isommat kuin
avovedessd.
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Yhteenvetona voidaan todeta, etti jadkentd11i on kahdenlainen vaikutus siti
murtavaan alukseen. Ennen kaikkea jddkenttd vaikuttaa laivaan ulkoisena
kuormituksena. Taméd monitaajuksinen kuormitus on laajakaistainen ja siti
voidaan kuvata jatkuvalla spektritiheysfunktiolla. Toinen vaikutuksista on
aluksen hitaus- ja vaimennusominaisuuksien kasvattaminen.

4.3 Dynaamiset jadkuormat madritettyni aluksen vasteista

Kahta jdanpaksuus-laivan nopeus arvoa vastaavat ulkoiset satunnaiset
kuormitukset on laskettu kdyttamdl1d aluksen yleistettyjd parametreji ja
vasteiden spektritiheyksid. Menetelmii, joka on esitetty kappaleessa 3, on
kdytetty kuormituksen mddrittimisessi. Jadnmurtajan vaste yleistettyjen
koordinaattien spektritiheyden muodossa on esitetty kuvassa 6. Jaykén kappaleen
Tiikkeet (kohoilu ja jyskintd) mddrittivdt vasteen pienilld taajuuksilla (0 - 2
Hz). Taivutusmuodot osallistuvat vasteeseen korkeammilla taajuuksilla.

Jddkuormien pystykomponenttien spektritiheyskdyrdt on esitetty kuvassa 7.
Ekvivalenttivoiman sijoitus taajuuden funktiona on annettu kuvassa 8. Tami
laivan pitkittdissuunnassa annettu sijoitus on tehty dimensiottomaksi siten,
ettd nolla vastaa keskilaivaa ja ykkonen keulaluotiviivaa.

Mielenkiintoinen analyysin tulos on, etti pienillid tajuuksilla jaakuorman
pystysuora komponentti sijoituu keskilaivan ja olkapddan alueelle. Aluksen
nopeuden kasvaessa tdmd voima siirtyy keulaa kohti. Korkeammilla taajuuksilla
Jddkuormia kuvaava resultanttivoima sijaitsee keulaluotiviivalta taaksepdin,
Jddkuormien jakautumien riippuvuuden tajuudesta selvittiminen kvantitatiivisesti
vaatisi tdysin erilaista lahestymistapaa kuin mikd on esitetty tissd tydssd.
Viite /6/, missd jddkentdn ja laivan rungon vuorovaikutusta kdsitelldin
Jadkentdn dynaamisena tapahtumana, on todenndkdisesti oikea tapa lahestyd tits
ongelmaa. Kuitenkin kvalitativiinen selitys ilmid1le, mikd on esitetty kuvassa
2, on suhteellisen yksinkertainen. Visuaaliset havainnot todistavat, etti
tasatsen jdan murtamiseen laivalla kuuluu eri kokoisten jdipalojen irrottaminen
Jddkentdstd. Pienimmdt niistd murtuvat suhteellisen korkealla taajuudella hyvin
lahelld keulaluotiviivaa. Suurimmat jddpaloista murtuvat harvemmin laivan
olkapddn alueella ja niiden irrottamiseen jiddkentdstd tarvitaan merkittivisti
suuremmat voimat kuin pienten palojen murtamiseen. Tamid havainto on yhtapitivd
kuvissa 7 ja 8 esitettyjen tulosten kanssa.
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Myos se, ettd laivan nopeuden kasvaessa jJa jadpaksuuden pienentyessd
voiman spektri siirtyy korkeampiin taajuuksiin pdin ja voiman
keskihajonnan arvo pienenee voidaan selittdd samalla tavalla.

Murtuvien jddpalojen karakteristinen pituus LC projisoituna laivan
pitkittdissuunnassa voidaan arvioida kaavan (8) avulla. Olettamalla, ettd
kuormitus tapahtuu joka kerta kun jddpala irtoaa jadakentdstd, karakteristinen
jadpalan pituus on sidottu karakteristiseen periodiin T ja aluksen nopeuteen V

seuraavalla yksinkertaisella kaavalla

L.=VT (9)

Kaavat (8) ja (9) antavat murtuvien jddpalojen karakteristiseksi
pituudeksi 4.0 m ja 3.7 m, kun JM SISU:n nopeudet ovat 10 ja 12 solmua.

5 YHTEENVETO

JM SISUTla suoritetut vardhtelymittaukset osoittavat, ettd aluksen
kulkiessa tasaisessa jaassd jaykdn kappaleen liikkeiden 1isdksi
herdivat nelji alinta taivutusmuotoa. Jadkuormat voidaan mallittaa
yhdel1d pystysuoralla osoittavalla ekvivalenttivoimalla. Tama
laivakohtainen voima on riippuvainen jdan paksuudesta ja aluksen
nopeudesta. Matemaattisesti tdma voima voidaan kuvata
laajakaistaisella jatkuvalla spektritiheysfunktiolla. Taman
ekvivalenttivoiman sijoitus laivan pituussuunnasa on taajuudesta

riippuvainen.

Jadkuormien miarittimiseen tarkoitettu episuora menetelmd, joka on esitetty
tissd tyossd, on vaihtoehto suoralle kuormien mittausmeneteimdlle.
Jilkimmiinen menetelmi vaatii huomattavasti enemmdn instrumentointitydtd kuin
edellinen. Epasuoran menetelmin suurimpana puutteena on, ettd se ej anna
tietoa paikalliskuormista.
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JM SISU:n padmittatiedot
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Maks. pituus
Vesiviivan pituus
Maks. leveys
Vesiviivan leveys

Padkannen korkeus
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Taulukko 2. JM SISU:n omainaisparametrit avovedessd
Muodon| Ominais- | Yleistetty | Yleistetty | Modaalisiirtymd
Numero| taajuus vaimennus massa keulaluotiviivalla
J Hz ¢4 kg.m2 um
3 2.916 0.00375 0.118 278
4 5.513 0.006 0.02012 196
5 7.550 0.0055 0.00486 40
6 9.000 0.00504 0.0036 26.5
Taulukko 3. JM SISU:n yleistetyt parametrit tasaisessa jdassd
Muodon |Jdan Ominais- [Yleistetty |[Yleistetty Moda]aa]i§ijrtyma
numero |paksuus taajuus vaimennus massa keulaluotiviivalla
Jj m Hz & kg.m2 pm
1 - 0.145 0.05 0.1871 100
(heave)
2 - 0.160 0.05 0.172 222
(pitch)
3 0.3 2.760 0.026 0.121
0.5 2.703 0.0475 0.122 278
4 0.3 5.150 0.0270 0.021
0.5 5.078 0.056 0.021 196
5 0.3 7.067 0.023 0.0050
0.5 6.594 0.042 0.0052 40
6 0.3 8.700 0.022 0.0037
0.5 8.312 0.038 0.00375 26
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% 2, 7508 Ys 12. 298
C SPEC R 83 #A 358 EXPAND
28. P2
1 mmZ/Hz =

L[)&G

2. 8o HZ 106. 22

Kuva 1. JM SISUn keulassa mitatun vasteen spektritiheys.
Nopeus 12 solmua. Jdan paksuus 0.3 m.
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Kuva 2. Laivan perdssa ja ohjaamon katolla mitatun vasteen risti-
spektritiheys. Nopeus 12 solmua. J&dn paksuus 0.3 m.



taajuudella 7.07 Hz.
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26 ) 27 Y t hz)
Kuva 5. Modaalivaimennuksen arviointi mitatusta vasteesta. Vaste on
annettu yleistetyn koordinaatin spektritiheyden muodossa.
Q
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Kuva 6. Mitattu vaste yleistettyjen koordinaattien spektritiheyden

muodossa. Nopeus 10 kn. Jdidn paksuus 0.5 m,
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i = 275 kN
- = 190 kN
Q4
I ]
S
=
mh.
¢=r
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f (Hz)
Kuva 7. Mitatuista laivan vasteista saadun tasaisen jaan kuormituksen
ekvivalentin pystyvoiman spektritiheys.
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Kuva 8. Ekvivalenttivoiman sijoitus laivan pitkittdissuunnassa.



ITSEHERATTEISEN VARAHTELYN MINIMOINTI
PAPERIKONEEN KALANTERISSA

TkL Jorma Nevaranta
Oulun yliopisto, konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Erityisesti sanomalehtipaperin valmistuksessa ajonopcudet ovat vii-
me aikoina voimakkaasti kasvaneet. Timi on seurausta kiristynees-
td hintakilpailusta maailmanmarkkinoilla. Suuremmista ajonopeuk-
sista on puolestaan ollut seurauksena erilaisten vidrdhtelyongelmien
yleistyminen paperikoneen eri osissa. N#mid viaridhtelyt toisaalta
heikentdvdt paperin laatua ja toisaalta lis##vit paperikoneen huol-

to- ja korjauskustannuksia.

Sanomalehtipaperin valmistuksen viimeisin vaihe prosessissa on pa-
perirainan kalanterointi, jonka jdlkeen valmis paperi menee rullai-
melle. Kalanterointi on erdinlainen "mankelointitoimenpide', jolla
saadaan paperille haluttu tasainen paksuus, sileys ja kiilto. Ka-
lanteri muodostuu yleensi neljistd tai kuudesta p#ddllekkiisestd te-
lasta, joiden vidliss¥ paperi kulkee.

Tdllainen telapinkka on hyvin herkkid viridhtelemisn pystytasossaan,
mikdli se saa jostain sopivan herdtteen. Kalanterin pystysuuntais-
ten vidrdhtelyjen seurauksena tulee paperiin sdidnnéllistd paksuus-
vaihtelua, joka heikent#i paperin painettavuutta painomusteen tart-
tucssa eri tavalla paksuihin ja pehmeisiin kohtiin kuin ohuisiin

ja koviin kohtiin.

Herédtettd kalanterille voi tulla rainaa pitkin aina koneen miridsti
pddstd asti joko sddnnbllisend paksuus-, kosteuspitoisuus- tai ne-
lidmassavaihteluna. Kuitenkin kaikkein hankalin kalanterin virih-
telyiden aiheuttaja on kalanterissa itsessiin syntyvd ns. takaisin-
kytkentdilmid. Kun kalanteri jonkun pienen hi#irisén johdosta alkaa
virdhdelld ominaismuodoillaan ja -taajuuksillaan, aiheutuu tiistd

nippipaineen muutoksia ja paperiin paksuusvaihtelua. Normaalisti
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tdmd vidridhtely vaimenee nopeasti pois, mutta mik#dli paperiin syn-
tynyt paksuusvaihtelu saapuu alempiin nippeihin sopivassa vaihees-
sa nippien molemmin puolin olevien telojen liikkeeseen ndhden, vah-
vistaa tdmd ominaisvidrdhtelyiden amplitudeja (kuva 1). Kdyntiin
ldhdettydédn tdmd takaisinkytkentd ei tarvitse mitddn ulkoista h#di-
riétd, vaan nipeissd kulkeva paperi syodttdd kalanterille virdhte-

lyitd yllédpitdvidd energiaa.

Kuva 1. Takaisinkytkentd kuusitelaisessa kalanterissa.

Tdmdn itseherdtteisen vidrdhtelyn syntymekanismi on tunnettu jo
1960-1uvun alkupuolelta asti [1], mutta sen eliminointiin ei ole
esitetty mitddn tieteellisesti perusteltua menetelmdd. Seuraavas-
sa esitetddn pdidpiirteissdidn perusteet takaisinkytkenndlld tapah-

tuvan kalanterin vidrdhtelyiden minimoimiseksi.

2 MINIMOITAVAN FUNKTION MUODOSTAMINEN

Kun ylimmdssd nipissd paperiin syntynyt paksuusvaihtelu saapuu seu-
raaviin alempiin nippeihin, toimii se sielld heridtteend kalanterin
pystyvidrdhtelyille. Kalanterin virdhdellessid ominaismuodoillaan
syntyy paksuusvaihteluatietenkin muissakin kuin ylimmdssd nipissd

Ja ndin myds herdtteitd alanipeille tulee periaatteessa jokaisesta
ylemmistd nipistd. Kuusitelaisella kalanterilla n#ditd ns. takaisin-

kytkentdreittejd on kaikkiaan kymmenen.

Tilanne kussakin nipissid erikseen vastaa yhden vapausasteen virih-

telysysteemid, missd paperi toimii joustavana elementtind ja nipin



187

molemmin puolin olevat telat massoina. Paperin paksuusvaihtelu ku-
vataan alustan liikkeend. Massan ja alustan liikkeen vaihe-erosta
riippuen alustan liike tekee systeemin liikkeeseen joko positiivista

tai negatiivista tyodtd.

Kuvassa 2 on kuusitelaisen kalanterin vdrdhtelymalli [3]. Tidssi
mallissa oletetaan telojen vidrdhtelevin pystytasossa jiykkin#d kap-
paleina. Telojen taipumat huomioon ottavalla mallilla [3] saadaan
lasketuksi hiukan tarkemmin ominaismuodot ja -taajuudet, mutta itse
takaisinkytkentd voidaan k#dsitellsd t#114 ns. pistemassamallilla [2].

m ——
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Kuva 2. Kuusitelaisen kalanterin vidridhtelymalli ja sillid middritet-
ty toinen ominaismuoto [3].

Jdykkyysvakiot ki...ks kuvaavat siis paperin puristusjiykkyytti eri
nipeissd ja ko alimman telan ja rungon kiinnityksen jaykkyytti.

Td4114 mallilla saadaan kuusitelaiselle kalanterille kuusi ominais-
muotoa ja -taajuutta. Takaisinkytkenndn kannalta n#distd merkitti-
vin on toinen muoto, joka on myds esitetty kuvassa 2. Telojen pys-
tyliikkeiden amplitudit on merkitty vaakavektorilla. Paksuusvaih-
telua syntyy paperiin nipissi sit# enemmin mitd suurempi on perik-
kdisten telojen amplitudien erotus kyseisellid ominaismuodolla.
Toisaalta paperi on alemmissa nipeissd selvdsti jdyhempdd ja kim-
moisempaa kuin ylemmissi, joten paksuusvaihtelua syntyy helpoimmin
ylimmissd nipeissid. Paperin paksuusvaihtelun aikayksikossid sydt-
tidmi cnergia kalanterin ominaisvidrdhtelyille eli ns. takaisinkyt-
kentéteho riippuu seuraavista tekijsistid [2]:
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- paperin jiykkyys eri nipeissd

- paperin suhteellinen paksuuden muutos eri nipeisséi

- kyseinen ominaismuoto

- paksuusvaihtelun aallonpituus paperirainalla (lasketaan ominais-
taajuudesta ja ajonopeudesta)

- nippien vdlinen etdisyys paperirainalla.

Ndin saadaan takaisinkytkentidteholle lauseke [2, s. 281, jonka arvo
pitdisi pystyd saamaan mahdollisimman pieneksi kullakin ominaismuo-
dolla. Luetelluista tekij6istd helpoimmin voidaan vaikuttaa nippien
viliseen etdisyyteen paperirainalla (ts. vaihe-eroon paksuusvaihte-
lun ja liikkeen v#1il1d). Kéytdnndssd tdmid tehdddn poikkeuttamalla
teloja hiukan sivulle pdin pystylinjastaan. Sopivien poikkeutusten

middrittidminen johtaa epidlineaariseen optimointitehtévdén.

3 OPTIMOINTITEHTAVAN RATKAISU

Kuvassa 3 on erddn sanomalehtipaperikoneen kalanterin takaisinkyt-
kentidteho esitetty paksuusvaihtelun taajuuden funktiona (taajuus

= ajonopeus/aallonpituus). Takaisinkytkenn#n on oletettu tapahtu-
van kuvassa 2 esitetylld pistemassamallin toisella ominaismuodolla.
Takaisinkytkentiidn liittyvd ominaismuoto (tai -muodot) mddritetddn
kdytinnossi siten, ettd valmiista paperista mitattuja paksuusvaih-
telutaajuuksia verrataan laskennallisesti saatuihin ominaistaajuuk-

siin [3].

Kuvassa teho on skaalattu niin, ctt#d se on v#lilld -10...10. Nolla-
teho tarkoittaa sitd, ettd paksuusvaihtelu ei tee tyotd kalanterin
virihtelyihin ja negatiivinen teho sitid, ettd se vaimentaa eli te-
kee negatiivista tydtd. Arvo +10 tarkoittaa, ettd takaisinkytkentd
on samanaikaisesti maksimissaan jokaisella kymmenelld takaisinkyt-
kentidreitilld. Tehoarvot ovat suhteellisia eikd niilld ndin ollen

ole yksikkdd.

Jos nyt kalanterin ominaisvirihtelyn taajuus kyseiselld ominaismuo-
dolla sattuu tehon huipun kohdalle, on takaisinkytkentd voimakasta
ja paperiin tulee sddnndllistd paksuusvaihtelua tdll4 taajuudella.
Kun kalanterin teloille mididritetddn sellaiset lomitukset, ettd ky-

seinen tehohuippu laskee mahdollisimman alas (mieluimmin
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Kuva 3. Suhteellinen takaisinkytkentidteho er##llid kuusitelaisella
kalanterilla pistemassamallin toisella ominaismuodolla.

negatiiviseksi), saadaan takaisinkytkentd td114 taajuudella elimi-
noiduksi. Kéytdnnéssid tdmd ei kuitenkaan riitid, vaan takaisinkyt-
kentdteho on saatava mahdollisimman alas myds tdmdn huipun taajuu-
den ympdrist6ssd. Voi nimittdin kdydi niin, ettd takaisinkytkenti-
taajuus hyppédid viereisen huipun kohdalle. T#mid johtuu siitid, ettd
ajoarvot (ajonopeus, kosteuspitoisuus, neliémassa) paperikoneella
saattavat muuttua jonkin verran ajan mydtd ja ndin my6s ominaistaa-

juudet muuttuvat.

Ndin saatu epdlineaarinen minimointiprobleema ratkaistaan tietoko-
neella gradienttimenetelmi#d kiyttden. Gradienttimenetelmi, jossa
tarvittavat derivaatat lasketaan differenssimenetelmdllid, osoittau-
tui hyvin tehokkaaksi ratkaisijaksi tdlle probleemalle. Ajoajat
Oulun yliopiston Univac 1100/20 -tietokoneella olivat muutaman mi-

nuutin luokkaa.
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4 SOVELLUTUSESIMERKKI

Edelld esitettyd takaisinkytkenndn eliminointimenetelmdd on testat-
tu usealla eri sanomalehtipaperikoneella. Kuvassa 4(a) on esitet-

ty paperin konesuuntainen paksuusvaihtelun spektri er#dd113 paperi-

koneella. Tédmidn perusteella p#ddteltiin, ettd takaisinkytkentd ta-

pahtuu 75 Hz:n taajuudella ominaismuodon vastatessa pistemassamal-

lin toista muotoa [3]. Viereisessid kuvassa 4(b) on n#illd oletuk-

silla laskettu takaisinkytkentdteho (kalanterilla nollalomitukset).
Kuvasta ndkyy, ettd 75 Hz:n kohdalla on myds tehon huippu.
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Kuva 4. Er#ddn paperikoneen
(a) paperin paksuusvaihtelu
(b) takaisinkytkentédteho.
Kalanterilla nollalomitukset.

Kuvassa 5(a) ja (b) on tilanne esitetty lasketuilla optimi lomituk-
silla. Takaisinkytkentdtehon huiput putosivat noin kolmannekseen

alkuperidisestd. Paksuusvaihtelu saatiin ndin eliminoiduksi kdytédn-
ndssd merkityksettdmidlle tasolle ja ongelma tdltd koneelta poiste-

tuksi.
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Kuva 5. (a) Paperin paksuusvaihtelu
(b) Takaisinkytkentdteho.
Kalanterilla optimi lomitukset.
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PAPERIKONEEN KONEKALANTERIN VARAHTELYMALLEISTA

DI Matti Tervonen
Oulun yliopisto, konetekniikan osasto

TIIVISTELMA

Paperin raipoittuminen on ollut jo 20 vuotta vaikea ongelma suurel-
la nopeudella kdyvien sanomalehtipaperikoneiden kalanterissa. Te-
lojen vardhtelyiden pystykomponentti saa aikaan telojen védlisen

kuormituksen jaksollisen vaihtelun. Tuloksena on paperin raipoit-

tuminen.

Telojen vdlisend joustavana osana toimii pddasiassa paperi. Tunne-
tusta Colleyn ja Peelin paperin puristumamallista on nipin geomet-
riaan yhdistdm4114 johdettu menetelmid ja ohjelmisto, jolla voidaan
mddrittdd viivakuorman ja puristuman vdlinen yhteys kalanterin ni-
peissd. Yhteys on epidlineaarinen, ja hallitseva epdlineaarinen ter-
mi on toista astetta. Epédlineaarisuuden vaikutuksista on esimerk-
kin4d vapaiden vdrdhtelyiden taajuuksien riippuvuus amplitudista.
Vaikka epdlineaarisuus tuo mukanaan muitakin ilmidéitd, voidaan ana-

lysoinnin perustana pit44 linearisoitua mallia.

Kalanterin vdr#htelymallissa on otettu huomioon telojen taipuminen
pystytasossa. Taipuminen ja vaimennuksen ortogonaalisuus todettiin
mittauksilla. Taivutusmallilla saadaan kriittiselle 60...200 Hz:n
alueelle useampia ominaistaajuuksia kuin aiemmin kdytetylld piste-

massamallilla.

Kiytdnnoén sovellutusesimerkeissd todettiin laskettujen ominaistaa-
juuksien poikkeavan todellisista alle 10 %, mik4 tavallisesti riit-
t44d raipoittumisen eliminoinnissa kédytettdvidn ominaismuodon tunnis-

tamiseen kaikkien laskettujen ominaismuotojen joukosta.






LAIVA- JA OFFSHORE-RAKENTEIDEN VASYMISLUOTETTAVUUDEN
MAARITTELYYN KAYTETTYJEN MENETELMIEN VERTAILU

Kirsi Tikka
Oy Wirtsild Ab Turun telakka

1 JOHDANTO

Suunniteltaessa offshore-rakenteita ja erikoislaivoja uudentyyp-
pisiin tehtdviin ja kuormitusolosuhteisiin vdsyminen on usein
ratkaiseva rakenteen mitoituksessa ja sen vuoksi vdsymismitoi-
tuskriteerien mi3dritys on tdrkedd. Nykyisen mitoituskdytdnndn
mukaan rakenne mitoitetaan siten, ettd visymisikd on vdhintdan
rakenteen kdyttdikd. Mitoitus perustuu ennustettuun pitkdnajan
jannitysjakaumaan ja rakenteen visymiskdyttdytymisestd olevaan
tietoon, useimmiten kokeellisiin jdnnitys-kuormituskertakdyriin
eli SN-kd3yriin. Mitoitukseen liittyy kuitenkin runsaasti epédvar-
muustekijéitd ja uutena lidhestymistapana on kehittdd menetelmid,
joissa epdvarmuustekijdt voidaan ottaa huomioon ja joilla
ma3dritetddn rakenteen vasymisluotettavuus sen kayttdikdnd.

Tdssd ty6ssd on verrattu kolmea laiva- ja offshore-rakenteiden
visymisluotettavuuden tutkimiseen kehitettyd menetelmdi.
Luotettavuusmalleissa otetaan huomioon vdsymisilmién tilastolli-
nen luonne ja epdvarmuustekijdt, jotka liittyvdt kuormitukseen,
rakenteen vdsymiskdyttidytymiseen ja ilmidn kuvaamiseen kadytettyyn
matemaattiseen malliin. Kaksi menetelmistd on kehitetty laivara-
kenteiden yksityiskohtien mitoitukseen. Toisen on kehittdnyt W.H.
Munse ja toisen American Bureau of Shipping:in tutkijat
Thayamballi, Chen ja Liu. Kolmas menetelmd on syntynyt American
Petroleum Institute:n offshore-rakenteiden vdsymismitoituspro-
jektissa kehittdjdn3d P.H. Wirsching.

Vdsymisluotettavuusmalleja on verrattu tydssd sekd kvalitatiivi-
sesti ettd kvantitatiivisesti. On pyritty arvioimaan menetelmien
soveltuvuutta mitoitussddntdjen perustaksi sekd vertaamaan
mallien samalle rakenneyksityiskohdalle antamia luotettavuusar-
voja. Esimerkkirakenteena on kdytetty yksinkertaista poikittaisen
jannityksen alaista paittdishitsid.

Ty6ssd on kdytetty sanaa murtuma tarkoitettaessa kriittistd vau-
riota (failure) erotuksena osittaisesta vauriosta (damage),
vaikka kriittinen vaurio voi olla myds rakenteen tehokkuuden
menetys ilman varsinaista murtumista.
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2 VERTAILTAVIEN MENETELMIEN TARKASTELU

Yhteistd kaikille vertailtaville menetelmille on Minerin s3&nndn
(kumulatiivisen vaurion laki) soveltaminen kuvaamaan vidsymis-
ilmidétd. Munsen ja Wirschingin kehittdmidt menetelmdt soveltavat
SN-kdyrid ja ABS:n menetelmd murtumismekaniikkaa kuvaamaan raken-
neyksityiskohdan vidsymiskdyttidytymistad. Vidsymisluotettavuuden
middrittadmiseksi menetelmdt esittidvdt erilaiset mallit. Seuraavas-
sa menetelmidt esitelldidn lyhyesti. Tarkempi esitys 16ytyy
ldhteistd [1]1, [2], [3] ja [4].

2.1 Yleistd SN-kdyrien soveltamisesta

Munsen ja Wirschingin kehitt3missid menetelmissd kuvataan vdsymis-
kdyttidytyminen vakioamplitudisessa kuormituksessa SN-kdyrdlla

NS = K, (1)

jossa N on vdsymisvaurioon johtavien kuormituskertojen lukumdard,
S jdnnitysheilahdus ja m ja K m3drdttdvid parametrejid. Olettamal-
la, ettd Minerin s3&ntd on voimassa, saadaan kokonaisvdsymisvau-
rio D superponoimalla kunkin jadnnitysheilahduksen aiheuttamat

vauriot, jolloin

D =NE (s, jossa (2)
K
1 N
E(Sm) = N E Sim . (3)
i=1
Sd8dnndn mukaan visymismurtuma tapahtuu, kun D = 1. Mallin epa-
varmuusteki jdt otetaan huomioon antamalla vdsymisvaurioehto
muodossa D > A , jossa A on satunnaismuuttuja. Vaurioyht&dldksi
saadaan tdlldin
(4)

A =N gism,
K

2.2 W.H. Munsen kehittimd menetelmd [2]

Kehittidmidssddn mallissa Munse soveltaa periaatteessa vaurioyhtd-
164 (4), vaikkei esit&8kd8n sitd tydssdln t&ssd muodossa.
Jdnnitysheilahdusten jakauma otetaan huomioon satunnaiskuormitus-
kertoimella (random load factor). Jdnnitysjakauman maksimijdn-
nitysheilahdukselle Spzx ja vakiojdnnitysheilahdukselle Sy, joka
aiheuttaa vdsymismurtuman keskimddrin N:113 kuormituskerralla,

saadaan yhteys
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(Smax)y = Sy ° ;. (5)

Olettamalla jakaumaksi Weibull saadaan

-1
my m (6)

‘§ = (1) 1/h [ (1 + m

jossa h on jakauman muotoparametri.

Jos my8s visymisikd oletetaan Weibull-jakautuneeksi, luotettavuus-
funktio (todennikdisyys, ettd rakenne ei murru n:11ld kuormitus-
kerralla) on muotoa:

1.08 cy ~1.08
L(n) = exp (ﬁ (2 . (1 +Cy )] } (7
N

Kokonaisepdvarmuus Cy mddritetddn yhtd1611&
cn? = ¢,2 + m2 cp2 + cg2 + (mMind)2 cp?, (8)

jossa Cp , Cps Cg ovat alaindeksid vastaavien satunnaissuureiden
variaatiokertoimia (coefficient of variation = keskihajonta/keski-
arvo). Muuttuja B kuvaa epdvarmuutta ennustetussa jédnnityksen
arvossa. Kun haluttu luotettavuus on middr&tty rakenteen kdyttd-
idlle, saadaan N kuormituskertaa vastaava sallittu vakiojannitys-
heilahdus Sp muodossa

Sp = Sy - Rp , Jjossa (9)

CN 1.08 l/m
[1 - L(N)] (10)

M1 + cyl-08)

Rp

Kerrointa Rp kutsutaan luotettavuuskertoimeksi.

Sijoittamalla Sp = Sy yhtd188n (5) saadaan suunnitteluyhtdls,
(Sp)max = SNFRF , (11)

joka antaa sallitun maksimijdnnitysheilahduksen ennustetussa

jdnnitysjakaumassa halutulla luotettavuudella.

2.3 P.H. Wirschingin kehitt&md menetelmd [6]

Wirsching soveltaa menetelmiissdidn vaurioyhtdlSd (4). H&n antaa
todellisen jinnitysvaihtelun S ja ennustetun jédnnitysvaihtelun S
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vdlisen yhteyden yht&dl61l1la
S =B - 8, jossa (12)

B on satunnaismuuttuija.
Menetelmdssd midritellddn jdnnitysparametri JL , joka on muotoa

Ju = N g(sm (13)
T

Vaurioyhtdld voidaan t&ll8in esittdi muodossa

T = A K , jossa (14)

BN

murtumaan kuluva aika T sekd suureetA , B ja K ovat satunnaismuut-
tujia. Suure m oletetaan vakioksi. Jdnnitysparametri.,N , jossa
otetaan huomioon jdnnitysheilahdusten jakauma, voidaan mddrittda
(a) deterministisesti midritt3dmdlld pitkdnajan jadnnityshistogrammi,
(b) midrittdmdlld jdnnitysspektrit, kuormitustaajuudet ja spektreji
vastaavat esiintymistiheydet, (c) olettamalla pitkdnajan jdnnitys-
heilahdukset Weibull-jakautuneiksi tai (d) soveltamalla Nolte-
Hansford-mallia.

Jos satunnaissuureet A , K ja B oletetaan log-normaalisti jakau-

tuneiksi, myds visymisikd T on log-normaalisti jakautunut, ja

murtumatodenndkdisyys saadaan normaalijakauman kertymdfunktion
avulla seuraavien yhtdl&iden mukaan:

pr = & (-p) , jossa (15)
P = 1ln(T/Ts) , (16)
2:)lnT
F=08K (17)
~ m
B N
m2 _ 1/2
binT = {1n [(1 +Cp2)(1 + Cg2)(1 + cp?) 1} . (18)

Suuretta A3 kutsutaan turvallisuusindeksiksi (safety index), ja

sen arvon mddrddvdt haluttu kdytt&ikd Tg sekd vdsymisidn mediaani-
arvo T ja keskihajonta } 1pr. Merkintd istarkoittaa muuttujan X
mediaaniarvoa.

Koska oletukset jakaumista eivit vdlttdmiittd vastaa todelli-
suutta, murtumistodennidkdisyyttd ei voida pitdd absoluuttisena
arvona, vaan sitd tulisi kdyttd3d suhteellisessa tarkastelussa.
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2.4 ABS:n kehittidmid menetelmid [5]

Thayamballin et.al. esittimissi menetelmiissi sovelletaan lineaa-
ris~elastista murtumismekaniikkaa kuvaamaan rakenteen vdsymis-
kdyttdytymistd. Lineaaris-elastisen murtumismekaniikan soveltami-
nen perustuu jdnnitysintensiteettiin Kg, jonka suuruus mairis
sekd epdstabiilin sidrdkoon ettd sdrdnkasvunopeuden. Soveltamiseen
liittyvid rajoituksia ei kdsitelli tissi yhteydessd, vaan viita-
taan ldhteeseen [3].

Lihteessd [3] on kdsitelty tarkemmin sirdn ydintymistd, sdrdén

alkukokoa, jénnitysintensiteettitekij&i ja vasymissdrdén kaswvua.

Asian laajuuden vuoksi t&#ssi esitetdiin vain muutamia aiheisiin

liittyvid kommentteja.

- Usein tehdd&dn konservatiivinen oletus, ettd rakenteessa on
heti alkusdr&jd ja ndin jitetdin sirdn ydintymisvaihe pois

vidsymisikd3 tutkittaessa.

- Alkusdrdn koon valinta perustuu usein kokemuksiin vastaavista
rakenteista lidydetyistd sdrdko’oista tai tarkastusmenetelmilli
havaittaviin pienempiin sirBkokoihin. Voidaan my6s kayttdd
ekvivalenttista alkusidrdd, jonka on laskettu vastaavan visy-
miskdyttidytymistd vastaavassa yhteydessi. :

- Jédnnitysintensiteettikerroin voidaan mddritt#i soveltamalla
olemassa olevia kaavoja, elementtimenetelmii tai influence
function -menetelmii.

Saron pituuden midritys kuormituskertojen funktiona perustuu

Paris'n kaavan ja Minerin s&&nndn soveltamiseen. Mik&li kuormi-

tushistoriaa ei tunneta, voidaan soveltaa efektiivisti jadnnitys-~

td, joka middritetdln siten, etti sen ja ennustetun jdnnitysjakau-
man aiheuttama vaurio on yht3 suuri.

Luotettavuuden laskeminen perustuu "ensimmdisen kertaluvun toisen
momentin" -menetelmisn (Advanced First Order Second Moment

method) . Siind murtuma kuvataan rajatilafunktiolla G, joka riip-
puu kuormitukseen ja lujuuteen liittyvistd satunnaissuureista Xi.

Rajatila (rakenteen lujuus = kuormitus) annetaan muodossa
G(Xl, XZ, e ooy xn) b 0- (19)

Kyseisessd menetelmissd murtumapinta approksimoidaan lineari-
soimalla se suunnittelupisteessi, so pisteessi, josta etdisyys
normeerattujen muuttujien origoon on minimi. Tami etdisyys on
luotettavuusindeksi B . Ainoastaan muuttujien keskiarvot ja

variaatiokertoimet tarvitaan midrittimiin luotettavuusindeksi.
Suunnittelupiste ja luotettavuusindeksi 13ydetddn iteroimalla.

Jos muuttujat ovat normaalijakautuneita, murtumi stodenndkdisyys
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saadaan yhteydesta

pe =P (- (20)

Jos muuttujat eivdt ole normaalijakautuneita, luotettavuusindeksi
antaa suhteellisen mitan luotettavuudelle. Voidaan myds soveltaa
ekvivalentteja normaalijakaumia, jotka misiritetddn siten, ettd
todellinen ja ekvivalentti kertymd- ja tiheysfunktio ovat ekviva-
lentit suunnittelupisteessa.

3 MENETELMIEN LASKENNALLINEN VERTAILU

Vertailtavia menetelmii sovellettiin yhden rakenneyksityiskohdan
visymisluotettavuuden tutkimiseen. Vertailun pohjaksi otettiin
Thayamballin et al. esittdmd luotettavuusanalyysi. Rakenneyksi-
tyiskohta, joka oli poikittainen pdittdishitsi, ja jadnnitysin-
tensiteettikertoimen Ksmidrittdmiseen liittyvét kaavat on esi-
tetty kuvassa 1. Analyysissd kdytetyt alkuarvot on annettu taulu-
kossa 1.

q = log (11.584 - 0.0588 )
log (200)

& € (135°, 180°)

Mg = 1,12 K¢ = 1,2.

Kuva 1. Vertailun pohjana oleva rakenneyksityiskohta ja jénni-
tysintensiteetin mddrittidmiseen liittyvdt kaavat [3]
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Taulukko 1. Luotettavuusanalyysin alkuarvot [3]

Muuttuja X Keskiarvo Cx Jakauma

Kuormitus

- Tehollinen jdnnitys- 21 0,25 normaali
heilahdus, Ab eff (N)

- Jannitysheilahdusten 2,5 x 106 0,15 normaali

Ikm vuodessa, N

Rakenneyksityiskohta

- Alkusdrd, ago (mm) 1 1,00 exponentiaalinen
- Reunakulma, & (aste) 150 0,06 normaali

- K¢, eksentrisyys 1,2 = ==

- Levynpaksuus, B (mm) 50 0,04 normaali

Paris'n kaavan paramet-

rit

- C, ilmassa (K/MPaV;: 5,0x10"12 0,30 log-normaali
da y _m_,
dN sykli

- m, ilmassa 3,15 = =

Vertailun pohjana kdytettiin viiden vuoden kdytto6ikda vastaavaa
luotettavuusindeksin arvoa 3 = 2, jolloin nimellinen murtumisto-
denndkdisyys on 2,3 %. Vastaavat luodtettavuusarvot laskettiin
soveltaen Munsen ja Wirschingin menetelmid, joissa alkuarvot
pyrittiin valitsemaan siten, etti ne parhaiten vastaisivat edelld
mainittuja alkuarvoja. Koska Munsen menetelmd antaa sallitun
maksimij&nnityksen annetulla luotettavuudella, sitd jouduttiin
soveltamaan kddnteisesti, ts. laskettiin luotettavuus, joka
vastaa ennustettua maksimijadnnitysta.

3.1 Kuormitukset

Munsen ja Wirschingin menetelmien soveltamiseksi tarvitaan jédn-

nitysheilahdusjakauman maksimiarvoa, joka vastaa annettua efek-

tiivistd jadnnitystd. vValittu arvo Smax = 157 N 5 perustuu oletuk-
mm

seen, ettd jdnnitysheilahdukset ovat Weibull-jakautuneita ja yh-

t418ihin

Ab efe™ = KPR + 1) (3l)
ja

Smax = k [1n (N)] 1/h (22)
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Yhtil84 (22) voidaan soveltaa, jos jakauma perustuu havaintoihin,
jotka vastaavat kaikkia jéinnitysheilahduksia. Jos taas jakauma
perustuu esim. mittaustuloksiin kerran tiettynd ajanjaksona,
jolloin havaintojen lukumddrd N on pienempi kuin todellinen
heilahdusten lukumiird, tulisi soveltaa Gumbellin asymptoottista

jakaumaa [5].

3.2 SN-kdyrd

Munsen ja Wirschingin menetelmidt edellyttidvidt SN-kdyrdt eri muo-
dossa. Munse soveltaa murtumaan johtavien kuormituskertojen
keskiarvoa ja Wirsching vastaavaa mediaaniarvoa. SN-kdyrdn para-
metrit saatiin viitteestd [6]. Parametrit ovat log K = 12,18
(s/N/mm2), m = 3,0.

Viitteessi [6] ei spesifioida, ovatko arvot keskiarvoja vai me-
diaaniarvoja, mutta K:n arvoa on sovellettu laskuihin keskiarvo-
na. Muuttuja m on oletettu vakioksi.

3.3 Epdvarmuusteki jit

Jotta eri menetelmien antamia luotettavuusarvoja voitaisiin
verrata, olisi kussakin menetelmissi otettava huomioon samat
epivarmuustekijit. On kuitenkin vaikea verrata murtumismekaniik-
kaa soveltavan menetelmin epivarmuustekijéitd SN-kdyrid sovelta-
vien menetelmien arvoihin. Tissd yhteydessd tyydyttiin antamaan
arvoja, jotka ovat jdrkevid, mutta joita ei kvantitatiivisesti
pystytty vertaamaan keskendin muuta kuin SN-kdyrid soveltavissa
menetelmissd (taulukko 2). Tdmi puutteellisuus samoin kuin kuor-
mitusten ja SN-kdyrien valintaan liittyvat vaikeudet johtivat
nikemykseen, ettd valittu kédsittelytapa ei ollut paras mahdolli-
nen. Muita mahdollisia kisittelytapoja olisi (a) laatia rakenteen
SN-kiyrd kdyttden murtumismekaniikkaa ja verrata sitd kokeelli-
seen SN-kiyrdin, (b) md&rittd3 alkusdrd, joka antaisi saman
vdsymisidn sovellettaessa SN-kdyrdd ja murtumi smekaniikkaa.

Taulukko 2. Satunnaismuuttujien keski/mediaaniarvoja sekd
variaatiokertoimia (mediaaniarvon ja keskiarvon
yhteys perustuu log-normaaliin jakaumaan)

Mediaani Keskiarvo Cx

A =1,0 1,044 Ca = 0,30
B =1,072 1,093 Cp = 0,20
K =1,4684 x 10121 11,5136 x 1012 Ck = 0,25

Taulukossa 2 esitetyt arvot on valittu siten, ettd vdsymisidn
keskiarvo on sama sovellettaessa Munsen ja Wirschingin menetelmid.
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3.4 Tulokset
Eri menetelmien antamat tulokset on annettu taulukossa 3.

Taulukko 3. Tulokset eri menetelmilld, kdyttdikd 5 vuotta

Vertailtava
muuttuija Munse Wirsching Thayamballi
- Luotettavuus- - 3,54 2
indeksi
- Luotettavuus 0,98 1,00 0,98
- visymisiin 1,340 x 108 | 1,225 x 108 | 4,866 x 107
mediaaniarvo/N

Murtumismekaniikkaa soveltavalla menetelmdlld saadaan noin 60 %
pienempi vidsymisidn arvo kuin muilla menetelmilld. Taulukon
luotettavuusarvoja ei siis voida verrata Thayamballin et al.
menetelmin ja kahden muun menetelmdn vdlilld. Munsen ja Wirschin-
gin menetelmien luotettavuusarvot ovat vertailukelpoisia, koska
alkuarvot oli valittu siten, ettd vdsymisidn keskiarvot olivat
samat. Eri mediaaniarvot johtuvat siitd, etté menetelmissd so-
velletaan eri jakaumia. Alkusdrdn koon valinta vaikuttaa huomat-
tavasti saatavaan vdsymisikddn. Jos alkuarvot olisi valittu siten,
ettd vidsymisiit olisivat yhtd pitkédt, Wirschingin menetelmd ja
Thayamballin et al. menetelmd antaisivat samat luotettavuusarvot
Munsen menetelmin antaessa alhaisemman luotettavuuden. Voidaan
siis sanoa, ettd Munsen luotettavuusmalli antaa konservatiivisem-
pia tuloksia kuin kaksi muuta mallia.

4 MENETELMIEN YLEINEN VERTAILU

SN-kdyrid soveltavat menetelmdt ovat vksinkertaisia kdyttdd ja
soveltuvat suunnittelunormien perustaksi. Ne olisi kuitenkin
kalibroitava kdytdnndn tulosten ja/tai vanhojen sddntdvaatimusten
avulla ennen kuin niiti voidaan kdyttdd suunnittelussa. Erdana
ongelmana menetelmien soveltamisessa on oikean SN-kdyrdn valit-
seminen. Spesifien rakennetyyppien, kuten putkiliitosten kohdal-
la, tdmi ei ole niinkddn ongelmana, mutta esim. erikoisalusten
rakenneyksityiskohdille on vaikea 16ytd8 vastaavia koetuloksia.
Toinen huomioonotettava seikka on se, ettd SN-kdyrdn antaman ja
laskettavan jdnnityksen on vastattava samaa jdnnitystd (vrt. hot
spot -jdnnitys ja yleinen jannitystaso). Lisdksi vield esitellyt
menetelmit vaativat SN-kdyrdt eri muodossa, mikd on otettava
huomioon SN-kiyrid laadittaessa ja sovellettaessa.

Murtumismekaniikkaa soveltava menetelm¥ soveltuu paremmin raken-
teen visymiskdyttdytymisen tutkimiseen kuin yksinkertaiseksi
suunnittelijan tarkistusmenetelméksi. Esimerkiksi alkusdrdén tyy-
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pin ja koon valinta, j&nnitysintensiteetin laskeminen ja sdrdn
kasvun riippuvuus ympiristolosuhteista vaikeuttavat menetelmdn
soveltamista. Toisaalta murtumismekaniikan kdyttd tekee mahdolli-
seksi eri tekijdiden, kuten tarkastusten ja kor jausten, ympéris-
t8olosuhteiden vaikutuksen, j&&nndsjdnnitysten ja keskijdnnityk-
sen huomioonottamisen. Murtumismekaniikan avulla voidaan myds
laatia SN-kdyrid halutuille rakenteille.

Munsen ja Wirschingin esittdmdt luotettavuusmallit ovat mate-
maattisesti hyvin yksinkertaisia. Munsen malli perustuu ole-
tukseen, ettd vdsymisikd on Weibull-jakautunut. Miiriteltdessd
visymisi&n hajontakerrointa korkeamman asteen termit jdtet&dn
huomioonottamatta. Tdmidn vaikutus olisi tutkittava suurilla
hajonnan arvoilla. Wirsching soveltaa log-normaalia jakaumaa,
jolloin tuloksena on yksinkertainen matemaattinen muoto, jossa ei
tarvita enempdi approksimaatioita. Luotettavuusarvojen oikeelli-
suus riippuu tietenkin valittujen jakaumien soveltuvuudesta.

Thayamballin et al. soveltama "ensimmidisen kertaluvun toisen
momentin" menetelmd vaatii tietokoneen kdyttd&d, mutta on sellai-
senaan yksinkertainen soveltaa. My&s timi menetelmd antaa nimel-
lisid luotettavuusarvoja.

Luotettavuusmallien soveltamisen suurimpana ongelmana on riitta-
vien lidhtdtietojen saanti. Jotta niitd voitaisiin kdyttdsd kay-
tinndn suunnittelutydssd, olisi vaikuttavien muuttujien statis-
tiikka midritettdva.

MUUTTUJALUETTELO

N - vdsymisvaurion aiheuttavien kuormituskertojen lukumddrd

<] - jdnnitysheilahdus

m, K - parametrit SN-kdyrédssd

D - vaurio

E(X) - muuttujan X odotusarvo

A - muuttujaa D vastaava satunnaismuuttuja

Smax " jénnitysheilahduksen maksimiarvo j&nnitysjakaumassa

§ - satunnaiskuormituskerroin

" - gamma-funktio

h, k - Weibull-jakauman parametrit

SN - vakiojidnnitysheilahdus, joka aiheuttaa vdsymismurtuman
N:113 kuormituskerralla

L(+) - luotettavuusfunktio ,

n - rakenteeseen kohdistuvien kuormituskertojen lukumdadra

Cx - satunnaismuuttujan X variaatiokerroin (keskihajonta/
keskiarvo)

B - satunnaismuuttuja, joka ottaa huomioon epdvarmuuden jidn-
nitysvaihtelussa

Sa - todellinen jdnnitysheilahdus

Sp - vakiojadnnitysheilahdus, joka vastaa tiettyd luotettavuutta
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- luotettavuuskerroin

- jédnnitysparametri

- vidsymismurtumaan kuluva aika

- murtumistodenndkdéisyys = 1 - L(°)
- standardisoidun normaalijakauman kertymdfunktio
- turvallisuus/luotettavuusindeksi
- muuttujan X mediaaniarvo

- muuttujan X keskiarvo

- muuttujan X keskihajonta

~ jdnnitysintensiteettikerroin

- sdrbén koko

- levyn paksuus

- rajatilafunktio

- jannitys

- efektiivinen jannitysheilahdus
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LITOKSEN TOIMINNAN VAIKUTUS MASTOJAYKISTETYN TERASBETONIKEHAN MUO-
DONMUUTOKSIIN JA RASITUKSIIN

Ralf Lindberg
Tampereen teknillinen korkeakoulu

1. JOHDANTO

Suomessa kidytOssd olevien suunnitteluohjelden mukaisesti hoikat pilarit mitoitetaan
kayttiden ns. tolsen kertaluvun toerlaa. THNH tarkoitetaan sitd, ettd normaallvoiman
ja ulkolsten kuormien ajheuttaman taivutusmomentin lisdksi arvioldaan pilarin talpuma.
Pilarin mitoituksessa otetaan huomioon taipumasta ja normaalivoimasta alheutuvan taivu-

tusmomentin lisdys,

Kun tarkastellaan yksittdisti mastopilaria, eo. toisen kertaluvun teoria tarkoittaa sitd,
ettd normaalivoimaa kasvattamalla pilarin yldpadn sivusilirtyma kasvaa ja lopulta normaali-
voiman ja taipumasta alheutuvan momentin yhteisvaikutus murtaa pilarin, Voidaan ajatella
myos, ettd 16ytyy sellainen kuormitus, jonka pilari hyvin kestdd lyhytaikaisesti, mutta
puristettujen osien viruman aiheuttama pilarin yldpdén lisdtaipuma saa yhdessd normaali-

voiman kanssa pilarin murtumaan pitkdaikaisessa kuormituksessa.

Suomessa on teollisuusrakennusten staattiseksi systeemiksl yleistynyt kehidrakenne, jossa
mastopilarit jdykistdvédt rakennuksen vaakakuormille, Pilarefden varaan tuetaan elementti-
palkit esim. neopreenista valmistettujen tasauslevyjen vdlitykselld ja palkkien varaan
tuetaan vesikattoa kannattavat laatat. Pilarin ja palkin liitoksen otaksutaan toimivan
ideaalisen nivelen tavoin. Té&llgin pilareiden yldpddt kytkeva palkki siirtdd ainoastaan
osan vaakakuormituksesta muille jiykistdville pllareille, Useassa tapauksessa tasauslevy
on kuitenkin niin suuri, ettd liitospinta k&sittdd koko pilarin poikkileikkauksen. T&llSin
palkin tukireaktio, joka aiheuttaa pilariin normaalivoiman ei vdlttdmé&ttd siirry pilariin
ideaalisen nivelen toiminnan mukaisesti. Tukireaktion vaikutuspiste vol vaihdella periaat-
teessa ldhes koko tukipinnan mitalla riippuen siitd kulmasta, joka jidid pilarin yldpdin

kiertymén ja palkin pdin kiertyméin eroksi.

Kun vaakasiirtym& on riittdvén suuri, syntyy pilareiden yldpiihin stabiloivat momentit,
Jotka pyrkivdt pienentdmd&én sivuslirtymédid. Voldaan vield todeta, ettd stabiloivat mo-
mentit ovat sitd suuremmat, mith suuremmat ovat palkin tukireaktiot.
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Tédstd seuraa, ettd kehdn vaakasilrtymén ollessa riittdvdn suuri, normaalivoima ei vilt-
tdmdattd lisdd pilareiden yldpdiden taipumia, kuten yksittdisen pilarin tapauksessa kivisi,

vaan padinvastoin pystykuorman kasvattaminen voi vdhentdi jo syntynyttd taipumaa,

2. MASTOPILARIN MITOITUS

Mastojdykistetyssd kehdssd pilareita kdsitelldsin yksittiisind mastoina. Suomalaiset suunnit-
teluohjeet [5] perustuvat eurooppalaisiin suosituksiin [1], [2). Kuvan 1 mukainen mastopilari

voidaan ndiden ohjeiden mukaisesti mitoittaa eri rasituksille seuraavasti.

i

=

17777777
Kuva 1. Mastopilarin mitat.
Aluksi lasketaan pilarin nurjahduspituus L0
L =22-L, (1)
0 .
L mastopilarin teoreettinen pituus
Pilarin hoikkuus nurjahdussuuntaan saadaan
I‘o
A= T <140, (2)

i pilarin nelidsdde nurjahdussuuntaan

Normaalivoiman perusepikeskisyys €, saadaan
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h Lo 3)
®a=20"* 500"
h pllarin sivumitta nurjahdussuunnassa.

Kaavan (3) ensimmaéinen termi kuvaa normaalivoiman sijainnin epdtarkkuutta teoreetti-
seen asemaansa ndhden. Toinen termi kuvaa pilarin alkukidyryyden suurinta mahdollista

arvoa.

Ellei tarkempia menetelmid kédytetd, lasketaan pilarin yldpiin talpuma murtotilanteessa

kaavalla (4). Talpumasta kidytetiin yleisesti nimitysts lisdepakeskisyys e,
- (22,
e, =3 45) h (4)

Kaavan (4) mukainen taipuma-arvo saadaan olettamalla taipumaviiva sinimuotoiseksi
ja vastaavasti poikkileikkauksen suurin kidyryys siten, etti tasapainoraudoitetun raken-
teen myodtddminen alkaa. Timi merkitsee puristuspuolella 3,5 o/oo:n puristumaa ja vetote-
rdksissd 2,0 o/oo:n venymi#d. Kaavan (4) mukaisesti murtotila miiritetdsin rakenteen

muodonmuutosten kautta, eikd kuormituksen suuruudella ole merkitysta.

Pilarin mitoituksessa otetaan huomioon ulkoisista kuormituksista aiheutuvien rasitusten

lisdksi ns. toisen kertaluvun momentti M

M=N-(ea+e2) (5)
Jos pilarin hoikkuus on kaavan (2) mukaisesti maksimiarvossaan 140, saadaan
MZIN-h (6)

Suurimman hoikkuuden omaavan pilarin mitoituksessa lisitiddn rasitussuureisiin taivutus-
momentti, joka on suuruudeltaan normaalivoiman ja pilarin sivumitan tulo. Koska taivu-
tusmomentin kasvattaminen lisdd poikkileikkauksen terdsmiirdd lidhes suoraviivaisesti,

on pilarin taipuman laskenta perusteltua suorittaa tarkemmalla menetelmall4.

3. MASTOJAYKISTETYN KEHAN TOIMINTA

Kuvassa 2 on esitetty mastojidykistetty, kytketty kehid ideaalisessa alkutilanteessa. Tdll5in
kuvaan piirretty voima Nl edustaa palkin omasta palnosta alheutuvaa tukireaktiota.
Palkin omasta painosta aiheutuva taipuma voidaan tdssd yhteydessd jattdd huomiotta
Ja tukireaktioiden vaikutuskohdat sijaitsevat pilarelden teoreettisissa keskikohdissa.
Mastopilareiden pituus on L.
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Ny N,
Y ¥
A
L
= 3
JT77777 7777777
Kuva 2. Ideaalinen alkutilanne.

Kuva 3. Palkkia kuormitetaan symmetrisesti.

Kuormitettaessa palkkia symmetrisestl kuvan 3 mukaisesti syntyy pilarin ylédpdén ja palkin
pddn vilille klertymiero, josta aiheutuu palkin tukireaktion vaikutuspisteen siirtyminen
ldhelle pilarin reunaa. Ideaalisessa tapauksessa alkuhdirititd el esiinny ja ilmidt tapahtuvat
samansuuruisina, mutta vastakkaissuuntaisina eri pilareissa. Tdstd on seurauksena palkkiin
puristava voima T, koska symmetrisessd tapauksessa pilareiden yladpadit elvdt siirry vaaka-

suunnassa. Palkin voima T voldaan laskea seuraavasti.



2L
e tukireaktioiden siirtymét (epidkeskisyydet)
L mastopilareiden pituus
N palkin tukireaktio

Seuraavassa vaiheessa kuvan 3 mukalsesti rasitettua kehidd kuormitetaan vaakakuormi-

tuksella. TAm4& on esitetty kuvassa 4.

— -
—
-—]

P (=
——
-
B4
] A

Kuva 4. Kehdidn vaikuttaa vaakakuormitus.

Vaakakuormituksen ansiosta, kun muodonmuutos on riittivin suuri, tapahtuu vasemman-
puoleisessa pllarissa palkin tukireaktion siirtyminen pilarin toiselle reunalle. Oikeanpuo-
leisessa pilarissa siirtymd kuvan 3 tapaukseen nihden on pieni. Jos kuvaan merkittyja
epékeskisyyksien € ja e, arvoja pidetddn positiivisina ja talvutusmomentti on positiivi-
nen sen aiheuttaessa vetoa kehidn sisdpuolelle, voldaan mastopilareiden tukimomenteille

MA ja MBljohta}a arvot

-2l N.vs L
My =-7zpL"-N v+ ZN (e + 3e)) (8)
R B R |
Mp=7¢ PL"+N-v 4N(3e1+e2), (9)
tasan jakautunut vaakakuormitus
v pilareiden yldpédiden vaakasiirtymé
€ vasemman pilarin epdkeskisyys

e, olkean pilarin epikeskisyys
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Kaavoissa (8) ja (9) ensimmaiiset termit ovat kytketyn kehdn teorian mukaiset tukimo-
mentit pilareiden juurissa. Toiset termit ovat tolsen kertaluvun teorlan mukaiset momen-
tit ja viimeiset termit kuvaavat tukireaktiolden slirtymistd syntyvid stabiloivia moment-
teja. Ndmi ovat sitd suurempia, mitd suurempia ovat palkin tukireaktiot. Lopputuloksista
voidaan todeta, ettd kehdidn vaikuttavien stabiloivien momenttien vaikutus on samaa
suuruusluokkaa, kuin vaakakuormituksista ja toisen kertaluvun termeistd aiheutuva vaiku-

tus.

4, TUKIREAKTION VAIKUTUSKOHDAN MAARITTAMINEN

Betonin ja tasauslevynd kdytetyn neopreenin kimmokertoimien suhde on noin 300. Té&lloin
kailkki litoksessa tapahtuvat muodonmuutokset ilmenevit riittévilld tarkkuudella ainoas-
taan neopreenissa. Kuvassa 6 on esitetty palkin ja pilarin vélinen liitos, kun tukireaktion

slirtymisestd tapahtuu muodonmuutoksia ainoastaan tasauslevyssa.

Kuva 6. Tukireaktion vaikutuskohta.

Jos kosketuspinnassa oletetaan olevan lineaarisen jédnnitysjakautuman, saadaan kuvan

6 merkinndin suorakaidepoikkileikkaukselle

6-N-L 2e d
€= - £ [}
E-A-d  d 0§e$6, (10)
gl to ot
3 (3 - 6e/d)
E tasauslevyn kimmokerroin

A tasauslevyn pinta-ala
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Kuva 7. Epékeskisyyden ja kiertyméeron vélinen yhteys.

Kuvassa 7 on esitetty kaavat (10) ja (11) graafisesti tyypillisilld laskentaarvoilla, N =
500 kN, E = 80 MPa ja A = 400 x 400 mmz. Kuvaan on merkitty vaakasuoralla katkovii-
valla suurinta sallittua kimmoista taipumaa vastaava kulmanmuutos tuella. Havaitaan,
ettd tukireaktion vaikutuskohta vaihtelee jo pienilld kulmanmuutoksilla varsin laajalla
alueella tukipinnalla. Pystysuora pistekatkoviiva kuvaa reunajénnityksen 50 MPa aiheut-
tamia kiertymid. Tehdyissd kokeissa todettiin neopreenin sdilyttivin kimmoisuutensa
aina 50 MPa:iin asti.



5. TIETOKONEOHJELMA

ALKUTIEDOT

e !
| = ]

OTAKSUTAAN
TAIPUMAMUDOT
Vl(x) Vz(x)

|

LASKETAAN Ml’ M2

PILAREIDEN YLA-

N g N N
PAIDEN KIERTYMA- "
EROJEN AVULLA
LASKETAAN PILA- " \
REIDEN RASITUKSET 4 _fl\f‘k AN,

N(x), M(x)
LASKETAAN POIKKI-
LEIKKAUSTEN MUODON-
MUUTOKSET

e = f(N(x), M(x))

LASKETAAN

v'(x) = £(N(x), M(x))
vi(x) = [ v"(x) dx
v(x) = [v'(x) dx

Vl(x) = vl(x)

Vz(x) S vz(x) TULOSTUS

Kuva 8. Tietokoneohjelman lohkokaavio.

Kuvassa 8 on esitetty lohkokaavio laaditusta tietokoneohjelmasta. Slind otaksutaan pilarel-
den tajpumamuodot ja lasketaan tukireaktioiden siirtym&dt. T@mén Jédlkeen tunnetaan
eri poikkileikkausten rasitukset ja polkkileikkausmuodonmuutokset voidaan laskea materi-
aaliominaisuuksien avulla. Polkkileikkausmuodonmuutoksista voidaan integroida numeeri-
sesti taipumamuodot. Tasapainotilanteessa ndmi yhtyvidt otaksuttuihin taipumamuotoihin.

Ohjelmassa on otettu huomioon myds halkeilun, viruman ja alkuhdirididen vaikutukset.
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6. TEORIAN KOKEELLINEN VARMISTAMINEN

la = 13,8 kN
H
S
S
N
H
N 4 I 3000
\_.QAKER‘
400 + °
300 T o
200 + °
100 1 NIVEL
IV == __ IL " - - :_V
0 20 30 40 50 60 70 mm
Kuva 9. Koekuormitustuloksia.

Teorian paikkansapitdvyyden varmistamiseksi valmistettiin terdsrakenteinen kuvan 9
mukainen kehd. Pilarit olivat RHS 50 - 30 - 2,1, palkki RHS 80 - 120 - 6,3 ja llitoksen
tukipinta 80 x 80 mmz, mika vastaa hoikkuutta 190.

Kuvaan on piirretty kehdn yldpddn taipumat vaakakuorman funktiona. Yhtendinen viiva
kuvaa teorian mukaista laskettua tulosta ja pisteet mittaustuloksia. "Nivel" tarkoit-
taa ideaalisen nivelen mukaista toimintaa ja "laakeri" koko tukipinnalla olevaa 5 mm:n
neopreenitasauslevyd,

7. LASKENTATULOKSIA

Kuvassa 10 on esitetty kehd, jossa kaksi mastopilaria on kytketty elementtipalkilla. Palkin

tukireaktion suuruus on 350 kN seki systeemin vaakakuormitus kuvan mukainen. Pilareiden
hoikkuus on 140,



3kN 350 kN !BSOkN
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Kuva 10. Esimerkkirakenne.

TESTIAJO (B WIVELET TESTIAJOD LA LAAKEALT

TAIPLOAKUVOT  (ae) TAIAMAOWYIOT (e

90 mm 40 mm
.0 <@ b %0 B0 <80 -« b @ W “m-w-wob 10 ™ o
MCHMENTT MUY [OT O\, @) HOMEMTTIKUTIOT (kM &)
— L MO 2, MO e |, MON2, HOM
[ === LMW

1y dtn
tow b ko W o e RTRETY W TR T Yo m b ® @ TR %
liitoksessa tasauslevy

ideaalinen nivel
Kuva 11. Pilareiden taipumusmuodot sekd talvutusmomenttipinnat.

Kuvassa 11 on laskettu tutkimuksen yhteydessd kehitetylld tietokoneohjelmalla rakenteen
sivusiirtymit ja talvutusmomenttipinnat sellaisissa tapauksissa kun pilarin ja palkin liitos
on toiminnaltaan ideaalisen nivelen kaltainen ja toisaalta liitoksessa on pilarin poikkilelk-
kauksen kokoinen tasauslevy. Pilareiden poikkileikkaus on neli (400 x 400 mmz), tasausle-
vyn paksuus 5 mm ja pilarin terdsméadrd yhteensd 1640 mm2 jaettuna symmetrisesti. Palkin

kiertymd tuella on 0,8°, joka vastaa kimmoisen esijidnnittdméttomén palkin taipumaa
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L/200. Hiipumaluvun (virumaluvun) on oletettu olevan @ = 3,0 ja se vaikuttaa 70 %:iin
kokonaiskuormasta. Laskelmat on suoritettu murtorajatilan materiaaliarvoilla, kun betonin
luokka on K25-2 ja terdksen luokka on A400H.

Tuloksista voldaan todeta, ettd dérellinen tukipinta pienentdi vaakasiirtymai tdssd tapauk-
sessa noin puoleen verrattuna ideaalisten nivelten tapaukseen. Merkittdvd tulos on myods
se, ettd pilareiden rasitetuin paikka el vilttimittd olekaan vaakakuormituksen puoleisen

pilarin alapidd, vaan vastakkaisen pilarin ylidpia.

Kédytinnon mitoituksessa on ymmaérrettdvisti vaikea laskea toisen kertaluvun momentte-
ja tarkasti. Tdmé&n vuoksi betoninormeissa annetaan taipuman ja muiden hdirididen vaiku-
tusten arvioimiseksi lausekkeet. Normin laskentamallilla saadaan timidn esimerkkitapauk-
sen pilarin alapdédn mitoittaviksi rasituksiksi N = 350 kN ja M = 185 kNm.
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JATKUVAN HAURAAN AINEEN MURTUMISMALLI JA SEN SOVELTAMINEN BETONIIN

Petri Filila

TKK, Rakennusinsindsriosasto

1 JOHDANTO

Tutkittacssa materiaalin mekaanista kdyttdytymistd termomekaniikan poh-

jalta midritellddn potentiééli

U = U(Ei‘]we’o(k) (i

Kincmaattiset muuttujat 6ij ja limpotila @ ovat n.s, havaittavia tilan-
muutiujia ja termito(k ovat sisdisiid muuttujia jotka midridtidn kussakin
tapanksessa materiaalin fysikaalisen kdyttdytymisen perusteella, Ne
voivet ¢lla tensorin tai vektorin komponentteja tai skalaareja. Seuraa-
vassa tarkastelussa kinemaattiset muuttujat ovat pileni’i muodonmuutok-
sia. Joo potentiaali U miiiritellédiin Helmholtzin vapaaksi energlaksi yk-
sikiitilavuutta kohtl ja Jos Jdnnltysten 3ij oletetann mucdostuvan pel-

kistidn n.s. kvasikonservatiivisesta osasta, voildaan osolttaa, elid

6, =URE (2)
Ja niiz

7 a 1= 2

L% -5 4 vé2 0 (3)

jossa uureet

X, = =AU, , 1= 1,2,0.,N (L)

ovat sisiisid muuttujiac{i vacstaavat dicsipatiiviset voimat ja vektori
3 ca ldmpsvirran tiheys. Johto on suoritettu ldhteessid [1]. Epdyhtdls
(%) or termcdynamiikan 2. pidHdsHddnndn erids esityesmuoto. Scuraavassa tar-

-~

kastelussa jdtetddn ldmpotilan vaikutus huomiocn ottamatta. TH11l8in yhi-

)
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tilot (7Y ja (%) ovub edelleen voilmassa ja yhtdlon (3) erikoistapauhse-

na saadaan

Xkdo(k a0, (5)

Konstitutiivisilla yhtdloilld tarkoitetaan seuraavassa yhtdlsitd, Jotka

rajoituksia konstitutiivisille yhtdlsille Ja sen perusteella tuntuu
luonuclliselta asettaa inkrementit dd5 riippumaan dissipatiivisista
voimista ja niiden inkrementeistd. Epdyhtdld (5) toteutuu ilman wmuuta
jos konstitutiiviset yhtd1l0t muodostetaan analogisesti plastisuusteori-
an myostdsehdon ja mystosdinnon kanssa. Voidaankin osoittaa, ettd jos si-
siisiksi muuttujiksi valitaan plastisct muodonmuutokset ei? ja Helm-
holtzin vapaan energian lausekkeesca mucdonmuutokset korvataan elasti-
silla muodonmuutoksilla

£ e

ij

= £,

- P o
ij fij Y

niin sisdisiid muuttujia 51? vastaavat dissipatiiviset voimat ovat jin-

nitykset 8. ..
1]

Edelliscn perusteella kolme tidrkeintd tydvaihetta materiaalimallin muo=-

dostamisesca ovat
13 Materiaalin fysikaalisen kiyttidytymisen arviointi ja sisdisten uuut-
tujien valinta sen mukaisesti

2) Helwholtzin vapaan energian lausekkeen mafdrittidminen

3) Konstitutiivisten yhtdloiden muodostaminen
2 SISAISET MUUTTUJAT JA HELMHOLTZIN VAPAA ENERGIA HAURAAN MALLIN TA-
PAUKSESSA

Helmholtzin vapaalle energialle on seuraavasesa valittu lauseke, joka on

1. astetta sisdisten muuttujien suhteen ja muotoa

U=0_ =~ Xk"‘l (7)

Jjossa
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€

- INEC o
U, = 3AEL, ENE ()
e )
X = X (€4 4) (9)
ja.AyK ovat Lamen parametrit. Jos dissipatiiviset voimat ovat vdhin-
tddin toista astetta muodonmuutosten suhteen saadaan hauraalle materiaz-
1ille ominainen muodonmuutosten hidvidminen kun jénnitykset h&viavidt.
Lihteen [2] mukaisen mallin lineaarinen palautuminen saadaan jos dissi-
patiiviset voimat ovat toista astetta muodonmuutosten suhteen ja jos
sisdiset muuttujat eividt kehity palautumisvaiheessa.
Zo1 Liukuminen
Jos oletctaan, cttid materiaaliin syntyy liukupinta, niin pinnan eri

puolilla olevien osien vilistd liukumaa voidaan kuvata muodonmuutosvek-

torin

E = njejiii (10)
pintza vastaun kohtisuoran komponentin

£ = E n = n, €10 | (11)
ja rinnan suuntaisen komponentin

L

E,= ([E]° -€, ) (12)
avulla, jossa

ﬁ:ni (13)

on vinnan yksikkonormaali. Liukumisen aiheuttaa varsinaicesti pinnan
svuntainen komponentti ja pintaa vastaan kohtisuora kecumponentii nopeut-

tas tai hidastaa liukumista riippuen siitd onko se positiivinen val ne-
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gatiivinen. Lackelmien yksinkertaistamiseksi esitetdiin kaikkien liuku-
rintojen yhteigsvaikutus yhden sisdisen munttujan, ckalasrin p = d] Ja

tidtd vastaavan discvipatiivigsen voiman

X = X, = <C (e, ;e )E + CLE 2 (1)
PN T AT TRRL 2 nur> Y
avulla, josua
1 .
e o~ - - {1c
eij = &3 7 3 Ekkgij >)

on muodonmuutosdeviaattori ja C1 ja C2 ovat el - negatiivisia valiioita.
Muodonmuutosinvariantit kuvaavat"keskimdirin" muodonmuutosvektorin kom-
ponenltle ja ﬁbja 5“. Yhtidlossid (14) esiintyvilld suluilla on ceuraasva
merkitys:

X X
<> {{), kun X

IN iV
oo
~

2.2 Mikrohalkeilu
Halkeamia oletetazn syntyvin kolmeen toisiaan vastaan kohtisuoraan suun-
taan siten, ettd enwiksi syntyvidn halkeaman normaali on suurimman pdidve-

nymin suunnassa. Kuvatloon halkeamakenttiasa 1 vektori

i 4 .
D o= Djij (1?7)

joka on halkeaman normaalin suuntainen ja jonka suuruus ilmoittaa halke-
aman pinta - alan kuten lihteessd [j]. Helmholtzin vapaan energian lau-

~ekkerseen valitaan invariantit

(t)f D(l )Erriln . E(l) (18)

L €™ (1)

[(1)5 D(l)] /D(l) (1) 6(1)2

k “kl Y1)

Jut (‘
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(1) (1) (1),,(1),(1) (i) (1)
€, = D' 06 Dy /0 D = nh g ety (19)
Jja
W= D(i)D(i) (20)

Kutakin halkeamakenttdi vastaava sisdinen muuttuja on siis halkeamavek-
torin pitutitta kuvaava skalaari LA Invariantit (18) yndistetddn vapaan
energlan lausekkeessa siten, ettd sisHistd muuttujaa Wy :.qE+] vastaava
dissipatiivinen voima on

jossa C3 ja Cq ovat el - negatiivisia vakioita.

N

2.3 Tiiveysacteen muutos

Betonin joutuessa voimakkaan hydrostaattisen puristuksen alaiseksi pai-
neen ja tilavuudenmuutoksen vidlinen tangenttimoduuli vienenee. Paineen
edelleen kasvaecsa tangenttimoduuli alkaa kasvaa tiivistymisen johdos-
ta. Tiivistymistd edellyttdvidt tilavuudenmuutokset esiintyvdt kuiltenkin
harvoin tavanouaisissa kuormitustapauksissa. Tilavuudenmuutoksen aihe-
uttamaa e¢pilineaarisuutta on kuvattu sisdiselld muuttujalla q =:a(5 ja

siti vactaava dissipatiivinen voima on
2 3

X = . =

Xy = Cofpy + Cbig (22)
jossa C. ja C6 ovat ei ~ negatiivisia vakioita. Kolmarnen asteen termi

~

kuvaa tiivistymistid itseisarvoltaan suurilla, negatiivisilla tilavuuden-
muutoksilia.,
3 KONSTITUTIIVISET YHTALOT

Konatituliivicet yhtidldt om muodoslettu samalla perinctleclla kuin plas-

Lisvnstoesrlan myitichto jo mystdeidints ja ne ovat siten ajacsta riippu-
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mattomia. Timintapaisia yhtdlsitd on esitetty lahteessid [h].

Dissipatiivisten voimien muodostamassa avaruudessa esitetdin

tumispinta
r(xi,D) = F(Xj) - G(D) = 0, F,u 20
Sisdiset muuttujat kehittyvdt, kun
aF/axk d}{k >0 ja £=0
Sisidiset muttujat eividt kehity, kun
3E®§{dﬁiéo tai £ < O.
Disoipantion mittana D on kidytetty dissipaatioenergiaa

b= f Xy 8y

Funktioille F ja G on kiytetty lausekkeita

1
F=3 %%
G = d(D + b)‘
Mystosddantsd vastaava vahingoittumissdéntd on muotoa

adi = dA aF/axi

vaningoit-

()

(25)

(26)

(27)

Kerroin d saadaan differentioimalla yhtdlon (23) molemmat puolet scki

huomioimalla yhtslst (24) ja (27).

4 SOVELLUTUSESIMERKEKI

Sovellutusesimerkkind tarkastellaan tasojdmnitystilua, jossa
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811 #0,8,,#0, 6, 40,6, 40,E,40 (28)

Muita jinnitys - ja muodonmuutoskomponentteja ei esiinny. Lisdksi jén-
nitys - ja muodonmuutoskomponentit ovat paikkakoordinacteista riippu-
mattomia. PHijinnitysten suhde on pidetty vakidons lkunbln lackelman al-

kana.

Mallissa esiintyvdt vakiot on pyritty valitsemaan siten, ettd saadaan
betonille ominainen murtokiyri piddjdnnityskoordinaatistossa. Myds jan-
nitysten ja muodoumuutosten vdlisid yhteyksid eri kuormitustapauksissa
on verrattu koetuloksiin. Koetulokset on otettu ldhteestd [5]. Niiss#
kiytetty betoni on lujuusluokaltaan noin K30 jossa esiintyy huomattavia
pysyvid muodonmuutoksia. Ndin ollen tdysin hauraan mallin muodonmuutok-
cet jidvit huomattavasti kokeesta mitattuja pienemmiksi., Mallin vakiot

on valittu seuraavasti :
E = 30000 N/mn“ , ¥ = 0.2 , C1 =1, C

'C(:=O.2,E6=3,a=],b:O,o(-_—L;/B,jossa

J

Qi
i
o
(@]
~
~
>
+
b
1}

2C;/Bx , k= (1 = W)/[(1 + VO - 2v).

Laczkenta ja koetuloksia on esitetty kuvaliitteessd.

5 HWALLIN SOVELTAMINEN FEM - LASKENTAAN

Sovellettaessa edelld esitettyd mallia FEM - laskentaan tarvitaan jinni-

tys -~ ja muodonmuutosinkrementtien vdlinen yhteys matriicimuodossa

{13} = [c], [e}. (9)

-~

6x1 6x6  6x1

Voidaan osolttaa, ettd matriisi [p]t voidaan esittdd muodossa

[C]t = [c] - P{u}{d}T » Gy 5 =132U/95i36j (30)
5x6 6x6 6x1 1x6
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b - DI v = 3TU/E, | 1)
6x1 Hx5 Sl
P = (D+ b)/(0olF") (12)

Kuccakin integroimivpisteessil on viilytettivd sitd askelta vastaavat
muodonnuutostensorin plifisuunuat, jolla cnslmmiinen halkeama oyntyy. Li-
siksl on siilytetliivi sisidlset muuttujat yhdelti ackeleelta, Stoidloten

muuttujien inkrementlt voildaan laskea kanvasta

faa} = -p{x} {u} T (a€} . 173)

5x1 5x1 1x6 6x%1

§ KIMMOPLASTINEN ~- HAURAS MATERIAALI

Edeili esitettyd haurasta mallia voidaan laajentaa lisdamdlla sisdisten
muuttujien joukkoon plastiset muodonmuutokset kuten luvun 1 lopussa on
csitetty. Tdllaista menettelyd on kiaytetty lihteessd [4]. T511l5in yhti-
15%n (232) on lisittivi jokin jidnnitysten funktio H siten, ettd

H(aij) + F(X. ) - G(D) = O (54)
ja yhtdlon (27) lisiksi

de‘ig? = a\ :3}1/93ij (35)
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KUVALIITE, SOVELLUTUSESIMERKIN LASKENTATULOKSIA

Jinnitys ~ muodonmuutos yhteyksiid (katkoviiva
va koetulos) ja murtokiyrd (laskettu).

laskettu, yhteniinen vii-







TARTUNTAJANNEBETONIRAKENTEEN PITKAAIKAISKAYTTAYTYMINEN

Ralf Lindberg, Timo Turunen

Tampereen teknillinen korkeakoulu

1. JOHDANTO

Betonin pitkdaikaisia muodonmuutoksia, virumaa ja kutistumaa, on tutkittu "puhtaina"
{lmi6ind runsaasti. Tulosten soveltaminen todellisten rakenteiden tarkasteluun on kuitenkin
ollut suppeahkoa. Esimerkiksi palkin pitkdaikaismuodonmuutosten tutkiminen on usein
rajolttunut jdnnevéilin keskikohdan taipuman arviointiin, Seuraavassa esitetddn laskentamalli,
joka soveltuu kaikentyyppisten jdnnebetonirakenteiden tarkasteluun ja jonka avulla voidaan
selvittdd koko rakenteen taipumamuoto. Malllssa otetaan huomioon betonin lujuuden kasvu,

viruminen Ja kutistuminen seka jdnneterdksen relaksaatlo.

2. JANNITYS-MUODONMUUTOSMENETELMA

2.1 Menetelmén perusvaiheet

Kuvassa 1 on esitetty laskennan kulku kaavamaisesti, kun tarkastellaan taipumia. Laskenta-
malli perustuu poikkileikkauksen reunamuodonmuutosten iteroimiseen siten, ettd niiden
perusteella lasketut sisdiset voimat ovat tasapainossa poikkileikkaukseen kohdistuvien
ulkoisten rasitusten kanssa. Sisdiset voimat lasketaan materiaalien tarkasteluhetken mukai-
sia jdnnitys-muodonmuutoskuvioita k&dyttden; betonin jannitys-muodonmuutosyhteyden
otaksutaan olevan epdlineaarinen. Bernoullin otaksuman oletetaan olevan voimassa eli
poikkilelkkaustasot sailyviit tasoina viruneessakin tilassa. Reunamuodonmuutosten perusteel-
la lasketaan poikkileikkauksen kédyristys ja edelleen numeerisen Integroinnin avulla koko

rakenteen talpumaviiva.

Koska poikkileikkausten muodonmuutosten laskenta perustuu iterointiin ja laskennan edetes-
sd tarvitaan edellisen tarkasteluhetken tuloksia laskennan nopeuttamiseksi, taipumien
ja muiden muodonmuutosten mdididrittimiseksi laadittiin BASIC-kielinen tietokoneohjelma.

Se perustuu kuvassa 1 esitettyyn prosessiin.
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TARKASTELUHETKEN VALINTA

|

KUORMAT JA MATERIAALIOMINAISUUDET
TARKASTELUHE TKEA VASTAAVIKSI

LASKETAAN RAKENTEEN
RASITUKSET Ni(x),M(x)

LASKETAAN POIKKILEIKKAUSTEN
MUODONMUUTOKSET €=f(N(x) ,M(x))

l
LASKETAAN
v"(x) =f(N(x),M(x))
v'(x)= fv"(x)dx
v (x)=fv' (x)dx

|

TAIPUMIEN JA MUODONMUUTOSTEN TULOSTUS

Kuva 1. Laskentamalli kaavamalsesti esitettynd.

2.2 Materiaalien jdnnitys-muodonmuutoskuviot
2.2.1 Betoni

Betonin jannitys-muodonmuutoskuvaajan otaksutaan olevan muotoa

3 2
Ae” +Be”" +Ce+ D, kun 0 <e ¢
o(€)= € ) Eeecs:: (1)
fc' kun cy< < P

Vakiot A, B, C ja D mééritetdin seuraavista reunaehdoista:

1) 0()=0
2) o0)=E, (2)
3) of %y) =f,
4) 0'(€cy)= 0
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Ratkaisemalla néistd ehdoista vakiot A, B, C ja D sekd sijoittamalla ndm&d yhtdldsn (1)
saadaan jidnnityksen lausekkeeksi vililla [0, ecy]

f f
o(€)=E € [(—E)2 (1 - 2—C EE)BaS—-2)+1 ' 3)
(€)= E_ [(Ecy) ( Ececy )+ €cy)( Ececy )+ 1] (

missd

Ec betonin alkukimmomoduuli
fc betonin puristuslujuus

€ cy betonin my6tSpuristuma

Betonin viruma otetaan huomioon kertomalla sekd myoto- ettd murtopuristuma luvulla
1 + ¢ (¢ on virumaluku) ja jakamalla betonin alkukimmomoduuli my&s luvulla 1 + . Kuvassa
2 on esitetty betonin jénnitys-muodonmuutoskuvio sekd pitkd- ettd lyhytaikaisille kuormituk-

sille eri ajanhetkin4.

-

l

— - —--—lu”u

=
=
v

LYTLE

W

I

w
3

iy

o
]

Betonin puristus jinnitys [M€Fal

e
L
| |
¥ |
[ |
! |

|
|
|
1

| |
| |
' |
| |
| |
I -
| I
Il ] L1
0.028 ©.882 P.224 ©.P96 B.208 0.R210 0.212 0.814 0.016
Batonin puristums

5@
-
a
£ 4 e —
I3
>
=
H - R SR O p—
H 39
=
3
o
“ v
Y F
: |
N
§ 12 [ ——
e 1
e |
0908 @.e01 0.082 @.823 @.805

Batonin puristuma

Kuva 2. Betonin jénnitys-muodonmuutoskuvio pitkiaikaisille (ylempi kuva) ja lyhytai-

kaisilo}e (alempi kuva) kuormituksille. Betonin lujuusluokka on K50 ja viruma-
luku ¢ <3,
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2.2.2 Janneterds

Jdnneterdksen jinnitys-muodonmuutoskuvion otaksutaan olevan kuvan 3 mukainen.

%

'pyk e, T o L P

. -~/

pvd

0.3 'Dvd i
arctan (Ep)
GD
!
02% Cou

Kuva 3 [1]. Jdnneterdksen Jdnnitys-rauodonmuutoskuvio,

Janneterdksen relaksaatio otetaan huomioon pienentdmélld sen kimmomoduulia kertoimella

k=1- —a— (4)
missa

a relaksaatioprosentti

2.2.3 Betoniterds .

Betoniterdksen jidnnitys-muodonmuutoskuvion otaksutaan olevan kuvan 4 mukainen.
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0
s
ol e~ ————
! e -
{ 1
yd
'vd
¢, = 10 70 fya *© E—; arctan. (€} €,
| { ! T
k °
€e ‘\Evka 'E“' € = 10 /oo
T
vd E’
7 v
————————— - - f
vk
o

Kuva 4 [1]. Betoniterdksen jannitys-muodonmuutoskuvio.

2.3 Rakenteen kuormituksen muuttuminen

Jinnebetonirakenteen pitkdaikaiskdyttdytymisen analysoinnissa tuottaa usein ongelmia
pitkdaikaisen kuormituksen muuttuminen, koska viruman kehityksessd tapahtuvaa muutosta
ei ole helppo selvittdd. Suomalaisten ohjeiden [1] mukainen menettely perustuu Dischingerin
menetelméin, jossa myohempiid kuormitushetked T vastaava virumiskdyrd saadaan alkupe-
rdiskdyrdstd suorittamalla pystysuuntainen yhdensuuntaissiirto (kuva 5). Neville [2] pitdd
titid menetelmid vanhentuneena alkuperdisessd muodossaan, koska se aliarvioi huomattavas-
ti virumaa, kun kuormitetaan kovettunutta betonia. Kun betoni on hyvin vanhaa, pitkdaikais-

kuormituksen muutos ei vaikuta lainkaan viruman kehitykseen!

o) 4 o(1.0)

#1.0)

&71.0) oAtT)

Kuva 5 [3]. Dischingerin virumisfunktio.
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Neville [2] ja Scordelis [4] ehdottavat, ettd eri kuormitushetkid vastaavat virumisk&yrat
lasketaan yhteen superpositioperiaatteella. Timi merkitsee sitd, ettd hetkelld t' < t tapahtu-
neesta kuormituksen muutoksesta syntyneet muodonmuutokset ovat hetkelld t riippumatto-
mia sekd myShemmin syntyvistd ettd varhemmin syntyneistd muodonmuutoksista. Menettely

antaa hyvid tuloksia tehtyjen kokeiden perusteella.

Tdssd esityksessd tarkasteltavassa laskentamallissa sovelletaan superpositioperiaatetta

ottaen huomioon betonin jadnnitys-muodonmuutosyhteyden epélineaarisuus.

Tarkastellaan betonin virumismuodonmuutosten kehitystd ajan funktiona. Hetkelld ts
kuormitus synnyttdad betoniin muodonmuutoksen Ece(to), jota laskettaessa betonin alkukim-
mokertoimena kdytetddn arvoa Ec(to). Hetkeen t mennessd tdmd muodonmuutos on kasvanut
arvoon EC(t), jos oletetaan, ettei rakenteen kuormitus tdnd alkana muutu. Samanaikaisesti

betonin jinnitys alenee.

Oletetaan, ettd rakenteen pitkdaikainen kuormitus kasvaa hetkelld £ Kuormituksen kasvun
vaikutus muodonmuutoksiin hetkelld t > t, otetaan huomioon "pysyvien" muodonmuutosten
avulla, Ensiksi on laskettava hetkelld t, tulleista kuormituksista aiheutuva muodonmuutos

€ C(t:), jota laskettaessa betonin alkukimmomoduulina kéytetdédn arvoa

l:“‘c(t) (5)

Ec=1+ t, t
o

missd
é(t, to) kuormitushetked t_ vastaava virumaluku hetkelld t

Téstd muodonmuutoksesta "palataan" € -akselille (kuva 6) kdyttden kimmomoduulia

E (t)
E = < . (6)
c 1+¢I(t tl)

Eri ajanhetkld vastaavien jédnnitys-muodonmuutoskdyrien yhdenmuotoisuuden perusteella

ehto

E_(t) _ B0 1
1+4(t¢ ) R e t,) el ™
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Ratkaisemalla yhtéléstd (7) e(l:(t) ja ottamalla huomioon yhteys

e (0= e+ e (© ®)

saadaan "pysyvélle" muodonmuutokselle lauseke

é (c, t)- ¢ (t, t))
Ecc(t)= T+ 3t t) €c(t) (9)
"o

Tastd arvosta ldhtien lasketaan kaikkien pitkdaikaiskuormitusten aiheuttama muodonmuutos
kdyttéien alkukimmomoduulille arvoa (6).

Lyhytalkaisten kuormien vaikutus muodonmuutoksiin otetaan huomioon tdysin analogisesti.

I: hetkelld t, tulevat
kuormitukset

II: hetketlda t tulevat
kuormitukset

III:  lyhytaikaiset
kuormitukset

I . ]]1

‘Eoe (,0} :::
1 !’o—>f1 ‘N:
a=arctan (E  (Fy))
|
I p = arctan (—Eclbd j
- | 1+ (1)
7 t
: Y= arctan | Eglty)
| 1+ (1, 1)
|
@ | p y cx: €

B ft) et
1 A
. (t)

V

S

Kuva 6. Virumismuodonmuutosten laskenta. (Kuvassa oletettu, etti betonin jinnitys-

muodonmuutosyhteys on lineaarinen ja ettel betonin kimmomoduuli muutu ajan
mukana.)

4, PITKAAIKAISET TAIPUMAKOKEET

Kokeiden tarkoituksena oli tutkia tartuntajidnnebetonirakenteen taipumamuodon kehitysta
ajan funktiona. Koekappaleina kdytettiin kolmea 12 metrin pituista 8-punoksista Variax

5-ontelolaattaa. Laattojen kuormat, jotka kaikki olivat pitkiaikaisia, selvidvdt kuvasta
7.



Q= 3.6 kN/m?

—};qmu: 1,8 kN/m?
Y Y Y Y v _ ¥ ¥y ¥V ¥
A 0 A K ® A K 3 D
5.12000mm 4 12000 mm 4+ 12000 mm "

laattojen omapaino 3,6 kN/m?2

Kuva 7. Koelaattojen kuormat,

Kuvassa 8 on esitetty koelaattojen kokeelliset taipumamuodot kokeen eri vaiheissa ja

tietokoneohjelmalla lasketut teoreettiset taipumamuodot. Laskennassa on kidytetty kaikille

laatoille samoja materiaali- ja ymparistétietoja.

-y —

o = 4 o TEORTAIPUMA

50 %ENNEN KUORMITUSTA
HETI KUORMITUKSEN

ALKAMISEN JALKEEN

&0 E’ ® 22 VRK:N KULUTTUA
@ 149 VRK:N KULUTTUA

70

Yvimm]

Kuva 8a. Koelaatan 1 taipumamuoto.
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hY & 7 7
\\ NS //— KOETULOS
\ 4

- ~_[_-—~ — —TEOR. TAIPUMA
N ©) " CDENNEN KUORMITUSTA
N "/ 7 BHETI KUORMITUKSEN
25 o ALKAMISEN JALKEEN
S s (@22 VRK:N KULUTTUA
5 ~+— @149 VRK:N KULUTTUA
y vimm] ® :

Kuva 8b., Koelaatan 2 taipumamuoto.

N ~—1F— / — KOETULOS
\ ® —- TEOR.TAIPUMA
2 \
,(1)29 VRK JANNITTAMISEN
N\ \_/ /" JALKEEN,

3 \\ i @50 Wgé JANNITTAMISEN
AN d ®m VRK JANNITTAMISEN
i N P JALKEEN
yvimm] )

Kuva 8c. Koelaatan 3 taipumamuoto.
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5. SOVELLUSESIMERKKI

Tarkastellaan tietokoneohjelman avulla HI-palkin taipumamuotoa eri kuormitustilanteissa,

Palkin poikkileikkausmitat ja kuormitukset selvidvit kuvasta 9.

Ap = 186mm? K, =220 mm?
= 1300 MPa hy =35mm
hp = 35mm (pdddyssd)

88,150,

Betoni  K50/35-1
Jdnneterds St 1600/1800

w0 =
E 4 E Betoniterdas A4LOOH

g 8 Ap = 10858 mm?
opo= 1100 MPa
— hp =75mm

90 175
T

e d VPP ez

T ¥ ¥ 39,=4AkNim

31300 mm

ib*b

palkin paino 220 kN

Kuva 9. Esimerkkipalkin poikkileikkausmitat (harjan kohdalla) ja kuormitukset.

Kuvasta 10 selvidé tarkasteltavan palkin taipumamuoto eri kuormitustilanteissa. Pitkdaikais-
ten kuormien ajheuttama taipuma on aina yl6spdin; vasta lyhytaikaiset kuormat saavat
palkin taipumaan alaspdin. TallGinkin palkin tukikiertymé on ldhes nolla.
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Kuva 10. Esimerkkipalkin taipumamuoto eri kuormitustilanteissa. Ympéristénd kuiva ilma.
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BETONIN MURTOEHDOT JA EPALINEAARISEEN KIMMOISUUTEEN PERUSTUVAT
JANNITYS5-MUCDONMUUTOS-MALLIT

Matti Leskelad

Suomen akatemia

1 JOHDANTO

Betonirakenteiden k3yttd moniaksiaalisesti rasitetuissa rakenteis-
sa on lis&dnnyt tarvetta ottaa betonin materiaaliominaisuudet huo-
mioon siten, ettd soveltaminen elementtimenetelm&én tuottaisi mah-
dollisimman todenmukaisia tuloksia. Ep&lineaarisen kdyttaytymisen
kuvaamiseen kidytettdvid konstitutiivisia malleja on kehitetty monin
eri perustein. N&istd yhden osan muodostavat ep&lineaariseen kim-
moisuuteen perustuvat isotrooppiset ja ortotrocoppiset mallit, jot-
ka ovat toistaiseksi olleet suosituimpia helposti elementtimenetel-
ma&n sovellettavuutensa vuoksi. Mallien k&ytt&tavasta riippuu, mi-
ti kaikkia ominaisuuksia laskennassa voidaan huomioida. Yksinker-
taisimmillaan tarkastellaan lis&&ntyv&n rasituksen aiheuttamia muo-
donmuutoksia, mutta myds vdhenevdn rasituksen jatidmdt pysyvat muo-

donmuutokset kyet&dn huomioimaan.

Liht8kohtana on pystyd kuvaamaan kokonaisj&nnitysten {c} ja muodon-
muutosten {e} yhteys sekanttimatriisina [Dg1, kun {o} = EDS]{e}

tai tanpenttimatriisina, kun {do} = EDT]{de}. Ortotropiamallit,
esimerkiksi (9) tarkastelevat materiaalijdykkyyksid ortotropian
padsuunnissa, jotka oletetaan samoiksi kuin jannitysten padsuunnat.
Tam3 on aiheuttanut arvostelua, jolle on sekd fysikaalisia etta ma-
temaattisia perusteita (12). Isotropiamallit ovat helpoimmin hah-
motettavia sekanttimuotoisina, koska niiden sis&dlt&mdt teoreettiset
perusteet ovat yleisimmin tunnettuja ja ohjelmointitekniikka muodos-
tuu yksinkertaisimmaksi. J&nnitysmallin rakentaminen perustuu mat-
riisien EDS] ja EDTJ esittdmiseen jannitys- tal muodonmuutostilan
funktiona, [DJ] = [D(o,e)l. T&ssd esityksessd tarkastellaan erditd
mahdollisuuksia n&iden matriisien muodostamiseksi ja esitet&an yksi

monipuolinen murtoehtofunktio (Ottosen (5]).
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2 KIMMOISUUTEEN PERUSTUVA KONSTITUTIIVINEN MALLI

Betonia voidaan tarkastella isotrooppisena materiaalina, jonka ma-

teriaaliominaisuuksien tunnuslukuina toimivat kimmomoduuli EC ja

suppeumaluku Ve

Konstitutiivinen yht&18 yleisess& muodossa on

;

919 D49 Dq2 D43 €11
o5 D55 Dag 0 €22
{233] D33 ®a3}
Ty n D4 Y17
23 SR LR D55 Y23
731 i Desl L731)
E = E /(1+v )(1-2v ), D.. = 1-v_, i=1,2,3
n C C [ 11 C
D.. = (1-2v )/2, 1=4,5,6, D,. = v _.
ii c ij c

Lineaarisella aineella E ja v ovat vakioita. Betonilla my8s pie-

nilla muodonmuutoksilla materiaaliominaisuudet ovat kohtalaisen
muuttumattomia. Rasitustilan kasvaessa ep&lineaarinen yhteys muo-
dostuu sekanttiyhtdldksi, kun (1):ssd kertoimet Dij asetetaan jan-
nitys- tai muodonmuutostilan funktioksi. Tama tapahtuu joko muo-
dostamalla EC:lle Ja vC:lle sopivat funktiot tai kayttamalld tila-
vuusmoduulin K = E/3(1-2v) ja leikkausmoduulin G = E/2(1+V) sekant-
tiarvoja KS ja GS ja tarkastelemalla rasitustilaa oktaedriesityk-
sen (esim. (4,10)) mukaisesti, jolloin yht&alsstd (1) voidaan kir-

joittaa

6 = 3K e, 1_=061v_, (2)
) s 0 0 s

missé 00T, ovat oktaedrijd&nnitykset ja €01 Yo niitd vastaavat ok-
tasdrimuodonmuutokset. Oletetaan, ettd yhtdlsdn (1) liittyvat paa-

jannitykset ja -muodonmuutokset (01,02,03) ja (81,82,63) ovat tun-

netut. N&iden avulla lyhimmin
o, = (01+02+03]/3, e, = (€1+E2+€3)/3
1 Y Y Y-
T 5/?01 02) +(02 03) +(03 01) ; (3)

2/ T2 2., 2
Y, 5 3 (€1 ez) +(e2 63) (53 61) ;
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Tilavuusmoduulin ja leikkausmoduulin miiiritelmisti seuraa, ettt

sekantLiarvol, kimmomoduulille ja suppoeumaluvolle voidaan osittid
helposti anginmainittujen moduulien sekanttiarvoina
E = 9K G_ /(3K _+G_), wv_ = (3K -26_)/2(3K_+G_). (4)
c S S s S c s s 5 s

3 MURTOEHDOT

Betonille on ominaista suppeumaluvun kasvu ldhestyttdessd murtoti-
laa. T&m3 aiheutuu sis8isestd halkeilusta ja materiaalin uudelleen
jérjestaytymisestd. Dilaation suuruus riippuu vaikuttavien j&nni-
tyskomponenttien suunnasta ja keskindisestd suuruudesta. Suunnat
ajatellaan tdssd yhteydessd siten, ettd veto on positiivinen ja pu-

ristus negatiivinen, lisdksi 0420,>04.

Murtoehdot perustuvat ja&nnitystilaan ja ne esitetd&n jénnitystilan
invarianttisuureiden funktiona. Jossakin muodossa ehdoissa esiin-
tyvid invariantteja ovat (a) oktaedrisuureet 0 »Tgs © ja (b) pdé&in-
variantit I1, IZ’ IB’ J2. J3.

Iy = 304 Iy = 040,%0503%030,, I3 = 040,04,

J

1
RN
-
8]
-

2 , Ja = (01-00)(02-00)(03-00) (5]

o

Tanskalaisen N.S. Ottosenin (5) murtoehtofunktieo on muotoa
FL01,02,03) = 4 —= + A¢r-+ B?— -1, (6)

PRES K1cos{% arccos(chos 30)}, kun cos 30 > O,

x o= K1cos{% - arccos(—chos 30)}, kun cos 30 < 0.

A, B, Kq, K2 ovat materiaalisovitusparametrejd ja FC on yksiaksiaa-

linen puristuslujuus. Ehto (6) toteutuu, kun F > 0.
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Ottosenin murtoehtofunktio on yleinen ja muihinkin materiaaleihin

kuin betoniin soveltuva. Sen erikoistapauksia ovat Drucker-Prayger
mydtdehto (4 = K,
(1,2). Kulma © on oktaedri1eikkausjénnityksen T, suuntakulma poik-

keamatasossa. Siitd on huomattava, ettd kun (a) 04>0,=04, o = OD,

= 0) ja von Mises'n mydtdehto (4 = B = K, = 0)

- _ o - _ &)
(b) 01>c2—(01+02)/2>03, o = 30, (c) 04=0,>04, 0 60" .

Kostuloksia eri tutkimuksissa on olemassa eniten tapaukselle (c),
jotka ovat betonisylintereiden kolmiaksiaalikokeita, Jjoissa jénni-
tykset o4s 0, 0N tuotettu nesteen paineella. Murtoehdon tarkkoja
pisteitd pit#isi olla yksiaksiaalinen veto (a) ja puristus (c) se-
ki kaksiaksiaalinen puristus (a). Suomalaisille betoneille ei ole
olemassa kalibrointiarvoja, koska toistaiseksi maassa ei ole har-
joitettu tutkimustoimintaa asiassa. Lisiksi on olemassa erilaisia
tulkintoja siitd, mitd yksiaksiaalisella puristuslujuudella tarkoi-
tetaan. Eurooppalaisessa ja amerikkalaisessa kdytadnntssa FC pe-
rustuu sylinterilujuuteen 828' suomalaisessa puolestaan kuutiolu-
juuteen KZB (150 mm kuutio). N&iden lujuuksien suhde ei ole vakio,
mutta t&ssd yhteydess#d oletetaan, ettéd K28/S28 = 1/0,85. Seuraa-
vat kertoimien arvot on laskettu l&hteess&a (4) esitettyjen kertoi-
mien perusteella kayttéen Betoninormien ehtoa fc = O,7K28. Murto-

ehto (6) toteutuu silloin yksiaksiaalisessa puristuksessa, kun

logl < Kyg-

Taulukko 1. Murtocehdon (6) vakiot

fog/fe 4 B Ky e
0,121 > 1868 | 2,8460 | 9,1854 | 0,9962 (13)
0,121 1.4426 | 2,7148 | 9,4710 | 0,9900 (14)

4 TILAVUUS- JA LEIKKAUSMODUULIMALLEJA

Suosittu epélineaarisuuden tarkastelutapa on 0llut KS:n ja Gs:n
riippuvuuksien etsiminen muodonmuutoksista tai j&nnityksistd tai
molemmista. VYleisesti tunnustetaan, etta GS voidaan esitt&d yksi-
kdsitteisesti oktaedrisuureiden 5 tai Yo funktiona. KS:lle nn
tarjothu vastaavaa riippuvuutta oD:sta tai eo:sta, mutta myts yo:sta
(7, 8, 16).
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Cedolin, ym. (7) esittdvidt tilavuusmoduulille KS = KS(EO) Ja leik-

kausmoduulille GS = GS(YO) yksinkertaisia eksponenttilausekkeita

_ -le |/c B -y _/r_
KS Ko(ab &) + dJ), G8 = Go(pq o) sy, * t), (7)

jotka ovat koetuloksiin sovitettuja parametrien a, b, c, d jJa
p, 9, r, s, t avulla. Kaytetyt koetulokset ovat osin kaksiaksiaa-
lisia (tasojinnitystila) ja lisdksi vakiosuhtein aikaansaatuja.
Funktiot ovat keskiarvoesityksi#, joiden vastaavuus eri tapauksiin

ei ole yhtendinen. Parametreilld on arvot

0,85, b =2,5 ¢ =0,0014, d= 0,15,
- 0,81, q= 2,0, 0,002, s = 2,0, t = 0,19.

(n}]
|

o
|

I
Y
1

Kotsovos (G) esittdd konstitutiivisen jAnnitys-muodonmuutos-yhtey-

den oktaedrisuureiden avulla siten, etta
e (o ro. /3K, o. J/F = kit /F "7+t |78 ™). (8)
o “int 8 int’ "¢ o ‘e o] c

Parametrit k, 72, m, n ovat betoniluokasta riippuvia

0,23

=
]

4/(1+1,137(FC-12,35) ),

1 = 0,222 + 0,01319F_ - D,ODD18$02,

- 2,415 jan = 1, kun f_ < 26 N/mme,

3
i

=
1

- 3,5308 + O,D428FC, n = 0,314 + 0,0264FC,

kun FG > 26 N/mmz.
Moduulien alkuarvot K . Jja G ovat f _:n funktiona
el el C

K . = 11000+4,72f , G_, = 89224+165f «3,374x40 1 2¢ 8,273
el E el c c

Nama alkujdykkyydet ennustavat suppeumaluvulle alkuarvon Veg 0,15.
Vastaavasti kaavoihin (4) sijoitettuna saadaan kimmomoduulille to-
tuttua arvoa EC = SUOUVKZB suurempi tulos. Ero ei ole kuitenkaan

ratkaisevan suuri.
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Tilavuusmoduulin sekanttisuhteelle Kotsovos esittdd lausekkeet

b-1
K /Kgp 1/(1+AK(|00|/FC) ), kun Icol/FC < 2,43

i

b-1 b
Kg/Kgq = 1/ (1+2 AKb—z_AK(b-1)(FC/|oO|)), kun loo|/1cC > 2,43.

(1)

Sgkanttimoduulille vastaavasti

G /G . = 1/01+C, (/£ 97Ty, (10)
) K" "o 'c

el
Parametrit AK’ b, CK’ d ovat puristuslujuuden FC funktioita,

Ay = 0,516, kun f_ < 26 N/mmZ

K
A = 0,516/(1+0,0043(¢ -26)%"2%7), kun £_ > 26 N/mm?
b = 2,0+ 4,3x10‘8+‘04'451
C, = 3,573, d = 2,12 + 0,0222f, kun f_ < 28 N/mm-
cy = 3,573/(1+0,0176(¢ -26) " 41", d = 2,7, kun £ > 2 N/mm® .

Muodonmuutokset €53 kokonaisjdnnityksista 033 saadaan yht&ldn (1)

perusteella k&&ntdm&lld se muotoon

e.. =6..g +g. V/3K_+ (g.,,-8,.0 )/2G_, (11
ij ij "o “int s ij "ij o s

missd §,: on Kroneckerin deltasymboli. Muodonmuutoksien lisaykset
Aeij saadaan lisaksistd Aoij samaa yht&183 kadyttden muuttamalla ko-
konaissuureet lisdyksiksi. T&118in on mahdollista huomioida myds
vihonevan kuorman vaikutukset, kun madritelld&dn seuraavat kuarmitus-

olosuhteet
(i) lis&&ntyvd deviatoorinen kuormitus merkitsee, ettd het-
kellinen T, On suurempi kuin aikaisempi arvo

(1i) 1lis#&ntyvd hydrostaattinen kuormitus merkitsee, ettd
Iool on suurempi kuin aikaisempi arvo.
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Vahenevid ovat kaikki muut kuin (i) ja (ii). V&heneville kuormi-
tuksille sekd tangenttimoduulit Kt ja Gt etta KS ja GS ovat samo-

ja kuin kimmoiset alkuarvot Kel’ Gel' Lisdysyht&ldt ovat

Ae.. = 6, .(0o _+bo, )/3K _ +(Ao,.-6, .00 )/2G,, (12)
ij ij 0 int t ij "ij 7o t

miss8d sisdisen jannityksen muutos Aoy oy saadaan (8):sta asettamal-
la lausekkeeseen muutokset Ao, BT Deviatoorisesti vahenevdssa

kuormituksessa {At < 0) asetetaan Ao, = 0.
o] int

Tangenttimoduulit lis&&ntyvalle kuormitukselle ovat

' b-1
Ke/Kgy = 1/(1+bAK(|cD|/FC) ), kun |oO|/fC < 2,43
K./k o = 1/01+227TpA ), Kkun lo |/f > 2,43 (13)
t’ el K*? 0 c = 770
3 d-1
Gt/G81 = 1/(1+CKd(rO/FC) ).

Cedolinin sekanttilausekkeista (7) saadaan tangenttimoduulit tar-
kastelemalla yht&15itd (2) lisdys- ja sekanttilausekkeina
Kt = KS + eosz/deo, Gt = GS + YOdGS/dYO. (14)

Taman jalkeen sovelletaan samoja periaatteita kuin lisdysten suh-

tzen on kuvattu.

5 YHTEENVETO

Esitetyt mallit kuvaavat betonin kayttdytymista moniakselisesti
kuormitettuna riippumatta kuormituksen suunnasta. Yleensd betonia
voidaan hyddyntdsd parhaiten puristusjénnityksien vaikuttaessa.
Murtoehtofunktio (6) toteutuu pienimmilld j&nnitystasoilla silloin
kun kuormitus on huomattavan deviatoorista (suuri TD) ja toisaalta,
jos jannityksiin sisdltyy vetdvid komponentteja, jolloin hydro-
staattinen komponentti pyrkii tulemaan kohti positiivista arvoa.
Lisiksi funktio osoittaa, ettd murtoehto ei toteudu lainkaan hyd-

rosbaattisessa puristuksessa, kun Ty ™ 0.
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Tilavuus- ja leikkausmoduulien kaytto konstitutiivisen mallin ra-

kentamicessa e ole viltEamdténld.  Upilineaarista kimmoisuubta on
hytidynne Ly myiin e, dhvivalenbLion yleiaksioalislon moodonmonbas
ten avulla. 148110in lahdetddn siitd, ettd betonin yksioksiaalivia

jadnnitys-muodonmuutos-kdyria voidaan soveltaa myds moniaksiaalisis-
sa jannitystapauksissa madrittelemalla ekvivalentit muodonmuutokset
todellisten arvojen funktiona. T&hé&n perustuu mm. ortotropiamalli
(3). Myb6s (B):ssa ja (15):ssa on kaytetty lahtdkohtana yksiaksiaa-
lista funktiota. Ottosen rakentaa mallinsa murtoehtofunktioon pe-
rustuen kayttden epdlineaarisuuden mittana sitd, kuinka l&hella
tarkasteltava jannitystila on murtoon johtavaa. Tata varten hin
madrittelee epdlineaarisuusindeksin B , jolla on ennen murtumista
arvo B8 < 1 ja murtumisen j&lkeen B > 1. Materiaaliominaisuudec:
asetetaan B8:n funktioksi, EC = EC(B), v, T vC[B). Tadllainen pe-
riaate, vaikka onkin osittain intuitiivinen, kuvaa betonin kayttay-
tymisli periaatteiltoan oikein. Se saattaa silti erota Jdykkyvdel-
tadn muista malleista, silla vc:lle on asetettu vakioarvo murtoti-
lassa. Joka tapauksessa kaikkien mallien tulee olla sellaisia,

etta v, < 0,5, mikd on fysikaalinen vaatimus.

Cedolinin mallin kdyttd elementtimenetelmdssd on helpointa, kun
kdytetdsdn siirtyméelementteja. Malli tuottaa stabiilin suppene-
vuuden, koska verrannollisuusmoduulit saadaan suoraan siirtymati-
lan funktiona. Kotsovosin malli on esitetty jannityksien funktio-
na, mik& merkitsee, ettd moduulien korjaus on aina yhden laskenta-
kierroksen j&ljessd siirtymiin nahden. Lisaksi malli sis&lt&d huo-
mattavan joukon erilaisia parametreja. Tdm3d on yleinen piirre mo-
nille muillekin malleille ja kuvastaa betonin kompleksista luonnet-
La. Materiaalin jolkuva pehmeneminen rasitustilan kasvaessa Jjoh-
Ltuu siadisestd mikrohalkeilusta kohtisuoraan suurimman puristusjin-
nityksen suuntaa vastaan. Jos jannityksien suunta muuttuu niin,
ettd halkeamat joutuvat puristetuiksi, betoni toimii j&lleen kuten

"ehyt” materiaali.

Yleisid jannitys-muodonmuutos-yhteyksié betonille ei vield liene

pystytty rakentamaan, vaikka monissa kirjoituksissa niin vaitetdidn-
kin. Murrayn kirjoituksessa (10) tarkastellaan yleisempid mahdol-
lisuuksia matriisien EDS] ja EDT] muodostamiseksi ja osoitetaan va-

kuuttavasti ettd tehtdvd muodostuu valttamétta kompleksiseksi.
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MEASUREMENTS OF GUYED MAST DYNAMIC PROPERTIES AT YLLAS, FINLAND

Risto Turunen

Finnish Acoustics Centre Ltd

1  BACKGROUND

The Y1lis radio mast shown in figure 1 is situated in Northern
Finland; it stands on top of a bare hill rising some 500 m above
the surrounding countryside. The weather conditions at this
exposed position are quite severe; wind induced vibration
amplitudes of up to 18 m/s? have been observed at the mast top. A
dynamic vibration absorber was installed on the mast in 1983. The
absorber was constructed as a pendulum suspended with vertical
steel wires and connected with horizontal shock absorbers to its

housing at the mast top.

This paper describes the verification of the damping effect of
the vibration absorber by full scale field tests of mast
behaviour before and after absorber installation. These tests
were conducted jointly by the Finnish Broadcasting Corporation
and the Instrument laboratory of the Technical Research Centre of

Finland, employer of the author at that time.

2 MEASUREMENTS

The mast's modal parameters were estimated using its step
responses, which were determined by applying a step force input
to the structure and measuring the resultant vibration responses.
The step input was effected by tightening a rope between the mast
top and a guy anchor and releasing the rope by opening a hook at

the lower end of the rope.

Instrumentation used for data acquisition and processing is shown

in figure 2. The excitation force was measured by a transducer at
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Figure 2. Instruments used for data acquisition and analysis
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the mast top. Vibrations were measured with 12 accelerometers
attached to the legs of the mast at eight different levels and to
the absorber mass. Typical excitation and response signals are
shown in figure 3. All transducer signals were registered with an
FM tape recorder. Each time record lasted 10 minutes; the total

number of recorded force steps was about 100.

Combinations of various parameters (force amplitudes, accelero-
meter orientations, absorber adjustments) were examined during
field measurements. Linearity of mast behaviour was tested by
using different excitation levels. No nonlinear effects could be
observed in the undamped mast. However, damped mast behaviour was

clearly dependent on input force level.

3 ANALYSIS OF MEASURED DATA
3.1 Undamped mast

As the first data processing step, a two channel spectrum
analyser was used to compute frequency response functions between
the excitation force and response at each accelerometer position

and direction. A typical result is shown in figure by,

The mast structure behaved unsymmetrically due to differences in
guy lengths and forces. Consequently, eigenmodes of the mast

appeared in pairs with slightly differing eigenfrequencies. These
pairs could be observed as double peaks in the frequency response

functions.

Because of close eigenfrequencies, each modal contribution was
separated from frequency response data by a modal enhancement
procedure (i.e. weighted summation of frequency responses) before
estimation of final modal parameters with a special purpose
regression analysis algorithm. The lowest eigenfrequencies and
damping factors of the mast are shown in table 1. The

corresponding modal vectors are shown in figure 5.
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Table 1. Modal parameters of the Yllds mast

Undamped Small amplitudes | Large amplitudes
Mode freq relative freq relative freq relative
damping damping damping
Hz % Hz % Hz %
1 0.88/0.91 0.22 0.82 0.20 0.83 2.1
2 1.45/1.49 0.19 1.19 0.18 1.22 6.1
3 2.40/2.43 0.36 1.90 0.27 1.94 4.6
4 3.20 0.45 2.89 0.41 2.91 1.3
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3.2 Mast with vibration absorber

The observed nonlinear behaviour was found to be due to dry
friction in the shock absorbers. At low vibration levels the
absorber mass was effectively clamped to its housing and acted
like a pure additional mass. The vibration absorber was operating

only when a certain vibration level was exceeded.

The approximate magnitude of frictional forces in shock absorbers
was estimated from time domain force equilibrium equations:
unknown (frictional) forces should balance the resultant of other
forces. Measured movements of the mast top and the absorber mass
were used to calculate inertia, viscous damping and spring forces
acting on the absorber mass as shown in figure 6. Inertia and
spring forces could be calculated quite accurately from the
geometry of the structure. Viscous damping and frictional forces

were then estimated by a trial and error procedure.

An approximate estimate of the significance of friction was made
by comparing frictional and viscous energy losses. At peak
accelerations exceeding 1 m/s?2 most energy dissipation in shock
absorbers was found to be caused by viscous damping.
Consequently, the behaviour of the damped mast was described with

two linearized modal models:

- At small mast top vibration amplitudes (below 0.4 m/s?) the
absorber acted like an added mass at the mast top.

- At large mast top amplitudes (over 1 m/s?) the absorber mass
was moving relative to the mast top. The relatively small
el'f'ect of friction could be modelled by equivalent viscous

damping with reasonable accuracy.

Modal parameters of the two models were estimated indirectly by
adding the effects of an absorber model to an experimental modal
model describing the undamped mast top. Unknown quantities
(mainly absober damping) were adjusted until good compatibility
between the combined model and experimental data was obtained.
Modal parameters estimated from the combined model are shown in
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table 1.

The mast top model was calculated in the direction of smaller
principal stiffness, so that only the lower frequency component
of each eigenfrequency pair was used in computations. Vibration
modes mostly due to guys were left out of the model. Effects of
geometric changes in the mast due to the attachment of tne
absorber housing were included. The synthesised frequency
response of this model is shown superimposed on the experimental
frequency response of the top of the original mast in figure TA.

The frequency response model describing the modified mast at
small vibration amplitudes was computed by adding the sum of
absorber housing mass and pendulum mass to the mast top. This
combined model could be verified by comparing it with test
results at low excltation force levels as in figure T7B.

In the large vibration amplitude model the pendulum mass was
assumed to be attached to the mast top with a spring and a
viscous absorber element. Comparison of the model with test
results (figure 7C) was more difficult than in the case of small
amplitudes. Clean, large amplitude frequency response functions
could not be acquired with step excitation, because towards the
end of each Lime record the amplitude of the mast top diminished
so much that the absorber mass was clamped to the masi top by
friction. Consequently, all experimental frequency responses

showed some vestiges of sharp, weakly damped resonance peaks.

The absorber mass actually increased the number of vibration

modes in the large amplitude model from four to five. However,
the damping of the lowest mode at 0.7 Hz was so high that this
mode had no real significance and was not included in table 1.

The vibration absorber could not damp the fourth mode of the mast
efficiently because the mass of the absorber housing almost
created a node at the mast top in that mode shape. This result
was later confirmed by an observed wind excited mast top

vibration amplitude of 3 to 4 m/s? at about 2.7 Hz.
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4 SHOCK ABSORBER PERFORMANCE

According to the field experiments, the damping constant of the
shock absorbers used at Yllds was actually considerably higher
than indicated by the manufacturer. To check this result, a
similar shock absorber was later tested in an environmental
chamber in a temperature range of +21 to -19 C. The results were

consistent with previous field test data.

However, ampient temperature had a considerable effect on the
damping constant: its value varied between 2.6 and 6.6 kN/m/s in
the temperature range considered. Analytic models of the mast
were used to study the effect of this variation. Maximum relative
changes in modal damping coefficlients were found to be about 10
to 30 %.

5 DISCUSSION

The original damping coefficients of the lowest modes at Yllé&s
were between 0.19% and 0.45%. The vibration absorber was found to
increase the damping factors of the three lowest modes by a
factor of ten or more and eliminated the possibility of dangerous
vibration amplitudes. The absorber was less efficient in damping

the fourth vibration mode because of its position.

The choice of testing method and excitation type was a compromise
between economy and completeness of results. In thils case, more
economy (i.e. using only responses of wind 1induced vibrations)
would have resulted in experimental data almost impossible to
interpret because of nonlinearities in the structure. On the
other hand, heavier equipment, e.g. unbalance shakers, could have
been used to excite the mast to overcome the effects of friction,
However, sufficient results could be obtained in spite of complex
structural behaviour by processing experimental data with

advanced algorithms.
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Finland

Nonlinear oscillators having piecewise exactly solvable
equations of motions are widely used in engineering and
science to describe nonlinear phenomena. In this paper we
consider the intrinsic chaotic motion of the damped classical
oscillator driven by an amplitude-modulated periodic impulsive

force. The dimensionless equation of motion reads

X + 2yx + x = £(x) I §(t-nT1) ,

n
where § is Dirac's S8-function and £ (x) = A(—x+x3). A and T
are system parameters. This system has the advantage that it

can be cast exactly in the form of a second order difference

equation:
X = E(2C-SA/a)x_ - E2x + Ax3
n+1 n n-1 n '’
s _ 2,1/2
where E = exp(-yt), C = cos(at), S = sin(art) and a = (1-v7) .

Special attention is given to the universality of the chaotic
motion. The chaotic motion is discussed using the renormaliz-

ation procedure by Helleman [1].

[1] R.H.G. Helleman, in Fundamental Problems in Statistical
Mechanics V, edited by E.G.D. Cohen (North-Holland,
amsterdam 1980) p. 165,
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1 INTRODUCTION

The response of systems to impacts is an important and timely
subject of engineering inquiries. As a result international
journals [1] [fully devoted to research works concerning the impact
events or related topics are being published. One of the basic
models in studying the impact responses is the oscillating and
impacting body. The applications of this simple model are abundant
in engineering and consist, e.g., of dampers, rock drills, ploughs,
rammers and conveyors [2]. The impact oscillator has recently been
used in analysing the dynamics of the off-shore structures, the
buckling of structures [3], the bounce and chaotic motion in impact
print hammers, and the periodic and chaotic motion of a drill in
the drilling of thin plates [4]. 1In this paper we study the damped
fully elastic sinusoidally-driven impact oscillator. Between the

impacts [x(t) > 0] its dimensionless equation of motion is

X(t) + 0.4x(t) + x(t) = cos(wt) . (1)
When x(ti) = 0 an elastic impact occurs reversing the velocity
i(tI) = -i(t;). The impact is responsible for the nonlinearity.

Despite of the simple equations the motion of the impact oscillator
is very complex displaying chaos [3,5-8]. w serves for the system
parameter. The forcing amplitude, unlike, e.g., in Duffing's
oscillator [9], does not appear in Eq. (1) explicitly and has
therefore, via the scaling of x, only an indirect effect on the

oscillator dynamics.

(i,p) denotes the attractor with i impacts during the period p
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(given in the units 2n/w). The fundamental attractor (1,1) asso-
ciated with the largest amplitude resonance appears around s 2
followed by the subharmonic attractors (l,m) at w & 2m (m=2,3...)
[3,5,6,8]. The period-doubling bifurcations start at high-w
flanks of (1,m) leading to chaos between the periodic attractors
(1,m) and (1,m+1) [3,5,6,8]. In this paper we study the motions

around the first main resonances m = 1 and m = 2.

2 PERIOD DOUBLINGS AND CHAOS

The detailed amplitude response diagram X = X(w) (X is the maximum
displacement of the particle) between (1,1) and (1,2) (i.e.,

2.6 < w < 3.3) is shown in Fig. 1. X(w) first decreases when w is
increased from 2 to w; = 2.64914. The period-doubling bifur-

cations of the May-Grossmann-Thomae-Feigenbaum scenario [10,11]

X
0.8

0.6

0.4

2.6 2.8 3.0 3.2

€

Figure 1. Amplitude response diagram. The thick solid, thin solid
and broken lines denote chaotic attractors, periodic
attractors and period-doubling sequences, respectively,
The chain of dots L-M denotes the devil's attractors.

The thin vertical lines with arrows denote hysteresis
jumps. (i,p) denotes the attractor with i impacts during
the period p.
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with the attractors (27,2%)
start at Wy - (4,4) is shown in Fig. 2a. Chaos is reached at

w, = 2.739144. The chaotic attractor slightly beyond this at

w = 2.75 is shown in Fig. 3a. These results agree with Refs

D8] 0 (b)

—_—

(d)

- 0.4+

-0.8-

Figure 2. Periodic attractors at the high-w flank of (1,1).
(a) (4,4) at w = 2.735. (b) (4,4) at w = 2.887.
(c) (10,11) at w = 2.887. (d4) (2,3) at w = 2.930.

Figure 3. Chaotic attractors below (a) and beyond (b) the crisis.
(a) w = 2.75. (b) w = 2.754.

i < < =
in the ranges W, < w W o417 D 1,2,...
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[3,5,6]. The calculated (w7-w6)/(w8—w7) ~ 4,70 agrees closely
with Feigenbaum's universal § = 4.669... for unimodal one-dimen-
sional (z = 2) maps [11] indicating close similarity between the

behaviour of the oscillator and the (z = 2) -map. At w ~ 2.754

a sudden jump (crisis [12]) appears in the chaotic attractor

(Fig. 3b). 1In the crisis the size of the attractor diminishes and
the xi—phase—plane around the origin is filled (Figs 1 and 3). The
same behaviour is seen also in the periodic attractors in I'igs Z2a
and 2b which show the two attractors (4,4) found below and beyond
this crisis, respectively. Between the first and the second

(v ~ 3.154) crises chaos is interrupted by a few periodic windows
[8]. We find hysteresis caused by the coexistence of some windows,
e.g., (4,4) and (10,11) in Figs 2b and 2c, respectively. We also
find period-doubling bifurcations leading to chaos within some
windows [8]. (2,3) in Fig. 2d has the widest stability region of
the observed attractors. X(w) in the insert of Fig. 1 consists of
a sudden jump A»B in the chaotic attractor at w ® 3.154 (the second
crisis) followed by a period-halving sequence to the attractor
(3,4), two opposite hysteresis loops (C»D+E+F~+C and G+H+I+J+K~+G),
one period-doubling (1,2)-(2,4) at J+K->G and a complete period-
doubling sequence leading to chaos from (7,10) (H>E~F) with de-

creasing w, as well as an incomplete period-doubling — period-
halving sequence (7,10)~>(14,20)>(28,40)~>(14,20) at H>I. The final
attractor at K»J is (1,2). X(w) of (1,2) increases monotonously

above w = 3.3 towards the second main resonance.

3 PHASE LOCKINGS AND STAIRCASES

We define [8] for the periodic attractors — in analogy with the

definition of the winding number — the reduced impact/period ratio

(2)

g versus w at the low-w flank of (1,1) is shown in Fig. 4. The
steps are due to the phase-locking phenomenon [13,14]1. q-l locks
at rational numbers between 0/1 and 1/l forming a part of a
complete Farey tree [14-16] shown in Fig. 5 up to the order 5. 1In
the Farey tree the adjacent fractions pl/il and p2/i2 satisfy the
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Figure 4. Reduced impact/period ratio q. The step with
g = 1/1 continues with increasing w.

Figure 5. Farey tree of q_l or p = 3q_l—4 between 0/1 and 1/1 up
to the order 5. The fractions encircled with the solid
line represent the first observed attractors of the
devil's staircase.



268

unimodularity condition |pli2—ilp2| = 1, Most of the steps (Fig. 4)
originate from the attractors of the form (i,l), the lowest step
with q = 1/1 corresponding to the fundamental attractor (1,1).
Therefore the staircase of Fig. 4 is of the harmless type [17,18].

q versus w of the group of the attractors L-M (denoted by dots in
Fig. 1) is shown in Fig. 6. g locks at rational numbers between
3/5 and 3/4. We find that the general form of all observed

attractors (i,p) in the xx-phase-plane is

(i,p) = (3m+3n,4m+5n) & mx*(3,4) +n* (3,5) (3)

where m = %-i—p and n = p- %°i are integers (> 0). Between two

steps we can find numerically very often further steps and there-

0,751 = 3/4 ' 7

q
18/25

-5/1

0.70_ 12/17—.7/10 =
=9/13

em=2/3

0.65 —9/14 =

1219
0.60 | 375

l | | I
3.180 3185 3190 3195 3.200
W

Figure 6. Devil's staircase of the attractors L-M. g denotes the
reduced impact/period ratio. Only the widest plateaus

are shown.
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fore q seems to exhibit the devil's staircase behaviour [16-19].
The ratio p of the number of the attractors (3,5) to the total
number of the attractors (3,4) and (3,5) in the devil's attractor
(1,p) is [see Egs (2) and (3)]

o= 3qg L =4, (4)

p locks at rational numbers between 0/1 and 1/1 and forms the Farey
tree of Fig. 5 where the observed values up to the order 5 are
encircled with the solid line (p = 3/5, however, is missing). The
Farey sequence of Fig. 5, o/1, 1/5, 1/4, 1/3, 2/5, 1/2, 3/5, 2/3,
3/4, 4/5, 1/1, corresponds [Eq. (4)] to the attractors (3,4),
(15,21), (12,17), (9,13), (15,22), (6,9), (15,23), (9,14), (12,19),
(15,24), (3,5), respectively. The staircase of Fig. 6 is denser

and thus more devilish than the harmless staircase of Fig. 4 [18].
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BENDING WAVE GENERATION IN THE DRILL ROD
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1 INTRODUCTIOGN

Greater efficiency has long been the ultimate aim in the develop-
ment of rock drilling machines, and accordingly studies of the
percussive rock drilling process have mainly been concerned with
energy transfer problems. It is only recently that manufacturers
and researchers have started to probe into other asprcts of the
rock drilling process, such as bendiné waves in the drill rod and

the noise generated in the process.

One of the earliest theoretical works concerning bending wave gen-
eration in the drill rod is the excellent paper of Shimizu and

Takata [1], in which the authors derive an analytical solution to
the problem where a rigid piston eccentrically impacts a slightly
curved rod. Carlvik [2] has investigated the bending effect caused

by an eccentric reaction force resultant at the rod/rock interface.

In the experimental part of [1], the authors investigate how the
impact velocity, the mass of the piston and the eccentricity of
impact affect the bending wave amplitudes. Experimental investiga-
tions of drill rod stresses have also been done by Roberts et al. [3]
and Hawkes ol al. [4], [5). A very interesting procvedure is shown
in the paper of Bgren [6]1, in which the generation mechanism of
bending waves is studied by using high speed photography and stress

optics.

Excepting the works of Carlvik and Ogren, naone of the authors of
[1], [3-5] analyze in depth the possibility that the rock end of
the rod could be the origin of the bending effect. Carlvik and UOgren
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do in turn point to this possibility, but on the other hand only
qualitative conclusions can be drawn from their studies; that is,

they do not explain the wave phenomenon in its entirety.

This paper presents both theoretical and experimental results for
the bending wave generation problem. By calculations and experi-

ments it is shown that the rod/rock interface is the major source
of bending waves. The generation mechanism at the interface is as

yet unknown, and it deserves further study.

2 FORMULATION OF THE PROBLEM

We simulate the percussive rock drilling process with two slender
bodies impacting each other. Only a single blow will be considered.
The governing equations of motion, as well as the boundary and
initial conditions are drawn from [7]}, and they are reprinted below;

the equations of motion read

AU = c2(A u ) ; € R (1a)
p'p T “p TP pax X =

o2

i = cu 5 x € R, {(1b)

A N 2

atw Wy T 0 3 x £ R, (a? = pA/(EI)) (1¢)
where

u axial displacement

w transverse displacement

A cross-sectional area

c wave propagation velocity

P mass density

E Young's modulus

I area moment of inertia

R, {x]0¢x« Lp}

R

L ¢x<cL_ +1L]}.
{x| . 5 )

Subscript p is used for piston entitiesy L denotes length.
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The boundary conditions are

p
Up,x = u,>< =0 for t»o TCl ’

P

EAu,x - ku - ya =0 for TCz <t STC3

Pzw,xx teu =0 for T_,¢tsT_, (r2=1/A)

Ux =W ux ™ 0 for O0<¢ts TCz , or t» TCa
where

TCl piston/rod contact time

T02 L/c

T03 time, when rod and rock rebound

k spring.coefficient

Y damping coefficient

2 eccentricity

L. vertical support locations.

Initially, the piston moves towards the rod with velocity v

»

(2)

(3a)

(3b)

(4)

(5a)

(5b)

(5¢c)

0"’
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while the rod is assumed to be at rest. This gives rise to the

following initial conditions at t = O,
u, = 0 3 x € R, U {O,Lp} (6a)
u =w =20 , x € R, U {Lp, Lp + L) (6b)
&p = vy » X €R;pU{0,L) (6¢c)
G =w=20 ’ x € R, U {Lp, Lp + L} ‘ (6d)

3 RESULTS

Equations (1) - (6) were numerically solved by employing a general

purpose finite element analysis program ANSYS. Table
the values of the essential parameters chosen in the
ution of the bending wave problem. In our study, the
ity of the piston is 5 m/s. This is lower than in an

where velocities may exceed 10 m/s.

1 summarizes
numerical sal-
initial velac-

actual machine,

Table 1. Values of parameters.
Piston/red | Rod/rock
Piston Rod interface interface
Young's modulus E/GPa 210 204
Mass density o/kg/m’ 7690 7600
Length L/mm 412 3468
Cross-sectional area A/mm? 508
Area moment of inertia I/mm" 24831
Beam height h/mm 25.4
Stiffness coefficient k/kN/mm 600 350
Damping coefficient y/kNs/mm 420
Eccentricity e/mm 11
Initial (axial) welocity
vo/m/s 5
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The finite element model consists of 80 beam elements and of two
interface-elements., The latter possess a gap capability which makes
it possible to take into account the impact and rebound phenomena.
The time-integration is carried out allowing the integration step
vary from 5 to 10 microseconds. The smaller step length is used
during the contact period expected, while it is decreased after
the nebound has been occurred. The rod is supported vertically at
points located at L, = 159 mm from the piston/rod interface, and at
40 mm (the corresponding value of L, is 3428 mm) from the rod/rock
interface.

The sxperimental setup is presented in figure 1.

Piston mass 5.5 kg 159

length 412 mm 1
P— :~¢,—;: 3,47 m rod, 1in hexagonal
l —
S 7 ﬁ Piece ot

=t

granite
m=1200 kg

Clearance e Misalignment ©

| ===

Figure 1. Diagram of experimental setup. The piston is located in
a cylinder driven by compressed air. Stroke length 0.5 m.

Figure 2 shows calculated and measured bending wave in the middle
of the rod. The disturbance (eccentricity) is assumed to exist at
the rod/rock interface in computational implementation. Figures

2.b - d show results from repeated impacts.

The measured bending wave with the rock end free is plotted in

figure 3.

4 DISCUSSION AND CONCLUSIONS

The two different assumptions made in the numerical bending wave
analysis were that when idealizing the wave generation mechanism,
the excitation was given either through an eccentricity of piston

blow or through an eccentricity of rock end reaction force resultant.



STRESS (MPa)

STRESS (MPa)

T T T T
200 a)
100 |- o
0
=100 |
-200
i - i 1L
0 2 4 6 8 10
TIME (ms)
T T T T
200 |- c) -1
100 |- -1
o ]
-100 |- -
-200 |- -
1 1 ] |
0 2 A 6 8 10
TIME (ms)

STRESS (MPua)

STRESS (MPa)

STRESS (MPa)

278

T T T L]
200 |- b) =
100 |- =
0 "
-100 |- =
‘200 - —

1 1 1 1
0 2 [A 6 8 10

TIME (ms)

T T T T

200 -
d)

100 |- -
0 i
=100 |- Y
-200 |- -

I 1 1 L
0 2 b 6 8 10

TIME (ms)

Figure 2. Bending waves (rock supported rod end) at L/2 from the:
impact point. (a): calculated; (b) - (d): measured.
Spring and damping coefficient values: k = 350 kN/mm,

y = 420 kNs/mm.
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Figure 3. Bending wave with
free end.

Due to the nature of wave motion
it is clear that in the former
case the bending may occur inde-
pendent of the rock end boundary
condition, while in the latter
one no bending is distinguished
before the first reflection from
the rod/rock interface. This was
verified by calculations; the
results are not reprinted here.
Our working hypothesis was that

it is the disturbance at the

piston/rod interface which causas the bending effect. Therefore,
the ultimate differences between the calculated and the measured’
results were rather confusing. Then, after a great deal of "wasted”
work, we happened to compare the calculations with the rod/rock end

eccentricity with the measured results (figure 2). Ignoring the time

period during which the calculated wave appears as a straight hori-

zontal line, the results obtained show notable similarity between

’»
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calculations and measurements. The early part of the measured wave
can be explained by comparing figures 2.b and 3 with each other,
The former shows the wave behaviour with a rock supported end,
while the latter corresponds to the free-end case. They agree al-
most completely during at least the first 1100 microseconds. The
bending wave propagation velocity ranges from around 3200 to

3400 m/s which means that during the first 1100 microseconds, the
wave has travelled about 3.6 meters; thus, the first reflection of
waves from the rod/rock interface has taken place within this time
period. Now, if the eccentricity of the piston impact were the
major cause of bending waves, a considerable rise in stress ampli-
tude should follow after the first 1100 microseconds - and even
earlier - also for the free-end rod. The maximum stress-level, how-
ever, does not exceed 40 MPa, while for the rock supported rod,

stress-levels up to 200 MPa can be read.

From the above discussion we may conclude that the disturbances at

the rod/rock interface are the major source of bending waves.

To explain the bending wave generation mechanism, a further study
will be needed. There are at least three possible factors that may
participate in producing the bending effect. 1. The stochastic na-
ture of the breakage of rock causes an eccentric reaction force re-
sultant, however ideal the initial settings. 2. The rock end of the
rod as a whole is more rigid (with respect to bending) than the
rest of the rod, and it can be thought to rotate as a rigid body.
This rotation may be more essential factor in producing bending ex-
citation than the elastic wave motion. 3. The rod end consists of
two different materialsy the drill bit mounted in the end of the
rod is made from a very hard metal, being more rigid than the rod
material. This may cause an effect similar to that described under

the previous item.

As to the use of ANSYS with these kinds of problems, we would like
to point out that the program runs relatively slowly because of its
geneﬂality. Therefore, the development of a more problem-orientated

program would be a more rational way to solve the problem.

The bending wave problem was considered in relation to in-plane
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motion only, althoug the displacement field of rod is actually
three-dimensional. This can be established by the experimental
setup, which is such that in-plane motion is most likely expect-
able: only slight imperfections in the impact point, which could
produce bending in more than one plane, can be percepted; and the
bit form is such that it sffectively prevents all transverse

motion except the vertical in-plane motion.

The model presented here offers a good basis for further analysis
of bending waves in the drill rod, and it can also be used as a

starting point in the analysis of noise radiating from the rod.
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GEODEETTISET JA FOTOGRAMMETRISET MENETELMAT MUODON JA
MUODONMUUTOSTEN MITTAUKSESSA

Hannu Salmenpera

Tampereen teknillinen korkeakoulu

1 JOHDANTO

Mittauksilla hankitaan tietoa suunnittelua ja paitdksentekoa varten. Mittausten avulla
ohjataan tuotantoa talonrakennuksessa, koneenrakennuksessa, laivanrakennuksessa jne. Mit-

tausten avulla valvotaan rakenteiden kidyttdytymistd kdyton tai koekuormituksen aikana.

Geodeettiset menetelmét ovat alkujaan kehittyneet laaja-alaiseen mittaukseen. Nykyisin
on kuitenkin tapahtunut selvdi eriytymistd. Toisaalta on kehitetty laaja-alaiseen mittauk-
seen kokonaan uusia menetelmis, esim. satelliitti- ja inertiapaikantaminen. Toisaalta on
kehitetty jarjestelmis, joiden avulla voidaan suorittaa tosiaikaista kolmiulotteista mittaus-

ta esim. konepajaympéristossd.

Fotogrammetrian (kuvamittauksen) piirissdé on tapahtunut samankaltaista eriytymistd.
Tekniikka, jonka merkittdvin sovellutus on kolmiulotteinen kartoitusmittaus ilmakuvien
avulla, on laajentanut toimialaansa huomattavasti. Toisaalta etsitddn luonnonvaroja ja
seurataan ympdaristén tilan kehitystd ns. kaukokartoitusmenetelmien avulla, toisaalta
mitataan rakenteita ja muita kohteita tekniikan, liziketieteen yms. parissa. Myds tosiaikai-

nen kolmiulotteinen fotogrammetrinen mittaus on nykyisin mahdollista.

Tissi yhteydessd ei pyritd aihepiirin kattavaan kisittelyyn. Tarkoituksena on ottaa esille

eriitd tyypillisid mittaustapoja, niiden tarkkuuksia ja sovellutuksia.

2 GEODEETTISET MENETELMAT RAKENTEIDEN MITTAUKSESSA

Tassd yhteydessd kisiteltdvien geodeettisten mittausmenetelmien havainnot muodostuvat
kulmista, vilimatkoista ja korkeuseroista. Kulmat mitataan teodoliitilla (kuva !). T&ll6in
tietty suunta jaetaan kahteen komponenttiin eli suunnan projektioon vaakatasolle (vaaka-
suunta, vaakakulma) sekd suunnan ja vaakatason viliseen kulmaan (pystykulma). Nykyaikai-

sessa teodoliitissa on digitaalinen ndyttd ja siind on mahdollisuus automaattiseen
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tiedonsiirtoon joko muisti- tai laskentayksikkdén. Tyypillinen tarkkuus on 0,1...1,0 mgon,

joka poikittaisvirheend 6 m etiisyydelid vastaa 0,01...0,1 mm.

Kuva l. Teodoliitin mittausperiaate.

vilimatkoja (etdisyyksid) mitataan perinteiselld mittanauhalla, mutta yhd useammin elekt-
ro-optisesti, interferometrisesti tai vertaamalla mitattavaa vilid kulmanmittauksen avulla
tunnettuun vilimatkaan. Mittanauhamittauksella voidaan piistd noin 1| mm mittaustark-
kuuteen lyhyilld alle 50 m matkoilla, kun mittaus tehdiin kalibroidulla nauhalla ja otetaan
huomioon limpétilan ja jannitysvoiman vaikutus. Tavallisen elektronisen etiisyysmittauk-
sen epitarkkuus on muutaman miltimetrin kertaluokkaa, tarkimmilla laitteilla jopa alle
Lmm. Interferometrinen mittaus on tarkkaa, lyhyilld etdisyyksilld 1 um luokkaa. Menete:l-
mi edellyttdd kuitenkin yleensd katkeamatonta mittaussidettd. Ns. kantalattaet'éisyysmift-
tauksessa verrataan kulmanmittauksen avulla mitattavia vilimatkoja invarista valmistet-
tuun yleensd 1 m tai 2 m pitkddn vertausjanaan. Tami on erds tarkimpia lyhyiden matkojén

etdisyysmittauksen muotoja.

Korkeuserojen mittaus perustuu useimmiten ns. vaaituskojeen kiyttd6n. Vaaituskoje muo-
dostuu tihtdyskaukoputkesta, jonka t’aiht'éjrsakseli tasataan tai tasautuu automaattisesti
vaakasuoraksi. Kayttdmalld erikoislattaa (mitta-asteikkoa) ja optista mikrometrid sen
lukemisessa paistddn jopa 0,01 mm erotuskykyyn ja korkeuseroja pystytddn mittaamaan

kdytidnnossd noin 0,1 mm tarkkuudella.

THssd yhteydessi ei ole tarkoltuksenmukaista kdsitell§ geodeettisia menetelmid yleisesti,

vaan esimerkinomaisesti tarkastellaan erditd sovellutusmahdollisuuksia.

Suurten kohteiden mittauksessa (padot, sillat, suuret koneet yms.) kdytetddn erityistd
mittausverkkoa (kuva 2), jossa mitataan pisteiden vilisid etiisyyksid, vaakakulmia, pysty-
kulmia ja korkeuseroja. Laskenta tehdddn usein erikseen x-, y-tasossa ja erikseen
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korkeudessa. Yhi enemman kidytetddn kuitenkin kolmiulotteista kokonaistasoitusta, jossa

kaikkia havaintoja kisitellddn tasapuolisesti.

Kuva 2. Esimerkki mittausverkosta.

Tillaisella mittaustavalla saavutettava tarkkuus riippuu luonnollisesti monesta tekijdstd,
mutta suhteellinen tarkkuus 1:100 000...1:200 000 on melko helposti saavutettavissa eli

koordinaattihajonta on yhden millimetrin kertaluokkaa muutaman sadan metrin laajuisessa

verkossa.

Teollisuusmittauksissa ja muissa samankaltaisissa tehtdvissd on yleistymissd digitaalisten

teodoliittien avulla tapahtuva kolmiulotteinen suuntaleikkaus (kuva 3).

Kuva 3. Suuntaleikkaus.
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Kun teodoliitit on kytketty laskentayksikkdon, jossa on sopiva ohjelmisto, saadaan nopeasti
kolmiulotteista koordinaattitietoa. Tdman lisdksi voidaan tutkia esim. yhteensopivuutta,
suoruutta, tasomaisuutta, ympyriméiisyyttd jne. Tarkkuus on parhaimmillaan luokkaa
1:100 000...1:200 000, miki merkitsee 0,1...0,2 mm 20 m matkalla.

3 FOTOGRAMMETRISET MENETELMAT

Sellaista kameraa, jonka kuvanmuodostuksen geometria tunnetaan, voidaan kidyttdd mitta-
kamerana. Varsinaiset mittakamerat ovat kalliita, hinta vaihtelee yleensd valilla
50 000...500 000 mk. Kalibroituja amatddrikameroitakin voidaan joissain tapauksissa kdyt-

t43 mittauksiin.

Mittakamera toimii verraten tarkasti geometrisen keskusprojektion mukaisesti. Kuvaushet-
kelld kukin kohdepiste, projektiokeskus ja vastaava kuvapiste ovat samalla suoralla. Jos
kukin kohdepiste ndkyy ainakin kahdella kuvalla, voidaan kuvilta mitattujen koordinaattien
perusteella muodostaa yhtdléryhmad, jonka perusteella mm. tuntemattomat kohdekoordinaa-

tit voidaan ratkaista (kuva 4).

Kuva 4. Kolmiulotteisen kuvamittauksen periaate.

Kuvamittausta toteutetaan ns. analyyttisena fotogrammetriana, jolloin samanaikaisesti
Kkisiteltdvien kuvien ja pisteiden lukumé&dralis ei ole varsinaisia rajoituksia. Ns. stereomit-
tauksessa (kuva 5) kisitelldsn kerrallaan kahta kuvaa. Lopputulos on t&lldin usein graafinen

(muotoviivat, profiilit yms.).
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Kuva 5. Analyyttisen stereomittauskojeen toimintaperiaate.

Fotogrammetrisen mittauksen tarkkuus vaihtelee yleensd vélillda 1:10 000...1:100 000.

Suhteellinen tarkkuus 1:100 000 asettaa mittauksen suoritukselle suuria vaatimuksia, mutta

se on saavutettavissa.

£

Hard gy

Kuva 6. Esimerkki geodeettis-fotogrammetrisesta mittaus- ja tietojenkdsittelyjdrjestel-

masta.
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Eriini oleellisena fotogrammetrisen mittauksen haittapuolena on usein aikaviive itse
kuvauksen ja mittaustulosten valmistumisen vililli. Tosiaikainen kolmiulotteinen kuvamit-
taus on uutta tekniikka, joka on vasta kehittyméssa. Kaupallisia mittausjérjestelmid ei ole
vield saatavissa. Kuitenkin nditd jarjestelmid jo ilmeisesti kidytetdin esim. tehdasautomaa-

tion osana.

Suomessa VTT:n maankidytén laboratorio on rakentanut jirjestelmin, jonka avulla tatd
tekniikkaa voidaan kdytdnndssd tutkia ja kehittda. Tillaiseen jirjestelm&dn kuuluu véhin-
tain kaksi puolijohdekameraa, jotka on kytketty tarkoitusta varten kehitettyyn prosesso-
riin. Prosessori tulkitsee kohteen yksityiskohtia ja laskee niiden kolmiulotteisen sijainniﬁ.
Koko aihepiiri on voimakkaan kehityksen alaista niin kameratekniikan, hahmotunnistuksen

kuin varsinaisen laskentatekniikan osalta.

4 MITTAUSHAVAINTOJEN KASITTELY JA MITTAUSTULOSTEN TARKKUUS

Mittaustulos on arvoton, ellei sen tarkkuutta ja luotettavuutta tunneta. Kun mittausalan
ammattilaiset ja mittaustulosten hyddyntdjdt eivdt aina ymmirrd toistensa kasitteitd,

otetaan seuraavassa esille erditd perusasioita.

Luotettavuus merkitsee mittaustekniikassa mittausjérjestelyn kykyd paljastaa karkea virhe.
Mittaus voi olla hyvin tarkka olematta luotettava tai se voi olla luotettava olematta
erityisen tarkka. Luotettavuutta voidaan parantaa esim. tekemilld ylimdardisida mittauksia

seki suunnittelemalla mittauksen geometrinen rakenne sopivaksi.

Lopputuloksen tarkkuus riippuu havaintojen tarkkuudesta ja mddrdsta sekd mittauksen
geometriasta. Yksittdisten havaintojen tarkkuus selvidé parhaiten varsinaisten kalibrointi-
mittausten avulla, mutta usein voidaan jarjestdd mittaus ainakin osin itsekalibroivaksi.
Tam4 tarkoittaa sitd, etti suunnitellaan mittaus niin, ettd itse paituntemattomien (esim.

koordinaattien) lisiksi kyetddn madrittamadn myds kalibrointiparametreja.

Kuten edelld on tullut ilmi, kdytetddn metrisessd mittaustekniikassa aina yliméiéréiisliéi
havaintoja. Tarkoituksena on parantaa mittauksen luotettavuutta ja tarkkuutta. Luonnolfi-
sesti kaikkien havaintojen antamaa informaatiota tulee kidyttii tasapuolisesti. Laskenta
suoritetaan nykyisin usein ns. virheyhtilotasoituksena. Jokainen havainto antaa yhd#n
yhtdlon. Ratkaisu haetaan pienimmén nelisumman periaatteen mukaisesti eli havaintoihin
liittyvien ristiriitojen nelidsumma minimoidaan. Havaintoja on luonnollisesti painotettava
niiden tarkkuuden mukaan. T&mi on toisinaan ongelmallista jo siitdkin syystd, ettd samassa
tasoituksessa voi olla mukana hyvin erilaisia havaintoja, esim. kulmia, v'eilimatkoia,

valokuvilta mitattuja koordinaatteja jne.
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Jos virheyhtdlditd merkitdan
Ax+1l=v (1)
missa

A on kerroinmatriisi

X on tuntemattomien muodostama vektori

‘I on havaintovektori

v on havaintoihin liittyvien virheiden vektori

niin ns, normaaliyhtdlét ovat muotoa

ATPAx + ATPI=Nx+b =0 2
missd

P on painomatriisi.

Normaaliyhtidléiden lukum&ird on sama kuin tuntemattomien lukumdidrd. Niiden ratkaisuna
saadaan tuntemattomien arvot. Normaaliyhtdldiden kerroinmatriisi kuvaa mittauksen
rakennetta. Sen kiinteismatriisi on ns. painokerroinmatriisi, jonka avulla saadaan selvilie

tuntemattomien hajonnat ja tuntemattomien véliset korrelaatiot.

Normaalijakautuneessa suureessa hajonnan s midrittelemien rajojen 1s sisélle sattuu vain
68 % tapauksista. Hajonta ei siis ole mikdin mittaustoleranssi. Rajojen *3s sisédlle sattuu
99,7 % tapauksista. On kuitenkin huomattava, ettd hajonta kuvaa ldhinnd mittauksen
sisdistd tarkkuutta. Erilaiset kompensoimattomat systemaattiset virheet saavat aikaan sen,
ettd ns. ulkoinen tarkkuus eli todellinen tarkkuus on hajonnan antamaa arvoa heikompi.
Ulkoista tarkkuutta on usein vaikeaa arvioida. Sen arviointi perustuu paljolti kalibrointimit-

tauksiin ja kokemukseen.

Mittaustulosten ilmoittamisessa tulisi aina esittdd arvio tarkkuudesta. T&lldin olisi hyvd
arvioida erikseen ulkoista ja sisdistd tarkkuutta. Ellei erityisid tarkkuuslukuja anneta, saa
virhe olla korkeintaan puolet viimeisestd merkitsevdstd numerosta. Tdten esim. ilmaisut
1,00 m ja 1251 m tarkoittavat, ettd pituuden virhe korkeintaan 5 mm ja ja vastaavasti 0,5
m. Esim. ilmaisu 1200 m on epaméiridinen. Se tulisi esittdd muodossa 1,200 km edellyttden,

ettd loppunollat ovat merkitsevii.






KIMMOAALLON ETENEMISEN SEURAAMINEN HOLOGRAFIAA SOVELTAEN

Vesa Karppinen
Joensuun yliopisto
Fysi%kan laitos

1 JOHDANTO

Holografia on kuvantallennusmuoto, jossa kohteesta tulevan aalto-
rintaman vaihe ja intensiteetti tallentuu filmilevylly. Tdmd perus-
tuu koherentin valon ja vertailuaallon kdyttdon. Rekonstruoinnissa
nahddan kohteen kolmiulotteinen virtuaalikuva.

Holografisessa interferometriassa tallennetaan samalle filmilevylle
kohteesta tuleva aaltorintama kahdesti (kaksdisva]otusho]ografia),
jolloin kohteen tila muuttuu valotusten valilld tai tallennetaan
kohteesta tulevan aaltorintaman aikakeskiarvo (aikakeskiarvoholo-
grafia). Td110in saadaan informaatiota tutkittavan esineen vdrdhdys-
ominaisuuksista. Kun tdallaisia interferogrammeja rekonstruoidaan,
nahddan kuvassa tummia ja kirkkaita interferenssiviivoja. Ndiden
avulla voidaan analysoida tapahtuneita muutoksia.

Tutkittaessa hairion, esimerkiksi kimmoaallon etenemistd kdaytetaan
kaksoisvalotusholografiaa. Koherentti valo saadaan suuritehoisesta
pulssilaserista. Taman pulssin kesto on suhteellisen lyhyt ja se

voidaan jakaa kahteen yhtdsuureen osaan. Pulssien vdlinen aika on

sdddettdvissd tietyissd rajoissa.

Koska kaksoisvalotushologrammista saadaan selville vain valotusten
valilld tapahtuneet muutokset, on aallon etenemistd seurattaessa
tunnettava tarkoin tapahtuman ajoitukset ja toisaalta ajoitukselta
vaaditaan sdddettdavyyttd. Tama tapahtuu parhaiten mikroprosesso-
rilla. Tdllainen laitteisto on rakennettu ja sita kuvataan seuraa-
vassa lyhyesti.
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2 KUVAUSJBRJESTELY JA - LAITTEISTO

Hiirion etenemisen seuraamiseen pystytetty laitteisto ja sen osat
on esitetty kuvassa 1. Siitd voidaan erottaa seuraavat pddosat:

- vrubiinilaser virtaldhteineen I

- hologrammin tallennuksen komponentit II

- iskulaitteisto ja anturi III

- mikroprosessori oheislaitteineen IV

muistioskilloskooppi (valttdamdton aina kdytettdessd pulssilase~

ria) V

eSS o = s s e e e
Il - - e - :

s o =
' .T_\\ém.{; | ;
I - ) |
' ' S i C=— i
I ! f
L

=1
:
|
=5
7
>

J' 1
|
.
= |
7|
-

I

|

|

|

|

|

|

|

] J
| L

L linssi P laserin virtaldahde
M peili LH laserpdd

H hologrammilevy MP mikroprosessori

BS sdteenjakaja I iskuri

0 sokilloskooppi PC anturi

Kuva 1. Kuvausjdrjestelyn periaatekaavio komponentteineen.
Kohde on piirretty viivana iskurin eteen.
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Kuvaustapahtumaa ohjataan mikroprosessorilla. Tdmd antaa Tiipaisun
laserin virtaldahteelle, liipaisee iskurin sekd ajoittaa tarvittavat
viiveet. Valopulssi viivdstyy 0.8 - 1.2 millisekuntia riippuen kdy-
tetystd energiasta, koska rubiinisauvojen ympdrilld olevien salama-
putkien virittyminen vie oman aikansa. Pulssien vdlisen ajoituksen
huolehtii itse laserin virtaldhde. Yhden valopulssin kesto on 25
nanosekuntia, joten se kykenee pysdyttdamdadn suhteellisen nopeatkin
liikkeet.

Mikdali halutaan seurata aallon etenemista ldhtien staattisesta ti-

lanteesta ensimmdinen valopulssi tulee samanaikaisesti, kun isku-

ri osuu esineen pintaan. Muistioskilloskoopin kuvaputkelta voidaan
kuvayksen jdlkeen lukea tapahtumien ajoitukset. Siltd ndhdddan myos

hetki, jolloin hdirio saapuu anturille. Tdmd voidaan luonnollisesti
sijoittaa haluttuun kohtaan. Anturina toimii piezokide.

3 KUVIEN ANALYSOINNISTA

Kaksoisvalotushologrammista rekonstruoituva intensiteettijakautuma
on verrannollinen lausekkeeseen

cos?( 3 ReT ), (1)
missd

L siirrosvektori (valotusten vadlilld tapahtunut 1iike)

[4 herkkyysvektori.

Tdlle on voimassa yhtdlo (2)

K = %, -X, ., (2)
missd

E‘ valaisun aaltovektori
N
K

5 havaintosuunnan aaltovektori.

Lisdksi ndille on voimassa yhtald (3).
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2
=21, (3)

missa
A Tlaservalon aallonpituus (rubiinilaserilla 692 nm) .

Puuttumatta siihen miten saadaan analysoitua absoluuttinen siirros-~
vektori suuntinen voidaan kuitenkin sanoa: Kahden perdkkdaisen tum-
man tai kirkkaan viivan valilla on siirroksessa aallonpituuden puo-
likkaan suuruinen ero. Tarkkaan ottaen tdmd ei pidd paikkaansa, sil-
14 esimerkiksi kiintedn kappaleen liikkeessd kohteen pdd11d ndhdadn
tasaviliset yhdensuuntaiset viivat ja jokainen ndista edustaa tas-
milleen yhtdsuurta siirrosta. Tutkittaessa kimmoaallon etenemistd

ei tami efekti vaikuta tai se voidaan eliminoida.

Sopiva viivatiheys saadaan oikealla pulssierolla. Mikdali tama on
lijan pitkd pakkautuvat viivat niin ldhekkdin, ettei niitd voida

erottaa toisistaan.

4 ERKITA ESIMERKKIKUVIA

Seuraavassa esitetddn lyhyesti erditd mittaustuloksia. Mittaukset

on suoritettu Joensuun yliopiston Vdisd1d laboratoriossa interfero-
metrian tutkimusryhmdn toimesta artikkelin kirjoittajan johdolila.
Yksityiskohtaisia mittaustuloksia ei ole mahdollista julkaista, kos-
ka useimmat mittaukset on suoritettu teollisuuslaitoksille. Sopimuk-

sissa ei ole annettu tulosten julkaisulupaa.

Kuvassa 2 on iskun vaikutuksesta syntyneet interferenssiviivat au-

ton renkaassa. Kuvaustapahtuma oli seuraava:
isku + 20 us + I valopulssi + 100 us + II valopulssi.

Iskun antavan terdskuulan kylki ndkyy kuvassa vasemmalla kirkkaana

pisteend. Aallon maksimikohta on edennyt ensimmdisen viiveen aikana
renkaan sivuun. Kuvasta nikyy selvdsti kuinka sivussa kulkevat te-

risvaijerit muuttavat kimmoaallon kulkua. Deformaatio ei etene sa-

teettdisesti vaan muuttuu tasomaiseksi vaijereiden suuntaiseksi.
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i
1
i

Kuval 2. Kimmoaallon eteneminen autonrenkaassa

Kuvassa 3 on esitetty valokuvatut interferenssijuovat terdsputken
kyljessd. Terdaskuula on iskenyt putken padhdn hitsatun Taipan reu-
naan. Kuulan kylki ndkyy jdlleen kirkkaana pisteend. Kuvaustapahtu-
man ajoitus on seuraava:

jsku - 15 us = I valopulssi - 50 us » II valopulssi.

Kyseinen terdsputki on kdytdstd poistettu korroosiovaurioiden vuok-
si. Putken seinamin ohenemat vaikuttavat aallon etenemisnopeuteen
ja paikallisiin amplitudeihin. Seuraamalla viivatiheyksia ja poik-
kemia niissd voidaan paikallistaa alueet , jotka poikkeavat ympa-
ristostain. Seindmin ohenemat voidaan tdmdn jdlkeen mitata esimer-
kiksi ultraddanimittareilla.



296

Kuva 3. Kimmoaallon eteneminen terdsputkessa.

Putkistomittauksissa paljastui varsin mielenkiintoinen ilmio, jon-
ka aiheuttaja on toistaiseksi selvittamattda. Kun hdirid on ehtinyt
edetd lapi koko putken, havaitaan viivakuvioissa alueita, joissa
viivojen kontrasti putoaa nopeasti. Tdma ei selity aina ylisuurel-
la deformaatiolla. Toisin sanoen pulssien vdlinen aika olisi ollut
deformaatioon nihden 1iian pitkd. Erds mahdollisuus on se, ettad
ndissd alueissa summautuvat eri puolilta tulevat aallot. Toinen
mahdol1lisuus on, ettd kyseiset alueet vdrdhtelevdt erittdin suu-
rella taajuudella. Viimeisend esitetty vaihtoehto voisi johtua
paikallisista rakennevirheista. ITmidon todellinen Tuonne on kuiteh-
kin selvittamitta. Varmaa kuitenkin on, ettei kyseessda ole kuvaus-
virhe tai muu mittauslaitteiston toimintahdirio.
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5 SOVELLUSMAHDOLLISUUKSISTA

Mittausmenetelmdd voidaan soveltaa mitd erilaisimmille kohteille.
Ainoana vaatimuksena on, ettd kohteeseen on voitava viedd laserva-
1o ja saada siitd osa takaisin heijastuksena, Ldpindkyvid kohteita
on myés mahdollista tutkia. Td116in kohteessa on tapahduttava tai-
kertoimen muutoksia aallon vaikutuksesta.

Valonldhteend kdytetddn pulissilaseria, joten mittausolosuhteiden

ei tarvitse olla laboratorio-olosuhteet. Kesdlld 1986 on tarkoitus
suorittaa putkistomittauksia rakennevirheiden paljastamiseksi kent-
tdolosuhteissa.






KOSKETUSONGELMAN VARIAATIOPERIAATE SIIRTYMAMENETELMALLE

Matti L&hteenmaki
Tampereen teknillinen korkeakoulu

Konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Kantavat rakenteet ja koneenelimet suunnitellaan niin, ettd niissa
kuormitustilanteessa vallitsevat ja&nnitykset eivdt ylitd sallittuja
arvoja. Mitoituksen perustana olevassa laskentamallissa on todelli-
set pintakuormitukset ja tukilaitteet useimmiten suuresti ideali-
soitu, ja niiden l&heisyyteen syntyvat jé&nnityshuiput j&tetd&n huo-
miotta Saint Venant’'in periaattesseen vedoten. T&llainen menettely
on perusteltua tapauksissa, joissa vaurioitumisen kannalta selvasti
ratkaisevampia ovat rasitukset rakenteen tai koneenelimen muissa
osissa. Toisinaan vauriocitumisen aiheuttavat juuri pintakuormitusten
ja tukien ldheisyyteen syntyvat jadnnityshuiput, eikd niiden tarkas-
telua voi mitoituksessa sivuuttaa. Laskentamallin tulee n&issa
tapauksissa sis&1tdad pintakuormitukset ja tukilaitteet paremmin

todellisuutta vastaavina.

Laajasti tulkiten voidaan sanca kappaleen pintakuormituksen tai
tuennan syntyvan siten, ettd se kuormitustilanteessa joutuu koske-
tukseen muiden kappaleiden kanssa. Tarkempi k&sittely johtaa n&in
ollen kappaleiden vélisen kosketusongelman tarkasteluun. T&lla tar-
koitetaan kappaleiden jé&nnitystila- ja siirtymé&kentd&n ratkaisemista
kosketustilanteessa ottaen huomiocon kosketuspinnan muoto ja kuormi-
tuksen jakaantuminen sill&. Monissa kosketusongelmissa ei kosketus-
pintaa ja sen kuormitusjakautumaa etukdteen tunneta, vaan niiden
mddrddminen kuuluu kosketusongelman ratkaisemiseen. Kosketuspinnan

lahiymp8ristdn pisteiden j&nnityskomponentteja sanotaan kosketus-

jannityksiksi,

Kosketusongelman ratkaiseminen on oleellisesti vaikeampaa kuin
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sellaisen tehtdvan k&sittely, jossa ennalta tunnetaan kappaleen
pintakuormitukset ja tuenta., Tast&d syystd suunnittelijan on tarkoin
harkittava, milloin kosketusjd@nnitysten tarkastelu on aiheellinen.
Erityisesti tapauksissa, joissa kosketuspinta on pieni verrattuna
kappaleen pintaan, ja sen kautta kappaleeseen tuleva kuormitus on
suuri, voivat kosketusjdnnitykset n&ytelld keskeistd osaa vaurioi-
tumisessa. Dynaamisesti kuormitetuissa kappaleissa ovat kosketus-
jédnnitykset usein luonteeltaan vaihtelevia. Kosketuspintojen 18hei-

syydessad olevat jénnityshuiput voivat t&l116in aiheuttaa vé@symismur-

tuman syntymisen.

Konvtekniikan piiristd voidaan 16ytdd monia esimerkkujéd, joissa kos-
ketusjidnnityksilld on huomattava merkitys. T&llaisia ovat muun muas-

sa seuraavat tapaukset:

- Veturin pydré&std ratakiskoon kohdistuva kuormitus aiheuttaa sen
ylédosiin suuria kosketusjédnnityksia, joiden ansiosta kisko saat-
taa vaurioitua. Vaurio alkaa tavallisesti hieman kiskon ylapin-
nan alapuolelle tulevasta kiskon suuntaa vastaan kohtisuorasta

halkeamasta ja levi&& siit& lopulta kiskon yl&pinnalle.

- Hammaspybréparin rynndssd oleviin hampaisiin syntyy kosketus-
jannitystilakenttd, joka voi aiheuttaa hampaan pinnalle kuoppia.
Kuoppien pohjat sijaitsevat usein leikkausjédnnityksen maksimi-

kohdassa.

- Vierint&dlaakereiden vierintdelimen ja -radan va@lisestd& kosketuk-

sesta aiheutuu samantapaisia vaurioita kuin hammaspytrien tapauk-

sessa.

- Holkin ja akselin vBlisessd kutistusliitoksessa muodostuu holkin

pdiden kohdalle j&nnityshuippu, joka on otettava huomioon akse-

lin mitoituksessa.

- Ruuviliitoksessa siirtyy usein 30 - 40 % ruuvivoimasta mutterin
ensimmdisen kierteen kautta. Kierteen pieni pinta siirt&& t&lléin
suuren voiman. Samantapainen tilanne on ruuvin kannan ja liitet-

tdvan osan vidlisessd kosketuksessa.
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- Lévistyksessd meistin ja kappaleen tai valssauksessa valssaimen
Jja aineen vélisen kosketusjdnnitystilakent&n tunteminen on hyo-

dyllistd tarvittavien ty8stBvoimien arvioimisessa.

Edelld esitetyn perusteella on selv@a, ettd suunnittelutydssd esiin-
tyy usein tilanteita, joissa on tarpeellista ratkaista kappaleiden
védlinen kosketusongelma. Joissakin geometrialtaan melko yksinkertai-
sissa tapauksissa on mahdollista 16yt&& tehtdvalle analyyttinen rat-
kaisu. Useimmissa kdytd&nndn suunnittelutehtdvissd on kappaleiden
geometria kuitenkin niin mutkikas, ettd laskennassa on pakko siir-
tyd numeerisiin menetelmiin. Lujuusopillisissa ongelmissa on ele-
menttimenetelmd osoittautunut ehdottomasti tehokkaimmaksi numeeri-
sekgl ratkaisumenetelmdksi, ja siihen perustuvia laskentaohjelmis-
toja on nykyisin laajassa kaytdssd. Ndiden ohjelmistojen sisd&ltamat
kosketusongelmien kasittelymahdollisuudet ovat kuitenkin vaatimatto-
mia tai niitd ei ole lainkaan. Erityisesti ta&m& koskee ns. kitkal-
lista kosketusta, jossa otetaan huomioon kosketuspintojen vdliset
kitkavoimat. Kosketusongelmien ratkaisemisen tulo kdytannén suunnit-
teluprosessin osaksi vaatii laskentaohjelmistojen taydentémista

tdlta osin.

Tavanomaisten lujuusopin ongelmien elementtimenetelmdn mukaisessa
kdsittelyssd ovat variaatioperiaatteet osoittautuneet hyddyllisiksi.
Yleensd kasiteltdvd@ ongelma voidaan formuloida jonkin funktionaalin
stationaarisuustehtdvdksi. Kosketusongelma on aina luonteeltaan epé&-
lingaarinen, koska kosketuspinta ja sen kuormitusjakauma ovat tunte-
mattomia kappaleen siirtymékentdn funktioita. Kun kitkavaikutukset
otetaan huomioon, on kosketustapahtuma palautumaton prosessi. N&m&
ominaisuudet tekevat kosketusongelman ratkaisemisen huomattavasti
vaikeammaksi lineaarisen lujuusopin tehtdv&&n verrattuna. Taman kir-
joltuksen tarkoituksena on esittdsd kimmoisen kappaleen ja jaykén
alustan valisen kosketusongelman variaatioperiaate ja tarkastella

sen ominaisuuksia,

2 TEHTAVAN ASETTELU

Tarkastellaan kuvan 1 mukaista kimmoista kappaletta, jonka sisdpis-

teet muodostavat joukon @ ja reunapisteet joukon I' kolmiulotteisessa
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F(x)

Kuva 1. Tehtidvdn asettelu.

euklidisessa avaruudessa sekd sen kanssa kosketuksessa olevaa jayk-
kdad alustaa w. Kappaleen reuna on jaettu kolmeen pistevieraaseen
osaan I'p, T ja I'c. Osassa Iy on siirtymét us annettu ja osassa e
tunnetaan pintavoimat ti. Reunan osa I'n on mahdollinen kosketus-

pinta, joka sisdlt&3d todellisen kosketuspinnan, mutta voi olla sita
laajempikin. J&nnityskomponentit 914
vat alueessa Q lineaariset statiikan tasapainoyht&dldt

ja tilavuusvoimat Fi toteutta-

a,. . + f,. =0 ;i (1)

U, = u. g (2)

Reunan osalla FF tunnetaan pintavoimat, joita sitoo j&nnityskompo-

nentteihin Cauchyn yhtaldt

.n. = t. 5 {3)

missé n, on pinnasta T ulosp&in suunnattu ykk&snormaalivektori.
Venym&kamponenttien ja siirtymien v&liset kinemaattiset yht&lét

ovat lineaariset, ts.
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1
Eij 5-(ui'. + u., .) g (4)

J J.1

Kappaleen Q materiaali oletetaan lineaarisesti kimmoiseksi, jolloin

jannitys- ja venym&komponentteja sitoo toisiinsa Hooken laki

°i5 = Eijk1 Sk (5)

Konstitutiivisen tensorin komponenteilla oletetaan olevan seuraavat

omineisuudet alueessa Q

E.. € L*(@) ] Er ¢ s M

1jkl 1s,i.njie,nli,lsa I 13"1”‘”

Eijkl = Ejikl = Eijlk = Eklij (symmetria) (6)
Eijkl %55 %K1 2 maij %4 v o5 s.e2. @y =9y (elliptisyys),

missd m,M > 0 ovat vakioita.
Yhtdldiden (1), (4), (5) ja (6) perusteella voidaan kirjoittaa

95 = Bijk1 Yk, (7)

+ f, =0 : (8)

(B 5k1 Y%, 17, i

Tarkastellaan seuraavaksi kosketuspinnan e reunaehtoja. Jaetaan
siirtymdvektori pinnan normaalin ja tangenttitason suuntaisiin

osiin u ja u.,.. jo in
n 3 Ti’ 9 il

(8)

u_ = u.n, Ur:, = U, U N, = U, —uU,n,n,
? Ti i ni i Jji

I R N {10)

normaalin ja tangenttitason suuntaisiin osiin T, ja Orj- missa
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. gpg Uij'ﬁ U :lHJIB TO MM Ny . {11)

Kappaleen ja alustan vBlisen vdlyksen kuormittamattomassa tilassa
antava funktio g cletetaan jatkuvaksi reunalla ro» ts. g € C° (FC).

Siirtyméan u, on toteutettava ehto

u, =g . ' (12)
Jannityksen g, on toteutettava ehto

g £ 0 ; (13)

mikd tarkoittaa sits, ettd kosketuspinnalla si voi olla normaalin
suuntaista vetojadnnitystd. Selvasti on voimassa joko U <g ja 9, =0

tai u. =g Jja o < 0. Siis joka tapauksessa on voimassa

o (u -g) =20 . (14)

Normaalin suuntaisista suureista 9y ja v tunnetaan n&in ollen toi-
nen jokaisessa reunan e pisteessd, etukdteen ei vain tiedetd kumpi.

T&m3 on seuraus siitd, ettd todellista kosketuspintaa ei ennalta

tunneta.

Yhtsldén (12) mukaista reunaehtoa sanotaan unilateraaliseksi. Nimi-
tys johtuu siitd, ettd virtuaalisten siirtymien periaatteessa tal-
laisessa tapauksessa kinemaattisesti luvallinen virtuaalisten siir-
tymien kentté vy toteuttaa ehdon v, S 8, mutta ei ehtoa "V, S g
joten "V ei ole kinemaattisesti luvallinen. Reunaehtoa, joka toteut-
taa ehdon: vy kinemaattisesti luvallinen = -v, kinemaattisesti
luvallinen, sanotaan vastaavasti bilateraaliseksi. Edelld sanotun
perusteella on ilmeistéi ettd unilateraalisen reunaehdon lé&snéolo

tuo kosketusongelman variaatioperieatteisiin uusia piirteita.

Kosketuspinnalle on vield annettava kitkalaki, ts. on madriteltdva,
miten tangenttitason suuntaiset jadnnitykset eli kitkajadnnitykset

913 riippuvat kosketuspinnan muista suureista. On luonnollista
il
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otaksua, ettd kosketuspinnan tietyn pisteen tangenttitason suuntai-
nen jénnitysvektori osoittaa vastakkaiseen suuntaan, kuin t&min pis-
teen tangenttitason suuntainen siirtymdvektori. Kitkaj&nnitysvekto-
rin itseisarvon oletetaan riippuvan tarkastelupisteen tangenttitason
suuntaisen siirtymévektorin itseisarvosta sekd sen jonkin ympdriston

normaalin suuntaisen jannityksen o jakautumasta.

Erds mahdollisuus on kdyttd3 Coulombin kitkalakia lokaalisti j&nni-

tyskomponentteihin, jolloin saadaan

or; =0 » kun u_ < g
! .

(oTi Ti] ¢ ulonI = Upy =0 kun
] & n = g
. _

(op5071)° = wlo | = 3xz20 s.e. Uty Aoqs

(15)

missd p 20 on kitkakerroin. T&mdn on kuitenkin havaittu kuvaavan
huonosti metallipintojen kosketusta ja aiheuttavan matemaattisia
ongelmia [5]). Paremmin nykyistd k&sitystd metallipintojen kosketuk-
sesta vastaa Oden - Pires -kitkalaki [5], [61, [8], joka tapauksessa

u_ = on
. g

U
%>—T1— : (16)

(”Ti UTi>£

Yht&ldssa (16) Sp on operaattori, joka antaa painotetun keskiarvon

ops = wSyto ) e (Cupgupy)

tarkastelupisteen p-sdteisen palloympdristtn normaalin suuntaisista
jdnnityskomponenteista o, ¢, on parametrista ¢ riippuva, jatkuva

ei-v@henevd reaalimuuttujan funktio, joka toteuttaa tietyt ehdot.

Kimmoisen kappaleen ja j&ykan alustan v&listd kosketusongelmaa

luonnehtiva yht&l6jérjestelmd on edelld esitetyn perusteella

tasapainoyht&dld alueessa @

(Eijkluk,ll,j + fi =0 (17)
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reunaehdot
(a) annetut siirtymdt reunalla T

U. = U. (18)
i i

(b) annetut pintavoimat reunalla I'e

Eijkluk,lnj = ti (19)

(c) unilateraalinen rajoitus reunalla e

u, s g o, s 0 , on(un -g) =0 (20!

(d) kitkalaki reunalla To

, Ut
= -  JR - S
ars = -uS, (o) ¢, ((uTi urp) = (21)
(“Ti “Ti)
Yhtdldjérjestelmd (17) - (21) on epdlineaarinen, silléd unilateraali-

nen rajoitus ja kitkalaki ovat sita.

3 VARIAATIOPERIAATTEEN FORMULOINTI

Yht&ldjarjestelmdlle (17) - (21) voidaan loyt&dd ekvivalenttinen

variaatioperiaate, jota varten m83ritell&&n seuraavat kdsitteet.
Luvallisten siirtymévektoreiden v = {v, v, v,} joukko

- 1 3 -
V o= {\/€(H (2))° | vy = u;  reunalla FD} ;

missd H!(Q) on Sobolev avaruus ja silloin

Q

Unilateraalisen rajoituksen toteuttavien luvallisten siirtyma-

vektoreiden joukko

K = {v €V |vn s g reunalla FC} .
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Siirtymia us vastaavien jadnnityskomponenttien 933 venymilla €43
i(vi’j + v ;) tekemd virtuaalinen tyd

»

(u,v) = .. d = .. ., . d
alu,v é o g4 €4 dx é E1Jk1 Up,q Vi, g dx

Ulkoisten voimien Fi Ja ti siirtymilla vy tekemd virtuaalinen tyd

flv) = fivydx + f tyv;ds
9

T
F

Siirtymia u, vastaavien kitkajdnnityskomponenttien ori siirtymilli

vy tekemd virtuaalinen tyd

. B 3\ .
i e (u,v) = [ 1JSp(on)¢e<(vTivTi) )do 5
r
C
missa ¢_ on funktion ¢€ primitiivi, ts. ¢€ = we

Oletetaan vield, ettd joukon @ reuna I on Lipschitz-jatkuva ja
2 -2
{i € L (), ti € L (FF).

Tarkastellaan seuraavaa variaatioepdyht&18n reuna-arvotehtdviai

Etsittédvd siirtymdkenttd u € K siten, ettd

alu, v-u) + jp;e(u,v] = jp's(u,u) 2 f(v-u) (22)
vV vekK

ja ndytetddn todeksi seuraava lause.

Lause 1. Olkoon u € (H2(2))®n K yhtaldjarjestelmén (17) - (21)

ratkaisu. Silloin u on my8s variaatioepdyht&lén (22)

ratkaisu. K&&ntden olkoon u € K variaatioepdyhtdlén

ratkaisu. Silloin u on myds yht&dldjérjestelman (17)

(21) heikko eli distributioratkaisu.

{17) - {(21) ratkaisu. Vv €K saadaan Greenin kaavan

avulla

Todistus Oletetaan ensin, ettd u€ (H2(R))¥*NK on yht3ldiden

(22)
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—ui,j]dx - —Icij,j(vi-ui)dx + joijnj(vi—ui)ds ‘

Q r

alu, v-u) = é oij(vi,j

Yht&dldiden (17), (18) ja (19) perusteella voidaan kirjoittaa
alu, v-u) = éfi(vi-ui)dx +

ftilvy-ugdds + I oijnj(vi-ui)ds

Pe e

eli

alu, v-u) = flv-u) = [ Lo (v -u ) + op. (vp. -up;)lds

I'e

v vEK an ndin ollen voimassa

alu, v-u) + | us (o )y, (fve]) - ws(!uT|)]ds - flv-u) =

e

ff o (v -u ) + o (vpg - upd + uSp(on][we(Ile) —we(luTl)]}ds ,
C

Ni=

missd on merkitty (VTiVTi) = |v Oletuksen mukaan ¢ _ on konvek-

il
si ja Gateaux-differentoituva, joten

[wé(luTl)]i(vTi Supg) s ¢€(|VT|] -we(luTI)

eli

Uty

¢E(IUT‘) l“Tl

(vpg —ugg) s we(lvTI]- w€(|uT|)

Tadstd saadaan yhtdldn (21) perusteella

Ui
|“T|

w

‘uSp(on)[w€(|VT|)-'¢€(|UT|]]
Lisdksi yht&ltn (20) nojalla

o (v_- un) = on[vn—-g— U%]-g)] = On[Vn"g) 2 0
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Esitetyistd8 arvioista sseuraa

alu, v-u) + jp’s(u,v) - jp E(u,u) 2 f(v-u) "

»

joten u on variaatioepdyhtdldn (22) ratkaisu. K&&nt&en oletetaan,
ettd u€ K on variaatioepdyhtdldn (22) ratkaisu. Valitaan v = uzo,
@ € (D(R))?, jolloin ¢ = 0 reunalla T. Joukko D(Q) sisdltdd funk-
tiot, joilla on kaikkien kertalukujen jatkuvat osittaisderivaatat
Ja kompakti kantaja joukossa Q. Sen duaaliavaruuden D'(Q) alkiot
ovat distributioita. Selvdsti v &K, ja variaatioepayht&ldsta (22)

seuraa

alu,p) = f(y) eli écij(pihjdx = éfi(pidx

Koska CH ja fi € L%(Q), madrittelevdt injektiiviset kuvaukset

@, > fo,.0. .dx ja f, > [f..dx
o i o i7i

distributiot aij ja f; siten, etta

joten saadaan tulokseksi
(355, * Ti» @) = 0

Tasapainoyhtdldt 9Eg + Fi = 0 toteutuvat siis distributiomielessé
ja u on niiden heikko eli distributioratkaisu. Greenin kaavaa voi-
daan soveltaa myds distributioderivaattoihin. Sen avulla saadaan

tasapainoyhtdldistd tulos Vv v €K



alu, v-u) = [ Ff (v, -ugddx + f
@ F

Variaatioepdyht&dldstd (22) seuraa té&mén perusteella

e ﬂIkzoijnj [vi-ui]ds + J IJSp[on] [we (llel - we(luTl)]ds +
C

- f tilv;-ug)ds 2 0 YveEK .

T

Valitaan Vi = Uy reunalla r. ja perdkkain Vi =0, v. =2ui reunalla

FF. Silloin saadaan

J (oijnj“ti)uids =0 = g..Nn, = t. ,
F

mik& on reunaehto (19). Valitsemalla vy; =utj Jja vp=g reunalla
<

I, saadaan }! o (u -glds 2 0. Koska u s g, ono, 0. Valinta
C
v, = 2u -g antaa J o (u -gldsz 0, Jjoten o (u -g) =0,
C

ja siis unilateraalinen reunaehto (20) toteutuu. Variaatioepadyhta-

186std on endd jadljelld ehto

[ opilvgy-upg) * HSp(cn) [v Clve]) - we(luT|)]dS 2 0

¥ vEK . Olkoon Vi muotoa Vi oYt + e(wTi- uTi)‘ missd 6 € (0,1)

ja we K. Silloin saadaan

II {eoTi(wTi-uTi)+;JSp(cn)[we(|uT+-e(wT-uT)l) -we(luTI)]}ds 20 .
C

Jakamalla t&ma luvulla 6, ottamalla raja-arvo 6 >0 muistaen, ettd
¢ on GAteaux-differentoituva, saadaan
Y11
1! lop;lwpy~upy) * uSp(on) ¢c(|uT|)1:rT-(wTi ~up;llds 2 0
C T



vV we K. Valitsemalla perdkkain W4 =0 ja wpj = 2ugy saadaan reu-
nalla T,

oriUry * w8, ¢ CJupfd fug}l = 0

mista nahdain, ettd kitkalaki (21) toteutuu reunalla FC' Ndhd&aan,
ettd u toteuttaa kaikki yhtadlst (17)...(21) distributiomielessa. o

Jos kaytetddn Coulombin kitkalakia, on variaatioperiaate (22) voi-
massa, kun funktionaali jp . korvataan funktionaalilla j, missé
jlu,v) = g wlo [lvyl ds . (23)
C

Kitkattoman kosketuksen vairaatioperiaate saadaan jattadmalla epa-
yht&ltstd (22) kitkafunktionaali pois.

Variaatioperiaatteen (22) epayht&lémuoto johtuu unilateraalisesta
rajoituksesta (20). Sitd ei my8sk&an voida laittaa funktionaalin
stationaarisuustehtdvidn muotoon mukana olevien kitkavaikutusten
takia. Jos kuitenkin kosketuspinnan normaalijannityskeskiarvo %ﬁon)
Oden-Pires kitkalaissa tai normaalijénnitys 9, Coulombin kitkalais-
sa on tunnettu paikan funktio, voidaan tehtdvalle muotoilla statio-
naarisuuslause. Olkoon siis 1 = Sp(on) tai 1t = ulcnl tunnettu

ja merkitdén

Jo, ) = [ty (Ile)ds (0Dden-Pires) (24)
€ r €
(N
jotv) = Jtlvilds (Coulomb) (25)
T
C

Epayhtdléstd (22) seuraa nyt V vEK

alu, v-u) + j_ (v) = j_(u) =z f(v-u) ‘ (26)
OE DE
Koska f(v-u) = f(v) - f(u) , alu, v-u) = alu,v) -alu,u) ja
0 £ alv-u, v-u) = alv,v) - 2a(u,v) +alu,u) = alu,v) = sal(v,v) +

ta(u,u), saadaan yht&ldstad (26)



5a(v,v)+j0 (v) - f(v) 2 %a(u,u)+jO {u) - f(u) (27)
[ [

v vEK
Nihd&&n, ettd u minimoi funktionaalin

T(v) = Yalv,v)+j (v)-Ff(v) (Oden-Pires) (28)
(JC

joukossa K. Samanlainen tulos saadaan Coulombin kitkalaille.

4 RATKAISUN OLEMASSAOLO JA YKSIKASITTEISYYS
Variaatioperiaatteelle (26) voidaan todistaa seuraava tulos [2].

Lause 2 Epayht&16118 (26) on olemassa yksikdsitteinen ratkaisu
u €K,

Samanlainen tulos on voimassa Coulombin kitkalain tapauksessa, kun

: on anpettu. Variaatioperiaatteelle (22) on voimassa [5].

Lause 3 Epayht&l16118 (22) on olemassa vdhintdan yksi ratkaisu
u€K.

Lause 3 saadaan todistettua lausetta 2 hyvéksi kdyttden [5].

Ideana on konstruoida erds operaattori, jonka kiintopiste on etsit-

ty ratkaisu. Jos u on 'riittdvan pieni', on konstruoitu operaattori

kontraktio, ja siis kiintopiste yksik&sitteinen. Ndin saadaan tulok-

seksi

Lause 4 Jos kitkakerroin p on riittévén pieni, on epayhtdlolla

(22) yksikédsitteinen ratkaisu u €K.

Coulombin kitkalaille ei lauseiden 3 ja 4 mukaisia tuloksia ole
voitu todistaa. Nahd&dan my8s, ettd Oden-Pires -kitkalain tapaukses-

sa yksikasitteisyyskysymys on myds osittain avoin.
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LAATAN JA VETOAKESTAMATTOMIEN VIIVAMAISTEN TUKIEN KITKATON KOSKETUS

Markku Heinisuo, Antero Miettinen

Tampereen teknillinen korkeakoulu

1. JOHDANTO

Laattarakenteiden tuenta alusrakenteisiin on usein vetoakestdméitdn. Ndin on asianlaita
erityisesti rakennusten asennusaikana. Laattojen nurkat pyrkivdt nousemaan kuormitettaes-
sa poikittaiskuormituksella. Rakenteen kdyttokelpoisuuden arvioimiseksi on tiedettadvid
paljonko nurkka nousee, jos sitd ei ankkuroida’ Lisdksi alusrakenteita suunniteltaessa
on tiedettdvi, kuinka tukipaine Jakautuu erl kuormitustapauksissa ja kuinka tukien kimmoi-
suus ja laatan muoto (tdssd vahvuus) vaikuttaa laatan ja alustan kosketukseen. Mm. néihin
ldhinnd rakenteellisiin seikkoihin etsitddn selvitystd tdssd esityksessd. Laatta ja tuet

kisitetddn kimmoisiksi kappaleiksi ja kosketus oletetaan kitkattomaksi.

Vaikka nurkkien nousupyrkimys on tunnettu jo pitk&in, niin kirjallisuudesta 16ytyy vain
kaksi artikkelia (Keer [1], Dempsey [2]), jolssa on késitelty tati efektid. Ndissd molemmissa
vilvatuet ovat ddrettomén jdykdt ja laatan ratkaisu on suoritettu klassisen laattateorian
mukaan. Kosketusprobleema on redusoitu integraaliyhtdldiksi, jotka on ratkaistu numeeri-
sesti. Kaisikirjoissa (esim. [3]) on annettu nyrkkisd&nndt: irtoamismatka on pienemmaén
sivumitan kahdeksas osa ja nurkan nousu on 20 % laatan keskipisteen taipumasta. Muita
laatan ja kimmoisen alustan kosketustehtédvien ratkaisuja on esitelty muualla [4]. Yleisem-
pid tehtdvid saadaan ratkaistua, kun kdytetddn numeerisia menetelmis. Kosketustehtdvissé

kédytettyjd numeerisia ratkaisumalleja on kuvattu mm. artikkelissa [4].

Kosketusprobleeman numeerisen ratkaisun tekee usein kiusalliseksi singulariteetit kosketus-
jannitysjakautumissa. Kiusaa lisdd se, ettd etukiiteen ei tledetd missd kohtaa singulaarisuus
on. Tdssi kohdin kosketusprobleema ja halkeamatehtdvd ovat samankaltaiset. Jos laatan
tuki yht'dkkid loppuu, niin singulaarisuus tukipainessa kdyttdytyy Williamsin [5] mukaan
kuten funktio r_3/2, missd r on etdisyys tuen loppumiskohdasta. Jos laatan leikkausmuo-
donmuutos otetaan laskennassa huomioon singulaarisuus on muotoa r_%. Keerin [1] mukaan
singulaarisuus on irtoavalla tuella muotoa r-%, kun kidytetddn klassista laattateoriaa.
Singulaarisuus hadvidd kun laatan leikkausmuodonmuutos otetaan huomioon ja/tai tuet
oletetaan kimmoisiksi. Todellisissa rakenteissa ndmi vaikutukset ovat aina olemassa,

joten singulaarisuus on teoreettista.
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Seuraavassa laatan statiikka ratkaistaan FEM-analyysilld, jossa kdytetddn AlZ-elementtid
(Ahmad-Iron-Zienkiewicz). AlZ-elementti ottaa laatan leikkausmuodonmuutoksen likim&a-
rin huomioon ja lisdksi se on todettu muutenkin hyviksi laatan statiikan ratkaisussa (Kuus-
jarvi [6]). Tukirakenteita arvioidaan yksinkertaisina palkkeina ja Winkler-tyyppisind viiva-
tukina. Niiden statiikka ratkaistaan analyyttisesti. Koskettavien kappalelden statiikka
voidaan tdssd kdytetylld menetelmélld ratkaista itsendisesti ja kosketusprobleema késitel-
ld4n erikseen. Kun laatta on ohut ja tuet suhteellisen jaykét, niin edellisen mukaan tukipai-

neessa on odotettavissa “piikki" irtoamiskohdan ldhella.

Itse kosketusprobleeman numeerisessa ratkaisussa kdytetdan komplementaarisen tehtdvéan
redusointia optimointitehtdvidksi. Kirjallisuudessa on kasitelty paljon kosketusprobleeman
ratkaisua optimointitehtdvdnd. Menetelmien eroja ja lyhyet kuvaukset on esitetty artikke-
lissa [4]. Jos tuntemattomiksi valitaan kosketusjdnnitys on kyseessd voimamenetelma.
Mahdollinen kosketuspinta on yleensd pieni verrattuna koko kappaleeseen. Talloin kannattaa
kdyttad ratkaisumenetelmii, jossa koko kappaleen statiikka ratkaistaan vain kerran.
Timéd on mahdollista, jos jdykdn kappaleen liike on tunnettu. Kosketuspintaan liittyvien
iterointimatriisien dimenslot saadaan néin pleniksi ja {teroinnelssa voidaan kayttda helposti
ohjelmoitavia algoritmeja sekd pientd tletokonetta. Lisdksi volmamenetelméa kaytettdssa
tarpeelliset siirtymélausekkeet voidaan usein esittdd analyyttisessd muodossa (nyt alusta).
Tdssd kisitellddn alkuvilyksetontd ja alkujdnnityksetontd kosketusta (lineaarinen kosketus-
tehtdvi, Parland [7]). Samaa menetelmdd on sovellettu aikaisemmin kosketustehtdvéén,

jossa on alkuvilys [8] ja esijannitys [9].

2. TEORIA

Tarkastellaan aluksi kimmoisen kappaleen ja jdykan alustan kitkatonta kosketusta. Ole-
tamme, ettd kimmoisen kappaleen jidykédn kappaleen liike on nolla. Kimmoisen kappaleen
reuna, jossa kosketus on mahdollinen, on nimeltdidn potentiaalinen kosketuspinta. Kimmo{—
sen kappaleen ja jdykdn alustan vilinen alkuvélys on télld pinnalla niin pleni ja sileé‘,
ettd ajatellulla kuormituksella kappaleet saattavat koskettaa toisiaan. Alusta diskretol-
daan n kpl pistetukia (kuva 1). Alusta voi olla diskreetti, jolloin teoria on tarkka. Defor-

moituneen tilan vilys ja kosketusjdnnitys ovat n-pituisia vektoreita h ja p.



317

Kuva 1. Alustan diskretointi.

Vilys h ja kosketusjidnnitys p mitataan kimmoisen kappaleen paikallisen normaalin suun-
taan. Oletamme, ettd deformaatiot ovat niin pienet, ettei normaalin suunnan muuttumista
kuormituksen vaikutuksesta tarvitse ottaa huomioon. N&in diskretoidulla kosketustehtaval-

14 on yksikéasitteinen ratkaisu, jos

p20 (ei vetoa),
h>0 (ldpitunkemattomuus),
pTh=0 (1&hivaikutus). (1)

Kimmoteoriassa vidlys h riippuu lineaarisesti kappaleeseen kohdistuvasta kuormituk-

sesta. Komplementaarinen tehtiivd (1) on siten lineaarinen (LCP). LCP toteutuu kolmella

vaihtoehdolla
hyj=0, pj=0 (slvuaminen),
hj=0, pj>0 (kosketus),
hi>0, pj=0 (et kosketusta). (2)

LCP voidaan ratkaista suoraan voima- tai siirtymdmenetelmalld. Valys h on
h=v+u, (3)

missd v on kimmoisen kappaleen siirtymd voiman p suuntaan ja u on tunnettu alkuvilys.
Siirtyma v on
v = Cp + Dq, (4)

~ ~ ~
~

missd C on tunnettu symmetrinen positilvidefiniitti n x n joustomatriisi ja D on tunnettu

n x m matriisi ja q on m-pituinen tunnettu kuormitusvektori (vrt. kuva 1). LCP on siten

~o
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p20.
Cp'Dqtuz20,
pT(Cp ¥Dg+u=0 (5)

Timé on voimamenetelmiin perustuva LCP:n perusyhtilo.

Yhtilsista (3) ja (4) voidaan ratkaista

P ch - clu- ¢ 1pg = Kh - Ku - KDg, (6)

missd K on n x n jaykkyysmatriisi. Sijoitus yhtdl6on (1) antaa slirtymidmenetelmén LCP:n

Kh-Ku- KDqZ 0,
h 20, ~
(Kh - Ku - KDg) Th = 0. (7)

s
~

~

LCP:n ratkaisu johtaa yleensd iterointiin, joten ratkaisuaika on erittdin oleellisesti
riippuvainen dimensiosta n. Edelld kuvatulla menetelmélld ratkaisu on tiivistetty potenti-
aaliselle kosketuspinnalle kuuluviin pisteisiin. Kosketusjannityksen diskretointi pistevoi—
miksi aiheuttaa virhettd ratkaisuun. Kuitenkin mm. palkki ja laattatehtévissd pistevoimién
kisittely (matriisin C laskenta) on helpompaa kuin jakautuneiden kuormitusten késittely.

Usein voidaan kiyttdd jopa analyyttisid lausekkeita, kuten jatkossa alustalla.

Optimointitehtivé saadan tarkastelemalla funktionaalia

T T
p CP'P b];

i~

W(p) =1 (8)

i~

=

missa vektori b on muotoa

b=-Dg-u. (9)
Nyt on voimassa ehto
Wp+ vp) 2 Tp), Ye. p20, (10)

jos vektori p on LCP (5):n ratkaisu, koska matriisi C on symmetrinen. LCP (5):n ratkaisu

minimoi nidin komplementaarisen energian rajoitteena p 2 0. Toisaalta vektori pX on

~

optimointitehtdvén
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. 1 T T
min o LR B, R (an

ratkaisu jos ja vain jos gradienttiTg toteuttaa Kuhn-Tiicker -ehdot

Eizo, Vi=1,..., %,

%:o, Vi= 2 + L,...,n, (12)
missd vektorin pK aktiiviset ehdot on indeksoitu i = 1,....,£ ja muut j = 2 + 1,..;neli
P:(= 0, vi= lp » Lo
k .
.>0, Vj=4 +1,..,n (13)

Toisaalta gradientille’é 16ytyy fysikaalinen tulkinta. Se on

E:Cp—b:C +D

~ ~
~

+u-=h. (14)

Tehtsdvani on ratkaista nelicllinen optimointitehtéva (11).

Siirtyméamenetelméssd tarkastellaan funktionaalia

7(h) = [%BTKh il o vakio] , (15)

~s ~ ~J
missd vektori ¢ on muotoa
o~

¢ = Ku + KDq. (16)

Suorittamalla muuttujan vaihto yht&lén (3) mukaan todetaan, ettd kyseessd on potentiaali-

energia. Kuten edelld niin nytkin todetaan, ettid on ratkaistava optimointitehtdva

in [#h"Kh-h"cl (17)

Gradientti g on

g = Kh - Ku - KDq = p. (18)

~
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Yhteenvetona edeltd havaitaan, ettd numeerisessa ratkaisussa tarvitaan potentiaaliselle
kosketuspinnalle valittuihin diskretointipisteisiin tiivistetyt jousto- tai jadykkyysmatriisit
C tai K sekd ulkoisen kuormituksen aiheuttamat siirtymét y seka mahdollinen alkuvdélys

U.

~

Helposti ohjelmoitava algoritmi eo. minimointitehtdvien ratkaisuun on

1° ratkalse E =0 (tai g - 0)
2°  jos p 2 0, niin loppu (talh 20)
3°  aseta min fpj]i = L,...,n} =0 (tai min hj = 0)

40 palaa kohtaan 1°.

Algoritmin ensimmaéinen askel tulostaa voimamenetelméissd vetoakestdvdn tapauksen
ratkaisun. Algoritmia voidaan nopeuttaa, jos kohta 3° yoidaan korvata kaskylld 3°: aseta
kaikki p; < O nollaksi. Néin voidaan menetelld ainakin, jos kosketus on vapaa alkuvalyksistéd
u =0 ja vapaa esijinnityksistd. Esijdnnitys tarkoittaa, ettd joissakin voimista pj on jokin
positiivinen alkuarvo. Esijannitys voidaan tulkita vakion lisddmiseksi energian lausekkee-
seen sekd alkuvilyksen muuntamiseksi tietylld termilld. Viimeksi mainitun algoritmin
suppenevuutta voidaan perustella murtomekaniikan mukaan, jossa on todettu (Carlsson
[10]), ettd potentiaalienergia pienenee halkeaman kasvaessa. Alkuvilyksetdn tilanne
voidaan tulkita ehjdksi kappaleeksi, jota kuormitetaan ulkoisella kuormituksella. Vedetty
alue halkaistaan ja potentiaalienergia plenenee joka asekeleella. Em. algoritmia voidaan

kdyttdd myos LCP:n ratkaisuun.

Edelli on todettu lineaarisen kosketustehtdvadn edullisuus numeerisessa ratkaisussa,
joten herdd kysymys: voiko yleisen tehtiivin muuntaa lineaariseksi? Erds vaihtoehto

on muuntaa kuormitusta. Tlloin etsimme vektoria x joka toteuttaa yhtalon

B (19)

Dx =
~
~ ~

T4114 yhtdlolld ei ole ratkaisuja, jos m < n. Jos m > n, niin ratkaisuja on ddreton maara.
Tidrked erikoistapaus on se, kun n = m ja kuormitus q annetaan (tai voidaan ajatella
annetuksi) potentiaalisella kosketuspinnalla. Talloin D T c jax=xjaq=q. Yhtdlon

(19) ratkaisu on silloin

Xx=q+ Culu (20)

~

eli kuormitukseen q on lisdttdvd kuormitus, joka sulkee alkuvilyksen. Tdmén jilkeen

~o

kosketusta voidaan kasitelld lineaarisena.
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Edelld kuvatut tulokset voidaan helposti laajentaa koskemaan kahden kimmoisen kappaleen
kosketusta, kun kappaleiden jaykdn kappaleen liike on nolla. Diskretoidaan mahdollinen

kosketuspinta ddrelliseen mé&idraddn n pisteitd. Voimamenetelmédn mukainen optimointiteh-

tava on
, T T
min [$p (C,+C.)p-p d], (21)
p20 R T1TE2PRTRD
missd vektori d on muotoa
g: -Dlg’1 - ngz - u (22)

Matriisit D; ja D ovat muotoa n x mj ja n x mp, kun kappaletta 1 kuormitetaan mj
kohdasta (q) ja kappaletta 2 kuormitetaan my kohdasta (q;). Vastaavasti voidaan rakentaa

slirtymédmenetelmén optimointitehtdva.

Jos toisen kappaleen jdykdn kappaleen liike on tuntematon, mutta méaardttadvissd, niin
edellisiin on liitettdvd tam&n kappaleen tasapainoyhtélSt. Yksi tapa on arvata etukidteen
kosketuspinnalta niin monta kontaktipistettd, ettd jaykdn kappaleen liike saadaan estet-
tyd. Tutetun kappaleen arvauspisteiden siirtyméit lisdtddn tukemattoman kappaleen
joustomatriisin ko. siirtymé&suuntaa vastaaviin alkioihin. Tukemattoman kappaleen jousto-
matrifsi lasketaan tukemalla se arvauspisteisti. Koko rakennetta kisitelldan yhtena
haljenneena kimmoisena kappaleena. TAmA menettely mahdollistaa sen, ettd tehtdvin
dimensiot saadaan pysym&in koko iteroinnin ajan pienempénid kuin n. Jos jdykdn kappa-
leen liike lasketaan, niin tehtdvi on vélilld palautettava globaaliin systeemiin. Toisaalta
kontaktipisteiden arvaaminen ei etukdteen onnistu aina, mutta tdssd lasketuissa tapauksis-

sa arvaaminen oli helppoa.

Sovellutuksissa kdytettiin voimamenetelmin mukaista optimointitehtdvad, joka ratkaistiin

lineaarisen kosketuksen algoritmilla.

3. NUMEROSOVELLUTUKSET

Tassit yhteydessd tarkastellan reunoiitaan vilvamaisesti Winkler-tyyppiselld alustalla
tai yksinkertaisilla reunapalkeilla tuettua suorakaidelaattaa, jota kuormitetaan tasaisella
kuormituksella tai pistevoimalla keskeltéd. Alkutilanne on alkuvélykseton ja alkujénnitykse-
ton ja kosketus sdilyy ainakin pitkien sivujen keskipisteissid. Naméi voidaan valita em.
arvaus-kontaktipisteiksi. Symmetriasyistd laskennassa kidytetddn laatan neljdnnesté.

Matriisin C alkiot lasketaan tukemalla laatta pystysuunnassa pitkien sivujen keskipisteistd
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ja asettamalla l-volma vuorotellen reunan solmulhin. Naihin stirtymiin lisiitddn vield
pitkien sivujen keskipisteiden slirtymd sekd tukilaitteiden vastinsolmujen siirtymét
niissd vaikuttavista l-voimista. Iteroinnissa tarvitaan lisdksi ulkoisesta kuormituksesta
aiheutuvat siirtymdt v. Laatan silrtymét lasketaan tukemalla laatta kuten edelld ja

siirtymiin lisdtdan vield alustan vastinsolmujen taipumat.

AlZ-elementti on 8-solmuinen kvadraattinen, isoparametrinen laattaelementti. Laatan
elementtijakoa tihennettiin niin kauan, ettd Dempseyn [2] vertailuarvoihin ndhden saavu-
tettiin haluttu tarkkuus. Nelidlaatalla laatan neljannes jaettiin 25 nelidelementtiin ja
pitemman (sivusuhde 2) laatan verkko oli likimain kaksi nelidlaattaa perakkdin. Dempseyn
[2] tulokset kisittivdt tasaisesti kuormitetun neliclaatan jdykilld tuilla, muuttujana
laatan Poissonin vakio v. Dempseyn mukaan kosketuspituus on 38,6, 46,4 ja 55,2 %,
kun Poissonin vakio on 0,1, 0,3 ja 0,5. Nurkan nousu prosentteina keskipisteen painumasta
on Dempseyn mukaan 24,2, 19,23 ja 15,8 %, kun keskipisteen painuma on laskettu esitetyl-
14 menetelmélld. Vastaavat luvut tdlld menetelmilld laskettuna ovat: kosketuspituus
40, 50 ja 60 %, nurkan nousu 22,9, 16,8 ja 10,4 %. Arvot eivit ole aivan vertailukelpoisia,
koska esitetyssi menetelmédssd on laatan leikkausmuodonmuutos mukana. Laskennassa
t/a (laatan vahvuus/sivun pituus) oli 0,02, jolloin leikkausmuodonmuutoksen aiheuttama
lisitaipuma laatan keskelld on noin 2 %. Tah#n tarkkuuteen tyydyttiin ja jatkossa on

kidytetty tdtd elementtiverkkoa.

Kuvissa 2 - 5 on piirrettynd laatan taipumia ja kosketuspituuksia tuen jaykkyyden funktio-
na. Kuvissa D on laattajaykkyys, C on Winkler-tyyppisen alustan joustoluku (c = 1/k,
[mZ/N]) ja EI on reunapalkkien taivutusjiykkyys. Vertailutaipumana w_ on kaytetty
nivelisesti tuetun laatan klassisen laattateorian mukaan laskettua taipumaa. Kuormituksen
absoluuttiarvolla ei ole merkitystd, koska kosketustehtdvd on lineaarinen. Kéyristd
voldaan arvioida tuen jdykkyys, jolloin kosketus on koko sivun pituudella. Merkille on
pantava ero kosketusmitassa, kun verrataan tasaisestl kuormitettua ja pistekuormitettua
laattaa. Tasaisella kuormituksella kosketusmitat ovat 60 ja 30 %, kun alusta on aaret-
tomén jadykkid. Pistekuormituksella mitat ovat noin 40 ja 5 %. Samoin pistekuormituksen
aiheuttama nurkan nousu on suhteellisesti isompi kuin tasaisella kuormituksella. Kuvassa
3 on piirretty vastaavat tulokset reunapalkeilla tuetulle laatalle. Tuen loystyessd taipumat
ldhestyvat pilareilla nurkista tuetun laatan taipumia. Kuvissa 4 ja 5 on piirretty taipumia
eri vahvuisille nelitlaatoille. Ndiden mukaan laatan vahvuudella on merkittdva vaikutus
kosketuspituuteen. Ohuella pistekuormitetulla nelidlaatalla kosketuspituus on vain noin

10 % sivumitasta, kun alusta on suhteellisen jaykka.
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WINKLER ALUSTA  bla=2, t/a=0,02 , v=01

o b REUNAPALKIT bla=2, t/a=002, v=01
w,,=001013!}’— 4 sj%l—]- Tas kuorm 4
! Wor 001013 B~ Tas kuorm
/ 7
#o=0,01652 —’-g— 'T(%E) Pistekuorm W= 001652 FE-- Pistekuorm
Vetoakastimitén Irtoumaton Vetoskestimutén Irtowmaton
T - — Tas.kuorm. [ #vmmmieme—ee— = Tas.kuorm.
I AR ST - Pistekuors, W/Wo —_—————— —-----s=---- Pistakuarm,
2z.2
20.8|
8.8
8.0 e -
S~
B.e ’//
6.0
1.8
3.9
/___-__-

1.8 R
a.ef $ | -
1.0
i __,—f—’; ; j ' 1.9
lkasaf—— /
1k:/}:.':_-_‘_____:,:,_._-j/ / :t:::
/_._.__/ |
0. Be—— " 1L e 0.0 ' S R I
~@ -5.8 -4.8 -2.0 -2.0 -1.0 ®.0 i.e = . . 5 1.8 2.0 3.0
LGTtcD /an3) LGTCaD/ET)
Kuvat 2 ja 3. Suorakaidelaatan taipumia ja kosketusmittoja.
WINKLER ALUSTA bla=1, v=01, Pistekuorm REUNAPALKIT  bla=1,  v=01,  Pisickuorn
w°=oo11si)F—[;‘7-o £ Wy 01160 E-
Vetoskestimitdn Irtosmaton Vatoskastimitén Irtowmaton
s ———— - t/a = B.02
s t/a = 0.20
5.0
W/KWao :-
4.5_—

1 i ' 1
-4.8 -3.8 -2.0 -1.R 2.2 1.9 =@ -2.@ -1.0 0.0

1.e 2.0 3.0
LGT(cDra~3) LGT{aD/EI}

Kuvat 4 ja 5. Nelidlaatan taipumia ja kosketusmittoja.



TUKIVOIMA 7 (pabs(2a+2b))

TUKIVOIMA 7 (F/(2a+2b) )
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Kuvissa 6 - 9 on piirrettynd kosketusjdnnitysjakaumia eri tapauksille. Algoritmin tulosta-
mat pistevoimat on muunnettu jatkuviksi trapetsikuormiksi siten, ettd elementin matkalla
volma- ja momenttitasapaino séilyy. Kuvlin on plirretty vertailuks] vetoakestivédn sauman
mukaiset tulokset, jotka saadaan algoritmin ensimmadiseltd kierrokselta. Kuvista ndkyy
selviisti, ettd laatan vahvuuden kasvaessa ja/tai tuen 16ystyessd "piikki" tukivoimassa
hividd. Samoin kuvista nidkyy tasaisen kuormituksen ja pistekuormituksen oleellinen

ero tukivoimajakaumissa. Tulokset olivat samansuuntaiset Winkler-alustalla.

Tukivoiman maksimiarvo kasvaa poikkeuksetta, mutta palkin maksimitaivutusmomentti
pieneni verrattaessa irtoamattoman tuen ratkaisuun. Suunnittelussa usein kdytetty kol-
miokuormitus palkilla antoi ldhes oikean taivutusmomentin tasaisella kuormituksella

neliélaatalla, kun aD/EI = }. Nelilaatalla tukivoima on lidhes vakio jos aD/ET = 2...3.

REUNAPALKIT  bra=l, tsa=0.82, v=@.l1, Tas.kuorm. REUNAPALKIT  brsa=1, t/2=8.20, ve@.1, TYas.kuorm.
IRTORMATON VETORKESTHMATON ) IRTOAMATON VETORKESTAMARTON
-3 - —
aD/E1 = D.BOVL+O wD/E] = 2.02@8:+0
--------- SD/ET = 1.414E-1 WD/E1 = ) 41aE-]
————— WD/ET = ¢4.?14E-1 -2 aD ED = 4 2j4ar-<)
e - WD/ED = 9.42BE-1 AD/EL = % 4280~
> 1 1 1 1 1\-——-— «D/E] = 1.414E+0 al:C] = | idLed
) e aVET = 2.387E48 oD/E1 = 202800
1 fetrpr——fp————e——y= | i e WD/E1 = 4.714E+D -1

~N

REUNAPALKIT  bsa=l, t/a=2.02, v=@.1, Pistekuorm. REUNAPALKIT  br/e=1, t/u=0,28, ved.l, Pistehgorm.
s IRTORMATON VETORKESTARATON i IRTOAMATON _ VETOAKESTAMATON
h aD/E1 = B.@BRE+D - 0 002
bl o aD/ET = 1. 414E-1 -4 LR RE | S
%\ aD/ET = 4.714E-1 = - 5.657C-1
-3 ) aD/ET = 9.428E-1 ~-3 - 9.420€-1
A ——ia—e— aD/EL = 1.414E+0 3 = fial4EsC
-2 I aD/E1 » 2.357E+0 ¥ -2 s aD/E1 = 2.357€+80
) AD/ED = 4.714E+0 & ..:\ co s aD/EL - a7ieEee
: = i I~
D
e E - e e BB 7 i i W
Jf/ ?éa: - “/,— N ~I3 o _ ’! e -
! e e c ! g - =
o 5 ~ T 1 N, 2 - =
" N 8 2 ] . N ot _______1
? S “h‘.‘__i:__: ‘_-,', : l
3 % 3 = - ¢ ——1
& |
4 4 = 4 - 1
l 1
5 a/2 i # = (Y] i 1A RS ‘__:
Kuva 8. Kosketusjdnnityksid ohuelle Kuva 9. Kosketusjidnnityksid
laatalle (pistekuorma). paksulle laatalle

TUKIVOIMA / (pabs(2a+2t))

Kuva 6. Kosketusjannityksid ohuelle Kuva 7. Kosketusjannityksiad
laatalle (tas. kuorma). paksulle laatalle

(tas. kuorma).

(pistekuorma).
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JAAVOIMIEN MAARITTAMISESTA ELEMENTTIMENETELMALLA

TkL Erkki Pulkkinen
Oulun yliopisto

1 JOHDANTO

Jiivoimien analyyttisessi mddrittdmisessd tarvitsemme kokeellisia
tuloksia jddn mekaanisista ominaisuuksista ja menetelmid, miten nd-
mid tekijidt voidaan teoreettisestl ottaa huomioon. Viime vuosina
jdivoimia on yritetty mddrittdd analyyttisesti kahdella toisistaan
poikkeavalla menetelmilld. Silloin kun jaa kdyttdytyy hauraasti on
kiytetty plastisuusteoriaan perustuvia 1ihtokohtia, kuten plastista
kantokykyteoriaa. Jddn sitkedlld kdyttdytymisalueella on vuoros-
taan kiytetty virumisteoriaan perustuvia 1ihtdkohtia, kuten refe-
renssijinnitysmenetelmdd. Molemmilla menetelmilld saadaan sekd
yld- ettd alalikiarvot jddvoimista, mutta yleensd haarukka, milld
vdlillid jiddvoiman arvo vaihtelee, on suuri ja siten todellinen jid-
voima voi olla vieldkin mitd sattuu. Yksi keino tilantecn korjaa-
miseksi on elementtimenetelmin kdyttd todellisten jddvoimien mii -

rittdmiseksi.

Plastisuusteorian soveltaminen elementtimenetelméddn on hyvin tun-
nettu asia. Saman menetelmin soveltaminen jddvoimien laskentaan on
jo myds tunncttua /3,4,5/. Virumisteorian soveltaminen elementti-
menetelmdin on myds vanha asia, mutta sen kdyttdminen jddvoimien
laskemiseen ei ole. Tdhin mennessd jdln viruva kdyttdytyminen on
otettu huomioon j#in kantokykylaskelmissa ja referenssijidnnitysme-
netelmin yhteydessd. Kummassakaan ratkaisut eivdt ole pohjautuneet

elementtimenctelmididn.

Jatkossa tulen esittelemitiin, miten cpillincaarinen viruminen otetaan
huomioon clementtimenetelmidssd, missd epdlincuarisen tasapainoyhtii-
16n ratkaisu perustuu ensimmidisen asteen jtsckorjaavan menetelmdn

kdyttoédn. Vastaavan toimenpiteen olen tehdyt jo plastisuusteorial-

le aikaisemmissa julkaisussani /3,4/.
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2 EPALINEAARINEN VIRUMINEN

Epdlineaarista virumista kuvaavaksi laiksi olen ottanut Sinhan esit-
timdn lausekkeen kokonaisvenymdn e, ja vakiojdnnityksen O vidlille

siten, ettd Norton-termi on kerrottu tn—1:1lé Bailey-Norton—termiksi,

o} d g ~S b
¢t T =+ Cl{—l}{—e} (1 - e @7y Athn (1)
S : dJUE

missé kokonaisvenymid

€
o Vakiojﬁnnitys

E kimmomoduuli

d raekoko

d; vertailu raekoko

kddnteinen relaksaatio aika

A viskoinen venymisnopeus
c1,5,b,m ja n materiaalivakioita

Venymisnopeus €, saadaan yhtdléstd (1) derivoimalla lauseke ajan t
suhteen. Samalla muutetaan lauseke kolmidimensionaaliseksi J,-teo-
rian avulla kertomalla se Hsiﬂ/206:115, missﬁ-&ij}on deviaattori-

jdnnitys ja o, efektiivinen jdnnitys.

d e b
i P b -(ant) _b-1 m-1_n-1] 3
{Eij}a = [L;i; —Eg— baT e T .t +An 't ] Z{Sij}
(2)
Lasketaan matriisi [H]seuraavien ldhteiden /2,6/ mukaisesti.
M - ety (3)

9{o}

Kiytetddn seuraavia lyhennysmerkintd&jé

_ 3
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m _ m
F = Oe
v, = Ant™ ! (4)

i
Lyhennysmerkinnéilld lauseke (2) supistuu seuraavaan muotoon

. _ S m
{Eij}a = V,F {aij} + V,F {aij} (5)

Lasketaan lausekkeen (3) matriisi [H] ,joksi saadaan seuraavaa

11 = S my_ 2 _ s oy ply .,
[H] = (V{F~ + V,F )30e [M1] + (V1(s 1)F” + Vz(m 1F)
2 M (6)
30, [ 2]
missii
2 -1 -1
2 =1 0
2 0 0 0
M. T
[‘l] 3 6 0 0
symm. o
ja
[ s 2 S__S S __s 2s_ T 2s__T 25T
XX Cxx'yy ~xx“zz “Txx xy “Uxx'yz TTXX Xz
2
s 2s 2s 2s.
Syy - Syy®zz “SyyTxy “Syylyz Cyy'xz
2 :
S22 2szszy 25zzTyz 25,2 Txz
M. 1=
[M] 2
4Txy 4TXyTyz 4TxyTXZ
2 -
symm. 4Tyz 4Lyz Xz
‘ 2
|- 4IXZ

Kun venymisnopeuden {eij}a ja matriisin [H] lausekkeita lasketaan
tulee meiddn muistaa, ettd efektiivinen jédnnitys muuttuu jokaisen
kuormitusaskeleen aikana. Lausekkeissa (2) ja (3) esiintyvénd ai-

kana t ei nyt voida kdyttdd ensimmiisen kuormitusaskeleen alusta
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laskettua todellista aikaa vaan efektiivistd aikaa, joka lasketaan
seuraavilla toimenpitcilld /1/. Lasketaan lauseketta (1) kidyttien
efektiivinen kokonaisvenymi €¢ kutakin efektiivistd jdnnitystd 9y
ja todellista aikaa vastaten. Tdmidn jidlkeen lasketaan efektiivinen
aika t viimeksi laskettua efektiivistd jdnnitystd O ja dsken las-

kettua efektiivistd venymdd ¢ vastaten lausekkeella (1).

3 EPALINEAARINEN VIRUMINEN ENSIMMAISEN ASTEEN ITSEKORJAAVALLA
ASKELMENETELMALLA

Kun epdlineaarinen viruminen halutaan ottaa huomiocon elementtimene-
telmdlli, tietd# se automaattisesti, ettd systeemin tasapainoyhtd-
16std tulce epdlincaarinen. Suoritetaan tidmd rvatkaisu ensimmiiscn
astcen itsekorjaavan askclmenetelmiid hyviksi kidyttiden /3/.

Kaikkein ensimmiiseksi ratkaistaan lineaarinen yhtdldryhmd seuraa-

valla tavalla

[Ke]{Aq}l = {AF}, (7)
missé [Ke] lineaarinen jdykkyysmatriisi

{Aq} siirtymdn lisdys

{AF} kuormituksen 1lisdys

Timidn jdlkeen lasketaan seuraavat suureet kussakin integrointipis-

teessi
{ae}y = [B]{Aq}:,
{ao}y = [E]{ae),,
0,151,

E1,{éij}1;[H]l’

CARERSC RS RS

[Eero], = [E] - [En], (8)
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Seuraavaa kuormitusaskelta varten lasketaan viskoinen jdykkyysmat-

riisi [Kv] ja kokonaisjidykkyysmatriisi [KT]'
- Try,
[Kle = f [B] [hero]l[B] dv (9)
\'

ICTEN A IS 10)

Lisdksi lasketaan virumisesta johtuva epitasapainovoimavektori {fv}

seuraavalla tavalla

(f 3= -[K 1{q} + {F} + I[B]T[En]l{eij}lAtldV (1)
v

Timdn jdlkeen suoritetaan ensimmdinen varsinainen ensimmdisen asteen

itsekorjaavan askelmenetelmidn mukainen kuormitusaskel

[KT]{Aq}2 = {AF}2 + ZAP{f } (12)
missd ZAP itsekorjaustermi
Tdmdn jdlkeen lasketaan lausekkeet (8), (9), (10) ja (11) kuten
edelld paitsi, ettd jdnnityksen lisdyksen {Ac} ja epitasapainovoima-

vektarin {f} lausckkeisiin tulee yhdet termit 1isdi.

Uusi jdnnityksen lisdys lasketaan seuraavasti
po} = [E re} - {e..} At 13
{ 0}2 [ n]1({ e}2 {61]}1 1) (13)

Epidtasapainovoimavektorin lausekkeeseen tulee lisdys viruvasta

jdnnityksestd seuraavasti

T
(£,3 = f [B]'[E,,,] (e}av (14)
\4

Tdmdn jdlkeen prosessia voidaan jatkaa niin pitkdlle, kun on tarpeen.
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4  JAAVOIMIA SINHAN MALLILLA

Kiytin edelld kuvattua laskentamenetelmidd jddvoimien midrittdmiseen
pydredtd pilaria vasten. Jaan pilarin ympdrilld olevan jadkentdn
kuvan 1 mukaisella tavalla elementeiksi. Kdytdn seuraavia merkin-
toja; 1 A normaali kolmidimensionaalinen solid-elementti, 2 2 a-
lustaa kuvaava vilipintaelementti, 3 A kolmidimesionaalinen solid-
jirettomyyselementti, 4 4 jidkenttd on symmetrinen viivan 4 suhteen,
5 & vapaa reuna, 6 2 pydred pilari ja 7 A yeuna didrettdmyydessd.
Reunachdot reunalla 6 ovat jdykdt eli reuna 6 pystyy ainoastaan

1iikkumaan A suuntaanpdin.

Kuva 1. Jiikentdn elementtiverkko (periaate)

Radiaalisuunnassa kidytdn ensiksi viittd tavallista kolmidimensio-
naalista elementtid ja yhtd direttomyyselementtid. Kehdsuunnassa
kdytin viidelld ensimmdiselld rivilli viitti tavallista kolmidi-
mensionaalista elementtii ja viimeiselld kuudennella rivilld viittd
direttomyyselementtid. Paksuussuunnassa kdytdn kahta elementtiker-
rosta sekid tavallisten ettd jarettomyyselementtien kohdalla ja 1li-
siksi jokaisen alimmaisessa kerroksessa olevan tavallisen elementin

alla viilipintaclementtiii alustan kuvaamiseen. ELlementtien kokonais-
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mddrdksi tulee 85 elementtid, joista 50 on tavallista kolmidimensio-

naalista, 10 ddrettdmyys- ja 25 vdlipintaelementtii.

Jidn paksuus on 0.7 m ja pilarin halkaisija 4.0 m. Elementticn
nurkkapisteiden koordinaatit ovat seuraavat 2.0, 3.0, 5.0, 10.0,
20.0, 33.0 ja 64.0 m. Materiaalivakiot, joita kdytdn Sinhan mallis-
sa, ovat taulukossa 1.

Taulukko 1. Tietokoneajoissa kdytetyt jddn materiaaliominaisuudet

( E [kN/ecm?] 950 (= 9500 MPa)
v 0.3
Q [kJ/mol] 67
R 8.314
C, 9
3 1
m 3
b 0.34
ap [1/s] R 10': (vertailu limpétila = 263°K)
A [1/s] 1.76+ 107 (vertailu lampétila = 263°K)
d [mm] 4
T [%] 262
o. [kN/em?] 0.1

Kuvassa 2 on viisi jédédvoima-siirtymd kdyrdi, joista nelji on eri-
laista. Kdyrd H on laskettu siten, etti ldmpdtila on 262°K kummas-
sakin kerroksessa. Kidyrd K on vuorostaan laskettu siten, ettd ylem-
min kerroksen ldmpdtila on 262°K ja alemman 268°K. Pilarin nopeus
kdyrid H ja K laskiessa on ollut 0.0001 cm/s. Kiyrdt L ja M on
laskettu samoilla ldmpdtiloilla kuin kdyri K mutta eri nopeuksilla.
Kiyrdlle L on kdytetty nopeutta 0.001 cm/s ja kdyrdlle M 0.00001
cm/s. Jddvoima kdyrdlle H on 6.0 MN ja kdyrdlle K 5.48 MN. Vas-
taavasti jddvoimat kdyrille L, K ja M ovat seuraavat 11.4, 5.48 ja
2.48 MN. Nidmd tulokset ovat vertailukelpoisia referenssijidnnitys-

menetelmdlld laskettujen jdidvoimien kanssa.
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KAYRA 1SOPARAMETRINEN PALKKIELEMENTTI

Tapio Salmi

Oulun yliopisto
Rakentamistekniikan osasto

1 JOHDANTO

Kayrdt palkit, erityisesti kaaret ja vaakatasossa kaarevat palkit,
ovat nykyd3n varsin yleisi8 rakenteiden osia. Usein k@yrd palkki

toimii kuorirakenteessa jaykistyspalkkina.

Kayrdn palkin mekaniikan tehtdvit ratkaistaan yleensd kdyttamdlla
elementtimenetelmisd. P&#osa tdmin alueen lujuuslaskennan kehittely-
tydstd on kohdistunut joihinkin erityistapauksiin, kuten tasossa kay-
rddn kaarielementtiin, jolla usein on vield oletettu olevan vakio-

kaarevuus.

Kiyrdn palkin elementin kehittelyss& on iso- tai yliparametrisen
muunnoksen kdyttd elementin geometrian jasiirtymdkentan kuvaukses-
sa aivan keskeiselld sijalla. Ferguson ja Clank [1] sekd Buragohain

et al. [2] muodostavat joukon kdyrid isoparametrisia palkkielement-
tejd pelkist&mdlld 3-ulotteisia isoparametrisia solidielementteja
yksiulotteisiksi. Palkin poikkileikkaukseron t&ll6in oltava suora-
kaiteen muotoinen tai ainakin koottavissa suorakaiteen muotoisista
osista. Varsinaiseen palkkiteoriaan perustuvia kdyrid elementteja
kehittavat Venkatosh ja Rao [3] sekd Jinousek [4]. Venkatosh ja Rao ki-
sittelevdt kaksisolmuista 16-vapausasteen epdisotrooppista element-
tid, jonkasiirtymdkentidn kuvaukseen kdytetddn HERMITEn polynomeja.
Jinousek kehittdd joukon isoparametrisia elementtejd, joilla voi ol-
la useita sisdsolmuja. Artikkeleissa [1]-[4] esitettyjéd elementte-

j8 on testattu joihinkin statiikan tehtdviin.

Tidssd esityksessd luonnostellaan Jirwousekin elementin tapainen k&y-
rdn palkin teoriaan perustuva isoparametrinen palkkielementti, jo-
ki kiyttd3 edelld mainittuja elementtejd hieman tarkempaa kinemaat-

tista mallia.
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Palkin kinemaattisissa yht&18issd samoin kuin poikkipinnan moment-
tisuureissa otetaan huomioon palkin kaarevuuden ja kierevyyden vai-
kutus. Elementin tehokkuutta on tarkoitus testata erityisesti dyna-
miikan tehtdvissd. Elementin kullakin solmulla on 6 vapausastetta,
kolme siirtymd- ja kolme rotaatiovapausastetta. Elementilld voi ol-
la paddtesolmujen lisdksi 0...4 sisdsolmua, joten elementin vapaus-
asteiden lukumdsrid on 12...36. Elementin geometrian ja siirtyméa-
kentdn kuvaukseen kaytet3in LAGRANGEn interpolaatiopolynomeja sekd
jaykkyys- jamassamatriisin alkioiden integroinnissa GAUSSin numee-

rista integrointia.
Elementin kehittelyssa tehdi&8n seuraavat oletukset:

1. Siirtymdt ovat pienet niin, etta tehtidvd on geometrisestt line-
aarinen.

2. Materiaali on fysikaalisesti lineaarista.

3. Palkin poikkileikkaus siirtyy jaykk&na tasona, joka ei valtta-
mdtta ole kohtisuorassa deformoitunutta referenssiviivaa vas-
taan. Leikkausmuodonmuutos otetaan siis likim&&rdisesti huomi-
oon, mutta poikkileikkauksen venymdt ja liukumat oletetaan nol-
liksi.

Myds artikkelien [1]1-[4] elementit perustuvat n&ille oletuksille.

Oletuksen 3 mukaan palkin poikkipintapainuma j&tet&&n huomioon ot-

tamatta, joten elementti sopii vain palkeille, Jjoiden poikkileik-

kaus on kompakti.

2 PALKKIELEMENTIN GEOMETRIA

Valitaan kdyrdn palkin jokin sen pituussuuntaisista sdikeista pal-
kin referenssiviivaksi. Referenssiviivaa vastaan kohtisuoran tason
ja palkin materiaalidomeenin leikkauskuviota sanotaan palkin potk-
kileikkaukseksi. Palkin poikkileikkauksen referenssiviivan pistee-
seen asetetaan kayrdviivainen Y!'Y?Y3-koordinaatisto, jonka normee-
rattua ortogonaalista kantajirjestelmdd merkitaan g.,g2,¢s kuvan 1a
mukaisesti. Koordinaattiviiva Y! yhtyy referenssiviivaan ja koordi-

naattisuorat Y? ja Y® yhtyvdt poikkileikkauksen pddsuuntiin.
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Ny =-(8-1)(38-1)(38+1)/16
N> (E+1)(3E-1)(3E+1)/16
N3 =9(6+1)(£-1)(3€-1)/16
Ny =-9(£+1)(8-1)(3&+1)/16

xl

(b)

Kuva 1 Palkkielementti kiinte&ssd X!X®*X3-koordinaatistossa (a) ja nelisolmuinen
emoelementti sekd sen kuvauksen muotofunktiot (h).

Kdyrdn palkkielementin (kuva 1a) paikka kiinte&dss&@ karteesisessa
koordinaatistossa X!'X?X® annetaan referenssiviivan solmupisteiden
koordinaattien ii,ii,i; (i=1,...,n) avulla. Elementin solmupistei-
den lukumddrd n=2...6, joten elementilld voi olla 0...4 sisdsolmua.
Palkin poikkileikkauksen p&dsuunnan antamiseksi tarvitaan apusolmu,
joksi valitaan akselin Y? ja X!'X%-tason leikkauspiste (%',%%,0).
Jos Y®-akseli on X!'X2-tason suuntainen, niin apusolmu asetetaan sen

ja X'X%-tason leikkauspisteeseen (%!,0,%°%).

Palkin referenssiviivan mielivaltaisen pisteen Po:(x',z?,2°%) paik-
kavektori

r=ux'e, + e+ x’a; (1)

Koordinaatit x',x%,x% voidaan interpoloida annetuista solmukoordi-

naateista i;,ii,é; kdyttdma113 LAGRANGEn interpolaatiopolynomeja

-E5)
Nj_(EJ = 2 E—g—:iL~ , &£€[-1,+11 , i=1,...,n (2)

j=1(£.-E.)
jAa 0t Y

Parametrin & solmuarvot gi (i=1,...,n) vastaavat palkkielementin

gmon solmuarvoja.
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Kuvassa 1b on esitetty nelisolmuisen palkkielementin emo. Emoele-
mentin pituus on aina 2 ja & € [-1,+1]. Referenssiviivan mielival-

taisen pisteen koordinaatit ovat siis

n n n
xl =3 Ni(EJo—ci , zi=13% N, (8)zx? , x =71 Ni(g)s'c? (3)
=1 i=1 i=

“ Merkitasn referenssiviivaa pitkinmitatun kdyrdviivaisen koordinaa-
tin y! arvoja solmuissa g; (i=1,...,n). T&1ldin kuvaus emoelemen-
tilts kdyralle palkkielementille on muotoa

n
1 - 71 4
Y Equ(E)yi (4)
Tehtdvdnd on ensin madrittaa koordinaatin y! solmuarvot g;, jota

varten tarvitaan elementin pituus £. Koska yht&ldiden (3) perus-

teella koordinaatit
el =2l (8), x2=22(8), x¥=ax>(&) (5)

missd £ € [-1,+1] on parametri, niin elementin pituus

1 o
L= V,(x,lg)2+ (x2. )2+ (x0, )% dE (6)
g=-1 E E

joka yht&ldiden (3) perusteella voidaan laskea lausekkeesta

1 n n n '

L = 5N, @ )2e(r N, &2)+(L N, &})d 7
_{ (i=1 isE xl) (i=1 10 xl) (i=1 1 xl) g (7)
Integrointi suoritetaan esimerkiksi GAUSSin numeerisella integroin-
nilla kdyttden niinmontaa integrointipistetta, ettd asetettu tark-

kuus saavutetaan.

Referenssiviivaan liittyvén koordinaatin y*' solmuarvot g; (i=1,...,n)
saadaan nyt siten, ettd asetetaan yi=0 ja y, =4 sekd mahdolliset

sis&solmujen arvot tiettyind osina pituudesta Z£.

Merkitdin suureen () osittaisderivaattaa koordinaatin y! suhtsen
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Ketjuderivointis&&nndn ja yhtdldn (4) mukaan voidaan kirjoittaa

n
7l = (.
i§1Ni’£yi—( );IJ

(')xgz (.)'1 ng = (.)'1
jol}oin on merkitty kuvauksen JACOBIn determinantin arvoa

n

J= = WV, . §! (8)
i=1

Derivaatalle (+),; seuraa nyt yht&lg

(+),, =73 1 (e, (9)

Referenssiviivan tangentin suuntainen vektori £ tietyssd@ pisteessé
saadaan derivoimalla t3h3n pisteeseen piirretty paikkavektori (1)

parametrin & suhteen. Tangentin suuntaiseksi vektoriksi tulee

L= xig e, + xfE @, + xfg es
eli n ) n i n ,
t=(z N., a_c.)el+ (L N._‘ .’Z‘.)ez"' > N., .’E.)e:; (10)
j=q 1 £ 71 j2q 1 £ 71 421 1 £ i

Poikkileikkauksen referenssiviivan pisteen tangentin suuntaiseksi

ykkésvektoriksi g, seuraa

gr= /121 (11)

Poikkileikkauksen p#dakselin Y?® suuntainen kantavektori on kuvan
1a mukaan
(El—xl)e1+(a"éz-x~2)ez+(-m3)ea (12)

S gl )2 4 (=52 )2+ (—® )2

gs =

jonka jalkeen kantavektori g, saadaan vektoritulosta

g: = g3 X g1 (13)

J 52 %) (j=1,2,3) yhtaldssad (12) sekd pa-

rametrille & yht&ldssd (10) solmuarvot saadaan solmuun liittyvan

Antamalla koordinaateille =
poikkileikkauksen kantavektorit gi,g2,g3- Merkitddn niitd lyhyesti

. e3 5, j=1,2,3 (14)

3
e, +
J

QI

g.= g: e+ 3t
QJ QJ 1 QJ
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Vektorikolmikon gi,g2,g3 suuntien mukaan voidaan kuhunkin solmuun
1iittas lokaalinen karteesinen koordinaatisto, jokaonsitten kier-
rettsvd kiintedn globaalin X'X2X®-koordinaatiston suuntaiseksi.

Solmun i koordinaatiston kiertomatriist on

gy 41 4

o i i

[rl, = gy @ 7 (15)
gy 95 93l

Palkin kaarevuusvektori k on artikkelin [5] mukaan

K=(92,1°93)91+(93,1'91)92+(91a1'92)93 (16)

missd palkin kierevyys T ja palkin kaarevuudet x? ja k3 ovat kaare-

vuusvektorin komponentit siten, ettéa

T=¢g3°*g21 = ~g2%g3,1
K= gz *@g1s1 = —~g1-"g251 (17)
k3= g3® g1,1 = —g1° g3s1

Kaarevuusvektorin K='Ing|<3g24'K2g3 kinemaattinen tulkinta on,

otti se esittad kantavektorikolmikon gi,g2,gs kulmanopeusvektoria,
kun kolmikko etenee referenssiviivaa pitkin ykkBsnopeudella. Kaa-
revuuksien k2 ja k® sekd kierevyyden T lausekkeissa esiintyvat de-

rivaatat 95,1 kannattaa laskea differenssiosami&rind
’

-1 ~ 30 Ag j

. i=1,2,3 (18)
95:8 AE )

gJJ’l = J
Antamalla parametrille § solmuarvot Ei(i=1,...,n) saadaan derivaa-
tat (18) ja niiden avulla kirjoitetut kierevyys ja kaarevuudet sol-

muissa i. Merkitd&an niita %i,Ez ja E;.
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L KINEMAATTISET YHTALYT

Elementin poikkileikkauksen mielivaltaisen pisteen P:(y?,y%) kine-
maattiset yhtdlst ovat (Salmi [5])

1
€11 = /—E(um -K%uz - KU -y 03,1y 02,1~y 01 + Y P 01- 5P Ty - YR T @)

€12 = Chopr* KUy~ Tus-@3 +y°3 k@3 vy k2@ -y @1,1) (19)

2
€13 = (ugor* KUy v Tug + @2 -y k2@ - y2 2 @3 + 52 @y, ,)

Palkin poikkileikkauksen referenssiviivan pisteen siirtymdkompo-
nentteja on merkitty w,,u,,u; ja poikkileikkauksen rotaatiokompo-
nentteja @,,92,9;. Kidyrdviivaisen Y!'Y2Y3-koordinaatiston metriik-

katensorin determinantti
g=(1-y%c?-y33)? (20)
Muodonmuutoskomponentit e, €, ja €33 ovat kappaleen pisteen GREEN-

LAGRANGEn muodonmuutostensorin komponentteja poikkileikkauksen pis-

teeseen liittyv&ssd karteesisessa koordinaatistossa.

Kirjoittamalla muodonmuutostensorin nollasta poikkeavat komponen-

tit sarakematriisiksi (vektoriksi)
{e}s{ey 2e1p 2e3l={en Y Y3} (21)

ja ottamalla k&yttdtn matriisit

[0 -k? -k? P k2-y? K 2 q 3t
lal=|k* 0 -t 0 ¥y k? ey’ B (22)
L k¥ T 0 0 1-y*x?  -y?k?
Ja
r 0 0 y3 _yz
(p1=10 1 0 -y 0 0 (23)
0 1 y2 0 0O

voidaan kinemaattiset yht&18t kirjoittaa tiiviiss&d muodossa

{s}=%([b]{g,l}+[a]{u}J (24)
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T8118in referenssiviivan siirtymakomponentit on kirjoitettu siirty-

midvektoriin {u} jédrjestyksessa

{u) s { Uy U2 Ua (O P2 P3 } (95)

jolloin
{uy 3= {ui,1 u2s1 ussy @151 W2,1 W31 } (26)

Elementin solmulla on kuusi vapausastetta, kolme siirtymd- ja kolme
rotaatiovapausastetta. Solmun i siirtymkomponentit ﬁj jarotaatio-
komponentit @j (j=1,2,3) kirjoitetaan solmusiirtymdvektoriin {a}i
jirjestyksessa

{d} - { 7:11 112 713 &)1 (-Dz (—Dg }1 ’ i=’l,...,n (27)
Kun elementti halutaan Zsoparametriseksi, niin siirtymien interpo-
lointiin kd3ytetddn samoja solmuja ja samoja interpolointifunktioi-
tu kuin goomelrian kuvaukseen. Kentt&funktio {f} esitetdin tilldin

muodossa

n -
{f} ={ul= 1 v, {d}, (28)
. 1 1

Yhteyden (28) ja derivaattavektorin

Ni:g{d}i (29)
1

o3

I v -1
{u,,}=1J (i§1Ni{d}i),g—J .

avulla kinemaattisista yht&l8ist&d (24) seuraa

Y{d}. (30)
1

n- -1
{e}= 2 —=(lal Wy + (D170,

i=1 9
Merkitsemdllsd elementin solmusiirtymien vektoria
{dy =114} i{dkai... | {d}} (31)
voidaan kinemaattiset yht&l8t lopulta kirjoittaa muotoon
n - oy
{e}= r [B.,]1{d}, = [B}{d} (32)
i=1 1 .

missa 3x6n-matriisi, niin sanottu kinemaattinen matriist

(Bl1=[0B]! [B] ! ...1[Bpll (33)
ja 3x6-matriisit
1 -1
[B,1= —/E([a]Ni+ (613 W) (34)
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5 MATERIAALIYHTALGT

GREEN- LAGRANGEn muodonmuutostensorin komponefhttien (19) yhteydess3
kdytontidn PIOLA-KIRCHHOFFin toisen Jjdnnitystensorin komponentheja

Oll, 012‘ 013.

Lineaarisesti kimmoisen, isotrooppisen materiaalin
materiaalilaki on ta8lldin

11

o= Fegy
ol2=2Gey, = GY,2 (35)
0'¥=2Gers = Gv1s

missd E on kimmomoduuli ja ¢ liukumoduuli. Matriisimuodossa mate-

riaalilaki voidaan kirjoittaa

{o} =1[E] {e} (36)

missa
{o} ={ o!! o!2%2 g%} (37)

ja kimmomatriist

E O
[El]=] 0 ¢ O (38)
0 0 ¢

6 ELEMENTIN JAYKKYYS- JA MASSAMATRIISI

Tavanomaisen elementtimenetelmdn teoriakehittelyn perusteella ele-

mentin jdykkyysmatriisilla on lauseke

(k1= f/7 [(BITIE] [B]dV (39)
vV

Ottamalla huomioon differentiaalipalan tilavuuden ja pinta-alkion

lausekkeet
dv=Vgdy'dy?dy®=+vgJ d&d4
: (40)
dd = dy? dy?
saadaan elementin jaykkyysmatriisin lausekkeeksi
1
(k)= 7 o7 i) (wlind vagda Jde (11

£=-1 A
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Jaykkyysmatriisi, jonka dimensio on 6nx6n, kannattaa osittaa seu-

raavasti

|- [kn]l[km]l...l[kln]—
_——— A - - ==
[kal| (k2] | ... |[ken]

[k]='| 7 -',Lﬁ———r-—l--.—-— (22)

_j__L___¥__4_J__
| [knid! [kpeli... {Lknn]

misssd bBx6-osamatriisit ovat

1
[%..1= / ff[B.1I[EI[B.]/gda JdE , 1,§=1,.ee,n  (43)
R I J

Osajdykkyysmatriisin lauseketta (43) kannattaa kehittdi siten, etta
suoritetaan integrointi yli poikkileikkauspinnan 4. Tadtad varten

kirjoitetaan 3x6-matriisi [Bi] tulona

1
[Bi]_Fg [Cc] [Ni] (44)

missd 3x12-matriisi [C] ja 12x6-matriisi [Ni] on

— ! = ! u
[cl=1[alilb]l 1 , [Ni] [Ni[lﬂ , Ni'EJ [r1 1 (45)

6x6-matriisi [I] on ykkd8smatriisi. N&illa toimenpiteilld jaykkyys-
matriisin (43) integrandista saadaan separoitua ydin, joka el riipu

koordinaatista £. Lauscke (43) on t&118in muotoa

1
s [zvi]T(ffi

k..1=
S rL -1 YRZ]

(e’ 1z10c]da) (W, 13de (46)

Merkit&an integrandin ydint&, symmetrista 12x12-matriisia

i = e (47)

[c1= /f -~ [c1T[E] [C]d4A =
] [Gal | [ G2l

[ [ Gl | [ Gl }
A V9

Kun merkitdan, kuten kirjoituksessa [5], poikkipinnan yleistetty-

Jjd momentteja

- _1_ 2 M 3,V 4
Ly = T O ) (48)

voidaan lausekkeen (47) pintaintegrointi kehittaa edelleen. B6x6-

matriiseiksi [Gij] saadaan liitteen 1 mukaiset esitykset.
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Tuloksen (46) mukainen jdykkyysmatriisin osa [kij] (i,j=1,...,n)
voidaan lopulta kirjoittaa muotoon

(49)
[G22]) T dg

1

(k1= [ (00 (Gl + TN, 0y,

g=-1 jog [G1d+TW,,

Nj [Glz]T"‘JZN.

£ i.e¥5.€

Integraali (49) lasketaan k8yttdm&ll3 GAUSSin numeerista integroin-
tia. Matriisien [G)1],[G12) ja [Gpp] (liite 1) alkioiden lausekkeet
ovat varsin mutkikkaat. Onneksi ne eivat kuitenkaan riipu indeksi-
parista i,j (i,j=1,...,n), joten elementin kokonaisjédykkyysmatrii-
sia [k] kohti ne on laskettava vain kerran kussakin GAUSSin integ-
rointipisteesssd. Matriisien lausekkeissa esiintyvd@t kaarevuusvek-
torin komponentit sek3 yleistetyt poikkipintasuureet interpoloi-
daan solmuarvoistaan LAGRANGEn interpolaatiopolynomeja k&yttaen

toisin sanoen

Ni(E) %i (50)

n o3

n
=2 3 . Z0 =
Ni(E) Ki , K(E) = _§ Ni(g) K T(&) =

n
k2(g)= I
=1 i=1 i

i 1
[pv(g) =i

n M3

Ni(E)(.Iuv]i (51)

1

Usein kdyrdnkin palkin teoriassa poikkipinnan leikkausjdnnitysten
epdtasainen jakautuminen otetaan huomioon siten, ettd leikkausvoi-
matermeihin Q% ja @® liittyvat poikkipintasuureet jaetaan luvulla
£, tai 73, jolloin esimerkiksi suorakaiteen muotoiselle poikkileik-
kaukselle ¢ =1,2 ([1],[2],[4]).

Elementin jaykkyysmatriisi [k] tadytyy vield kiertdd lokaalista
koordinaatistosta globaalin koordinaatiston mukaiseksi. Muunnok-
sessa kdytetdin kunkin solmun i (i=1,...,n) koordinaatiston kier-
tomatriisia [f]i, jolloin elementin transformaatiomatriisi [T]

an superldvistdjdmatriisi
[r]l =117 7], ...[7], | (51)

Globaalikoordinaatiston mukainen elementin jdykkyysmatriisi [k] on
t&1181in

[k]1 =021 (k] [T] (53)

ja sen osamatriisit

= 171! m IH .
e 1= 7Y [k TIT1, o 5,3%1,..00n (54)
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Massamatriisin johtamiseksi tarkastellaan ensin poikkileikkauksen
mielivaltaisen pisteen P:(y?,y?) siirtymévektoria », Jjolle anne-

tuista oletuksista seuraa lauseke

v (ul-y2w3+y3Wz)g1+(uz-yawllg2+(u3+y2m1)ga (64)

Pisteen P nopeusvektori v on

v (2-41'92603+y3502)g1+(ﬁz‘y3¢1JG2+(ita+y2(D1)93 (56)

joka matriisimerkintdjen ja merkint8jen (23) ja (25) avulla menee

muotoon
Uy -y? 03 +y’ o, 100 0 y* -y? 7211
{v} = -y’ o, ={o10-y* 0 o0 Zi = [b1{u} (57)
us +y> o 001 y2 0 01l
3
Q3

Palkkielementin liike-energialla T on lauseke

SIS pw? dv =

T = 1
v 2 g

N |-

1
;oY (b} Vg da Jdg (55
-

Nopeusvektorin lausekkeen (57) ja merkinnan

n . .
{w} =1 N {d}, = [N1{d} (59)
i=t + 7t
missd L R a B
{d} = { {d}1 :{d}zl--- :{d}n} (60)
Ja
W] =[ W, (1) w,[1)) ... !Ny (1] ] (61)

avulla elementin liike-energiaksi saadaan

. 1 .
tar' s w1 sl o 161 VG da) N1 T dg {d} (62)
-1 A

T =

NFEE

Merkitdan liike-energian lausekkeen integrandin ydinté, Ex6-mat-
riisia

[21= /f [b]'p [b]/g dA (63)
A
sekil massan yleistettyjd momentteja

- = 2y 3,V 3
Jﬁv = ﬁf vg (y°) 7 (y?) da (64)
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Laskujen j&lkeen liike-energian lausekkeen integrandin ytimeksi

seuraa
[ Jge O 0 0 Jno  ~Ji |
0 Joo O -Jg O 0
(1= 92 0 Jo  Jw O : (65)
0 -Jdn Jiwo Jetdn O 0
Joo O 0 0 Jo —dn
L O 0 0 -dn J 20

Tédmén Jjélkeen elementin massamatriisiksi voidaan kirjoittaa

1
[ml= f (8] [E][N]JdE (66)
-1

Muotomatriisin [N] ositusta (61) hyvdksi k&yttden voidaan myls ele-

mentin massamatriisi koota pala kerrallaan siten, etta

(m] = : ! . (67)

[mni 1! oo. | [mpn ]

missa 1

[mij] = _f Ni[E] yj.ldi , i,j=1,...,n (68)

Integraali (68) lasketaan kayttadm&ll3d GAUSSin numeerista integroin-
tia. Matriisi [Z] ei riipu onneksi indekseistd i,j, joten se pit&a

muodostaa vain kerran kussakin GAUSSin integrointipisteessa.

Poikkileikkauksen massan yleistetyt momentit interpoloidaan solmu-

arvoistaan toisin sanocen

n
. - N T \
Jﬁv (&) E v, (&) (Jﬁ ). (69)

lLopuksi massamatriisi transformoidaan globaalikoordinaatistoon
muunnoskaavalla
I :
(mn}=10r] (m) (7] (70)

joka parhaiten tapahtuu muuntamalla massamatriisin osat kaavalla

[m 1= (F1Im D IF), , 4,5%1,..0,m (71)
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7 LOPPUPAATELMIA

Alkeellisin tapa ratkaista kdyrdn palkinmekaniikan tehtdvd on kiyt-
td4 suoria palkkielementtejd tai pinta- tai solidielementtejé. Suo-
ria elementtejid kiytettdessd vapausasteiden lukumddrd kasvaa hal-
posti turhan suureksi. Pinta- tai solidielementteja kdytettiessd
taas ei oteta tehokkaasti huomioon tehtdvdn yksiulotteisuutta, jol-
loin esimerkiksi numeerinen integrointi joudutaan tekemd&n useam-
paan suuntaan. Pinta- ja solidielementtien tehokkuutta joihinkin

kdyrdn palkin statiikan teht&viin on testattu kirjoituksessa [6].

Myds korkeanasteisia ja pitk&lle kehitettyja elementtejd tarvitaan
rakenteiden analysoinnissa. Esimerkiksi rakenteiden dynamiikassa
pitkdlle kehitettyjen elementtien k8yttd on perusteltua varsinkin
silloin, kun halutaan ottaa laskentaan mukaan korkeampia vérdhtely-

muotoja.

Tissd esityksessd hahmotellun k#yr&n palkkielementin yksityiskoh-
tien kehittelyss& on monia vaihtoehtoja. Elementtitasolla, ainakin
statiikan tehtdvissi, kannattaisi elementin sis&dsolmuihin liitty-
vit vapausasteet tiivist&& pois, jolloin rakenteen lopullisten va-
pausasteiden mi#&rd3d voitaisiin oleellisesti pienentéa. Palkin geo-
metria kannattaisi ehkd antaa useamman solmun avulla kuin siirtym&-
kerttd, jolloinelementti olisi yliparametrinen. Elementin sisdsol-

mujen paikkoja voisi myBs varioidalvert.[7]].

Edelld esitetyn kAyrdn, isoparametrisen palkkielementin kayttd on
parhaiten motivoitu silloin, kun palkki on suhteellisen paksu ja
kayrd, silld t&118in kaarevuuden ja kierevyyden vaikutus poikki-

pintasuureisiin ja muodonmuutoksiin on merkittava.

Suhteellisen ohuiden kdyrien rakenteiden analysoinnissa elementti-
menetelmdlld on niin sanotun "lukkiintumisen” mahdollisuus tiedos-
Lotbava ([8)1-0101). KiyLLiamilld matala-asteista GAUSSin numceris:

te integrointia voidaan t#t# vaaraa tolsaalta pienentaa.
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(1]

(2]
3]
41
(5]
6]
7]
(8]
9]

[10]
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KAAREN JAYKKYYSKERTOIMIEN MAARITTAMINEN JANNITYSRESULTANTTIEN
LAUSEKKEISTA

Pentti Tuominen

Oulun yliopisto

1 JOHDANTO

Elementtimenetelmén erds perustehtdvé on elementin jdykkyyskertoimien madrittdminen.
Téssé 'esityksessﬁ tarkastellaan kdyrén, tasossa taipuvan sauvaelementin eli kaaren jaykkyys-

kertoimien laskemista.

Kaarielementin jaykkyyskertoimet voidaan méérittda monella tavalla. Yksittaisissd tapauk-

kimmoenergian minimiperiaatteella otaksutun siirtymékentdn perusteella (Moan [7] ja

Dawe [8]). Myds differenssienergia menetelmé on mahdollinen (Bushnell [9]). Tehtévién

renssimenetelmi. Jdykkyyskerrointen laskenta voidaan toteuttaa artikkelissa [1] esitetyn
laskentatavan yleistyksend kaarelle. Téssa esityksessd johdetaan toinen siirtymien differens-

sien kéyttoon perustuva laskentamenetelmd kaaren jiykkyyskertoimille.
Johdettava menetelma on rekursiivinen tdhtdysmenetelmd, jonka lahtokohtana ovat kaaren
normaalivoiman ja taivutusmomentin differenssiapproksimaatiot. Menetelma on ajateltu

lahinna pientietokoneissa kdytettdviksi. Laskentatavan suurin etu lienee mahdollisuus

saavuttaa hyvd tarkkuus

Kaarirakenteesta otaksutaan, ettd sen materiaali on lineaarisesti kimmoista ja kaaren

muodonmuutokset ja siirtymiit pienid. Leikkausmuodonmuutosta ei oteta huomioon,

2 LASKENTAMENETELMAN JOHTO

2.1 Yleista

Seuraavisse tarkasteluissa oletetaan, ettd kaari on jaettu n kappaleeseen yhtésuuria jako-
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kaaren alkupiste ja n+1 sen loppupiste. Jédnnemitta 1 on pisteiden 1 ja n+l1 vilinen suora
etdisyys. Pisteessd 1 on kaarta pitkin mitatulla koordinaatilla s arvo s = 0. Laskentapistciden

i ja i+l valipistettd merkitdén symbolisesti "indeksilla" i+% tai vastaavalla sekaluvulla.

2.2 Kaaren siirtymien ja jinnitysresultanttien vélinen yhteys

Tarkastellaan kuvan 1 mukaista kaarta

zZ.V E = kimmomoduuli

1

/ A = kaaren poikkileikkauk-
sen pinta-ala '

I = kaaren poikkileikkauk-
sen nelibmomentti

Kaaren tangentin suunnanmuutos siirtymisté u ja v on

_u _dv
$ =R “as (1)

ja kaaren painopisteakselin venymé

E::g-ll-f-

\'

Etdisyydelld z kaaren akselista venymé saa arvon

_ 1 . du d fuy, v d2v
EZ—1+Z/R[ds+st( )* ] @)
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Kun tarkasteltavassa poikkileikkauksessa tunnetaan venyma saadaan integroimalla yhtélo

taivutusmomentille

-

= _ d2v v , u dR
M_%OZZdA_EJ(@+R+E_2dS (4)
ja normaalivoimalle
[ du , vy M
= = - — — 5
N =/ ogdA EA(GS * )R (5)

A

Kaarevuussiiteen R derivaatasta kidytetddn seuraavassa esityksessd lyhyempdd merkintiia

R'= dR/ds. Termi J on ldahelld poikkileikkauksen neliomomenttia ja lasketaan yhtdlosta

=) 1 2
J -Af T527/R 2 dA (6)

Léihde [3] kdyttdd termistd merkintdd Iy ja siséltdd sivuilla 482-490 yhtéloitd sen laskemisek-
si. Yhtiloiden (4) ja (5) johdolle on ominaista se, ettd poikkileikkauksen muodon oletetaan
pysyvdn muuttumattomana, kuten teknillisessd taivutusteoriassa. Yhtdlot soveltuvat siten

1dhinné massiivisten poikkileikkaustyyppien késittelyyn.

2.3 Siirtymien rekursioyhtiilét ja reunaehdot

Kun taivutusmomentin ja normaalivoiman riippuvuus siirtymistd tunnetaan, voidaan sen

mentti differenssiapproksimaatiolla:

” EdJj R s + Edj ( 5 ) Edj
M: = "W + —— (Vi1 - 2V: + Vs + Vi
i Rl_Z Rivp ¥~ Vi-1 7 4Vi ¥ Vsl Riz i (7)

Siitd saadaan taipumien perikkidiseen laskemiseen yhtilo:

as? . As2 M;
Vis] = - =9 Riuj - vi_g + (2 - S9-) vj + as? (8)

i+1 R it~ Vi1 R 1 EJj
Korvataan vielii normaalivoiman ja siletymien viilinen yhtiils (5) pisteiden i jo it viilissi

likiarvolla



354

EAj+3} EAj+} Mi+3 .
. - -u; + u; + ——(v; t+ Vv; + :
As AS As  Mj+d Ni+}
. H - . —_ —_—— . + R
Uitl T YT 9Rpy Vi T 2Rpes 1 Rirp BAnr 0 EApd 0

Kaaren tangentin suunnanmuutosta vastaa yhtélon (1) mukaan pisteessd i dif ferenssmpprok—

simaatio

o = W - Vil tViel | (11)
R; 2As

Kiertymén ¢ lausekkeesta voidaan ratkaista kaaren ajatellulla jatkeella oleva taipuma
vg. Sijoitetaan se edelleen momentin M; lausekkeeseen josta ratkaistaan taipuma vg. Tél-

16in:

2 R 2 M

As AS As e

vg = ( 5=— - => -—)u - Aspp + (1 - —2-) i (12)
. R Ry 17401 2R{ nt EJ;

Kaaren loppupédin reunaehdot tulevat huomioonotetuksi, kun momentin M+ lausekkeesta
ratkaistu kuviteltu taipuma vps+o sijoitetaan kiertymén ¢p+1 lausekkeeseen. Nyt saadsan

yhtalo:

Vmn _(1 _ s as Mn+1
T T T 5y - &2 ML Gy
W an2+1 PRyt 3s  2RZ, ™17 T2 B

on+1 ~ (

2.4 Tuen siirtymiistd aiheutuvat tukireaktiot ja jannitysresultantit

Kaaren jaykkyyskerroin on kaaren alku- tai loppupéén ykkossiirtyméad tai -kiertyméa vastaa-
va kaaren p#ghdn vaikuttava voimasuure. Siirtymistd johtuvassa kuormltuksettomassa
jinnitystilassa kaareen vaikuttavat kuvan 2 mukaiset tukireaktiot. Kaaren kaikissa p01kk11e1k—
kauksissa on normaalivoiman ja leikkausvoiman resultantilla vakioarvo. Se on sama kuin Voi-

mien 11 ja V resultantti.
Kaavoihin (8) ja (10) siséltyvit taivutusmomentit ovat laskettavissa yhtilosté

M = Mj + Hy + Vx (14)
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seka riormaalivoima yhtélosta

N = Hcosa + Vsin a

Kun tukivoiman V tilalle sijoitetaan

"My * Mp+y
1

V =

Kuva 2. Kaaren tukireaktiot.

2.5 Jaykkyyskertoimien laskenta

(15)

(16)

Jaykkyyskertoimien laskentamenetelma muodostuu seuraavaksi. Scveltamalla ensin yhtaloitd
(12) ja (10) sitten toistuvasti yht&loitd (8) ja (10) sekd lopuksi yhtdlod (13) saada siirtymat

ja kiertyméd ¢, 4+1 kaarenpisteessd n+l lausuttua voimasuureiden H, My ja M4 sekd siirty-

mésuureiden uy, vy ja ¢1 funkticina. Tuloksena on matriisiyhtédlo

[C]{F} = {Vp+1} - [BI{Vy} .

- . T
missi  {F} = {H,Mp,Mpe}
) T
vi} = Hug,vy,01}
T
[Vt b = upstsvnetadner |

(17)

Antamalla vektorien {Vq] tai {V,+1} jollekin komponentille arvo 1 ja muille siirtymésuureil-

le arvo 0 saadaan yhtéléryhman (17) ratkaisuna vektori {F } , jonka komponentit

ovat
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jaykkyyskertoimia. Muut ykkossiirtymédéd vastaavat jiykkyyskertoimet lasketaan kaaren

tasapainoehdoista.

2.6 Rekursioyhtiil6ihin sisiéltyvit raja-arvot suoralle sauvalle

Kun yhtilsi (10) sovelletaan suoraan sauvaan, supistuu se muotoon

AS N H aAs
Ui+l T U T — el = (18)
EAj+3 EAj+3
Kéyttamilld yhtélod toistuvasti saadaan sauvan alku- ja loppupéén siirtymien valiseksi
yhteydeksi
n
upsp -~up = H @z 88 (19)
i=1 EA1+%
Jako-osien lukumaddriin n kasvaessa léhestyy yhtélo raja-arvoa
1
ds
U4y -U3 = H j . (20)
el = | EAG)
kuten pitdakin.
Yhtils (12) supistuu suoralle sauvalle yhtéloksi
as2 My
Vg = V1 —ASp1t — ——
2 1 L2 S Bl (21)
ja yhtélo (8) yht#loksi
M 22)

Vi+1 = ~Vi-1 t 2vj + rs2 EI—I-

Mg-1
Elg-1

2 M
v = vp - (k-1) as¢p + (k-1) Azi' E—l—

+ 2
T + ...* AS

+ (k-2) As2

Mg
Elg

M
fe3

3
£
4
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M AsM AsM -
A 2 k
= V] - Sk ¢1 t sk TS ﬁli_ + (sg - SZ)FZ— + .o + (8K - Sk-1) ml (23)

4
Jako-gsien lukumadrén n kasvaessa rajatta lahenee lauseke arvoa

s
VK = V] -Skép t fg{%z)) (sk-s)ds (24)

josta on néhtévissé laskentatavan yhteys Mohrin analogiaan. Lauseke (13) saa suoran palkin

tapauksessa muodon

as M1 . Mg Mp as Mp+1

dn+1 = ¢1——2- E-I—l'—ASW—...— ASE'I—H— -5 Flyiq (25)
jonka raja-arvo n:n kasvaessa on
M)
bn+1 = 91 - —— ds . (26)

EI(s)

Sekin on Mohrin analogian mukainen tulos.

2.7 Laskentatavan suppenemisnopeuden parantaminen

Suoralle sauvalle johdetut numeeriset integraalit ovat kaikki varsin hitaasti suppenevia.
Suppenemisominaisuudet paranevat, kun laskentamenetelméan yhdistetddn yhtélon (17)
matriisien [C] ja [B] alkioiden ekstrapolointi. Menetelm&én liittyvén diskretointivirheen

otaksutaan olevan
e = Coas? + Cqas? + Cgash (27)

Kun jako-osien lukumairéd aina kaksinkertaistetaan muodostuu diskretointivirheen kayttay-
tyminen taulukon 1 mukaiseksi ja monivaiheinen ekstrapolointi voidaan tehdd virheen
perusteella. Hiukan perusteellisempi selvitys aiheesta on ldhteessd (4] sivuilla 171 - 173 sekd
ldhteessd [10] sivuilla 108 -111.



358

Taulukko 1. Kolmivaiheinen ekstrapolaatio. Ekstrapolointi tapahtuu oletetun virheen
muutokseén perusteella.

Jako-osi- | Laskettu |Oletettu |I vaiheen ~[Oletettu |II vaiheen |Oletettu 11l vaiheen
en luku- | suure virhe ekstrapoloi- | virhe ekstrapoloi- |virhe ekstrapoloi-
maara tu arvo tu arvo tu arvo
n Fn f
Gp,2n g
2n Fop f/4 Hp on,4n h
Gan,4n g/16 : In,8n
4n Fan f/a/4 Hon,4n,8n h/64
G4n,8n g/16/16
8n Fgn f/16/4

Jako-osien lukumédrdn kasvattaminen tarkemman tuloksen saamiseksi on vanha keino.
Léhteen [6] mukaan ensimméinen soveltaja lience ollut Archimedes ympyrdd ja paarabelia
kiisittelevissd tutkimuksissaan. Saman léhteen mukaan ekstrapoloinnin ensimmaistd vaihetta
on kéytetty Huygens'in ajalta saakka, tosin todistamatta sen oikeellisuutta. Ekstrapoloinnin
muut vaiheet esiintyvéit samanlaisina ainakin em. Salan julkaisussa [6] suoran sauvan virah-
telytehtdvadn sovellettuna. Kdytetty ekstrapolointi tunnetaan yleisesti Richardsonin

ekstrapoloinnin nimella.

3. LASKENTAESIMERKKI POIKKILEIKKAUKSELTAAN MUUTTUMATTOMALLE YMPY-
RANKAARELLE

3.1 Yleista

Edellisesséi luvussa johdettu laskentamenetelmé on ohjelmoitu Oulun yliopiston Sperry
1100-tietokoneelle. Esimerkkirakenteena lasketaan ympyrénkaari, jonka poikkileikkaus
on muuttumaton. Esimerkiksi ldhteen [3] perusteella voidaan rakenteelle johtaa numeerista
ratkaisua vastaava analyyttinen ratkaisu ja laskea yhtélon (17) [Bl ja [C] matriiseille alkiot

suljetussa muodossa.

Esitettyyn menetelmiiin perustuvissa laskelmissa on kéytetty kaksinkertaisen tarkkuuden
reaalimuuttujia. Muuttujat késittdvat tdllgin 72 bittid, mikéd vastaa kahdeksantoista numeron
tarkkuutta kymmenjirjestelmissd. Vertailulaskelmat on tehty mikrotietokoneelle 64:11a

bitilld eli kuudellatoista merkitsevélld numerolla.

Tietokoneajoista esitetddn vain kolmivaiheisen ekstrapoloinnin antamat tulokset. Ohjelman
koko tulostus sisdltdd matriisien [B] ja [C] alkiot kullakin jako-osien lukuméadrélld sekd
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ekstrapoloinnin eri vaiheissa. Tulokset ovat taulukoissa, joissa alemmilla riveilld on esitetty

ylempénd olevan téydellisen rivin tuloksista poikkeavat numerot.

3.2 Esimérkldkaaren tulokset

Esimerkkikaari 1 on ympyrénkaari, jonka sdde R = 10,0 m, kaaren keskuskulma o, = 120°,
kaaren poikkileikkauksen korkeus h = 1,0 m ja leveys 0,3 m sekd kimmomoduuli 10 000,0
MN/m2. Tulokset on esitetty taulukoissa 2, 3 ja 4. Vertailuarvoina on vastaavat analyyttises-
ti lasketut tulokset sekd taulukossa 4 tulokset, jotka saadaan, kun kaaren jiykkyys lasketaan

kévttden poikkileikkauksen nelicmomenttia I eikd yhtéilon (6) mukaista termid J.

Taulukko 2. Kaaren loppupdén siirtymien riippuvuus voimasuureista.

siirt. n H M; Mnp+1
30..240| 1,503 029 06 600 8304 | -0,367 756 766 286 4463 | 0,122 818 299 329 0811
u
Nt onal. 1 1957 4445 0807
30..240| 2,12 122 934 749 0938 | 0,369 809 536 514 7760 | 0,228 394 246 682 0450
v
R+ onal. 0923 7792 0440
30..240|- 0,272 772 140 079 5152 | ~0,041 797 409 043 7237 | -0,041 797 409 043 7233
&
N anal, 80 6389 7230 7230

Taulukko 3. Kaaren loppupdén siirtymien riippuvuus alkupéén siirtymistd.

siirt/ n u vq b1

30..240| -0,500 000 000 000 0146( -0,866 025 403 784 4636 15,0 000 000 000 0012

u

s P 000 4386 00
30..240| 0,866 025 403 784 4627 | -0,499 999 999 999 9776 | -8,66 025 403 784 4568

Vv

n*1] anal. 4386 | -0,5 4386

30..240( -0,000 900 000 000 0038 ~0,000 000 000 000 0022 1,000 000 000 000 0027

Pn+d] nal, 00 00 00
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Taulukko 4. Kaaren loppupéén ykkdssiirtymid vastaavat jéykkyyskertoimet. Alimpien
rivien tulokset laskettu kdyttdmallad taivutusjdykkyytta EL

kiirt.| n upsy = 1 Vpt1 =1 ¢n+1 =1

H 30..240 | 2,55 805 324 497 4,43 067 818 875 16,6 939 930 975
anal.EJ 509 896 983
anal.El 2,55 058 142 474 4,41 773 661 649 16,6 453 369 808
30..240 | -11,4 089 900 744 -12,6 895 793 267 -35,8 154 772 579

M7 |anal.EJ 748 274 607
anal.EI | -11,3 754 953 423 -12,6 527 342 752 -35,7 129 395 045
30..240 | -5,28 500 302 310 -16,2 252 648 993 -97,0 553 477 704

Mp+1/anal. EJ 353 649 000 732
anal.EI | -5,26 984 163 848 -16,1 778 350 847 -96,7 694 765 429

Esimerkin perusteella voidaan tulosten tarkkuus todeta hyviiksi. Tarkimmat tulokset nayttaa
menetelmé antavan yhtilon (17) [Bl-matriisin alkioille ja matriisin [C] momenttien kertoi-
mille. Saman yhtdlon matriisia [C] tarkasteltaessa néhdéén, ettéd huonoin tarkkuus on voiman
H kertoimilla. Ndiden tarkkuus asettaa rajan myos jiykkyyskertoimien laskentatarkkuudelle.
Esimerkit osoittavat, ettd kaarevuuden vaikutus rakenteen taivutusjiykkyyteen on syyta
ottaa huomioon. Mikili taivutusjiykkyytenié kiytetddn termid (1+e )EJ (Ylinen [3] yht.
(588)), tulee tehtdvéistd lievisti epélineaarinen ja laskennasta iteratiivinen. Ensimmaisen
kierroksen tuloksista lasketaan venymé kaaren jakopisteissé. Toinen laskentakierros kéiyfth'—

en (1+¢)-kertaista jaykkyyttd antanee jo riittédvén tarkkoja tuloksia.

muodonmuutoksen ottaminen huomioon laskennassa olisi luonnollinen tapa kehittdd mene-

telmaa.
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EPALINEAARISEN YHTALORYHMAN RATKAISUMENETELMIA

Reijo Kouhia

TKK rakennusinsinodriosasto

1 JOHDANTO

Epdlineaarisen yht#dldsysteemin ratkaisemisella tarkoitetaan

probleeman
F(d) =0 (1)

ratkaisemista, missd kuvaus F : R" — R" on TG:n epédlineaarinen
funktio. Koska yhtdldén (1) analyyttinen ratkaiseminen on aivan
yksinkertaisimpia tapauksia lukuunottamatta mahdotonta , on
turvauduttava numeerisiin menetelmiin. Oden [6] 1uokittelee
ratkaisumenetelmit jonomenetelmiin (sequential methods) Ja
satunnaishakumenetelmiin (nonsequential methods). Jonomenetel-
missd mi4rdtyilld operaatioilla muodostetaan ratkaisua kohti
suppeneva jono {ﬁi} . Satunnaishakumenetelmissd poimitaan
ratkaisukandidaatit 4 satunnaisesti. Tyypillisesti jono-
menetelmissd joudutaan ensimmidinen testipiste T, valitsemaan
ja korjattu arvo saadaan rekursiivisesti

Yipg =95+ 4y (2)
missd U on yhtdlén (1) ratkaisun estimaatti i:nnelld iteraa-
tiolla ja ai on korjaus. Prosessia jatketaan kunnes haluttu
tarkkuus on saavutettu. Lopetuskriteeri voi perustua lisdys-
ten 51 vertaamiseen tiettyyn vertailuarvoon tal epé&tasapai-

non suuruuteen yht#léssd (1) tai molempiin yhdessé&.

Rakenteiden mekaniikassa esiintyy epdlineaarisia yht&losystee-
mejd esim. analysoitaessa elementtimenetelm&dlld rakenteita
malleilla, joissa Kkinemaattiset ja/tai konstitutiiviset yhte-
ydet ovat epédlineaarisia (geometrinen ja/tai fysikaalinen epa-
iineaarisuus).
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2 JONOMENETELMAT

Elementtimenetelmidssd esiintyvien epdlineaaristen yhtdldryh-

mien
F(@ =0 - R , (3)

missd O on ulkoinen kuormavektori, R on sisdisten voimien
vektori ja U solmupistesiirtymévektori (siirtymamenetelmd),
ratkaiseminen tapahtuu useinmiten yhdist&m&lld ns. inkremen-
taalinen menetelmd johonkin Newton-Raphson tyyppiseen tasa-

painoiterointimenetelméddn (kuva 1).

A
QJ\ @ -

> > U

b} inkrementaalinen menetelmad +
modifioitu Newton-Raphson iteronti
(uusi jdykkyys jokaisella kuorma-

askeleeila)

a) pelkka inkrementaalinen
menetelma

Kuva 1. Muutamia ratkaisumenetelmia.

Epidlineaarisen yhtdléryhmédn ratkaiseminen on ldheista sukua
optimointitehtdvdlle: etsi X € D c R", kun vaaditaan

h(x) = h(a) , V G € D, (4)

ja kuvaus h : R" = R on annettu. Voidaan tyytyd mini-
mointitehtdvdadn silléa max (h(d)) = min(-h(U)). Muodostetaan
funktiosta F lauseke: h(d) = F(GQ-F(E), ja todetaan ettd
h(d) = 0, ja h:n pienin arvo saavutetaan kun F(Q) = 0. T&ten
vektoriarvoisen skalaarifunktion minimointialgoritmeja voidaan
my6s kayttad epdlineaarisen yhtdldsysteemin ratkaisemiseen.
Tissa kirjoituksessa keskitytadn kuitenkin vain N-R tyyppisiin

iteraatioihin yhdistettynd inkrementaaliseen menetelm&an.
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2.1 standardi Newton-Raphson iteraatiot

Kehittimdlld F(d) = Q - R(U) Taylorin sarjaksi ja ottamalla
huomioon sarjasta vain G:n lineaariset termit, saadaan Newton-

Raphson iteraatiokaava

_ — _.1 - - -
8, =8, +K @ -R@E)), (5)
missa
_®R __F
dulu, aulu,
1 1

on tangentiaalinen jaykkyysmatriisi uj; :ssa. Iteraatiota
toistetaan kunnes haluttu tarkkuus on saavutettu. Yht&ldssa
(5) olevaa k&ddnteismatriisia ei k&yt&nndssd tarvitse muodos-

taa kun ratkaistaan lisdykset ai = u,

i1 7Y yhtéalodsta

5idi==Q -qui). (6)
Yhdistettynd inkrementaaliseen menetelmddn saadaan kuorma-

askeleella j
Jw 35 wp U5 = Sads
missa
J5 = 315 4 A5 < (I=1 =
Q= + AQ =
Q Q= (C A+ M)Qref ,
ja A kaavassa (7) on ns. kuormaparametri.

Newton-Raphson iteroinnissa joudutaan jokaisella iteraatio-
kierroksella muodostamaan tangentiaalinen Jjaykkyysmatriisi,
ja suorittamaan sen LDU hajotelma. T&md@ on usein paljon
laskenta-aikaa vaativa toimenpide. Joissain tapauksissa saat-
taa olla edullisempaa pidivittdd jaykkyys vain esim. jokaisen
kuorma-askeleen alussa. Tadmdn modifioidun Newton-Raphson mene-
telmdn ratkaisuyht#dldoksi saadaan askeleella j |

Jx 33 = 35 - r(3g
Ky"d; = “Q - R(‘u,). (8)
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Suppeneminen on tietenkin hitaampaa kuin N-R iteraatiossa.

Menetelmii on havainnollistettu yhden vapausasteen tapauksessa

kuvassa 2.

Q‘ QJ\

«

Kuva 2. a) Newton Raphson- ja b) modifioitu Newton-Raphson
iteraatio.

2.2 Kvasi-Newton iteraatiot
2.2.1 BFGS paivitys

Kvasi-Newton iteraatioissa pyrit#in pdivittamdan tangentiaali-
matriisi s.e. se toteuttaa ns. kvasi-Newton yht&lon

K (o —uy_g) = F(u) - Flu;_q)- (9)
Ehk4 tunnetuin ja kidytetyin pdivityskaava yhtdlén (9) toteut-
tamiseksi on Broydenin-Fletcherin-Goldfarbin—Shannon (BFGS)

kaava, joka lausuttuna operoimaan tangentiaalimatriisin kdan-

teismatriisiin on [1] , [4], [5]

~ T
Kio o= (L4 WK (L + vyl (10)

missa
—T i -— -
_ _ d. ,(F(u,_,) - F(u,)) _
S =P {1+ et ! i} -F@)
i 1 i
ar F,_,)
i-1 i-1
~ — . _Il‘ T p— -,_ o
w, =d,_,/id; 4 (Fluy) F(u, _4))}
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Kdanteismatriisia 5” el muodosteta eksplisiittisesti vaan

askel d; saadaan seuraavasti
)F(u,). (11)

Menetelmdn haittapuolena mainittakoon vektoreiden w; ja vy,
sisdltémdn tiedon tarve jokaisella iteraatiokierroksella,
j@lloin ne joudutaan varastoimaan keskusmuistitilan sd&dstami-
seksi ajonaikaiseen levytiedostoon, ja tdlldinen tiedonsiirto

voi joillakin koneilla viedd suhteellisen paljon keskusyksik-
kbaikaa.

Joissain tapauksissa saattaa matriisin Q=1+ v’ hairio-

alttius kasvaa hyvin suureksi, jolloin on syytd pidattédytya
kaavan (10) padivityksestd. Matriisin Q hédiridalttiudelle on
johdettu estimaatti spektraalinormissa [1]

_ @ idt @ @ s aa s T

c, (@ = W) ( (12)
2= 4(1 + o)

2.2.2 Modifioitu BFGS péadivitys

Crisfield [2] on esittidnyt menetelmi#n, joka pohjautuu BFGS
pdivityskaavaan, ja jossa vdltytddn lisdvektoreiden W Jja ¥

varastoimiselta. Kiihdytetyn iteraatioaskeleen lausekkeeksi

saadaan

d, = (£,01 - ci/bi) - Nd; 4, + £D; (13)
misséa

Di'_'KOF(ui)r

a, = ar F@. .) =T == = =

i i1 Wi _q/ b, = di_4 Fuy) - F(u;_1)),

¢, = DL (F(a,) - F(a,_,)) £ o= -a /b

i iy i-111 =/
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Havainnollinen tulkinta BFGS- ja modifioidusta BFGS iteraati-

osta on esitetty kuvassa 3.

Qf - Q

<

“w

Kuva 3. BFGS- (a) ja modifioitu BFGS (b) iteraatio.

3. SINGULARITEETTIEN MAARITYS JA OHITUS

Edelld kuvatut menetelmdt menettdvidt kelpoisuutensa l&hes-
tyttdessd ns. raja- tai bifurkaatio 1. haarautumispisteitad.
Riks [7] ja Wempner {9] ovat esittidneet menetelmdn kriittisten
pisteiden ja sekundaarisen tasapainopolun mddritt&miseksi,
jota Crisfield [3] on muuntanut k&yttékelpoisempaan muotoon

(kuva 4).

3.1 Raja- ja haarautumispisteiden mé&dritys
Tarkastellaan yhtdldsysteemid

F(a,\) = AQ_ . - R(u,A) = 0. (14)

Vilttimiton ja riittdvd ehto systeemin stabiilille tasapaino-!

tilalle on se, ettd ominaisarvotehtdvan

Ko, =u)$. (15)5

kaikki ominaisarvot w; ovat positiivisia ja nollasta poik-
keavia. Stabiiliusraja on saavutettu kun yksi tai useampia
ominaisarvoja saavat arvokseen nolla. Tadssd esityksessa

rajoitutaan vain yksinkertaisen nollakohdan tapauksiin.
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Sovellutusten kannalta tirkeid ehto kriittiselle pisteelle on
det K = 0 , (16)
joka on vdlttdm&ton mutta ei riittdva ehto.

Muodostettaessa algoritmia joka pystyy seuraamaan systeemin
vastetta raja- tai haarautumispisteiden Jjdlkeen, on kaytto-
kélpoista pitdd kuormaparametria A my$és muuttujana. T&lldin
systeemissd (l14) on n yht&dldéd ja n+l tuntematonta, joten
tarvitaan ylimddrdinen sidosyhtdls sen ratkaisemiseksi.
Yht3l6n muodostamista varten otetaan kdyttddén uusi kontrolli-
parametri s ns. polkuparametri. Kasvatettaessa kuormaa
inkrementeittdin rajoitetaan siirtymid sidosyhtdldn

D4
G T = (ae)? (17)
mukaisesti, missd As on ns. kaarenpituus (kuva 4b).

VAlttamiténtd on myds tehdd ero raja-ja haarautumispisteen
v4lilld. Raja- (18) 3ja haarautumispistettd (19) vastaavat

seuraavat ehdot [7]

(3A/3s) = 0, kun s = s°F, (18)

(af/ax)T$1 =0, (19)

missa 51 on yht&dlén (14) nolla ominaisarvoa vastaava ominais-

vektori.

3.2 Kriittisten pisteiden ohitus

Tarkastellaan tilannetta kuorma-askeleella Jj Jja iteraatio-
kierroksella i (kuva 4b). Merkitédidn

J _J J =3= ] s e J ]
>‘i+1 >\i + (S)\i , F( u, )\i+1) F{ uy AL ) + “8A, Qref’

(20)

505 ) - 5., s
K; F(uy,mA) =Dy v K Qo = dTl

Mukavuussyistd Jjadtetddn jatkossa inkrementtid osoittava yl&a-
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indeksi j pois. Saadaan iteraatioaskeleen lausekkeeksi

di =Dj *+ Oydp (21)

ja inkrementilld j muodostuneiksi siirtymiksi

A f = d = 2 D 3

u Aa, + di Aui + Di + (S}\idTi' (22)
sijoittamalla AGrH :n lauseke yht#lésén (17), saadaan toisen
asteen polynomiyht#l$ kuormaparametrin muutoksen 6Ai ratkai-

semiseksi eli

2
a(sr)” + b(sx) +¢c =0 (23)
missé
a=ad, b= 20 +b)3 c = (283, + D,)"D
1 Ti i i dTi’ i i i
Kaarenpituus As lasketaan ensimmiisen inkrementin ensim-

miisellid iteraatiolla yht&lésta

ps = 'maa, (24)

. . 1 ey sy s
missd alkuaskel AN  annetaan lahtétietona.

Edelld kuvattu algoritmi pystyy rajapisteiden ohituksiin mutta
haarautumispisteen tapauksessa tarvitaan lisdkeinoja sekundaa-
riselle tasapainopolulle siirtymisessd. T4116in superponoidaan
nolla ominaisarvoa vastaava ominaisvektori iteraatioaskeleen
lausekkeeseen, ja jatketaan t&mdn jdlkeen kuten edelld on

A ~ s
Q 152Q
g '
a) ¢
L(.;

o

esitetty.

QH

Kuva 4. a) Raja- (A) ja haarautupispisteitd (B) tasapainopo-
lulla, b) Riksin menetelmd N-R iteraatiossa.
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4 NUMEERISET ESIMERKIT

Esimerkkind laskettiin kuvassa 5 esitettya tasajadykk&d kehaa
kphdella eri sivukuorman arvolla (n=0 ja n=0,5). Rakenne jaet-
tiin 30 yhtisuureen Timoshenkon palkkiteoriaan perustuvaan ke-
hdsauvaelementtiin (yht. 93 vap. ast.), jossa siirtymille u, v
ja ¢ otaksutaan lineaarinen approksimaatio [8] . Kehdd las-
kettiin nelj&dlli eri menetelmdlld: N-R, mN-R, BFGS Jja mBFGS,
yhdistettynd Riksin menetelmdan. Jaykkyys pdivitettiin jokai-
gen askeleen alussa ja tasapainoyhtdlét on muodostettu pdivi-
tetyn Lagrangen esitystavan mukaisesti, materiaali on line-
aarista. Menetelmid on vertailtu taulukossa 1. Suppenemisto-
leranssi oli ldq(HdH/HAuu< lﬁq). BFGS iteraatiossa max(C,(Q))=
102, alkuaskel "AA = 0.1 (Q/Q¢r). Tulokset on esitetty kuvassa
5 yhtendiselld viivalla.

Taulukko 1. Eri iteraatiomenetelmien vertailua (n=0.5)

I| JM| IT | CPU/S huom.
N-R 80 | 288 | 288 73
mN-R 80 | 219 | 580 79 suppeni 34 ask. Q/Q = 0,97 #*)
BFGS 80 | 210 | 504 205 suppeni 37 ask. Q/Q = 1,02 ¥*)
mBFGS | 80 [ 192 | 507 78 suppeni 43 ask. Q/Q = 1,10 *)

I=kuorma-askelten lukumiira,JM=jidykkyysmatriisin muodostuksia,
IT=iteraatioita yhteensd, laskelmat TKK:n laskentakeskuksen
DEC-2060 tietokoneella. *) divergoinnin jélkeen palataan as-
keleen alkuun ja jatketaan N-R iteroinnilla.

o
~ E=210 GPa
v=0
L=300mm
H=10 mm

gU

1.5

0.5

—————

0.0

u/mm

Kuva %, Kehlin pigteen A vaakaslirtymldt (u).
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Kehdsd analysoitiin myds kdyttden kimmoista ideaaliplastista
materiaalimallia, jossa mydtéjannitykseksi asetettiin &y =1600
Mpa. Iteraatiokierrosten maksimi oli 150/askel. Tulokset ku-

vassa 5 on esitetty katkoviivalla.

Tapauksessa n=0 on tasapainopolulla haarautumispiste kuorman
arvolla 14348,354 N (analyyttinen), elementtimenetelmalla nyt
saatu tulos poikkesi 1,2 %. Kaikki muut, paitsi N-R iteraatio,
divergoivat jo hyvin aikaisessa vaiheessa sekundaarisella ta-
sapainopolulla (molemmilla materiaalimalleilla laskettaessa).
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LINEAARISEN YHTALORYHMAN RATKAISUMENETEIMISTA KAYTETTAESSA
ELEMENTTIMENETEIMAA

Tekno.yo Jari Laukkanen
Oulun yliopisto, konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Ratkaistaessa elementtimenetelmdn lineaarista yhtdloryhmdsd ei
yleensd matematiikka aiheuta vaikeuksia vaan sen soveltaminen
tietokoneelle. Perusratkaisumenetelmien ( Gauss, Crout, Cholesky
jne ) erilaisia tietokonesovellutuksia kdytetddn yhd useammissa
tietokoneissa. Lisdksi FEM-ohjelmistoilta ollaan nykydan vaati-
massa taloudellista tehokkuutta seki helppokiyttsisyyttd,

Henkildkohtaisten tietokoneiden ja minikoneiden sk¥i niihin Saa®
tavien FEM-ohjelmien yleistyminen on lisdnnyt elementtimenetel-~
mén kdyttod. Yhd tarkempien, monimutkaisempien ja suurempien
FEM-mallien k&dytdannon kaytts on lisddntynyt. Samalla tSrmétddn
useammin tilanteisiin: laskenta-aika on kohtuuton, tila loppuu,
tuloksissa hdmminkid toimittaessa laskentakapasiteetin ylara-
joillas.

Mikro- ja minitietokoneiden yleistyminen on tuonut yhi useamman
ulottuville mahdollisuuden tehdd omia FEM-sovellutuksis ja kokei-
lija.

2 TIEDON KASITTELYTAVAT

Yleensd ratkaistaessa elementtimenetelmin yhteydessd matriisiyh-
tdlod

Ax=y (1)



374

ei tietokoneen keskusyksikon koko tai yhdelle ohjelmalle sallittu
suurin tila riitd. TEmén takie kdytetddn erilaisie tiedonkdHsit-
telytekniikoita kiertdmddn keskusyksikon koon aiheuttamaa rajoi-
tusta. Niilld pyritdédn pieneen keskusyksiktn tilantarpeeseen ja.

mahdollisimman alhaiseen I/0-operaatioiden m&#rdén.

Kdsittelytekniikat voidaan jakaa karkeasti kuuteen p&aryhm#édn [1]:

1 Kerroinmatriisi pidet#&dn nauhamaisenea kokoajan keskusyksi-
kossd ( IB & in core banded ).

2 Kerroinmatriisi talletetaan nauhamaisena massamuistiyksikkoon.
Rivit tai sarakkeet talletetaan yksittdin ( RR = row by row ).

3 Kerroinmatriisi talletetaan nauhamaisena massamuistiyksikkdon
riveittdin tal sarakkeittain ositettuna ( GR = group of rows,
GG = group of groups ).

4 Kerroimmatriisin harvuuden huomioivat menetelm&t ( esim. sky-
line<).

5 Hypermatriisimenetelmd ( SG = submatrix groups ).

6 Sekalaiset menetelmidt

3 ELEMENTTIVERKKOJEN LUOKITTELU

Kulloinkin kdsiteltdvdlld matemaattisella mallilla on suuri vai-
kutus sopivan ratkaisualgoritmin valintaan. Ihannetilanteessa
yleisen elementtimenetelmiéohjelman ja -ohjelmiston tulisi kdytt#a
tehokkainta " jokapaikan n algoritmia. Kuitenkin monet erikois-
govellutukslin alunperin suunnitellut ohjelmat kHyttdvit yksin-
kertaisinta mahdollista sovellasta ratkaisualgorlitmia. Kuvassa 1
on esitetty tyypillisimm&t elementtiverkot, jotka kdyt&d@nnsssi
esiintyvat.

Yksidimensioiset verkot ( E1S1l ) ovat yksinkertaisimpia malleja
ja ne voidaan helposti kdsitelld kokonaan keskusyksiktssd varsin
suurdiin vapausastemiddriin asti niiden kerroinmmatriisin voimekkaan
nauhamaisuuden takla. -

Kaksidimensioisissa verkoissa ( E2S2 ) out-of-core-tyyppiset
kerroinmatriisin nauhamaisuuden huomioonottavat algoritmit ( GR,
GG ) toimivat hyvin, kuten [2] ja [3] osoittavat.
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Vilva elementti
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Plnta—ala elementt]

Kuva 1. Tavallisimmat. kdytd#nnossd esiintyvidt elementtiverkot.

Kaksidimensioinen verkko kolmidimensioisessa avaruudessa ( E283 )
on tyypillinen kuorirakenteille, joilla on suuri kdytdnnon merki-
tys. Ratkaisualgoritmilta ja tiedonkdsittelytavoilta vaaditaan
niiged malleissa tehokasta kerroinmatriisin harvuuden huomiointia,
kuten suurten tehtdvien ratkaisuun kykenevdt ohjelmistot [{] = [6]
osoittavat.

Kolmidimensioinen verkko kolmidimensioisessa avaruudessa ( E3S3 )
on vaativin elementtimalli. Se vaatii suurta nopeutta ratkaisual-
goritmilta ja suuren tietomééran hallittavuutta tiedonk&dsittely-

systeemelitd.

4 KAYTETTAVAN TYOTILAN ASETTAMAT RAJOITUKSET

Paulukossa 2 on esitetty kuvan 1 elementtiverkkojen rajoituset

eri solmupisteiden vapausastemédrillid, kun kéytetfévissé on tietty
midrd keskusyksikén muistitilaa. Taulukossa on esitetty myos itera-
tiivisille ja suorille ratkaisumenetelmille, kun kdytett8vissd on
40000 sanaa keskusyksikkod. Esityksessd ei ole otettu huomioon tar-
vittavaa lisdtilaa tiedonkﬁsittelymenetelmiile. Lisdksi on oletettu
ettd tyotilan kokonaistarve pysyy samana eri tiedonkdsittelymenetel-
millH.

Taulukossa 3 on esitetty taulukkoa 2 vastaavat arvot out-of-core-
tyyppiselle ratkaisumenetelmidlle, kun massamuistia on 1M sanaa
kerroinmatriisille.
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Kummastakin taulukosta k#y ilmi tydtilan merkitys. Esimerkiksi
tyostilan suurentaminen 40000 sanasta 1M sanaan kasvattaa E3S3-
verkon maksimikokoa kaksinkertaiseksi lémmsnjohtumlstehtidvéssd
(7 x 7 x 7%std 14 x 14 x l4:aan ), ts elementtiverkon tiheyden
kaksinkertaistaminen vaatii ty8tilan 25 kertaistamisen.

5 TARVITTAVAT TIETOKONERESURSSIT

Eri ratkaisumenetelmidt edellyttidvidt kidytettdvdltd tietokoneelta
menetelmidlle ominaisia tietokoneresursseja. Vertailtaessa eri
menetelmien aiheuttamaa kuormitusta tietokonesysteemille, on
tarkasteltava kaikkia tarvittavia systeemiresursseja. Tdlloin
tarkastelun kohteeksi joutuvat kdytetty keskusyksikkdaika ja
-tila sekd I/0O-aiks ja tarvittava levytila.

Vertailtaessa eri ratkaisumenetelmien sopivuutta tyypillisim-
pien matemacttisten mallien ratkaisuun, on sopivimman selville
saamiseksi otettava huomioon em. neljdn seikan yhteisvaikutus.
Useat tutkijat ( esim. [1,7]) ovat osoittaneet, ettd perusrat-
kaisumenetelmien kdyttdms keskusyksikkdaika on enemmén tai va-
hemmin riippumaton kédytetyistsd matemaattisista vdlineistd ja
tiedonkdsittelytavoista. Lisdksi voidaan osoittaa, ettd tarvit-
tava massamuistitila on kdytdnndssi vakio. Tdten kaksi térkein-
t4 tekijii ovat keskusyksikkstila ja I/0-aika [1].

Taulukossa 1 on vertailtu eri ratkaisualgoritmien tiedonkdsit-
telytapojen tystilantarvetta ja I/O-kutsujen médrdd. Taulukossa
on oletettu kerroinmatriisin olevan nauhamaeinen ja riveittdin
orientoituneissa algoritmeissa oletetaan kuormitusvektori(t)
talletetuiksi vastaavien rivien kanssa ( RR, GR, GG ). Hyper-
matriisimenetelmidssd ( SG ) kuormitusvektori(t) oletetaan tal-
letetuiksi erillising.

Kuvissa 4a-4c on esitetty eri ratkaisuvalgoritmien I/0-kutsujen
madrd ja tyotilan tarve E2S2-mallille. Kuvissa 4d-4f on puoles-
taan esitetty vastaavat I/O-kutsujen middrdt ja tydstilan tarpeet
osituskoon funktiona, kun tuntemattomien lukumBdrd U = 3200 ja
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nauheleveyden puolikas b = 84. Kuorityyppisen tehtédvién ( E2S3)
tytdtilan tarve ja I/O-kutsujen médrd on esitetty kuvissa 5a ja
5b. Vastaavat tulokset 3D-mallille on esitetty kuvissa 5¢ ja 5d.

6 OPTIMAALISEN OSITUSKOON VALINTA

Ratkaisualgoritmeissa, joissa kerroinmatriisi ositetaan yhdessid
suunnassa ( GR, GG ) tai molemmissa suunnissa ( SG ), suuri osi-
tuksen koko pienentid I/O-kustannuksia tarvittavan keskusyksik-
kotilan kustannuksella. Kuvassa 2 on esitetty tyypillinen kes-
kusyksikkt- ja I/O-kustannusten yhteisvaikutus. Optimaalisen
osituksen koko riippuu kdytettdvdn tietokoneen kovosta ( hard-
ware‘) ja kdytettdvdstd laskutusalgoritmista.

//
i / 2
s Kok is— 5
5 k\ k:sto:nar::kaet ;/ r/ E
: \‘\H--L A :
2 11 /o] 2
CPU [
\"'\Z
/ ]
(o]
—

R

2 3 4 5 6 7 8 9 |0
Ositusten lukumddrd

Kuva 2. Keskusyksikkt- ja I/0O-kustannusten yhteisvaikutus osi-
tusten lukumddrén funktiona.

Tyypillinen laskutusalgoritml tietokonekeskuksissa ja suurissa
tietokoneissa voidaan esittdd muodossa Eﬂ

IK

SK(k,TK + k TIO + kKT x S) g (2)

p

missd SK systeemikustannukset tunnissa, TK = keskusyksikkoaika
tunteina, TI0 = I/O-aika tunteina, KT = keskusyksikon tyotila



378

sanoina ja S = suurempi tekijtistd TK ja TIO. Kaavan (2) kertoi-
mien tavanomaisia arvoja ovat: RS = $ 500, k, = 0,6, kp = 0,18,
kt = 1,63 x 10_5. Lisdksi TIO voidaan laskea seuraavasti

TIO = p, N + p NA 3 ' (3)

missd NW ja NA ovat siirrettdvien sanojen ja suoritettavien toi-
mintojen lukumiddrdt. Esim. CDC 6400:11le ovat kaavan (3) kertoimet

P, = 1,11 x 10-8 h/sana

p, = 1,04 x 1076 h/toiminto . (4)

Jos tietokoneohjelman laskennallinen tehokkuus, Ec’ oletetaan
tunnetuksi, voidaan esim. Gaussin eliminointimenetelmdlle esittda

keskusyksikkdaika muodossa Eﬂ

t + T 2
TK = L 5 a (Ug + 4b1%) ’ (5)

a

missé esim. CDC 6400:1le vakiot t_ = 57 x 1077 5 ja £, = 11 x 107 7s,

Kuvassa 3 on esitetty osituksen koon vaikutus laskentakustannuk-
siin kaavojen (2) - (5) perusteella. Kuvasta ndhddédn ettei kysei-
nen installaatio sovellu E2S3-mallin ja suurten tehtdvien késit-
telyyn ja ratkaisuun.

Minitietokoneissa laskentakustannukset ovat enemménkin odotus-
ajan funktioita, kuin tietokonesysteemin laskentakustannusten
funktioita. Yhtdloitd (2) - (4) vastaavat esitykset minitietoko-
neelle ovat

IX = SK(TK + k, TI0) (6)

ja kertoimet esim. PDP-15:8ta : SK = $ 15, kp = 8,333 x 10-6 h/

kutsu sekd

~
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t = 4,167 x 102 n
t = 2,778 x 1072 n . (7)

Yhtdloitd (6) ja (7) kdyttden on kuvassa 5e esitetty laskentakustan-
nukset minitietokoneelle. Kuvasta ndhddén ettd laskentakustannuk-
set ovat kohtuulliset. Laskenta-ajat sensijaan ovat SG- ja GR-
menetelmille 40°h ja 70 h [1].

Kaavoja (2), (3) ja (6) kdyttden voidaan hakea optimaalista ositus-
kokoa. Kidytdnnossid joudutaan myos turvautumaan koeajoihin ja koke-
mukseen.
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Taulukko 1. Eri tiedonkdsittelytapojen tilantarve ja I/O-ope-
raatioiden masrd [1] « r = rivien lukumsdrd osi-
tuksessa tai alimatriisin koko, s = kédsiteltdvien
alimatriisien ( # 0 ) lukumddrad hyperrivissd= b/r,
T = kolmiomuotoon saattaminen, F = hajoitusmenetel-

mé, Np= ositusten lukumdiriwU/r.
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1 .JOHDANTO

Estetyn vi4nn¥n aiheuttamien rasitusten laskenta arinarakenteissa
tuottaa vaikeuksia. Ristedvit palkit ovat kdytdénndssd usein eri
kokoisia, mist§ seuraa, etteivit ne liity tdysin jdykdsti toisiin-
sa. Liitosten paikallinen jousto olisi otettava huomioon ratkais-
taessa rasitusten jakautumista rakenteeseen. Jannitysten laskenta

tilliisen rakenteen liitoksissa aiheuttaa lisdksi omia ongelmiaan.

Kiytettiessi normaaleja kuuden vapausasteen palkkielementtejd ari-
narakenteen analysointiin ei estetyn v##nndn vaikutusta pystytd
ottamaan huomioon. Muutamissa elementtiohjelmissa, kuten MsC/
NASTRAN [5] on my®s seitsemidn vapausasteen palkkielementti. Kui-
tenkin ko. elementtii kiytettdessi joudutaan liitokset olettamaan
tdysin jdykiksi estetyn vdinndn suhteen, ottamatta huomioon lii-

tosten joustavuutta.

HyStyajoneuvojen runkorakenteita ovat tutkineet mm. Oehlsﬂﬂaeger
[1,2] ja Beermann [3], sekd avaruuskehdrakenteita Yamg ja McGuire
[4]. Oehlschlaeger [1] on mi#rittényt FEM-laskelmien tulosten
perusteella ajoneuvojen runkojen erilaisille tyyppiliitoksille
joustavuuskertoimia, joita voidaan kdyttaad voimamenetelmdn yhtdld-
ryhmén muodostamisessa [3,4]. Joustavuuskertoimien mddrittidmises-
sd Qehlschlaeger ei ole kuitenkaan ottanut huomioon liitoksen

joustavuuden vaihtelua liitoksen eri kohdissa.

Tissi tydssid tarkastellaan arinarakenteen liitosta, jossa matalam-
pi poikkipalkki on hitsattu p&ipalkin uumalevyyn. Tdllaisia lii-
toksia esiintyy mm. hydtyajoneuvojen tikapuurungoissa. Liitoksen
joustoa tutkitaan FE-menetelmdlld kuorirakenteeksi mallinnettuna.
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Tavoitteena on esitti#i suuntaviivat, joilla mddritetddn jaykkyys-—
luvut K liitosjouselle, jolla poikkipalkki liitetddn pddpalkkiin.

2.LIITOKSEN JAYKKYYSLUKU

Tarkastellaan kuvan 1 mukaista U-profiilia, jota kuormittaa vdanto-

momentti Mv' Poikkileikkauksessa vaikuttava bimumentti on [6]

B = foz(s)- w(s)-t+ds = =E*I <"’ (1)
s
missd

o, on aksiaalinen normaalijédnnitys

s
w(s) = Irtids on sektoriaalinen koordinaatti

o

t on seindmdn paksuus
S on koordinantti pitkin poikkileikkauksen piiriéa
E on kimmomoduuli
I, = fwz't'ds on sektoriaalinen jadyhyysmomentti

s
0] on poikkileikkauksen vidntkulma

¢’ on viintdkulman derivaatta pituuskoordinaatin suhteen

eli vadntymd
Poikkipintapainuma eli siirtymd pituusakselin suuntaan w(s) on [1]

w(s) = w(s) o’ (2)

Kuva 1. Vdint8momentin kuormittama U-palkki

Tarkastellaan kuvan 2 mukaista ajoneuvon rungon liitosta, jossa
poikittaispalkki on hitsattu pitkittdispalkin uumaan. Riippuen
tarkasteltavasta rasituskomponentista, voidaan liitosta pitda
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joustavana tai lihes jdykkdnd. Aksiaalivoimat ja leikkausvoimat
ovat yleensi pieniid ja ongelmattomia tdllaisten ajoneuvojen run-
goissa,siksi tarkastellaan liitoksen joustoa vain taivutusmoment-

tien ja bimomentin suhteen.

Jotta liitoksen joustavuus voitaisiin ottaa huomioon arinaa palkki-
rakenteena analysoitaessa, on liitokselle mddrdttdvd jdykkyysluku.

Jaykkyysluku Kew voidaan miirittdi bimomentin suhteen.

Ko, = B (3)
Y

Kaavasta (2) saadaan viintymid ¢’, joka sijoitettuna kaavaan (3)

saadaan

_ w(s)°BE
Kow = w (s) (4)

Sijoittamalla bimomentin lauseke (1) kaavaan (4) saadaan

Jos liitoksen joustavuus pitkin poikkileikkauksen piirid olisi
vakio, olisi myds ¢’ vakio ja kaavasta (5) laskettu jdykkyysluku
kuvaisi liitoksen jdykkyyttd tarkasti. Kuitenkin poikkipalkin
liittyessi pitkittdispalkin uumaan (kuva 2), toimii uuma laattana,
jolloin ¢’ pitkin poikkileikkauksen piirid vaihtelee (jopa useita
kymmenid prosentteja, kts. taulukko 1). T&lldin jdykkyysluvun ar-
voon vaikuttaa voimakkaasti se, mitd ¢’:n arvoa integraalin edessd
kaavassa (5) kdytetddn. Tdmd ongelma voidaan vdlttdd, kun @’ =

w/w siirretdin integraalin sis#&n, jolloin jaykkyysluku Kew saadaan

o, (s) *w?(s)

K, =/ * t - ds (6)
S w(s)

Kaavan (6) mukaan middritetty jaykkyysluku kuvaa yksikdsitteisesti
liitoksen jadykkyyttd estetyn vddnndn suhteen. Kedn laskennassa

tarvittavat w(s) ja oz(s)—arvot voidaan tuottaa elementtimenetel-
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mdlls kdyttden ohutkuorielementtejd. Liitoksen mallin reunaehdot
on asetettava siten, ettd w(s) ja Gé(s)-arvoissa esiintyy ainoas-
taan liitoksen joustavuus eikd esimerkiksi pitkitt&ispalkin
vddntymdstd aiheutuvaa joustavuutta.

Analogisesti estetyn vd&nndn jdykkyysluvulle saadaan jaykkyyslu-

vut taivutusmomenttien Mx ja My suhteen

M 2
_ox _ o 9 _(8)y“(s)
o " I $ t - ds (7)
w(s)
M o (s)'xz(s)
K = _X = z « t -« ds (8)
Oy  x! w(s)

Kuva 2. Liitoksen kuormituskomponentit

3.ESIMERKKILIITOS

Tarkastellaan kuvan 3 mukaista arinarakenteen osakokonaisuutta.
Rakenteesta muodostettiin elementtimalli k&dyttden 1. asteen ohut-
kuorielementtejd, QUAD4, [5]. Malli kiinnitettiin poikkipalkin
puolividlistid palkkielementeilld nivelellisesti poikkileikkauksen
vddntSkeskiddn. Pitkittdispalkkien kiertyminen x-akselin ympdri
estettiin. Kuormituksena kiytettiin kahta pistevoimaparia. Malli
ratkaistiin MSC/NASTRAN-elementtiohjelmalla k&dyttden lineaarista
ratkaisua. Poikkipalkin p&dn siirtyméit on esitetty kuvassa 4 ja

normaalijédnnitykset kuvassa 5.
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4 15 14 17

b)

Uu-300/100 6

/)
D)
L

F=1kN

b) Poikkipalkin poikkileikkaus

a) Tarkasteltava rakenne.

Kuva 3.

4-AUG-B85

SDRC._1-DEAS 2.58: Output Dueploy

14:46:05

MINI+3.520E-01 MAX :+2, 121E+01

4-AUG-85

LOAD CASE :

SORC._1-DEAS 2.58: OQuiput Buieploy

ALKK LA VAANMETAAN

Wn;xcevcms

PROF | ILIN SOLMUT L1 | TOKSESSA

4.DE+O2

3.0E102

2 0E+02
DISTANCE BETWEEN NOCES

1. 0E+O2

OE:
S.0E-0{

L0400}
-5.06-01
-4 .0E+00

A
-1.5E+00L[
0.0E+00
LOAD CASE: ¢
I~ DISPLACEMENT

o)

Kuva 4,

Poikkipalkin muodonmuutokset. b) Poikkipalkin p&in siir-

tymdt pitkin poikkileikkauksen piirii.
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SDRC. _|-DEAS 2.58: Oulput Display 4-AUG-85  14:54:46
U-PALKKIA VAANNETAAN LOAD CASE:
Z- STRESS MIODLE SURFACE MIN:=2,298E+02 MAX:+2.298E+02 SORC__1-DEAS 2.58: Outpul Dusplay 4-AUG-06
= ! - 2 3 n/ % ] -|e PROF | ILIN SOLMUT L 11 TOKSESSA
5.06402

2 ,0E+02 pEei |
" s
1.0E402
\\3
0.08+00 4 4 1"
5 b
=1 . 0E+02 \

-2.0E+02 \ 17

~
1@

X

.
5
/ F
@

mcr>»>< >»>-1>0

s -Z.0E402
0.0E400 1.0E+02 2.0E+02
DISTANCE BETVEEN

3.0E402 4.0E+02

LOAD CASE: |

Z- STRESS
MIDOLE SURFACE

a b)

Kuva 5. a) Poikkipalkin normaalijinnitysten tasa-arvokdyridt.

b) Normaalijdnnitykset poikkipalkin pddssd.

Poikkipalkin @’ liitoksen solmupisteissd laskettiin kaavasta (2).
Tulokset on esitetty taulukossa 1. Taulukosta voidaan havaita,
ettei ¢’ ole vakio yli koko poikkileikkauksen, kuten kaavassa (1)

oletettiin.

Erot FEM-laskelmien ja teoreettisten tulosten vdlilld voidaan se-
1littdd pitkittdispalkin uuman toimimisella laattana. T&116in poik-
kipintapainumaa vastustava laatta toimii kuten rinnankytketyt
jouset, joiden jousivakio vaihtelee pitkin poikkileikkauksen pii-

rid.
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Taulukko 1. Poikkipalkin pédin solmupisteiden siirtymdt ja normaali-
jdnnitykset, sek# poikkileikkauksen vddntymd solmupisteissi lasket-
tuna.

lso1mu w W ) ¢’

2 zZ 2 -4
mm mm N/mm 1/mm*10Q
1 5176 ,5 1,05 231,0 2,03
2 3176,5 0,67 94,1 2,09
3 1176,5 0,20 - 3,9 1,72
4 - 823,5 -0,26 -29,7 3,18
5 -2823,5 -0,69 -99,3 2,44
6 -2117,6 -0,55 -47,3 2,59
7 -1411,8 -0,37 - 0,8 2,59
8 - 705,9 -0,18 - 6,1 2,62
9 0 0 0 -

Esimerkkiliitokselle laskettiin Ko kaavasta (6) FEM-laskelmien
tulosten (taulukko 1) perusteella. Kaava (6) voitiin integroida
numeerisesti, kun w(s) ja oz(s) oletettiin lineaarisiksi solmupis-

teiden vdlilli. Kew:lle saatiin arvoksi

K. = 1,35 - 10'2 Num®
ow

Kew:n suuruusluokka tarkastettiin vertaamalla laskettua Kew:aa
Oehlschlaeger:n [1] esittdmdn joustavuusluvun kddnteislukuun 1/6LQF

=1,52 - 1012 Nmm3 samallaiselle liitokselle.

4. ANALYYTTINEN RATKAISU
Esimerkkiliitosta tarkasteltiin kuvan 6 mukaisena vddntdmoment-

tin M, kuormittamana ulokepalkkina. Palkin differentiaaliyht&l8ksi

saadaan [6]

—a&p”’+cp’= (9)
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missd
‘ EI ;
a2 = =2 ja I, = 1/3 = s - t3
GI
v
G on liukumoduuli
Iv on viddntdjdyhyysmomentti
Differentiaaliyhtdldn ratkaisu on muotoa
z z MV
| Sy o — . foud [P
o' = A1 sinh N + A2 cosh 3 + T, (10)
Reunaehdot ovat
'’ =0 , kun z = 0
-EI - ¢’ =K * ¢'" , kun z =1
. Bw
Ratkaisuksi saadaan
A1 =0 (11)
- M
=
G w
A, = (12)
2 EI 1 1
—= -« sinh < + cosh 3

Sijoittamalla tulokset bimomentin kaavaan (1), saadaan bimomentti

Z:n fﬁktiona
(13)

B(z) = -EIw .

vdintdmomentin kuormittama ulokepalkki

Kuva 6
Kuvassa 7 a on esitetty kaavasta (13) laskettu bimomentti kdyttéen
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jdykkyyslukuna K, :aa ja ldhteen [1] jdykkyyslukua 1/6LQF. Samassa
kuvassa on esitetty myds kaavalla (1) laskettu bimomentti sekd
bimomenttijakauma kaavan (14) mukaan [6], olettamalla liitos tdysin

jéyk&ksi

B=~M_*"a:- (14)

Vapaan vddnndn osuus viintdmomentista saadaan [6]

= ° ’

Mvst GIV @ (15)
Kuvassa 7 b on esitetty kaavan (15) mukainen vadntomomenttija-
kauma vapaan ja estetyn v&inndn suhteen kun liitoksen jousivakio

on Ky = Ja kun liitos on tdysin jaykkd (Kew = o),

: i
.'-:E-l vk |
r 4
; =
=
: g
14 "
ol FEV INTEIR > '..
o o
e
‘ T T 1 g 1 1 T T 1 Mv)w
L 100 on =0 400 =0 5 o 00 00 500 200 oo
- ETKISYYS POIKKIPALKIN PUOLIVALISTA ma

ETAISYYS POIKKIPALKIN KESKELTR

Kuva 7. a) Bimomenttijakauma. b) viiantdmomenttijakauma
5. TULOSTEN TARKASTELUA

Kappaleen 3 ja kuvan 7 perusteella voidaan vetid seuraavat johto-
paétékset. Vapaan vainndn osuus Mvst kokonaisviddntdmomentista MV
kasvaa n. kolminkertaiseksi ja bimomentti pienenee n. 47 %, kun
liitoksen joustavuus otetaan huomioon. Kuitenkaan maksimijdnnitys
ei pienene niin paljon kuin bimomentti (301,0» 231,0 N/mmz, eli

n. 32 %), koska ¢,:n jakauma poikkeaa liitoksen jouston vaikutuk-
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sesta estetyn vddnndn teorian mukaisesta. Edelleen kuvasta 7a voi-
daan havaita, ettid FEM-tulosten (kuorirakenne) perusteella laskettu
bimomenttijakauma ei noudata hyperbolisen sinin muotoa, kuten

teoriassa oletetaan.

Tdssd ty®ssd esitetty uudella tavalla mddritetty jdykkyysluku Kew
ndyttdid antavan jdrkevid tuloksia. Kuitenkin jatkotutkimuksin on
selvitettivd , miten hyvin jidykkyysluku toimii mutkikkaammilla pro-
fijleilla (esim. hattu) ja poikkipalkin sijaitessa epédsymmetrises-

ti korkeussuunnassa.
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IVOFEM on Imatran Voima Oy:ssd kehitetty supisuomalainen
elementtimenetelmiisin perustuva tietokoneohjelma.

Ohjelmasta on olemassa selked suomenkielinen kédyttajan
opas. Ohjelman helppo ldhtSarvojen antaminen mahdollistaa
niin nopeat rutiinilaskennat kuin mutkikkaat erikois-
tehtdvat.

IVOFEM soveltuu seuraavien lineaaristen staattisten teh-
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- levytehtdvit

pydréhdyskappaleet

laattatehtavat
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kdyristd, paijénnitysjakaumista, momenttipinnoista ja
paajénnitysvektoreista.

Ohjelmaa kehitell#¥n nyky#&n VAX-ymparistdssa. Siita
on olemassa tdlld hetkelld toimivat versiot VAX-koneen
lisiksi HP9000- ja Honeywell 66-koneilla.

IVOFEM-ohjelmistoon kuuluu lis#ksi mm. levyjen ja pyo-
rihdyskappaleiden epdlineaariseen (plastisuus) analy-
sointiin soveltuva IVOPLAST-ohjelma sekd tehokas tran-
sienttien lampdtilajakaumien laskentaohjelma IVOHEAT.
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