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RAKENTEIDEN EPALINEAARISEN ANALYYSIN KEHITYSNAKYMIA

Martti Mikkola
Teknillinen korkeakoulu, rakennusinsindBriosasto

Otaniemi

1 JOHDANTO

Uudet teknologian alat vaativat soveltajiltaan usein tavanomaisesta
poikkeavia valmiuksia ja tavallista perusteellisempia selvityksia

ja analyyseja. Viime aikoina t&llaisia haasteita ovat asettaneet
ydintekniikka, off-shore-tekniikka ja osittain vasta esille tule-
vana arktinen tskniikka. Rakenteiden suunnittslun kannalta vaa-
tivia teht&vid aiheuttavat poikkeavat olosuhtest ja kuormat, uudet
tai erikoisissa olosuhtsissa kdytetyt rakennusainest sekd mahdol-
listen onnettomuuksiesn vakavat seurauksset. T&alldin joudutaan sel-
vitt&mésn mahdollisimman t&smdllisesti rakenteiden kdyttdytyminen
otaksuttujen kuormien ja olosuhteiden alaissna. Olennaisena teh-
tdvénd on kantokyvyn ja muodonmuutaosominaisuuksien madrittiminen.
Kokemyksen ja kokesllisten tutkimusten lis#ksi tarvitaan kehittynei-
té analyysimenetelmid, joilla kyet#3n riittivén tarkasti ennustamaan
todellisen rakenteen toiminta. Analyysin teho riippuu tietenkin
viime k&dessd numeerisesta ratkaisemisesta, jonka tietokonset nyky-

d8n mahdollistavat.

T&ssd esitelméssd tarkastellaan rakenteiden epdlineaarisen analyy-
sin er8itd keskeisid piirteit#. Suurista siirtymisti ja kisrty-
mistd aiheutuva geometrinen spdlineaarisuus ja sen vaikutukset muo-
donmuutoksiin ja tasapainoyht&l8ihin hallitaan hyvin teoreettisslla
tasolla. Epé&lineaaristen yht#léiden numeerisesta ratkaisemisesta
on myds jo runsaasti kokemusta. Numeeristen menetelmien osalta ke-
hitysty8td tarvitaan erityisesti menstelmien luotettavuuden selvit-

t&miseen ja laskennan taloudellisuudan parantamiseen.



Aineiden konstitatiivinen k&yttdytyminen suurten muodonmuutosten
tai l&mpdtilan tai kosteuden alaisena on alue, jossa jatkuvasti

riittd3 tutkimista.

2 KONTINUUMIMEKANIIKAN PERUSYHTALOT

2.1 Muodonmuutostila

Tarkastellaan kiinte&t& deformoituvaa kappalstta kartessisessa koor-
dinaatistossa (kuva 1). Kappaleen deformoitumatonta alkutilaa het-
kelld t = 0 merkitdan Co:lla ja lopputilaa hetkend t C1:115. Kap-
paleen ainepistesn P asema alkutilassa ilmaistaan vektorilla r =
xk.iK ja tilassa C4 vektorilla r = yk(x,t]ik, jolloin siirtymd on

u = ukik = (yk - xk)ik Ja X, = yk[x.O). Ainepisteen P kautta kulke-
vat ainepisteisiin sidotut koordinaattiviivat Xy 0 jotka alkutilassa
ovat kiinteiden koordinaattiakselien suuntaiset, muodostavat defor-
moituneessa tilassa kdyrdviivaisen konvektiivisen eli materiaali-

koordinaatiston. Vastaavasti deformoitunsessa tilassa P:n kautta

4
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Kuva 1. Koordinaatiston mé&rittely.

esetetuilla koordinsattiakselsiden suuntaisille suorilla clsevat ole-
vat ainepisteet ovat 1l#ht8isin alkutilan kd8yrlviivaisilta koordinaat-
tiviivoilta Yk» Muodonmuutoksen médrittelyd materiaalikoordinaat-

tien Xy avulla nimitetd&n Lagrangen tarkastelutavaksi ja avaruus-



koordinaattien Yk avulla Eulerin tarkastelutavaksi. Muodonmuutos-

gradientti on tensori

F=y,1ikiy =iy =1+ H, (1)
missé Y1 & ayk/ax1
g, - T, materiasalikoordinaatiston kantavektori

= lelbll
8 uk,likil siirtymdgradientti.

yksikkétensori (dkl Kroneckerin symboli)

I<T |~

Vastaavasti mééritell&&n muocdonmuutosgradientti

-1

E 7= i) - 6;i, = I-2, (2)
missd ?1xk = axt/ay1
G, = alro(y,t) yl-koordinaattiviivojen "alkukuvan" kantavek-
tori

ra 3 alukikil siirtymdgradientti.

Tarkastellaan kahta P:std l&htevd3 alkutilan materiaalista viiva-
alkiota dfo ja 650. Deformaatiossa ne kuvautuvat viiva-alkioiksi
dr = F - dr_ ja ér = F - §r,. Lagrangen muodonmuutostensori E maa-
rédytyy sis&tulojen erotuksesta

- = ili

dr + 8ér - dr_ * dro = dr, - (F

(3)

Siirtymdgradienttia H k3yttden saadaan

T

E=(He+H +H

* H)/2. (4)

Vastaavalla tavalla saadaan Almansin muodonmuutostensori s

dr+6r-- dr_*8F, = df+(L - £ 1 .F 1) .6F = 2dF-g-6F, (5)
jossa

e=(z+2 -2'23/2 (6)



E:n ja e:n komponenteilla on tutut lausekkeet

Ber = (U1 * Y1,k *

um,kum.l)/z (7)
81 - (3yu * B uy - Bmukamul)/z
Ainepisteen nopeus v

on paikkavektorin materiaalinen aikaderivaatta

P
-
>
n

Vicdk (8)
Nopeuskenttd on kuitenkin tapana esittéa avaruuskoordinaattien avul-
la, jolloin Vi © vk(y.t).

Nopeusgradientti L muodostetaan avaruus-
koordinaatistossa

_ P =~ i
L=F-F PR TR S (9)

Se voidaan jakaa symmetriseen ja antisymmetriseen osaan

D= (L+LN/2, W= (L-Lhy2. (10)
Muodonmuutosnopeustensori D on symmetrinen ja kiertyménopeustensori
W antisymmetrinen.

Niiden komponentit ovat

Dy = (alyk + Bkvl]/Z. Wy = (3yv, - akvl)/Z (11)
Muodostamalla sis&tulon dr - §; materiaalinen aikaderivaatta tode-
taan, ettd Lagrangen muodonmuutostensorin aikaderivaatta on

i E = \
eli Ekl ym,kyn,len' (12}

Almansin muodonmuutostensorin materiaaliselle aikaderivaatalle saa-
daan lauseke

-o-L te-eL

(13)
joka ei kuitenkaan tdyta objektiivisuusvaatimusta, ts. ole havaitsi-

jan koordinaatistosta riippumaton, eikd siis kelpaa muodonmuutosno-
peuden mitaksi niinkuin é ja D.



Pinta-alkion dAO = dfoxd; muuttuminen deformaation tapahtuessa saa-

daan Nansonin kaavasta
A o B - . _ A mei dl -1
dA = drxdér = (E-dr ) x (E+8r ) JdA_"E dn 8 dA, (14)

eli komponenttimuodossa

dA (15)

dA = Jakxlnol o

missad HD = nogik pinta-alkion dA_ yksikkdénormaali

n = nkik pinta-alkion dA yksikk®normaali
J = det(F) muodonmuutoksen Jacobin determinaatti
él = kontravariantti kantavektori

Tilavuusalkio dV = dEo-anxdéo muuttuu deformaatiossa alkioksi

dV = dr-6rxds = JdVD. Massan s&ilymisestd seuraa J = po/p. Jjossa
[ Jja p ovat tiheydst alku- ja deformoituneessa tilassa. Ottamalla
huomioon kantavektorien derivaatat ék =L ék ja ék = -ék « L saa-

daan J:n materiaaliseksi aikaderivaataksi

(18)

2.2 Jénnitystila

Tasapainoyht&l6t lausutaan yksinksrtaisemmin kiintedssd avaruuskoor-

dinaatistossa
990y * of = oV Ja %1 = Ty (17)

missé 0,1 ©n Eulerin jé&nnityskomponentti yl-aksslin suuntaan pinta-
alkiossa, jonka normaali on yk-akselin suuntaan, Fk tilavuusvoima mas-
sayksikkdd kohti ja Vv, = yk kiihtyvyys. Deformoituneessa tilassa
médritelty j&nnitystensori T = oklik{l = T lékél Vﬁidaan esittaa
konvektiivisessa koordinaatistossa komponenttien T avulla, joita

tdssd nimitet&&n Cauchyn j&nnityksiksi. J&nnitysvektori pinta-alkios-

sa dA = ndA on dt = n - T dA = nktkléldA. Nansonin kaavan (14) pe-

rusteella sama jé&nnitysvektori t voidaan kirjoittaa muotoon

kl-

gt = nDkJTkléldAO = n, K "g,dA_. Tamd johtaa Kirchhoffin jénnitys-



tensorin mddritelmdan
K = K8z g, = a1 (18)
2 BBy = -

Kirchhoffin jénnitys on pseudoj&nnitys, silld se mitataan alkuti-
lan pinta-alaa kohti: dt = dA‘T = (JdAO'E'1)-1 = dAD-5'1-5.
Kirchhoffin j&nnitystd voidaan pit&& konvektoituvana jénnityksend,
jonka "kuva" alkutilassa on 2. Piolan-Kirchhoffin jénnitys S =

Skl{kil. Kuvaue v8littyy deformaatiogradientin avulla

K=F+8F tai s=fF"1-k-g" (19)

Yht&dldstd (19) kdy ilmi, ettd S:n ja K:n komponentit ovat arvoltaan
yhtd suuret Skl - Kkl.

alkutilan pinta-alkiossa dAo’ huomataan, ettd deformoituneen tilan

Kun muodostetaan jénnitysvektori dEO = dAo+§

vastaavan pinta-alkion j&nnitysvektori dt saadaan muunnoksella
df = of_ + F'. Tasapainoyht&ldiksi tules t&lldin

f = po;k ja Skl =5

1k
,1 7 PaTok .

In
(s yk,n) (20)

Useir kdytetd&n nimellisj&nnitystd (Lagrangen eli 1. Piolan-Kirch-
hoffin jannitystd) N = N*1I I,, joka ma&ritellsan alkutilan suhteen
siten, ettd alkutilan pinta-alkiota dAD kohti tuleva jénnitysvekto-
ri df = gk + N = NEIE)
moituneen tilan vastaavan pinta-alkion dA j&nnitysvektoriin. Eri

dAo yhtyy suunnaltaan je suuruudeltaan defor-

tavoin muodostettuja j&nnitysvektoreita vertaamalla saadaan yhtey-
det

N=f"-Kk=5"F. (21)

Nimellisj&nnitysta kdyttden tasapainoyht&ldt voidaan kirjoittaa al-

kutilassa
1k o km Im
N it p&*ok " PoXk ja %N - amka ‘ (22)

Nimellisjdnnityksen kdytt8d rajoittaa sen epdsymmetrisyys.



Konstitutiivisia yht#18it8 varten tarvitaan j&nnitysten muutosno-
peuksia. Eulerin ji&nnityksen materiaalinen aikaderivaatta on

6k1 = aokl/Bt + Vmamokl' T&m3 ei kuitenkaan ole sopiva konstitu-
tiivisia yht&158it3d silm81138 pit&den, niin kuin helposti havaitaan tar-
kastelemalla esim. ya-akselin suhteen pydrivéd sauvaa. Sauvan ol-
lessa y1-akselin suuntainen on O41 0 ja Oyp = 0. Hetkend, jollain
sauva on yz-akselin suuntainen, on Oqq " a, 050 ¥y 0. Jdnnitystenso-
ri siis muuttuu, vaikka jannitystila sauvan aineessa pysyy vakiona.
Objektiivisuuden vaatimuksen t&ytt&vd jannitysnopsus saadaan ssuraa-
valla tarkastelulla. Olestetaan l&htdkohdaksi yht&ldiden (19) ja
(18) mukainen yhteys 8 = 3 F ' « T * £, joka derivoidaan puolit-

tain ajan suhteen

Kaavan (9) mukaan saadaan F ' = - F 'sF*F ' = - F '+L. Eo.kaavasta

saadaan silloin
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S = JF 'e(I - LT~ TL o+ divy T)E (23)
Otaksuen, ettd tarkasteluhetkelld S = T, jolloin Sk1 = 0,1 J =1 ja
F = 1, saadaan

. v .

§=T=T-LT-1IL + T, (24)

v - -
missd T = Vklikil on Eulerin j3nnityksen Truessdellin derivaatta ja

I-= .klikil sen materiaalinen aikaderivaatta. Konvektiiviseksi de-
rivaataksi i nimitetdén osaa f = i - LT - ITLT. Zaremban-Jaumannin
derivaatta i esittd8 jinnityksen muuttumista aikahiukkasen mukana

*
nopsudella W kiertyvéssd koordinaatistossa T = T - w1 - I'ET. Kon-

vektiivisen ja Zaremban-Jaumannin derivaattojen v&linen yhteys on

{—eo
]
j—i%

- 0T -1 (25)

Samanmuotoinen kaava pdtee Kirchhoffin jannitykselle K. Cauchyn ja

Kirchhoffin jédnnitysnopeudet suhtautuvat toisiinsa kaavan

R=1+divvI " (28)



mukaisesti, kuten yhteydestd (18} voidaan p&atella.

2.3 Virtuaalisen tehon periaate

Virtuaalissn tehon (tai virtuaalisten siirtymien) periaate on ekvi-
valentti tasapaimoyht&ldiden kanssa, ja tavallisesti esim. elementti-
menatelmin liikeyhtdl&t muodostetaan sen avulla. Merkit&én v¥:l14
virtuaalista nopesuskentt&d tilassa Ct. Tasapainoyhtdldgista (17)

sekd kappalesen pinnan tasapainoyht&ldista N0kt tk = 0 seuraa vir-
tuaalisen tehon yhtald

Il:g" dV + fpvev*dV = [pFevu* dv + [E-u* dA (27)
v v (1 A

Sovellutuksissa on kuitenkin tarkoituksenmukaista kdytt&&d kiintedan
alkutilaan referoituja yht&l8itd. Yht&ldstd (20) seuraa
\{g:g’dvo + \I/ pX V¥ dV, = \I/ pf V¥ dvy /{ tevwdn,  (29)

o (8] [s] (s}

jossa t = HO'E'ET on pintavoima alkutilan CD pintayksikkod kohti.
Yht&ldn (28) materiasalinen aikaderivaatta on
L cw .-T..' :‘._ . 1) . ‘.:._._
\Il(g.g + S:H H )dv ¢ \j/ XV vy \j/pofo Ve v ¢ /{ tv*dA) (29

o ] o ! s]

Sekd -kokonais- ettd pdivitetty Lagrangen menetelmd perustuvat yhté-
16ihin (28} ja (29).

2.4 Elementtimenete lmé

Elementtimenstelmdd kdytettdess&d siirtymid u approksimoidaan lausek-
keslla U = Ng, jossa N on muotofunktioiden matriisi ja q siirtymd-
parametrien vektori. Nopeuskentt&a v approksimoi lauseke U = Ng.
Lagrangen muodonmuutostensorin nopeudelle saadaan lauseks E = (Bo+
B1]d. jossa E on nyt ymmadrrett&vd vektoriksi. B, on lingaarista



teoriaa vastaava matriisi, kun taas B1 riivppuu siirtymdparametrien
q arvoista. Virtuaalisen tehon yht&18 (28) johtaa matriisimuotoi-

seen liikeyht&l&én

R(g) + M3 = @ (30)

missd R = | (BO+B1]TS dV_ sisdisten voimien vektori
Vo
M= f NTpDNdV0 massamatriisi
v
o

Q=7 NTp fdv_ + f NTtdA ulkoisten voimien vektori
v oo o 0

s} AO

Yhtdldstd (29) seuraa puolestaan inkrementaalinen yht&l% siirryttédes-

sd8 tilasta Ct tilaan Ct+At

K aq + Mm% = 20 - 'R (31)

i

missg 1Kt K_ o+ K1 + K2 on tangenttijédykkyysmatriisi

K = [ B:‘DBQdVD lineaarinen ja8ykkyysmatriisi

VU
Ky = J @ "0%, +'8,"08_ + '8,"0"8,)av, geometrinen jaykkyys-
v [a] 1 0 1 1 o ]
0 matriisi
K, = f 67'8Gav, jinnitysjdykkyysmatriiei
v
o

Yl&indeksit 1 ja 2 viittaavat tiloihin Ct Ja Ct+At' Jé&nnitysjaykkyys-
matriisin K2 muodeostaminen on selvitetty tarkemmin esim. teoksessa
[31. Konstitutiivinen yhteys S = D * E on yht&184 (31) johdettaes-

sa otaksuttu tunnetuksi.

Yht&ldt (30) ja (31) ovat kokonais-Lagrangen menetelmin mukaisia,
koska alkutila Co gdilyy referenssitilana. Mik&li referenssitilaksi
valitaan saim. tila Ct' Joata edetdén tilaan Ct+At' kdytetdédn pdivi-
tettyd Lagrangen menstelmé#. Inkrementaalinen yht&ldryhm& on J81-
leen muotoa (31), mutta tangenttijdykkyysmatriisi Kt sisdlt&4 vain
osat Ko ja K2. Kaikki suureet on tietenkin laskettava tilassa Ct'
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Siirtym#inkrementin ratkaisun jdlkeen j&nnitys 2§ = 1I + AS on muun-
nettava u?den referenssitilan Ct+At Eulerin jénnitykseksi 21 =
N 15-2§' ET, Jjossa 1E on siirtyméinkrementtié AU vastaava muodan-

muutosgradientti.

3. KONSTITUTIIVISET YHTALOT

Konstitutiiviset yht&18t kuvaavat aineen mekaanista tai termomekaa-
nista kdyttaytymistd. Numeerisen ratkaisemisen mydtd on tullut mah-
dolliseksi kBytt&3 suhteellisen monimutkaisia materiaalimalleja,
jotka yh& tarkemmin simuloivat todellisten aineiden ominaisuuksia.
Pienid muodonmuutoksia silm&ll& pit&en kehitettyj& teorioite voi-
daan k3yttd3 usein myds geometrisesti epdlineaarisissa tapauksissa,
51113 aineen kokemat muodonmuutokset saattavat olla pienid vaikka
siirtymdt ja kiertymdt ovat suuria. Varsinaiset suurten muodonmuu-
tosten teoriat kohtaavat teoreettisen k&sittelyn lisdksi hankaluuk-

sia esim. ainevakioiden kokeellisessa mddrittémisessa.

Konstitutiiviset yhtaldt lausutaan yleensd objektiivisten jannitys-

nopeuksien ja vastaavien muodonmuutosnopeuksien v&lisind. Sopivia

: ® . . okl ekl .
pareja ovat T ja D sekd K ja 0. On huomattava, ettd S = K ja
ékl N Dkl' Myds é ja E ovat toisiaan vastaava pari. Konstitutiivi-

nen yhtdl$ on siis esim.

|—%

= C:D (32)
miss& C on hetkellinen konstitutiivinen tensori.

Materiaalimallien kehitt&minen on usein tapahtunut fenomenologisella
pohjalla kostuloksiin nojautuen. Fysikaalisesti hyvdksyttaviltd
teorioilta edellytetdin ristiriidattomuutta termodynamiikan p&&-
sd&ntdjen suhteen. Viime vuosina ns. sisdisten muuttujien teoria

on saanut erityistd huomiota [4), [5]. Havaittavien konstitutiivis-
ten muuttujien, muodonmuutosten e ja la&mp&tilan T, lisdksi otetaan
kdyttdsn joukko sisdisis muuttujia o, joiden tarkoituksena on mah-
dollistaa teorian rakentaminen. Sis&inen energia u ja vapaa ener-
gia ¢ (massayksikkdd kohti m#Zriteltynd) ovat tilanfunktioita, jot-
ka riippuvat e€:sta, a:sta ja T:std. Sisdisid muuttujia vastaavat

sisdiset voimat B “(jotka ovat itse asiassa nollia, silld ne eivét



(N

esiinny jédnnitysten teholausekksessa). J&nnitykset o ja sisdiset
voimat B jaetaan kvasikonservatiiviseen ja dissipatiiviseen osaan

o = od +0d, B =Bq +Bd = 0. Edelliset ovat johdettavissa potentiaa-
lists, vapaasta energiasta ¢ . o9 = pdy/ e jan = pdy/da. Termody-
namiikan 2. p&&s&anntn mukaan entropian tuotto prosessissa on aina
ei-negatiivinsn. Paikallisesti t&md voidaan ilmaista Clausius-
Duhemin epdyht&l6nd, jonka mukaan dissipatiivinen teho odé + dezo.
Tdstd edetd&n midrittelemdlld dissipaatiofunktio ¢, joka on ei-nega-
tiivinen ja riippuu tilanmuuttujien lisiksi niiden nopeuksista.
Suurimman dissipaatiotehon periaattsen mukaan dissipatiiviset voi-
mat johdetaan dissipaatiofunktiosta od = vaw/aé. Bd = vag/3a, misséa
v on verrannollisuuskerroin. Mik&li ¢ on é:n ja d&:n homogeeninen
nelidmuoto, on v = 1/2 ja dissipatiiviset voimat ovat lineaarisia

¢:n ja &:n funktioita. T&m& on Onsagerin periaate. ks, [4].

Yksinkertaisena ssimerkkind tarkastesllaan viskoslastista Maxwellin
slementtid (kuva 2). Kokonaisvenymd on &€ = a+&. Jousen venymi
on a=¢-o ja muodonmuutosenergia

(vapaa energia) ¢ = Ea/2 -

= E{e-a)/2. T&std seuraa o=

=E(e-a),B8Y =-E(e-a). Viskoo- (a3 E 7 o

sin elementin venymd& o on sisdi- ' i EZ
send muuttujana. Valitaan ne- o E

lidllinen dissipaatiofunktio

© = & 2/2, jolloin o9 = g,gd

= né. Ehdosta 6=Bq +Bd = 0,4 Kuva 2. Maxwellin elemantti.
saadaan n& + Ea = Eg, josta a

voidaan ratkaista ja sijoittaa omnlausekkeeseen o = E(e-2) .

4. NUMEERINEN RATKAISEMINEN

Epdlineaaristen probleemoiden numeerinen ratkaiseminen suoritetaan
yleensd Newton-Raphson-tyyppisills iteratiivisilla tai energialausek-
keen minimointiin tietyn strategian mukaisesti t&htddvillsd etsinta-
menetelmilld. Suurimman suosion ovat saavuttaneet Newton-Raphson-
algoritmit, joilla ratkaistaan tyyppid (30) tai (31) olevia yht&ls-
ryhmid&. Mik&li ep&linsaarisuudessa ei tapahdu jyrkkis muutoksia,

iterointi suppenee nopeasti. Vaikeuksia tuottavat rajapistsenmukai-
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set epdstabiilisuuskohdat, joissa tangenttijdykkyysmatriisi on
singulaarinen. Viime aikocina on kehitetty Newton-Rapson-menetelméan
modifikaatioita, joilla Jacobin matriisin (tangenttijykkyysmatrii-
sin) k&&nteismatriisi voidaan taloudellisesti pdivittdd tai joilla
ratkaisu saadaan myds rajapisteen kohdalla [6],...,[10]. Kvasi-
Newton-menetelméssd (ks. [6]) yht&1ld F(x) = 0 ratkaistaarn iteratii-
visesti muodossa K, (x; - xi_1) = Flxy) - F(xi_1). K; on Jacobin
matriisin approksimaatio. Ratkaisua paragnstaan etenemdlld suun-
taan d; = K.-1F(xi]. Ns. BFGS-algoritmissa (Broyden-Fletcher-

1 -
Goldfarb-Shanno) Ki L lasketaan seuraavasti

-1 Ty,-1 T
Ky = (I + WiV ]Ki_1(I Yovgwe )i (33)
A _ T T 172 _
missd v, = (Giy/GiKi_1) Ki-16i Yi
. T

Wi oS 61/61 Yi

8 = X3 7 X4

Yy < F(xi) - F(xi_1J
Parannettu arvo on Xigq =% 7 Sidi' jossa s; on yhtdlén G(s) = diTF

(xi - sdi) nollakohta.

Dynaamisissa epdlinesaarisissa problesmoissa sksplisiittiset aikainteg-
rointimenetelmét ovat yleensd taloudsllisempia kuin implisiittiset,
2

M

pdivittamistd. Kvasi-Newton-menetelmdlld implisiittisten menetelmien

joiden konvergenssi edellyttd3 tangenttijdykkyysmatriisin Ke + Bh

taloudellisuutta voidaan parantaa [7].

5. ESIMERKKEJA

Teknillisen kaorkeakoulun rakennetekniikan laitoksessa on usean vuoden
ajan tutkittu rakentsiden epdlineaarista analyysia ja kehitetty
ratkaisemisean soplvaa tlietokonaohjelmistoa [11],...,[21). Erityises-
ti tekn.lis. Markku Tuomalan pancs tietokoneohjelmiston tekemises-

88 on ollut ratkaiseva.
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5.1 Ulokepalkki

Yksinkertaisena testiesimerk-

T -1 . Mg = 2TLEL/L
kind kdy tasajdykk& uloke, jon- | 1 2 3 . $
ka péddssd vaikuttaa momentti. + + + + {
Viisi Euler-Bernoullin tai S TIMOSHENKO EL
Timoshenkon teorian (leik- 5 E-B ELEMENTS

kausmuodonmuutos mukana) mu-

kaista B-vapausasteista palk-

kielementti& tuottaa hyvin tar-

kan tuloksen. Kuva 3. Ulokepalkki.

5.2 Ympyralaatta

Kuvassa 4 on esitetty alumiinisen kiertymattdmisti tuetun ympyra-
laatan keskipisteen taipuma ajan funktiona [11}, kun kuormana on
tasan jakautunut impulssi v, = 4410 in/s laatan keskiosassa. Ai-
nevakiot ovat E = 1.04 10’ psi, o, = 4.24 10% psi, E. = 5.44 10%si,
v =20.3, p = 2.508 10_4 1bf sec/in4. Laskslmissa kdytettiin suur-
ten muodonmuutosten plastisuusteoriaa, pydr&hdyssymmetristd kahdek-
sansolmuista isoparametrista elementtid ja aikaintegroinnissa tra-

petsikaavaa.

he0RS vy,

swlin] 2.
0.} | Yeotn

~—— EXPERIMENT
——— FEM KEY etal.

~—o— FEM, O AX|S.SOLID
»? ELEMENTS

03

0.2

01

[ms]

I | i A A —

0 0.1 02 03 o4 05

oy

Kuva 4. Ympyrélaatan keskipisteen taipuma.
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5.3 Terdsbetonilaatta

Kuvassa 5 nd8hdd&n ter&sbetonilaatan keskipisteen taipuma ajan
funktiona. Kuormana on keskipisteeseen vaikuttava ajasta riippu-

va voima esim. vesisuihku [22]. Ainevakiot ovat betonille FC =

22.7 MPa, Ft = 2.27 MPa, Ec = 33 GPa, Vo = 0.15 ja terdkselle

fg = 400 MPa, E_ = 206 GPa ja tiheys p”="2400 kg/ma. Betoniin so-
vellettiin plastisuusteoriaa, jossa toisena versiona oli muodonmuu-
tosnopeuden mukana kasvava my&t&lujuus. Terds otaksuttiin kimmoplas-
tiseksi, Laskelmissa kdytettiin ochuen laatan teorian mukaista 24-
vapausasteista ja paksun laatan tesorian mukaista 20-vapausasteista

laattaelementtid ja aikaintegroinnissa keskeisdifferenssimenetelm&s.

10000 mm

810
120 |
o
R
500

& [ ' — r0? ) r1HICK
- o—o 2x2el [ PLATE

def.lmnl — F03
| o—o 2u2el. ) THIN
| w—x Iu3al, PLATE
101
8}
6 RATE DEP.
250
[y .
2 r RATE DEP.
L 1 i i L I
H 10 15 20 25 30 tms)

Kuva 5. Terdsbetonilaatan keskipisteen taipuma.



6

15

KIRJALLISUUSVIITTEETY

Malvern L.E.,
Introduction to the mechanics of a cantinuous medium. Prentice-
Hall, 1969.

Washizu K.,
Variational methods in elasticity and plasticity. 2. painos.

Pergamon Press, 1975.

Zienkiewicz 0.C.,
The finite element method. 3 painos. McGraw-Hill, 1977.

Ziegler H.,
An introduction to thermomechanics. North-Halland Publishing

Company, 1977.

Schapery R.A.,

On a thermodynamic constitutive theory and its application to
various nonlinear materials. Proc. IUTAM Symp., East Kilbride.
Springer 1968, 259-285.

Matthies H. ja Strang G.,
The solution of nonlinear finite element equations. Int. 2J.
Num. Meth. Eng. 14 (1979), 1613-1626.

Geradin M. ja Hogge M.A.,
Wuasi-Newton iteration in nonlinear structural dynamics. 5. SMiRT
Conference, Berlin 1979, Paper M7/1%.

Ramm E.,

Strategies for tracing the nonlinear response near limit points.
Nonlinear Finite Element Analysis in Structural Mechanics,

toim. W. Wunderlich, E. Stein ja K.-J. Bathe. Springer 1981,

s. 63-89.

Rheinboldt W.C.,
Numerical analysis of continuation methods for nonlinesar
structural problems. Computers & Structures 13 (1981), 103-113.



10

11

12

13

14

15

16

17

18

16

Watson L.T. ja Yang W.H.,
Optimal design by a homotopy method. Applicable Anal. 10
(1980), 275-284.

Tuomala M.T.E.,

Erdiden yksinkertaisten rakenteiden staattisen ja dynaamisen
vastean analysointi elementtimenstelm&lld. TKK, lis.tyd,
Otaniemi 1980.

Helenius A.,
Kimmoisen ja kimmoplastisen aineen malleja epdlineaarisessa
jatkuvan aineen mekaniikassa. TKK, dipl.ty&, Dtaniemi 1380.

Myllymaki J.,
Lyhytaikaisesti kuormitettujen sauvarakenteiden dynaaminen

vaste. TKK, dipl.tyd, Otaniemi 1880.

Piila P.,

Terdsbetonipalkkien ja levyjen analysointi elementtimenetelmdl-

13. TKK, dipl.tyd, Otaniemi 1880.

Olin 3J..
Betonin ominaisuudet nopeissa kuormituksissa. TKK, dipl.tyd,
Dtaniemi 1978.

Sinisalo H.,
Iskuaallon eteneminen sauvassa. TKK, dipl.tyd, Otaniemi 1977.

Kaira H.,
Taipuisten laattojen ja laakseiden kuorten geometrisesti ja ma-

teriaalisesti epdlineaarinen analysointi elementtimenetelm&lla.

TKK, dipl.tyd, Otaniemi 1976.

Tuomala M.,
Taipuisten laattojen analysointi glementtimenetelmdlld. TKK,
dipl.tysé, Otaniemi 1974.



19

20

21

22

17

Saloviin K.,
Visko- tai elastoviskoplastisen laatan analysointi elementti-
menetelmdlld. TKK, dipl.tyd, Otaniemi 1975.

Karri J.,
Elementtimenetelmdn soveltaminen terdsbetonilevyihin. TKK,
dipl.tyd, Otaniemi 1972.

Pajunen H.,
Elementtimenetelmdn soveltaminen ter&sbetonilevyihin. TKK.
dipl.ty8, Otanpiemi 1972.

Mikkola M.J. ja Sinisalo H.S.,

Finite element analysis of transient nonlinear response of
reinforced concrete structures. Nonl. FE anal. in struct.
mech., toim. W. Wunderlich, E. Stein ja K.-J. Bathe. Springer
1881, s. 481-501.






TERASBETONIPALKISTOJEN EPALINEAARINEN
ANALYSOINTI ELEMENTTIMENETELMALLA

Mikko Kilpel&dinen
Oulun yliopisto

1 JOHDANTO

Terdsbetonisten arinapalkistojen epdlineaarista analysointia var-
ten on Oulun yliopiston rakennetekniikan laitoksella kghitetty
laskentamenetelmd, jota koskeva tutkimus on julkaistu viitteessa
[1]. Vaikka se on laadittu nimenomaan arinapalkistoja varten, so-
veltuu se myds muiden ter&sbetonipalkistojen laskentaan. T&ma
esitys perustuu em. tutkimukseen. Tarkoituksena on kuvata mene-
telmédn laht8kohdat ja pddpiirteet sekd verrata erditd laskemalla
saatuja tuloksia vastaaviin kokeellisesti saatuihin tuloksiin.
Merkint®ind kéytetddn samoja merkint8jé kuin julkaisussa [1].
Tutkimuksen yhteydessd on laadittu kehitetyn laskentamenetelmin
pohjalta tietokoneohjelma, jonka kiyttdohjest on esitetty julkai-
sussa [2].

2 LAHTOKOHDAT JA OTAKSUMAT

Laskentamenetelm&& kehitettdessd on tehty joukko yksinkertaistavia
otaksumia. T&rksimmdt ctaksumat ja laskentaperiaatteet ovat seu-
raavat:

1. Laskenta perustuu elementtimenetelmd&n. Elementtein& kdyte-
tédé&n yksiulotteisia palkkielementtejd. Kaksi- ja kolmiulot-
teista jé&nnitystilaa ei oteta huomioon.

2. Palkiston geometria voi olla mielivaltainen (vina, suorakul-
mainen, sripituiset elementit, yksinkertainen tai jatkuva
palkki jne.). Kuitenkin jokaisen elementin koko pituudella
poikkileikkauksen tulee olla vakio, joko suorakaide-, L- tai
T-poikkileikkaus.

3. Palkiston kuormat vaikuttavat pistekuormina elementtien solmu-
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pisteissd kohtisuoraan palkiston tasoa vastaan.

4, Kuormitus on lyhytaikainen, monotonisesti kasvava kertakuormi-
tus.

5. Palkkien on oltava aliraudoitettuja. Raudoitus on tunnettava
ennen laskentaa.

6. Tuet voivat olla joko jayk#sti kiinnitettyJ& tai niveldityja
kunkin vapausasteen suunnassa.

7. Elementtien p&it voidaan m#sritt&d niveldidyiksi eri vapausas-

- teiden suunnassa. Myds laskennan aikana voi elementtien pai-

hin syntyd plastisia nivelid terdsten myStdémisen johdosta.

8. Elementeissd syntyvd v8&ntd otaksutaan vapaaksi v&&nntksi.

9. Elementtien poikkileikkaukset pysyvét tasoina taividtuksen
alaisessa rakenteessa.

10. Leikkausjdykkyyttd ei oteta huomioon elementin jéykkyysmatrii-
sia muodostettaessa.

11. Betonin virumaa ei oteta huomioon.
3 MATERIAALIEN JANNITYS-MUODDONMUUTOSOMINAISUUDET

3.1 Puristettu betoni

Puristetun betonin €@-€-kuvaajaa aproksimoidaan polynomilla
g = a3 + a,*R + a_ N +a-n3.+a.n (1)

M&&rittédmdllé polynomin kertoimet viidestd reunashdosta saadaan
puristetulle betonille kuvan 1a mukaiset O-€-kuvaajat.
Talldin

€

n:.—c—

cy

E = 6200 - vf'
c c
(2)
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Kuva 1. Betonin 0-e-kuvaajat puristuksessa (a) ja 'vedossa (b).

3.2 Vedetty betoni
Vedetyn betonin o-e-kuvaajaa aproksimoidaan polynomilla

- 2 3
20gt © bD + b1-n + bz-n + b3 n (3)

Kun mda&ritetédn polynomin kertoimet neljdn reunaehdon avulla, jot-
ka kuvaajan tulee t&ytt&s, saadaan taivutusvedossa betonille kuvan
1b mukaiset o-eg-kuvaajat.

Talldin

(4)

32
fop = 0,30 -/

Keskeisessd vedossa betonin vetolujuus lasketaan yht&ldsta
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£, =0,25 ¢ c (5)

3.3 Teras

Terdksen o-e-kuvaaja on Suomen rakentamismd&rdyskokoelman osassa
B4 esitetyn kuvan mukainen. T3mén mukaan terds on elastoplasti-
nen matsriaali. Malli soveltuu hyvin kuumavalssatulle harjaterdk-

selle.

4 TERASBETONIPALKIN POIKKILEIKKAUKSEN HALKEILUKAPASITEETTI

Pelk#dssd taivutuksessa lasketaan positiivinen halkeilutaivutusmo-
mentti yhtdldsté

M = I g (e )-EE—-x-dA + I o (e )'EEE
ropos ) c el el ) ct” “ct €cty
cc ct
(h-x)-dA + DS-(x-d') + ZS-(d-x) (6)

Laskgnta tapahtuu iteroimalla sisdisten voimien tasapainoyht&ldn
avulla. Negatiivinen halkeilutaivutusmomentti voidaan laskea

vastaavalla tavalla.

Halkeiluv&&ntdmomentti pelk&ssd vadnndssd saadaan yhtaldsta

2
K h b
tro w
T = 1,33+ —— « f @ e
ro ’ K ct (7)
trw 3,04+ 2,6
D,45vbh
W
T&l1l8in
) . 1,023 4, .3
Kipw = 0,60 « G, + (3 Fd ho- by (a)
0.18*-b—

W
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ja

Ktro

2
3
= ke (Ko f (0,267- G, + hy - by) (9)
Suorakaide- ja L-poikkileikkaukselle k = 1, ja T-poikkileikkauk=
selle k = 1,15.

v

Pelk&ssd leikkauksessa lasketaan halkeiluleikkausvoima yhtélésté
(214,8 a

d d
VFO = (1,0 . T- a ]' ‘Fct' bw' ZI‘D (10)

a on leikkausjénne eli elementin pituus, ja Za saadéan‘yhtélﬁsté

rol (11)

Yhdistetyssd kuormituksessa halkeilu alkaa Joko taivutusmomentin
ja va&ntdmomentin yhteisvaikutuksasta palkin taivutukseen nahden
‘vedetylld reunalla tai vBantSmomentin ja leikkausvoiman yhteis-
vaikutuksesta uuman pitemmdn sivun puolivilissd poikkileikkauksen
reunalla. Taivutusmomentti ja vA&ntdmomentti toteuttavat halkei-

lun alkaessa vuorovaikutusyht&ldn

e TIEJZ (12)
= + = 1 2
ro ;o
Talléin
Kiro 0,54 2
T! =1,33 . - f v —L=—- . h“ + b (13)
ro Ktrw ct 1'6+E£ w ]
w

Halkeilun alkaessa vB&ntdmomentin ja leikkausvoiman yhteisvaiku-
tuksesta toteuttavat ne vuorovaikutusyht&lén

<<
<<

T 2 T 2
(TL + 0,40 . .TL . V_P_. + (V—P_) = 1 (14)
ro ro ro ro
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5 TERKSBETONIPALKIN POIKKILEIKKAUKSEN KUORMITUSKAPASITEETTI

Aliraudoitetun palkin murtuminen alkaa terdksen my8taadmisella.
Koska myBtdamisen alettua kuormitus ei kyseisess3d poikkileikkauk-
segssa voi endi sanottavasti kasvaa, voidaan t&l18in katsoa poikki-
leikkauksen kuormituskapasitsetti saavutetuksi. Samoinkuin beto-
nin halkeilu myds terdsten my&tddminen vaikuttaa terdsbetoniraken-
teen epdlineaariseen k3ytt3ytymiseen. Terdsten mydtéddmisen alka-
minen merkitsee myds plastisen nivelen muodostumista my&t&kohtaan.

Pelkéssa taivutuksessa saadaan positiivinen taivutuskapasiteetti

yht&ldsta
€
Moo f o (e g2+ x - dA + O+ (x - d')
P A cc
cc
+ 72+ (d - x} (15)

s

Negatiivinen taivutuskapasiteetti saadaan vastaavalla tavalla.

Pelkédssd vaanntsssd saadaan vddntdkapasiteetti ristikkoanalogiaan

perustuvasta yhtdldsta

L
Arf A 0 f
- . sl yl st yt
Tuo 2 Agvi u s (18)

Vastaavasti pelk#ssd leikkauksessa saadaan leikkauskapasiteetti
yhtalésta

'
2:A_-Ff .*h *A__-f
vuo =V sl y; o st 'yt (17)

Yhdistetyn kuormituksen alaisen palkin kuormituskapasiteetti lasr

ketaan yleisimmin ns. ristikkoanalogiaan perustuen. T&lldin te-
rédsten mydtd3&minen voi alkaa kolmella eri tavalla:
1. Alapinnan pitkittdisterdkset ja hakaterdkset mydtdavat.
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Té&lléin taivutusmomentti, vi&ntdmomentti ja leikkausvoima to-

teuttavat vuorovaikutusyht&lén

(
IUI V1

Tu01 ja Vu01 saadaan yhtdldista

2:A_f LoA__oFf
= . ! s vyl st "yt
Tuo1 2 - A “k/[ T (19)

At oh *A_ of
Vio1 '2'\/5 e (20)

2. Yl8pinnan pitkitt&disterBkset ja hakaterdkset myStdsvat. Vuo-

rovaikutusyht&l®d on t&lldin

M, T, 2 v, 2
+ (T ) o+ (V ] = 1 (21)
uoneg ua2 uo2
Nyt

20N f oA o .

N i 85 vi st "yt
Tut:|2 2Ao V u_+s (22)

o}

A'ef _oh A f .

Vigy = 2 '\/ s ¥l b st yt (23)

3. Pitkittéisterdkset ja hakaterdkset mySt&&v&t uuman silld si-
vulla, jolla leikkausvoiman ja v&&ntdmomentin aiheuttamat

leikkausjénnitykset ovat samansuuntaiset. Vuorovaikutusyhta-
1d on
2 2
T T v v
(T u ) + uoo v, 2 N u ) = 14 (24)
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T saadaan yht#léstd (16) ja Vu03 yht&ldsta (17).

uo3

Koska myds betoni kantaa osan leikkausvoimasta, korvataan Vu eo.
yhté&ldissa erotuksella Vu - VC. VC on betonin leikkauskapasiteet-

ti, joka saadaan yhtaldsté

Vv = f + bz (25)

Jas VC 2 Vu. merkit&é&n VC = Vu, jolloin leikkausvoimasta aihbeutu-

vat termit eo. yht&l8istd haviavat.

Jotta palkki toimisi ristikkoanalogian mukaisesti, tulee raudoi-
tuksen tayttsdd erditd ehtoja. Laattapalkin kuormituskapasiteetin

ristikkoanalogia arvioinee hieman liian pieneksi.

6 TERASBETONIPALKIN POIKKILEIKKAUKSEN JAYKKYYSOMINAISUUDET
6.1 Taivutusjaykkyys

Poikkileikkauksen taivutusjdykkyyttd voidaan tarkastella ¢-M-ku-
vaajan avulla, jolloin ¢ on kd8yristymd ja M on taivutusmomentti.
¢-M-kuvaajaa aproksimoidaan kolmesta osasta koostuvalla kuvaajalla
kuvan 2 mukaisesti. Kuvaajan avulla md33ritellddn taivutusjdykkyys

sekanttijdykkyytend yhtdldsta
M
Knm = o (26)

Valilla OAO ®-M-kuvaaja on kadyra siten, etta Km pienenee suora-
viivaisegsti arvosta Kme arvoaon Kmro" kun M kasvaa nollasta arvoon

Mro ., Janat AOBO , BOC0 sekd AB ja BC sensijaan ovat suoria vii-

voja (kuva 2).
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9.  Hde b ke ¢

Kuva 2. Terdsbetonipalkin ®-M-kuvaajan aproksimaatio shemaatti-
sesti esitettynd. Pelkk& taivutus =———— , yhdistetty
kuormitus e = = = .

6.2 Vaantdjdykkyys

Poikkileikkauksen va&nt8jédykkyyttd voidaan tarkastella 0-T-kuvaa-
jan avulla, kun ¢ on vdantymd ja T on vdintdmomentti. Myds 6-T-
kuvaajaa aproksimoidaan kolmesta osasta koostuvalla kuvaajalla ku-
van 3 mukaisesti. V&&ntdjdykkyys mddritellddn nyt sekanttijdyk-
kyytend yhtalésta

aJ
Ke = 5 (27)

V&ali DAD on kdyrdviivainen siten, etta Kt pienenee suoraviivaises-

ti arvosta Kt8 arvoon Ktro vd8ntym&n kasvaessa nollasta arvoon epo.
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%6, 6, 6, 6, 6 6. 0

Kuva 3. Terdsbetonipalkin 8-T-kuvaajan aproksimaatio shemaatti-
sesti esitettynd. Pelkkd v83antd ———— , yhdistetty
kuormitus — = — — .,

Betonin halkeilun alkaessa tarkasteltavana olsvassa poikkilsik-
kauksessa muodostuu taitepiste A sekd@ ¢-M-kuvaajaan ettd 6-T-ku-
vaajaan samanaikaisesti riippumatta siitdé, alkaako halkeilu taivu-
tusmomentin ja vA&ntBmomentin vai vaa&nt&momentin ja leikkausvoiman
yhteisvaikutuksesta. Mr ja TP ovat poikkileikkauksessa halkeilun
alkaessa vaikuttavat taivutusmomentti ja vd&ntdmomentti.
Vastaavasti terdsten mydt&&misen alkaessa muodostuu taitepiste B
samanaikaisesti sekd ®-M-kuvaajaan ettd 6-T-kuvaajaan. My ja Ty
ovat siis poikkileikkauksessa myGtda@misen alkaesssa vaikuttavat

taivutusmomentti ja leikkausvoima.

7 LASKENTAMENETELMA
7.1 Lineaarinen menetelmé

Lineaarinen laskentamenetelméd, josta modifioimalla ep&lineaarinen
laskentamenetelmd saadaan, perustuu elementtimenetelmddn. T&alldin
solmupisteiden v&liset palkin osat kdsitellddn yksiulotteisina
palkkielementteind. Niiden kummassakin p&&ssd on kolme vapausas-
tette: taivutue, vEdntYd ja leikkaus. Palkkislementti, sen va-

pausasteet ja koordinaatistot on esitetty kuvassa 4.
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Yooy
Kuva 4. Palkkielementti, sen vapausasteet ja koordinaati;toty

Jokaisen elementin paikalliskoordinaatistossa on voimassa matrii-
siyht&ald

F' = k' - & (28)

F=k-8 (29)

Kun E on koordinaatiston muunnosmatriisi, saadaan

k-E . k' . E (30)

Muodostamalla palkiston jokaisessa solmupisteessd tasapainoyht&ld
kunkin vapausasteen suunnalla saadaan koko rakenteelle matriisiyh-
tals

Q=K - a (31)

Q on rakenteen kuormitusvektori, K on rakenteen jadykkyysmatriisi
ja & on rakenteen silrtymdvektori.

Kun merkitdédn alaindeksilld s vapausasteita, joiden suunnassa ra-

kenne on tuettu ja siirtymd siis nolla ja alaindeksilld f muita

vapausasteita, saadaan rakenteen siirtymit yht&léstd

-1
b, = Kop - Qg (32)
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ja tukireaktiot yht&ldsta

Q- K- Kb ® G (33)

s
Elementin nurkkapistesiirtymédt saadaan yhtdlosta
& -E- & ' (34)

ja nurkkapistevoimat yht&l8std (28).

7.2 Epélineaarinen analyysi

Epdlineaarinen menetelmd perustuu myds elementtimenetelméén. Teh-
tivdn ratkaisuun kdytetddn kuormainkrementtitekniikkaa. Rakenteen
voimasuurset ja siirtym#t haetean jokaisessa kuormittamisvaiheessa
iteroimalla, ja rakentesn jdykkyysmatriisia muutetaan jokaisen

iteraatiokisrroksen jalkeen. Yhtdld (31), jossa kdytetdan ns. se-
kanttijéykkyytté. on siis ratkaistava jokaisella iteraatiokierrok-

sella.

Iteroinnin suppenevuus tarkistetaan vertaamalla elementtien nurk-
kapistevoimien ja -siirtymien uusia arvoja gdelliselld iteraatio-

kierroksella saatuihin arvoihin. Jos epdyht&1l8

; 6n t*16i - tﬁi t+1Fi _ tFi
5 + I + < € (35)
‘n L te,
1 & Fi
1 1

ei ole t&l18in voimassa, annétaan nurkkapistesiirtymille ja -voi-
mille uudet arvot yht&lon

t+1 t t+1

Gi = 0,75 - 6{ + 0,25 - 63
(36)

t+1 t

Fr = 0,75 » SFr + 0,25 .« P
1 1

mukaisesti. n tarkoittaa elementtien lukum&&r&d, ¢ laskentatark-
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kuutta ja yl&dindeksi t iterointikierrosta.

Kun merkit&88n i:1138 kuormitusvaihetta ja t:11ad iteraatiokierrosta,

voidaan laskennan kulku esitt&3 lohkokaavion muodossa seuraavasti:

Laske  %§) 34 'r;I
T, '
—{ ko= oy, R Ic——-

[ Mucdosta tx‘ ‘

Laske "1 ga g

on
4 ei
'

= 0,75- t‘;’°-75't‘16i

LR I

t“‘;

" [}
. = 0,95 “rye0,25. 57

—f =7 ]

0~

Kuormas jatkuvasti lis&ttiesss alkaa terdsten my4tdessd syntys
plastisia niveli¥ rakenteesssn. Kéytetysss laskentamenetelmisss
nivelet volvat muodostua vain slementin p8ihin, joihin voi muodos-
tua taivutus-, vB3ntd- tai leikkausnivel tai niiden yhdistelmi.

Nivelen muodostuttua asetetaan ko. poikkileikkauksessa vaikuttavat



32

myStdvoimasuureet ulkoisiksi kuormiksi nivelern molemmille puolil-
le. Kun nivelid on muodostunut riittdvasti, muuttuu rakenne meka-

nismiksi, jolloin rakenteen mydtBkuorma on saavutettu.

Palkkielementin jaykkyysmatriisi m##ritetddn jokaisella iteraatio-
kierroksella muotofunktion avulla. Taivutusmomentti ja kdyristyma
ilmaistaan muotofunktion avulla. Integroimalla tydyht&ld koko
elementin yli saadaan slemsntin jaykkyysmatriisin taivutustermit
nurkkapistevoimien ja -siirtymien funktiona. J&ykkyysmatriisin
vdintdtermit médritetd3n kuitenkin tarkkuussyistd@ muotofunktioiden

kdyttstd poikkeavalla iteratiivisella menettelylla.

8 LASKENTATULGSTEN VERTAILU ERAISIIN KOETULOKSIIN

Viitteessd [1] julkaistun tutkimuksen yhteydessd rakennettiin ja

kuormitettiin arinapalkisto, jonka solmupisteiden taipumat on esi-
tetty kuormituksen funktiona kuvassa 5. Voidaan todeta, ettéd las-
kentatulokset ovat ns. varmemmalla puolella sekd mydtdkuorman etta

taipumien suhteen.

320 20, | 320
-
Q Q Q ]
N [ S S e =] N ¢§; |
24 240|-} il 240 < L
1/ 1 -
I / ! 1
160 S T Y £ r qoc_{./7/ﬂ’_ S
7 ' /
80 oint 2 80 dopint 3 80 alnt &
o o [ l
6 [ 10 0 2 4 6 [ 10 0 2 q [ 8 10
o mm a mm o mm
320 ] 320,
Q | —
kN /""/""-1 O EN
Y e i = 1
240 7, — eaol—
| - 3
[ 2= /
&0 :,‘ [ 160 1
//
80|~ d o loim § 00 LA yoint 7
o [4 ade .
0 2 4 6 8 10 12 14 16 0 2 4 ] 10 2 416
amm o mm

Kuva 5. Arinapalkiston kokeellisesti ja laskemalla saadut taipu-
makuvaajat kuormituksen funktiona [1]. Koe ,
teoriag == = —
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Viitteessd [3] on esitetty neljdn palkin kokeellisesti saadut tai-
pumien kuvaajat kuorman funktiona. Kuvassa 6 kuvaajia on verrattu
laskennallisesti saatuihin kd&yriin. Voidaan todeta, ettd vastaa-

vuus on hyva.

1,0 1,0
Q V/‘./_'_-—-— Q CEEET B
Tyarp! Y, 3;? /
o8 Q, /r‘
/ /
06 7 0.6 %
4 /)
oaf—/] os|—/
/, P
// /
0,2 Ji vV40/40 0.2 v 404
[ 0,0
0 a5 10 1,5 20 25 o o5 {0 43 20 23

/ /4'
/ !
0,8 06 A
04— 0,4
A
/ /
02 / V 40/ 60 02 v40/8p

0,0 0,0
o 05 10 5 20 23 o 0% 40 1,3 20 28
amm amm

Kuva 6. Neljdn suorakaidepalkin keskikohdan taipumat kuormituksen
funktiona [3] . Kog ——— , teoria =—-—-—-—,

9 LOPPUSANAT

Laskentamenetelmdd kehitettdessd tehdyistd lukuisista yksinker-
taistavista olettamuksista huolimatta voitiin sen avulla saatujen
tulosten korreloivan koetulosten kanssa verraten hyvin. Laskenta-
tulokset ndyttdvidt olevan yleensd varmemmalla puolella sek& muo-
donmuutosten sttd myStGkuorman suhteen. K&yttdtilakuormituksen
valkuttaessa erot ovat ldhes olemattomia. Betonin halkeilu ndyt-
t&d8 tapahtuvan laskentamallin mukaisesti.



34

Tutkittaessa laskennallisesti v&d&nndn vaikutusta arinapalkiston
muodonmuutoksiin Ja voimasuureisiin todettiin sen olsvan hyvin
pieni. Vaikutus on sitd pienempi mitd suurempi on palkkien kor-
keuden suhde laatan paksuuteen. Myds kimmoteorian mukaan v&anndn
vaikutus on hyvin pieni, joten se yhteensopivuusvdd@nnissd voidaan
kdyt&nndn laskelmissa j&tt&8 huomioonottamatta. Myds laattapalkin
puristuslaatan toimivan leveyden vaikutus osoittautui pieneksi.

Vaikutus on sitd pienempi mitd heikompi raudoitus on.

Laskentaan tarvittavaa tietokoneaikaa lis&3 se, ettd rakenteen
jaykkyysmatriisi uusitaan ja yhtdldryhmad ratkaistaan jokaisella
iteraatiokierroksella. Sit3d voidaan lyhentdd v&8henté&m&lld ite-
rointitarkkuutta sekd integroimispisteiden ja kuormainkrementtien
madréd. Sopiva iterointitarkkuus néytt&d clevan 0,03. Kuormaink-
rementin tulisi olla ni. 10...15 % mybt8kuormasta ja integroimispis-

teitd 5...7 kpl kussakin elementissd.
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VETOAKESTAMATTOMASTI TUETUN KIMMOISEN PILARIN NURJAHOUS

Markku Heinisuo
Tampereen teknillinen korkeakoulu

1 JOHDANTO

Nurjahduskuormituksen méd&ritystd tapauksessa, jossa pilari aon tuet-
tu lineaarisills jousilla on k&sitelty paljon kirjallisuudessa
(Brush, 1975, Timoshenko, 1961). Seuraavassa tarkastellaan pilarin
poikittaisstabiliutta, kun pilarin tuenta ei muutu lineaarisesti
siirtymdn kasvaessa. Ké&ytd&nnSssd tdllainen tilanne tulee kysymyk-
seen, kun pilari on tuettu p&ist&in vetoakestimdttdmisti. Alle-
kirjoittanut on léytdnyt kirjallisuudesta t&ltd alalta vain
Timoshenkon [2]) k&sittelemdn tapauksen, jossa pilarin p3&t olete-
taan pySristetyiksi, Jos saumoja on a&rettdmé&n tihedssa, niin
pd&dyt&an Angervon [3] kaavoihin. Saumav&lin ollessa #&rellinen

on ratkaisu esitetty julkaisuissa Parland [4] ja Parland [5]. Jos
taas saumavdli on "&drettdmdn” pitk&, niin ratkaisua ei tiett&viasti

ole aikaisemmin esitetty.

Pilarin poikittaisstabiliuteen vaikuttaa saumassa syntyvd kiertyms.
Kun t&mé& kiertym& tunnetaan, niin pilaria voidaan k#sitelld palkki-
teorian mukaan (Parland, [4]). Saumassa syntyvdlle kiertymille

on l8ydetty (Koivula, 1981) eritt8in hyvd likim#ardiskaava, jota
kdytetd&n seuraavassa. Johdantona varsinaiseen teht&v4an esite-
td&n j8yk&n pilarin poikittaisstabiliuden laskenta. Nurjahdus-
kuormituksaelle P, s@adaan t&lldin analyyttinen lauseke, kun tuki
oletetaan kimmoiseksi puolitasoksi.

2 JAYKAN PILARIN STABILIUS

Tarkastellaan jdykkd& pilaria, jonka leveys on d, vahvuus 1 ja
korkeus 1 (kuva 1). Pilari on tuettu kimmoisella puolitasolla,
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: K
jonka vahvuus aon 1 ja kimmomoduli Iif

E. Sauma pilarin ja puolitason I Bl
valissd on vetoakestdmdtén / /
ja kitkaton. Puristavan voiman | | !
P epdkeskisyys saumassa on 1 I /
.
eg = e+ §, (1) (-

missd 8 on kuormituksen epé-
keskisyys ja 6 on pilarin poikit- x
taissiirtymd yl&8p#d&ssd (kuva 1).
Nyt
Kuva 1.° Jaykk& pilari.
§ = ¢l, (2)

missd ¢ on saumassa tapahtunut kiertymd. Toisaalta (Galin, 1961)

tasojdnnitystilassa

P

16 Pe0 d
-T, (0 s BD H z):
nEd
@ =3 (3)
f P d d
*——EF————*. (K < 80 < 2).
ﬂE(f - 90)
-

mikd voidaan johtaa tunnetun (Muskhelishvili, 1953) puolitason rat-
kaisun perusteella. Sijoittamalla tulokset 2 ja 3 kaavaan 1 saa-
daan yhtdld, mistd kuormitus P voidaan ratkaista epdkeskisyyden

eq funktiona. Tulos on

2
nEd 8 d
1% 1 (1 - B—U]. (U H eg s z).
p = (4)

d

nE(% = eo)(eo - e), (3 Seg s ).

Nia

Koska sp&keskisyys eq médritt88 yksikdsitteisesti siirtymdn §, niin
funktion P(eu) kuvaajaa voidaan pit&3 kuormitus-poikittaissiirtyméd-
kuviona. Funktion P(eo) kuvaaja on esitetty kuvassa 2a. Maksimi-

kohta on 8g = % + g ja nurjahduskuormitus
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d 2
E(x - e%)
p=_7

cr 71 (5)

Kuvassa 2a on myds vetoakestdvdn sauman mukainen ratkaisu

a E q2
Pers LEd=
P
t
Pepf—
Per|—
El —vetoa imstamdtsn sauma
b~ ¢ G [BESETEETT P
P P ot TR R
V2 Bt D e V2 M
v
v
Kuva 2a. "P-§ -kuvio". Kuva 2b. Kimmoinen pilari.

piirretty katkoviivalla. T&mé&n kuvaajan arvot lasketaan kaavan 4
ensimmdiselld osalla kaikilla epadkeskisyyden eg arvoilla, Seuraa-
vassa lasketaan periaatteessa samalla tavalla kimmoisen pilarin

nurjahduskuormitus, kun tuki oletetaan jayk&ksi,

3 KIMMOINEN PILARI

Tarkastellaan kuvan2b pilaria. Keskelld kohdassa x = 0 on vetoa-
kest&m&tdn sauma. Pilarin toinen puolikas voidaan korvata jay-
k&118 tuslla. Kulmanmuutos saumakohdassa voidaan esittis
(Parland, 1967) kaavalls

2
a(m), (6)

2
kd
¢ =73

missd termi k rilppuu kuormituksesta P ja taivutusjdykkyydeestd
EI kaavan
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k = /ﬁj (7)

EI
mukaan ja d on pilarin sivumitta (kuva 2b). Parametri a on riippu-

vainen ainoastaan kuormituksen resultantin suhteellisesta spékes-

kisyydestd

m= — (8)

sauman kohdalla, missd By oOn gpadkeskisyys kohdassa x = 0. Nyt on

voimassa (kuva 2b)

eg = e * 8 (9)
joten
m = %? + %g. (10}

Parametrille a ei kirjallisuudessa ole esitetty tarkkaa arvoa.
Sen sijaan sille on laskettu yld- ja alarajat (Koivula, 1881).
Eritt&in hyva (virhe ¢ 2 %) likimd&réiskaava (Koivula, 1981} on

@- (m-1)"2(3-m)T72[2(2+r)-m(1+r)], (1sms3),
alm) = (r = 0,536},
o, (0 sm ¢ 1) (11)
jota seuraavassa kdytetd&dn. Kaavan 11 kdyttdedellytykset ovat,
ettsd kitkataon kosketuspinta s&ilyy tasona ja sauvojen pituus

on suurempi kuin 4d. N&m& edellytykset ovat nyt téytetyt.

Kuvan 2b palkilla on taivutusmomentti kohdassa x
M(x) = Ple + v(x)), (0§ x5 3. (12)

Palkkiteoriassa

M(x) = - EIv"(x), (13)
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missd v(x) on taipuma kohdassa x. Kaavajen 12 ja 13 perusteella
saadaan differentiaaliyhtils

EIv"(x) + Pv(x) = -Pe, (14)
jonka ratkaisu on tunnetusti
vix) = A cos(kx) + B sin{kx) - e, (15)

miss& A ja B ovat integroimisvakioita. Ne lasketaan reunaehtojen
vi3) = 0,

(16)
v'(0) = -§

perustella. Tulos on

k1
¢ tan [7T]
A= 7R -
cos [*2—]
(17)
.. 9
B %

Siirtym& 6 (= v(0)) voidean nyt laskea. Suhteellinen epékeskisyys
m sauman kohdalla on kaavan 10 perusteslla

m = %&. (18)

mist& saadaan sijoittamalla kaavoista 17 ja 6 yht&1d

3talm) tan(t) m -
X * GostEr "M =0, (19)

missd

t - -2—, A'H. E‘?. (20)1'
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Transkendenttisesta yht&l&éstd 19 voidaan kuormitus P ratkaista
numeerisesti eri epdkeskisyyden m arvoilla. N&in saadaan edelli-
sen kohdan mallin mukaan kuormitus-poikkittaissiirtymdkuvio,

jonka kuormituksen maksimikohtana on nurjahduskuormitus. Kuvassa

3a ovat eri epdkeskisyyksi& s vastaavat kayrét, kuin hoikkuus

A = 16. Kuvassa 3b ovat samat kdyrdt laskettuna epékeskiéyydan
arvolla m = 0,3 sekd hoikkuuden X eri arvoilla. Kuvissa 3a ja 3b
on esitetty myBs ehjén palkin (¢ = 0) kdyrat (secant formula).
Kuvassa 4 ovat nurjahduskuormitukset F‘cP epdkeskisyyden & funktiona.

Kuvasta 3b havaitaan, ettd hoikkuuden kasvaessa kuormituskdyra
laskee jyrk&sti maksimikahdan j&lkeen.

Tam3n vuoksi tit3 teoriaa tulee kdyt&nntn rakenteissa soveltaa vain

vahemmdn hoikkiin tai valiaikaisiin rakenteisiin.

Kuvan 6 pilarin nurjehduskuormitus voidaan mééritt&& samalla mene-
telmdllsd kuin edellisessd tapauksessa., T&man kaltaisella pilarilla
on varmasti enemm3n k#yt#nndn sovellutusmahdollisuuksia kuin edel-
lisells, koska sauman ollessa t&ysin auennut pilari toimii Eulerin
pilarina. Jos k3ytet3dn kaavan 11 mukaista parametrin a arvoa niin,
nyt rikotaan yhtd kadyttdedellytystd vastaan. Sauman kautta
vdlitetddn leikkausvoimaa, jolloin

sauma ei voi olla kitkaton.

Oletetaan, ettd sauma on ns.

tdyden kitkan sauma, jolloin

gestetty. On todettu (Heinisuo
1982), ettd kitkattoman ja tdyden

kitkan sauman siirtymdsuurest 1

liukuminen saumassa on tdysin g wioa Kkesimdton saume
?{ L
E_

eivat paljon eroa toisistaan. 1 i

Lisdksi kayttadmdlla kuvan 6

sauman muodonmuutoksen Kuva 6. Kimmoinen pilari.
lausekkeessa kaavan 11

mukaista parametrin o arvoa saadaan "varmalla puolella” oleva

arvio. T&mén perusteella sitd kdytetddn seuraavassa.
Kuvan B palkilla taivutusmomentti kohdassa x on

M(x) = P(e + v(x}) - Q(1-x]), (21)
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missd Q on tukivoima palkin oikeassa p&issé. Differentiaaliyhtsld

on nyt muotoa
EIv"(x) + Pv(x) = Q(1-x) - Pe, (22)

ja sen ratkaisu
vix) = A cos(kx) + B sin(kx) - gx + gl - B. (23)

Reunaehdot ovat

(-V(U] = 0,
v'(o) = %, | (24)

v(l) = 0.
)

Laskelmat antavat

f . elsin(kl)-k1]+ 31 sin(kl)
= sin(kl) - k1 cos(kl}’

e{1-cos(k1)]- $1 cos(kl)

< "
g sin(kl) - k1 cos(kl)’ (25)
K1[1-cos(k1)1- & sin(kl)
o =58 28
- 1 sin(kl)- k1 cos(kl] 2
Keskiviivasta alaspdin mitattu epdkeskisyys eg palkin kohdassa
x = 0 voidaan laskea momenttitasapainoyhtdldsta
Peg = Q1 - Pe. (28)

Sijoittemalla tukivoiman § lauseke kaavean 26 saadaan seiventémdl-
18 yhtsld (m = Beo/d]
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N sin(%]-% 3alm) t2 siniél
m+m

+ = 0, (27)
sin(,g)-,gcos(-;_—) BA(sin(E) -5 ccs(%)]

missd on kdytetty samoja merkint&jd kuin edelld. Vastaavasti me-
netelmdlld p&&dyts&n kuvissa 5a ja Sb esitettyihin kdyriin. Nur-
Jjahduskuormitukset on esitetty kuvassa 7. Kun sauma on tdysin
avuennut (m 2 3), niin pilari toimii kahtena erillisend Eulerin
pilarina, mik& nékyy kuvissa. Kuvan 5 kdyrien alkupisteet saadaan
yht&lén

m—%ﬁ+3°2‘§—"‘l-o (28)

nollakohdista. VYht&ldsts 27 pdddytadn yht3186n 28 suorittamalla
rajankdynti P + 0.
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Kuva 7. Kimmoisen pilarin nurjahduskuormitus.

4 YHTEENVETO

Edelld on esitetty pilarin poikittaisstabiliuden laskenta, kun
pilari on tuettu pd3stddn vetoakestdmdttémésti. Saumassa tapah-
tuva kiertymd voidaan ottaa huomicon reunahSirisni. Pilarin tuenta
muuttuu t&8118in epdlineaarisesti kuormituksen epdkeskisyyden funk-
tiona. Nurjahduskuormitus -lasketaan kuormitus-poikittaissiirtymdkuvion
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maksimikohdasta. Jos pilari ei ole erityisen hoikka, kannattaa
t&m& holvivoiman nurjahduskuormitusta lisddvd vaikutus (vrt. kuvan

6 pilari ja Eulerin tapaus) ottaa kaytdnndn sovellutuksissa huomioon.
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EPAHOMOGEENISEN FYSIKAALISESTI EPALINEAARISEN PILARIN KANTOKYKY

TkL Simo Virtanan
Tampereen teknillinen korkeakoulu
Konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Pilareiden kantokyvyn laskemisessa on epilinsaarisuuden ottaminen

huomioon lis&&ntynyt voimakkaasti. Sarja [1] on esimerkiksi tutki-
nut betoni- ja terdsbetonipilarsita kdytt#en bstonille ja terdksel-
le spélineaarisia jénnitysmuodonmuutoskdyris, lisdksi h&#n on huomi-
oinut taipumasta aiheutuvan kuormituksen lisdepdkeskisyyden. Agdrdh
[2] késittelee epilineaarisia rakenteita yleisemmin eik3 ainoastaan
pilareita, mutta h&n olettaa lineaarisen momenttijakautuman j&tt&en

pois aksiaalisen voiman toisen kertaluvun vaikutuksen momenttiin.

Téssé esityksessd on tarkoitus tutkia pilaria, jonka ominaisuudet
ovat mahdollisimman yleiset. Pilarin poikkileikkaus ei ole homogee-
ninen, vaan se voi koostua useammasta eri materiaalista. J&nnitys-
venymdkdvrille kdytetd&n polynomiapproksimaatiota. Poikkileikkauk-
sen muoto ja materiaominaisuudet saavat muuttua bilarin pituussuun-
nassa. Lis&ksi pilarilla voi olla pituuskoordinaatin funktiona
muuttuva alkukaarevuus. Pilarin ominaisuuksia rajoittavien oletus-
ten md&rd on pyritty saamaan pieneksi. Suurimman rajoituksen muo-
dostanee symmetriaoletus. Esitys perustuu kirjoittajan lisensiaat-
titydhén [3], jonka l&ht8kohtana on ollut prof. Seppdldn esitt&mi
teoria [4].

2 TEORIAA
2.1 Perusoletukset
Tehd&&n seuraavat l3htdoletukset:

1° Bernoullin otaksuma tasoina pysyvistd poikkileikkaustasoista on
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voimassa.

2° Pilarilla on symmetriataso, joka sis&lt3& pilarin akselin. Seka
geometriset ettd materiaominaisuudet ovat symmetriset t&mén ta-

son suhteen.

3° Pilarin poikkileikkauksen jokaisen pisteen normaalijénnitys voi-
daan esittds venymdn polynomina. Polynomin asteluku m voi olla

mielivaltainen &3rellinen luonnollinen luku (m € NJ..

Pilarin kuormituksena voi olla kaksi yht& suurta samalla symmet-
riatasossa olevalla suoralla olevaa vastakkaissuuntaista voimaa
P, jotka vaikuttavat pilarin p#&tytasoihin, sekd kaksi symmet-
riatasossa pilaria taivuttavaa pilarin p&ihin vaikuttavaa yht3

suurta vastakkaisen pydrityskyvyn omaavaa voimaparia M,.
5° pilarin p3&t ovat joko vapaasti tai kimmoisesti tustut.

Painovoiman vaikutusta pilariin ei oteta huomiocon.

2.2 Normaalijénnitys venymdn polynomina

Poikkileikkauksen pisteen normaalijinnitys on yleisesti nelj&n muut-
tujan funktio o = o(i, u, w, €). Tdssd e tarkoittaa venymdad, i on pi-
larin akselia pitkin mitattu pituuskoordinaatti ja koordinaatit u ja
w ilmoittavat pisteen paikan poikkileikkauksessa, u-akseli on poikki-
leikkauksen symmetria-akselilla. Oletetaan, stt&d j&nnitys ¢ on koor-
dinaattien u ja w suhteen porrasfunktio, toisin sanoen koko poikki-
leikkaus A voidaan jakaa &&rellisen monsen homogesniseen osa-aluee-
seen AK, joissa jokaisessa o on riippumaton koordinaateista u ja w.
Dsa-alueiden muotoa ei ole rajoitettu, useimmiten k&ytetddn suora-
kulmiota ja ympyrda. T&mé oletus ei kdytd&nndssd merkitse mitddn ra-
joitusta tarkasteltavalle pilarille, sillé osa-alueet AK voidaan va-
lita mielivaltaisen pieniksi. N&in ollen alueessen AK liittyva nor-
maalijdnnitye g, on vain kahden muuttujan funktio. Perusolstuksen

3° perusteella se voidaan kirjoittaa venym&n polynomina

m (1) mK(i)
. _ 1 V). v o_ Y
g, = OK(I,E] = vEU 9% (i,0)e” = % \:EO cw(l)e F (1)
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Téssa o, on kehitetty Taylor-sarjaksi pisteessd e =0. Ylemmd&n sum-
mausrajan mK(i) arvo riippuu osa-alueesta A.< ja pituuskoordinaatis-
ta i. VYleensd polynomin asteluvuksi riitt&a viisi, jotta approksi-
maatio olisi tyydyttdvd, kuten esimerkiksi Kilpel&inen (5] on toden-
nut. Viimeisess#d muodossa on summasta otettu yhteiseksi tekijdksi
9gs joka voi olla jonkun aineen murtolujuus. N&in on saatu venymén
kertoimet ch(i) paljaiksi luvuiksi. Polynomin ei tarvitse olla
antimetrinen arigon suhteen, siis veto- ja puristusmurtolujuuden it-

seisarvojen ei tarvitse olla yhtd suuria.

2.3 Tasapainoyhtaldt

Tarkastellaan kuvassa 1 esitettyd kimmoviivaa vastaan kohtisuoraa
poikkileikkausta. Normaalijénnityskent&n resultantti on polkkileik-

kauksen normaalivoima

N = fSol(i,u,w,e)dA (2)
A

Kuva 1. Poikkileikkauksen jé&nnityskentté&.
Momenttiehdosta saadaan yht&ld

Pv +M = ff uoli,u,w,eldA . (3)
A

Integrointialue on poikkileikkauksen se osa, joka ei ole murtunut.
Niiss# poikkileikkauksen .osissa, joissa murtuminen on tapahtunut,

on o £ 0. v on kimmoviivan v-koordinaatti. Kun merkit&&n n =
dv/ds, jossa s on poikkileikkauksen kimmoviivaa pitkin mitattu koor-
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dinaatti, saadaan kuvasta 2, ettéd

N=-Py1-n2, (4)

Kuva 2. Voimien P ja N v8linen yhteys.

Kun siirret&én yhtd16issd (2) ja (3) integraalit vasemmalle puolel-

le sekd kdytetddn normaalivoimalle kaavaa (4), saadaan yhtdldpari

PJ1 -n? + ffo(i,u,w,e)dA =D

A (5)

Pv + M - ffuoli,u,w,eldA = O
A

Téess .esiintyvlt integraallt voidaan laskea, kun normaalijdnnityk-
sen jakautuma poikkileikkauksessa on tunnettu je se saadaan milri-
tettyd perusoletuksen 1° avulla.

2.4 Taipumaviivan laskeminen

Pilarin poikkileikkauksen pituussdikeen venymd on koordinaatin u
funktio

= = -RY\(p-u
€ elu) (1 P)(R-p), (6)

jossea R = R(1) on kimmoviivan kaarevuusslde, r = r{i) on pilarin
kaarevuussdde kuormittamattomassa tilassa ja p on neutraaliakselin

u-koordinaatti.
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Sijoitetaan yht&ld (6) yht&lddn (1) ja saatu normaalijéannityksen
lauseke tasapainoyht&ldihin (5). N&in saaduista yht&ldistad sekéa

kaarevuuden lausekkeesta

2
S [ a— . (7)
dv?
! (az)

muodostetaan differentiaaliyht&léryhmd, jossa tuntemattomina ovat
funktiot n=n(i), =p(i) ja 1/R = 1/R(i). Reunaehtoina ovat mo-
menttitasapainoehdot pilarin péissd sekd voimatasapainoehtao pilarin

toisessa pddssa.

Tim& reuna-arvotehtdvd ratkaistaan eksponettioperaattorin avulla.
Ratkaisun yhteydessd saadaan tuloksena myés pilarin taipumaviivan

koardinaatit.

2.5 Kantokyvyn madrittéminen

Pilari kest&a annetun kuormituksen, jos ja vain jos voima- ja moment-
titasapainoyhtdldt toteutuvat. N&in ollen ndmd yht&ldt sisadltévat
mybs kantokykykritesrit. Misritelldan kantokyky maksimaaliseksi
kuormitukseksi, jolla molsmmat tasapainoyht&l&t (5) totsutuvat pila-
rin jokaisessa poikkileikkauksessa. Lasketaan se seuraavasti. Vali-
taan kuormitukselle alkuarvo, jonka pilari varmasti kestdd., Maari-
tetddn tstsd kuormitusta vastaava taipumaviiva. Annetaan sen jdlkeen
kuormitukselle pieni lisdys ja lasketaan uutta kuormitusta vastaava
taipumaviiva. N&in jatketaan kuormitusta lisdten, kunnes tasapainoa

gi endd 1ldydy.

3 SOVELLUTUSESIMERKKEJA

3.1  Betonipilari

Edelld olevaan teoriaan perustuen on tehty Hewlett-Packard 9830A

péytdtietokoneslle Basic-kielinen ohjelma pilarin kantokyvyn laske-
miseksi. Ohjelman koko on.noin kuusisataa kaskyd. T&114 ohjelmalla
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on laskettu seuraavat esimerkit.

P
-Tarkastellaan kuvassa 3 esitettysd pilaria. Se ?Drdhﬂg

on suora betonipilari, jonka pituus on 3 m ja
poikkileikkaus on suorakulmio, jonka sivujen
pituudet ovat 200 mm ja 300 mm. Pilari on tust-
tu kummastakin p&&st&&n nivelisesti ja kuormi-
tuksena on ep&keskinen voima P, jonka epakeski-
syys on 12,5 mm. Betonin jannitysvenymdkiyrani
on k8ytetty paraabelia

ale) = 30 GPa (e + 250 2) . (8) -3

Murtovenyméd e_.=0 ja murtopuristuma e = Kuva 3.
B -B A R A
-0,002. Esimerkkipilari.

Laskenta aloitettiin arvosta P = 1,1 MN, jolla tasapaino 18ytyi.
Té&mén j8lkeen lis&ttiin voiman suuruutta kymmenen prosanttia arvoon
1,21 MN ja médritettiin taipumaviiva. Arvolla P = 1,469 MN ei ta-
sapaino endd ollut voimassa, mikd laskennassa ndkyy siitd, ettd tai-
pumaviivalle ei 1l8ydy ratkaisua. T&118in palattiin takaisin edelli-
sean kuormitukseen ja kasvatettiin sit# vain 2,5 prosentilla ja jat-
kettiin-tasapainon etsimistd. Tasapaino léytyi arvoilla 1,364 MN,
1,398 MN ja 1,433 MN. N&8in kantokyky saatiin rajattua arvajen

1,433 MN ja 1,469 MN v&liin. VA&1i& voidaan kaventaa halutun pienek-
si kdytt&m&lls pienemp&d voiman kasvuprosenttia. Kun verrataan saa-
tua kantokyvyn arvoa 1,43 MN Seppdldn [6]) esittdmilld kasavoilla las-
kettuun arvoon 1,45 MN, huomataan tulosten vastaavan toisiaan. Myds
maksimitaipumia voidaan verrata kesken&in. Taipumaviivasta saatu
kantokykyd vastaava suurin taipuman arvo pilarin keskelld on 17,1 mm.

Julkaisun [6] kaavojen mukaan taipuma on 17,7 mm.

Suoritetaan vertailu myds Sarjan esitt&mien [7] mitoitusk&yrien avul-
la saatavaan arvoon. Olkoon pilari sama, mutta lis&t&&n voiman epi-
keskisyyttd arvoon 50 mm, koska edell3 kdytetty epdkeskisyys on liian
pieni julkaisun [7] mitoituskdyrille. Kayrdstdn avulla saadaan kan-

tokyvyksi 0,39 MN. Betonin jannityksen ja venymdn v&lisen3 yhtéldné

on
ole) = £, - =5~ exp (1- —E—) (9),
e €cd €cd”/
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jossa ch on betonin mydtéraja, jolle nyt kdytetddn arvoa -30 MPa,

ja €qg ON betonin mydtopuristuma suuruus -0,0022, Kun lasketaan kan-
tokyky nyt esitettdvdllsd menetelmdllsd, on yhtdldén (9) esittamd funk-

. tio kehitettdvd Taylor-sarjaksi pisteessd € =0. Kun otetaan sarjas-

ta viisi ensimmdistd termid, saadaan

ole) = 37 GPale + 454,545 € + 103,306 « 10° ¢* + 15,652 - 10% e* +
+1,779 -10% %) . (10)

Taipumaviiva saatiin laskettua kuormitukselle P = 0,968 MN mutta ei
endd arvolla 0,992 MN, joten tulos vastaa vertailumenetelmilli saa-
tua arvoa 0,99 MN.

3.2 Teredsbetonipilari

Toisena esimerkkind on suora terdsbetoni-
pilari, jonka poikkileikkaus on esitstty - h=300 mm s

—

= F— 31230 mm

kuvassa 4. Raudoitusprosentti on 1,94,

Pilarin pituus on 3 metrid ja se on pdis-
tdén nivelisesti tuettu. Voiman spdkes-
kisyys on 60 mm. Betonin jinnitysvenymi-

b=200 mm

kdyrd on sama kuin betonipilarissa kui-
tenkin siten, ettd betonin murtovenyméksei
on otettu nollan tilalle arvo gg = 0,0001 .

Kuva 4. Ter#sbetoni-
Terdksen o - ¢ kdyrd% on approkeimoitu po- pilarin poik-
lynomilla kileikkaus.

ole) = 37 GPa(7,4¢ - 0,375+ 10%¢® + 6,25+ 10% %) , (11)
Terdksen murtovenymd on 0,005 ja murtopuristuma -0,005. Kantokyvyk-
si saatiin P = 1,26 MN. Vertailumenetelm#lld [7] mddritetty voiman
arvo on 1,24 MN.

3.3 Tuloeten tarkastelu
Laskatut ssimerkit osoittavat, ettd esitettyyn teoriaan perustuva

tistokoneschjelma toimii ja antea luotettavia tuloksia. Se mahtuu
hyvin pdytétietokoneesesn ja pystyy pienuudestaan huolimatta kadsit-
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telmadsn ominaisuuksiltaan mutkikkaitakin pilareita. Laskenta-aika
on suhteellisen pitk&, mik# osittain johtuu kdytetysta Basic-kie-

lestd ja koneen HP 8830 A hitaudesta. Edelld esitettyjen esimerkki-
en kohdalla se oli useita tunteja. Pilarin poikkileikkauksen moni-
mutkaisuus kasvattaa laskentatydtd lineaarisesti osa-alueiden luku-
maaran funktiona, mutta toisaalta pilarin ominaisuuksien muuttumi-

nen pituussuunnassa ei lisd3 paljonkaan laskenta-aikaa.

4 KIRJALLISUUSVIITTEET

[1] Sarja Asko, Betoni- ja terdsbetonipilarin stabiilisuus. Valti-
on teknillinen tutkimuskeskus, Betonitekniikan laboratorio,

tiedonanto 19, Otaniemi syyskuu 1872. 75 s.

[2] Agardh Lennart, Analytical and Numerical Analyses of Nonlinear
Beam Elements. Doktorsavhandlingar vid Chalmers tekniska hég-
skola, GBteborg 1874, 190 s.

[3] Virtanen Simo, Ep&dhomogeenisen fysikaalisesti epédlineaarisen
pilarin kantokyky. Lisensiaattityd. Tamperesn teknillinen kor-

keakoulu, konetekniikan osasto, Tampere 13978. 80 s.

[4] Seppald Veikko, Uber das nichtlineare Problem des Tragvermdgens
eines inhomogenen Stabes I. Annales Academiae Scientiarum

Fennicae, Series A VI Physica 237, Helsinki 1967. 44 s.

[5] Kilpeldinen Mikko, Polynomin k3yttd betonin jannitysmuodonmuu-
toskuvaajana. Rakenteiden Mekaniikka 12 (1978) 1, s. 1...11.

[6] Sepp&ld Veikko, On the Calculation of the Bearing Capacity of
an Eccentrically Loaded Straight Concrete Column with a
Parabola as its Stress-Strain Curve. Part I. Acta Polytech-
nica Scandinavica, Civil Engineering and Building Construc-
tion Series No 21, Helsinki 1963. 42 s.

[7] Sarja Asko, Betoni- ja ter&dsbetonipilareiden mitoituskdyréstot.
Valtion teknillinen tutkimuskeskus, Betonitekniikan laboratorio,

tiedonanto 18, Otaniemi elokuu 1972. 93 s.



ENSIMMAISEN ASTEEN ITSEKORJAAVA RATKAISUMENETELMA EPALINEAARISESSA
ANALYYSISSA

DI Erkki Pulkkinen
Oulun yliopisto, konetekniikan osasto

1 EPALINEAARINEN RAKENNEANALYYSI VOIMAKUORMITUKSELLE

Lineaarisessa rakasnneanalyysissd siirtymdvektori {q} voidaan ratkais-
ta ssuraavasta tunnetusta kaavasta, kun j8kkyysmatriisi [K] ja voima-
vektori {F} tunnetaan

{F} = [K]{q} (1

Vastaavasti samanlainen tasapainoyht&l® voidaan kirjoittaa ep&line-

aarisessa rakenneanalyysissd seuraavalla tavalla
[K1{q} = {F} + {Q*(q)}, (2)

missd {Q*(q)} on ndenndisvoimavektori, joka johtuu materiaalisesta
ettd geometrisaesta spdlineaarisuudesta. Yleensd yhtdldd (2) ei voi-
da ratkaista tarkasti, minkd takia on sopivampaa médritellH# epétasa-
painovoimavektori {f} seuraavasti :

{f} = -(K1{q} + {F} + {Q*(q)} (3)

Ratkaisumenstelmdt voidaan jakaa eri luokkiin sen mukaan, miten ne
tdyttdvdt tasapainoyhtdldén (2). Eneimm&inen luokka tdytt&4 tasapai-
noyht&dldén tarkasti. Ts. epdtasapainovoimavektori {f} = {0}. Toinen
luokka yrittd3 minimoida epidtasapainon hakemalla derivaatan nollakoh-
dan. Ts. espdtasapainovoimavektorin derivaatta {%} = {0}. Muita
luokkia ovat itsekorjaavat ratkaisumenstelmét. Ensimmdisen astesn
itsekorjaava ratkaisumenstelms tdyttd3 aseuraavan shdon

(F} + Z{f} = {0} (a),
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Toisen asteen itsekorjaava ratkaisumenetelmd t&ytt&& seuraavan eh-

don
(F} + C{f) + Z{f} = {0} (5)

Epalineaarisessa rakenneanalyysissd kuormitus tapahtuu normaalisti in-
krementaalisesti. Kokonaiskuormitus {F} voidaan esittds kullakin
kuormitusaskeleella normalisoidun kuormitusvektorin {F} ja kuormi-

tusparametrin P avulla seuraavasti
{F} = P{F} (6)

Normalisoitu kuormitusvektori {F} on vakio, vaikka kuormitusta lisé&-
ta83nkin inkrementaalisesti, ainoastaan kuormitusparametri P muuttuu.

Oletetaan lisdksi siirtymdvektori {q} ja ndenndisvoimavektori
{0*(g) } kuormitusparametrin P funktioksi kullakin kuormitusaskeleel-
la. Derivoimalla kaava (3) kuormitusparametrin P suhteen niin saa-

daan

(F} = -[K1{@} + (F} + {@%(Q)) (7)
Sijoitetaan kaava (4) kaavaan (7) niin saadaan

iK]{é} = {F} + {Q%(Q)} + Z{f) (®)

Ndenndisvoimavektorin i:nnen termin derivaatta siirtymavektorin
j:nnen termin suhteen voidaan esittd3 yhdistetyn funktion derivoi-

miss&dd&nntn avulla sesuraavasti
. = . .
{Qi (9} [3%'/qu]{qj}. (9)

missa [BQ;/aqj] on epdlineaarisen jdykkyysmatriisin [K*] ij:s termi.
Epdlineaarinen jaykkyysmatriisi [K*] voidaan kirjoittaa myds seuraa-

vasti

NL P

[30*/3q] = -[K*] = -[K""] - [K'] (10)

missa [KNL] on geometrisesta ja [KP] materiaalisesta epdlineaarisuu-

desta johtuva jdykkyysmatriisi.
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Kaavasta (8) voidaan johtaa kaksi kdyttdkelpoista ratkaisumenetel-
mids. Sijoittamalla kaavat (8) ja (10) kaavaan (8) ja kdyttamallad

“etudifferenssid {3}:1le niin saadaan seuraavaa

ekl + kN0 + (kP10 0aa); = (aFY, ¢ 2aPORY _ (11)
Siirtymdvektorin derivaatan {4}:n etudifferenssi on muotoa
B 1 1
{d}, = gplaaly,, = zpUlaly,, - {ak)) (12)

Toinen kayttokelpo1nen ratkaisumenetelmd saadaan kdytt&mdllad nden-

né&isvoimaa {0 }:1le ja epdlineaarista jaykkyysmatriisia [KNL]

{QNL}:lle. Kaytetddn lisdksi studifferenssid {4}:1lle ja takadiffe-
renssia {dphlle niin saadaan seuraavaa

GOS IR (s PRVYS SUCIN VY0 JURAN VX 0 SO 2V € O (13)

N&enn&isvoimavektorin derivaatan {Q*(q)}:n takadifferenssi on muo-
toa

: 1
{Q*(q)} = KﬁfAQ*(q)} = ——({D(q]} . {Q(q)}mH (14)
Kaava (11) tuottaa tarkemman tuloksen kuin kaava (13) ratkaistasessa
sekd materiaalisesti ettsd geometrisesti epdlineaarisia ongelmia.
2 SIIRTYMAKUORMITUS

2.1 Linesaarinen rakennesanalyysi siirtymdkuormitukselle

Linsaarinen yhtdléryhmé voidaan esittdd seuraavasti, kun osa siir-
tym&- Ja voimavektorista tunnetaan '

Kie  Kee] JOt Fe 1
KTk af ° \F.i : 5)
te . 8 8
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missa {qe} Jja {Ft} ovat tunnetut osat siirtymd- ja voimavektoreita.
ht} ja {Fe} ovat tuntemattomia. Tuntematon osa siirtymivektorista

{qt} voidaan ratkaista kaavan (15) ensimmdisestd rivists
= ot -
fagd = IR I P} - DK Tag)) 16y

Té&m&n jdlkeen voidaan kaavan (15) toiselta riviltd laskea tunnettu-

jen siirtymien kohdalla vaikuttava voima seuraavasti

Fod = K1 agd + Ky lMa,) (17)

2.2 Epalineaarinen rakenneanalyysi siirtym&kuormitukselle

M3sritellddn epdtasapainovoimavektori {f)} vastaavasti kuten normaa-

lissa kuormituksessa

Pl e Mee] [o L4 . (18)
Fe teT Kee 9 Fe Oe*(q)

Kuormitusvektorin tunnettu osa {Ft} voidaan lausua normalisoidun
kuormd tusvektorin {Ft} Ja kuormitusparametrin P avulla seuraavasti
1

{Ft} = Pz{Ft} (19)
Vastaavasti voidaan siirtymévektorin tunnettu osa {qe}‘lausua nor-
malisoidun siirtymdvektorin {Ee} Jja siirtymdparametrin P avulla
seuraavasti :

{qB} = Pz{qe} (20$)
Kaava (18) voidaan hajoittaa kahteen eri kaavaan seuraavasti

(£} = K agd - Ik Ma Y} + {Fe} o+ {0#(q)}

ja (21)

(Fgd = <tk 1 THa} = IR 1A} » (F ) + (92(a))
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Derivoidaan kaavassa (21) {ft}=n lauseke Pi:n suhtean ja {fe}:n

lauseke Pz:n suhteen niin saadaan sesuraavaa
(F) = =1k 118, ) = (K18} + (Fp) + (9% (q))
ja (22)
. T _ . .
(F ) = -1k 1 Map) = (K 1T} + (F ) + {@,*(q))

Kéytetddn kaavoja (4), (9), (10}, (19) ja (20) ja etudifferenssia
{4}:11e ja {FB}:lle niin saadaan seuraavaa

(K] + [K*D){Aqy}l, = -(IK 1 + [K, *1){aq }y
+ {8F .}y + 28P (£},
Jja (23)
{AF} = (IK 1T » [Kte*]T){Aqt}? + K 1+ [K  * 1) {8a )}
- ZAPz{fE}i_l

Kaavan (23) alemmasta yht&186std voidaan nyt tunnettujen siirtymien
kohdalla vaikuttava voima laskea, kun ensin ratkaistaan saman kaa-
van ylemmBstld yht818st8 tuntematon osa siirtymdstd {qt).

3 LASKENTA-ALGORITMISTA

Tésssd tydssd kdytetd3n ainoastasan kaavoja (11) Ja (23) ensimmiisen
asteen itsekorjaavalle ratkaisumenetelmdlle. Ensimmiiselld kuormi-
tusaskelsella lasketaan lineaarista kdyttdytymistd vastaava siirty-

mén lisdys
{aq} = [K]1™'{aF} (24)

Témln j¥lkeen lasketaan venymit ja Jdnnitykeet siirtymien Jja slasti-
gen kimmomatriisin avulla. Jénnitykeistd tarkistetaan sopivalla
my&tdfunktiolla, onko rakanne my8tdnyt jossakin kohdassa. Jos
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myStymistd on tapahtunut lasketaan materiaalisesta epilineaarisuu-
desta johtuva ndenndisvoima {QP} ja jéykkyysmatriisi [KP]. T&mén
jdlkeen lasketaan geometrisesta ep3dlineaarisuudesta johtuva n&en-

NL].

ndisvoima {QNL} ja jaykkyysmatriisi [K Témdn jdlkeen voidaan

laskea tangentiaalinen jaykkyysmatriisi [Kﬁ seuraavasti
I TR CL I T (25)

Uuden askeleen alussa laskstaan epiZtasapainovoimavektori kaavasta
(3) tai (21). T&min j&lkeen lasketaan siirtymien lisdykset kaavo-
jen (11) tai (23) avulla ja lis3t&&n ne aikaisemmin laskettuihin
arvoihin. Kokonaissiirtymistd voidaan t&min jidlkeen laskea venymat
ja Jjannitykset. T&min jdlkeen menetell&&n kuin ensimmiisellikin

askeleella.

4 TULOKSET

Téssd esitelmdssd tarkastellaan kahta esimerkkid. Ensimm3isend tar-
kastellaan paksun alumiinirenkaan elastisplastista muodonmuutosta
sdteen suuntaisen vetokuorman aléisena. Kuvassa 1 ovat renkaan geo-
metria, kaytetty elementtiverkko ja materiaaliominaisuudet. My&to-
ehtona kiytetddn von Mises'in ehtoa ja lineaarista isotrooppista
lujittumista. Elementtind on 20-solmupisteinen Kkéyristettdvid iso-
parametrinen elementti, jolla on 3 x 3 x 3 = 27 integrointipistetta.
Alumiinirenkaan nelj3nnes on jasttu 36 elementtiin. Kuvassa 2 on
renkaan sisdpinnan halkaisijan muutos vetovoiman funktiona. Kuor-
mitusaskelsena k3ytetdin 2 ja 4 kN:n askelta. Kertoimelle ZAP k&y-
tetddn arvoa 1,2. Molempien kuormitusaskeleiden antama tulos an
kohtuullisessa sopuscinnussa sekd kokesellisen ettd aikaisemmin

laskettujen tulosten kanssa.

Toisena esimerkkin& tarkastellaanpolystyresnis, jossa on pallon muo-
toisia koloja. Rakennetta idealisoidaan kuutiolla, jonka keskelld on
pallan muotoinen kolo. Kuormituksena vaikuttaa kuution kaikkiin si-
vutahkoihin A-suuruinen siirtymd. Kuvassa 3 on tarkastsltavaksi
otettu geometria ja materiaaliominaisuudet. My&tdehtona k3ytetdin
ven Mises’'in ehtoa ja materiaalikdyttdytyminen oletetaan ideaalis-

elastisplastiseksi. Elementtind on sama elementti kuin edellisessé
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esimerkissa. Tarkasteltava rakenns jaetaan 3 elementtiin. Kuvassa
4 on sivutahkon siirtym3 sis#&npdin kokonaisvoiman funktiona. Siir-
tymdaskeleena kdytetddn 0,3 ja 0,025 yksikdnsuuruista siirtyméda.
Kertoimells ZAP1 = ZAP, kdytetdsdn arvoja 1,0 ja 1.3. Tuloksista
ndhdi3n, ettd suuremmalla siirtymdaskeleella kokonaisvoima karkaa
oikeasta arvosta ylbBspdin, mutta palautunse takaisin oikeaan arvoon,
kun itsekorjaava termi ehtii vaikuttaa. Pienemmdlld slirtymiaske-
leella kokonaisvoima seurailee melko hyvin oikeata arvoa. Siirtymi-
kuormituksessa kertoimen ZAP:n arvolla ei cle mit#8n vaikutusta lop-

putulokseen nédhden.
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Kuva 1. Alumiinirenkaan geometria, slementtiverkko ja materiaali-
ominaisuudet [1].
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Kuva 2. Sisdpinnan halkaisijan muutos vetovoiman funktiona [1].
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Kuva 3. Polystyreeni_kuution kahdeksas osa, slementtiverkko ja

materiaaliominaisuudet [1].
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Kuva 4. Sivutahkon siirtym& kokonaisvoiman funktiona [1].






ELEMENTTIMENETELMASSA TARVITTAVA ESI- 3A JALKIKASITTELY
TIETOKONEAVUSTEISESSA SUUNNITTELUSSA

DI Esa Hietikko
Dulun yliopisto, konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Elementtimenetelmén kdyttd rakenteiden statiikan ja dynamiikan ana-
lysoinnissa on tunnetusti tehokas ja usein ainut tapa saada nopeas-
ti ja taloudellisesti n&kyvid tuloksia aikaan. Perinteisst elemant-
timenetelm¥& hyvdkesan kHyttdvdt rakenneanalyysiohjslmistot ovatkin
ollest puhtaita analyysiohjelmia. T&llaiset ohjelmat vaativat ma-
nuaalisen esi- ja j&lkik&sittelyn, joka useissa tapauksissa on han-
kalaa, aikaavievdd ja virhealtista.

Jo 60-luvulta 1ahtien on ohjelmistoihin pyritty lisdamdén esi- ja
jalkikédsittelyd suorittavia osia, mutta vasta viime vuosikymmenen
lopulla on onnistuttu luomaan todella tehokkaita generocintiohjslmis-
toja. T&h&n on paljon vaikuttanut tietokonegrafiikan voimakas ke-
hittyminen.

Kun kdytettdvissd on vuorovaikutteinen ohjelmisto, voidaan element-
timallin luomisprosessi suorittaa huomattavasti nopeammin ja vai-
vattomammin kuin manuaalisesti. Ja ennaen kaikkéa virheiden osuus
pienenee huomattavasti, jolloin my8s analyysin luotettavuus para-
nee. Ajansdastdt ovat huomattavia (tilanteesta riippuen n. 4...20
kertaisia) ja my8s muita kustannussiidstdji saadaan aikaan (materiaa-

1li, prototyyppejd ei tarvita jne.).

2 OHJELMISTOJEN VUOROVAIKUTTEISUUDESTA

Mallin luomisprosessissa tarvitaan usein vBlitdntd kommunikointia
analysoijan ja tietokoneen v81i11&8. Néytt8laitteet ja keskustelu-
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tyyppiset ohjelmistot ovat t3rkeitd sisda@nsydtdssd. Erikoisesti
vuorovaikutteisuus on erittdin tehokas tyBkalu suunnittelijoille ja

analysoijille.

Elementtimenetelmdanalyysissd voidaan periaatteessa rajoittua kol-
meen eri vuorovaikutteisuuden asteeseen: erdajo, puolittainen vuo-
rovaikutteisuus ja tdydellisen vuorovaikutteisuuden omaava graafi-

nen jarjestelma.

Erdajotyyppisissd ohjelmistoissa vuorovaikutteisuus on hyvin vahdi-
nen ja virhealttius suuri. Sy6ttd tapahtuu yleensd& alfanumeerises-

ti joko ndppdimistdn tai reikd&korttien avulla.

Puolivorovaikutteinen j&rjestelmd ercaa erdajomuodosta l&hinnd sii-
nd, ettd graafista informaatiota saadaan sy&tdn aikana ja sydtetty-
j& suureita voidaan sy8ttdprosessin aikana muuttaa. Riippuen kdy-
tetyistd ohjelmistoista voidaan jo t@llaisslla jé&rjestelmdll&d saa-
vuttaa melkoisia ajans&&dst6jd ja parantaa luotettavuutta elementti-
menetelmdanalyysissd. Toisaalta laitteistovaatimukset ovat léhes

samat kuin erdajomuodossa.

Vuorovaikutteisen graafisen jdrjestelmén sy&ttd tapahtuu erikoisen
graafisen j&rjestelm8n avulla, jolloin laitteistovaatimukset ovat
huomattavasti suuremmat kuin sdelld mainituilla. Edelleen yleenséa
vuorovaikutteisen j&rjestelmdn tietokone on kapasitsetiltaan liian
pieni elesmenttimenetslmdanalyysiohjelman ajamissen. San vuoksi kay-
tettdvissd on myds oltava isompi tietokone analyysid varten ja jou-
dutaan suorittamaan tiedon siirtoa tietokoneesta toiseen. Usein
myds osia esi- ja Jadlkik&sittelyohjelmista on delegoitava isommalle

tietokoneelle.

Koko analyysin suorittamiseen kuluva aika on graafisessa vuorovai-
kutteisessa jd8rjestelmdss& hieman pitempi kuin puoclivuorovaikuttei-
sessa jarjestslmdssd, mutta tarvittavien lisdlaitteistojen maard on

huomattavasti suurempi.

Graafisten ohjelmistojen standardoinnin puuttumisen takia vuoro-
vaikutteiset ohjelmistot ovat ylesnsd sidottuja yhtesn tietokonee-

seen.
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Toisaalta tavallisesti graafinen vuorovaikutteinen jarjestelmd on
ns. valmisjérjestelmd (turn key system), johon kuuluvat ohjslmistot
kaikkine tarvittavine laitteineen. T&11l6in elementtimallintaminen
on liitetty osaksi suurempaa suunnittelun ja valmistuksen yhdisté&-

véad integroitua jarjestelmaa.

Tietokonegrafiikan merkitys elementtimallin luonnissa on myls suuri.
Vuorovaikutteisessa jérjestslmdssd yleensd malli on koko ajan ndky-
vissd kuvaputkella ja kaikki malliin tehdyt muutokset tulevat ndky-
viin v&littomdsti. T&116in voidaan mahdolliset virheet havaita ja
korjata vdlittomdsti.

3 ELEMENTTIVERKON LUOMINEN TIETOKONEEN AVULLA

Yleisimmin on esikdsittelyohjelmistoissa elementtiverkon luomiseen
kdytetty kahta erilaista menetelmds8., N&1t& voidaan nimitt3& ositta-
vaksi menetelmdksi ja kokoavaksi menetelmidksi. Osittavassa menetel-
méssd rakenne mddritelldsn pisteiden, viivojen ja osapintojen avul-
la ja elementtiverkko generoidaan automaattisesti ndiden mukaan.
Kokoavassa menetelméssd mé&ritell83n aluksi rakenteen solmupiste-
jako ja sen jdlkeen slementit generoidaan solmupisteiden avulla.
Kokoava menetelmd on kdytdssd ldhinnd vuorovaikutteisissa jarjestel-
miss&.

Kokoavassa menetelméssd hankaluutena on usein elementtien generoin-

ti, koska ss edellyttéd#s sclmupistejoukolla varsin tiukkaa s838nnd111-
syyttd., Osittavassa menetelméssd taas verkon tihentdminen tietyis-

s8 kohdin saattaa tuottaa hankaluuksia.

Saavutettu ajans&idstd on kummassakin menetelmlissd keskimiadrin sama.

4 REUNAEHTOJEN JA KUORMITUSTEN GENEROINTI

Resunashtojen ja kuormituasten generointimahdollisuutta on pidettdvé
l18has yht# tlrkednd kuin verkon generointimahdollisuuttakin. Tun-
netusti reunashdoilla on hyvin suuri vaikutus analyysin tuloksiin.
Jopa yhden solmupisteen yksi viird reunaehto saattaa aiheuttaa tu-
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loksiin hyvin suurta heittoa. Reunashtojen graafisella tulostuksel-

la voidaan niiden oikeellisuus tarkistaa nopeasti (kuva 1).

2 .Y000+000 LOADING CASE 1
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Kuva 1.

Kuormitusten generoinnissa on merkitystd lahinnd pinta- ja tilavuus-
kuormituksissa. Esimerkiksi useita satoja elementteji sis3ltavan
rakenteen keskipakokuormitusvektorin manuaalinen laskemihen on tydn
ja tuskan takana.
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Kuormitusten graafisen esityksen merkitys on l&hes yhtd tdrked kuin
reunaehdeillakin. Havainnollisin esitys saadaan aikaan piirtd&milla
kuormituksen resultanttivektori solmupisteisiin skaalattuna sopivas-
ti (kuva 1). '

5 ANALYYSIN JALKIKASITTELY

JAlkik&sittelyohjelmistot ovat yleensd ldhinnd graafisia ohjelmisto-
ja, Jjoissa vuorovaikutuksen osuus on vih3isempi kuin esikisittely-
ohjelmistoissa. Vuorovaikutteisen graafisen jarjestelmidn etu pai-
nottuukin jdlkik&sittelyissd l&hinnd siihen, ettd analyysin tulok-
sia voidaan kdytt#3 hyvakei silloin, kun analyysi'joudutaan suorit-
tamaan uudellean.

Normaalisti jdlkik&sittelyohjelmistot tulostavat graafisesti raken-
teen muodonmuutokset liiciteltuina deformaatioina. T&m& voidaan to-
teuttaa varsin yksinkertaisen tietokoneohjelman avulla varsinkin
silloin, kun kdytetyilld slementeilld ei ole siirtymien derivaatta-
vapausasteita. K&aytettdessd palkkielementtejd on ainakin visuaali-
sesti graafinen esitys enemmén todellisuuteen pohjautuva, jos muo-
donmuutoskuvaan piirretd8an palkkien todelliset taipumaviivat.

Muodonmuutosten havainnollisuutta voidaan lisdtdé piirtdmdlld pohjak-
si elementtiverkko.

Rakenteen jd@nnitysten tulostaminen graafisesti tapahtuu tavallisim-
min pintaslementeilld tasajdnnityskdyrien muodossa. Palkkielemant-
tien j&nnitystulostuksessa tdlea lisdtydtsd, koska sisddnsydttéind on
annettava normaalien poikkipintasuureiden lisdksi poikkipinnan suu-
rimmat stdisyydet neutraaliakselista. Tarkan taivutusmomenttikuvion
ma&rittédminen tuottaa myds hankaluuksia silloin, kun rakenteslla on
kenttdkuormituksia. Pelkdn taivutusteorian mukaan lasketut j8nni-
tykset eivdt aina vastaa todellista kuvaa, sill3d esimerkiksi este-
tystd vafnndetd syntyvdt liséjdnnitykset saattavet olla hyvin suu-
ria.

Volyymikappaleiden kolmiulottsisen j&nnitysfunktion kuvaaminen kak+

siulotteisella graafisella laitteella ei onnistu suoraan. Yleisem-
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min kdytdssd on menetelmd, jossa mddritellddn volyymikappaleeseen
leikkaustaso ja tulostetaan jénnitykset siind tasajénnityskdyrin.
Ta8116in jannitystulostuksessa joudutaan piirtdmd&n useita kuvia ja

hankaluuksia saattaa syntyd sopivien leikkaustasojen ldyt&misessi.

6 OHJELMISTOJEN VALINNASTA

Yhden suurimmista hankaluuksista muodostaa kaupallisten ohjelmisto-
Jjen valinnassa niistd olemassaolevan tiedon vdhdisyys. Valmistajat
ovat yleensd haluttomia lahettdmdén kdyttdjdn manuaaleja, sen sijaan
kauniita esitteitd lb6ytyy. Esitteistd kuitenkin usein puuttuu juu-
ri se oleellinen tieto, joka saattaisi vaikuttaa ratkaisevasti va-

lintatilanteessa.

Erittdin hyvat yhteenvedot eri slementtimenetelmdssd kdytetyista
analyysi-, esi- ja jé&lkikdsittelyohjelmista ovat asitté&nset Fred-
riksson et al. /5/, /6/, ja se onkin suositeltavaa luettavaa em.

ohjelmistojen harkitseville.

Kaiken kaikkiaan ohjelmistojen valintakriteerit vaihtelevat tapaus-
kohtaisesti niin runsaasti, ettd mit&3n yleisp&tevid ohjeita on vai-
kea mennd yksildim&&n. Joka tapauksessa elementtimenetelmdd usein
tarvitsevan kannattaa selvittdd omat mahdollisuutensa tietokoneen

edullisimpaan kayttddn.
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VARBHTELYMITTAUKSISTA KONEIDEN KUNNON DIAGNOSTIIKASSA

Sulo Lahdelma
Oulun yliopisto

1. JOHDANTD

vVardhtelymittausten avulla saadaan tietoa syntyneestd viasta taval-
lisesti jo varhaisessa vaiheessa. Sopivin v&lein tehtdvien uusinta-
mittausten avulla pystytd&n seuraamaan vian kehittymisté, jollein kor-
jaustoimenpiteet kyet&&n suorittamaan suunnitellusti ennen varsinaisen

vaurion syntymista.

2. VARAHTELYMITTAUSTEN PERUSTEITA

Jos kone on hyvéssd mekaanisassa kunnossa, niin sen kdynti on yleen-
s4 tasaista ja mitatut vBrdhtelylukemat ovat alhaisia. Mik&li konee-
seen syntyy vikoja, niin na aiheuttavat ylimd&rdisid dynaamisia voi-
mia, joiden vaikutuksesta laakerointikohtien liike voimistuu. N&in

ollen mittaamalla laakeripesien liikettd saadaan vélillisesti tietoa

koneen kunnosta (kuva 1).

Vrma
(mm/ss)
104
e-
au
4
2 -
Alka {d)
50 100 150

Kuva 1. Paperikoneen pesupuristimen virdhtelyn kokonaistason kasva-
minen pihkaantumisan johdosta {1). Alussa vBrdhtelytason
nousu on keskimdirin lineaarista, jonka jdlkeen seuraa sks-
ponentiaalivaihe.
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Koska laakerointikohtien kokonaisliike muodostuu eri taajuuksilla
vaikuttavien voimien yhteisvaikutuksesta, niin vdrdhtelysignaalin
ldhempi tutkiminen k&yttden apuna taajuusanalyysia mahdollistaa

vian syyn selvitt&misen, jolloin kunnossapitotdiden suunnitelmal-

lisuus paranee oleellisesti.

Antureina kdytetd3dn yleensd pietsosédhkdisid kiihtyvyysantureita,
joilla mitataan laakeripesdn kiihtyvyyttd. Vardhtelymittareissa
on integrointielimet, jolloin kiihtyvyyden [m/sz) ohella kyetdan

mittaamaan nopeutta (mm/s) ja poikkesamaa (um).

Jonkin verran jalansijaa ovat saaneet akselin ja vertailukohdan va-
listd suhteellista liikettd mittaavat poikkeama-anturit. Niita
kdytetd&n 1l3hinnd turbiinien liukulaakerien kulumisesta johtunei-
den kasvaneiden vdlysten paljastamiseen sek& ep8tasapainon toteami-

seen akselin taipumisen perusteella.

3. VARAHTELYJEN KOKONAISTASO

Kokonaistasomittauksilla pyritd&n selvittamd&n onko tutkittava koh-
de kunnossa vai ei., Mik&li vdrdhtelyn kokonaistasossa ei tapahdu
muutoksia, niin p3&tellddn, ettd koneen kunto on s&ilynyt hyvana.
Normaalisti mitataan nopeuden tehollisarvoa [2] taajuusalueella

10...1000 Hz ja se md&dritellddn ssuraavasti:

T
v emdtd ] v2it)dt (1)

rms T
0

missd T integroimisaika

v vardhtelynopeus.

Tavanomaisten kokonaistasomittausten etuihin kuuluu ettd ne on
helppo suorittaa, mutta niiden avulla si yleensd pystyt& selvit-
tamé&n vian syytd. Lisdksi normien mukaisilla taajuusalueilla ta-
pahtuvat kokonaistasomittaukset eivdt anna tietoca vierintélaake-
rien vioista niin varhaissssa vaihesssa kuin mitd muuteoin olisi

mahdollista saada.
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Jos ei ole kdytettdvissd pitkdaikaisia kokonaistason mittaustuloksia
(kuva 1), niin informaatiota on mahdollista kerdtd mittaamalla joiden-
kin viereisten samanlaisten koneiden vArdhtelytasoja vertailupohjaksi.
Kokonaistason tulostaminen piirturilla antaa lisdtietoa tutkittavasta
kohteesta. Esimerkiksi kuvan 2 tapauksaessa viallisen jauhimen v&rah-
telytasossa esiintyi voimakkaita vaihteluita, kun taas hyvadkuntoisean

jauhimen kdynti oli hyvin tasaista.

V.

by -]
(un/8)
a
6
Kiytttmoottorimea vika
4
2 Kiytttmoottori kumnossa
T T ==
0o 1 100  Alke (8)

Kuva 2. Viallisen ja hyvdssad kunnossa olevan jauhimen v&rdhtelytasoa
ajan funktiona [1].

4., TAAJUUSANALYYSI

Taajuusanalyysin avulla saadaan tietoa vadrdhtelyn aiheuttajasta eli
viasta. Liitteessd& 1 on esitetty yhteenvetona eri tutkijoiden k&y-
tdnndn kokemuksiin perustuva vianhakutaulukko [1]. Vertaamalla mit-
tausten antamien spektrien huippukohtien taajuuksia vianhakutaulukon
taajuuksiin on mahdollista tehdd diagnoosi vian syystd (kuva 3). Liit-
teen 1 voimakkuussarake koskee poikkeamamittauksia.

Viallisessa lauhdspumpussa ilmeni juoksupylré@ss& epdtasapainoa seki
laskerivika. Voimakas huippu py8Srimistaajuudella f = 50 Hz viittaa
epdtasapainoon. Kuulan py8rimistaajuudeksi saatiin liitteen 1 kaa-
van avulla 98 Hz B:n arvolla 10°, Nyt tdlld taajuudella oli sel-
vidsti todettavissa terdvd iskumainen piikki, jonka voimakkuus vaih-
teli ajan funktiona. Tarkastuksessa todettiin, ettd laakerin ulko-

kehd ja kuulat olivat selvdsti vioittunest.
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Kuva 3. Viallisen lauhdepumpun taajuusspektri [1]. Pistekatkovii-

voitettu spektri saatiin korjauksen j&lkeisessd tutkimuk-
sessa,

Korjauksen j&dlkeen mitattiin kuvan 3 alempi spektri. Erikoisesti

on syyt8 panna merkille se, ettd n. 100 Hz:n piikin sekd spektrin
loppuosan tasot laskivat alle 1/10-osaan siitd, mit& ne olivat vial-
lisen pumpun taajuusspektrissa.

Yrue
10 4 (om/s)

3 20 50 200 500 1000
Tanjuue (Hz)

Kuva 4. Ylempi spektri on aiemmin mainitun viallisen jauhimen ja
alempi spektri on hyv&ssd kunnossa olleen toisen jauhimen

[1]‘

Kuvan 4 spektreissd on selvd ero taajuusalueslla 150...500 Hz. Sah-
k8isen vian olemassaolon paljasti virran katkaiseminen, Jjonka jal-
keen viallinen jauhin pydri tasaisesti. S&hkOmoottaorin avaamisen
yhteydess3 todettiin hakkikd&mitysten vioittuneen, mistd oli seu-
rauksena voimakkaasti vaihteleva vaantdmomentti. Kuvissa 5...7 on
vield muutama esimerkki erilaisten vikojen vaikutuksesta taajuus-
spektriin,
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Kuva 5. Telan keh&nsuuntaisen aaltomaisuuden eli kantikkuuden vaiku-
tus spektriin [1]. Voimakasta virdhtelyd esiintyi taajuu-
della -FK = "kanttiluku” x telan pydrimistaajuus = 71 Hz.

Vian kehittyessd sdelleen nousi huippuja ssille myds taa-
Jjuuksilla 3 'FK ja 4 fy [1,4].

ras
10 (mm/e)

pé tasapaino

Noe A

20 50 100 200 2000
Taajuus (Hz)

Kuva 6. Epdtasapainossa olevan hdyryturbiinin taajuusspektrissd on
vain yksi voimakas vdrdhtelykomponentti pydrimistaajuudella
f = 50 Hz. [3].

10 o (wa/a) Asennusvirhe

L] T T
100 200 2000
L . Taajuus {Hz)

Kuva 7. HYByrytyrbilnissa olevaa asennusvirhettd osolttas ss, ettd vi-
réhtelyd on selvésti sek#d py8rimistaajuudella f = 50 Hz attd
tsajuudella 2f = 100 Hz.
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5. MITTAUSPARAMETRIN VALINNASTA

Yleisesti voidaan sanoa, ettd matalilla taajuuksilla poikkeamaluke-
mat korostuvat. Nopeusmittaukset antavat tasaisen spektrin vdli-
alueella. Korkeilla taajuuksilla puoclestaan kiihtyvyysarvot ovat
hallitsevia. Kuten kuvasta 8 voidaan todeta, niin hammaspy&ran ryn-

t6taajuudella poikkesama-arvo on hyvin pieni, kun taas kiihtyvyysar-
vo on suuri.
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I | I
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i |
! I P
- 1 I —
2 20 200 1375 2750 4125

Taojuus (liz)

Kuva 8, Hammasvaihteesta saatuja taajuusspektrejd eri mittauspara-
metreja kadyttden [1]. Ryntdtaajuus FR = hammasluku x ak-

selin pydrimistaajuus, Ensitakselin py@rimistaajuus oli
25 Hz ja toisioaksalin 20 Hz.

Kiihtyvyysmittauksista on tulossa entistd t&rkedmpi vdline pyritta-
essd loytdmd&n visrintdlaakerien vikoja. Tamad johtuu siitd, ettd
laakerivika on todettavissa karkeilla vierint&elimien resonanssi-
taajuuksilla paljon aikaisemmin kuin matalilla py8rimisnopsuteen
verrannollisilla taajuuksilla [5,61].



77

6, AUTOMAATTISISTA VALVONTASYSTEEMEISTA

Kehittyneissd valvontasysteemeissd on kiintedsti asennetut anturit,
joista tulevia signaaleja k&sitell&#in mikroprosessorin tai tietoko-
neen avulla, Valvontalaitteisto kerdd tietoa eri mittauspisteistd
halutuin aikav3dlein ja vertaa niit& muistissa oleviin h&lytystasoi-

hin,

Kun tietokoneen muistiin on tallennettu vianhakutaulukko, niin sovi-
tun hdlytysrajan ylityksen jé&lkeen on mahdollista saada tulostus, jos-
sa on vioittunut kohde, vérédhtelytaso, hdlytystaso, taajuusspektri se-
kd vian ilmeinen syy. Lisdksi muistiin tallennettujen aiempien mit-
tauatulosten perusteslla on mahdollista tulostaa ennuste vian kehit-

tymisestd (vrt kuva 1).

Sen sijaan, sttd tietokoneen muistiin tallennettaisiin taajuusspaektrit
joka mittauskerralla, on sdullisempaa tarkkailla vain vikojen kannalta
oleesllisia taajuusalusita. Kehittyneiden sucdattimien yl&- ja alara-
jataajuus on ohjelmoitavissa halutun suuruiseksi. Esimerkiksi paperi-
koneen kuivatusosan-kdyttépuolen telojen kunnonvalvontaan riittdisivat
kuvan 9 mukaiset taajuusalueet. Kunkin alueen voimakkuus voitaisiin
tallentaa muistiin joko tehollisarvona, huippuarveona tai huipusta huip-
puun-arvona, T#118in olisi seurattavana kolme kuvan 1 tapaista k&yré&a.
Kuvan 9 aluest I ja II on valittu siten, ettd ne sisdltédvat perustaa-
juuden sekd kdyt#&nnbdssd esiintyvdt monikerrat. Alueen III tulisi olla
niin laaja, ettd se kattaisi ainakin muutamia ulkokehdn alimpia ominais-
taajuuksia. Vierintdlaaskerin vika ndkyy usein selvédsti ulkorsnkaan omi-
naistaajuudella vaikka naarmuuntumista olisikin korkeamman ominaistaa-
juuden omaavalla sisdkeh&118 [6]. Toisaalta vierintdlaakerin vika né&-
kyy monesti paremmin toisella ja kolmannella ominaistaajuudella kuin

ensimmdisalld [7].
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- Epdtasapaino - Kuluneet - Laakerivika
- Asennusvirhe hammaspydrat
I II III
Poikkeama- Nopeus- tai Kiihtyvyys-
mittaukset kiihtyvyys- mittaukset
mittaukset
—
i ) i fraces —
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Kuva 9. Paperikoneen kuivatusosan telojen kunnonseurannan keskeiset
taajuusaluest.

S B T R | ¥ v ]
05| (7/52] ! |
100 i i 1 i
. il Ll
T
il |
10 T T . lRi
I
: | |
T HY B0 100 0 Hz

Kuva 10. Paperikokeen kuivatusosan k3yttdpuolelta mitattu taajuus-
spektri, Mittausparametrina on kdytetty kiihtyvyyden hui-
pusta huippuun-arvoa (ap_,). Spektristd ndkyy selvdsti ryn-
tétaajuus FR = 258 Hz ja sen monikertoja.

Alueen-III alarajataajuus olisi valittava niin korkeaksi, etteivit
hammaspydrien ryntdtaajuudet p&8se vaikuttamaan mittaustuloksiin.
Erdén paperikoneen kuivatusosan laakerivikojen yhteydess& on todettu
kiihtyvyyslukemien [B] kasvaneen selvdsti taajuusalueella 6000...7000
Hz,
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LIITE 1

VIANHAKUTAULUKKO
SYY VOIMMCKUUS([.UT)) TAAJUUS VAIHE HUOMAUTUKSIA
1. Verrannollinen|l x n Vaihe osoittae yhtd|Yleisin syy vérdhtelyihin
Epatasapaino epdtasapainoon, vakaata vertailu-

Suurin radiaa- merkkid.

lisuunnassa
2 Suuri aksiaa- |Tavellisesti 1 x n |Yksi, keksi tai Parhaiten tunnistettavissa suuren aksisa—

Kytkimen tai

lisuunnassa.

Usein 2 x n

kolme vertailu-

livirdhtelyn johdosta. K&ytd mittaekelloa

laekerin asen- |50 ¥ tei enem-|Joskus 3...4 x n merkkid tei muite mittelaitteita vian selvittami-
nusvirhe mén radiaali- seanl, * Jos koneesss on,liukulaakeri eiki
3. virdntelyistd kytkimessh ole asennusvirhettd, niin tesa-
Kéyré ekseli painota roottori.

i, Vaihtelee Ykeityisten vierin-|Epévekaa Sysaystasjuus

Viallinen kuu-

tédelinten svsaye-

Ulkekehd vaurioitunut

le- tei taajuudet., Mvds N d
rullaleakeri erittdin suuritaa- r= s“r(l B 5“058)
Juista vérdnhtelyd Sislikehd veurioitunut
(20...60 khz) 8 a
r= E“r(l + peoss)
Kuula vaurioitunut
- D _ 42 2
£=0,5m, E (§) cos B]
N on kuulien tai rullien lukumidrd rivia
kohti,
n_ on sisé- ja ulkokehén pydrimistaajuuk-—
slen erotus.
5. lxn Yksi vakaa vertsi- |Vertaa akselista ja laskeripesidstd
Viallinen lumerkki mitattuje arvoja toisiinsa.
liukulaakeri
6. Verrannollinen|2 x n Kaksi vertailu- Eeiintyy tavellisesti yhdessié epitaaa-
Mekaaninen vilykseen merkkil, Tavalli- |painon ja/tai asennusvirheen kanssa.
valys sesti jonkin verran
epidvakaa
i n/2 tai n/3 VAljvvs esiintyy vleensdé vein kéynti-
Biteisleakerin nopeuksilla ja -lawmp&tilassa. Esiw.
vdljd pesd turbiinit.
8. Alhainen Hyvin korkes. Osoittaa useita
Kuluneet ham Hammasluku x n ja |verteilumerkkejé.
maspySrat sen monikerrat Epévakaa
9. Suuri Kriittinen pybri- |Yksi vertailumerkki|Vdréhtely kasvee voimakkeasti léhes-
Resonanssi mistaajuus tyttdessd kriittistd pySrimisteajuutta.
10. |58&nndtén tai |1, 2, 3 & & x hih- |Yksi tai kaksi ver-|Stroboskooppi kitevé tydkalu viallisen
Vialliset sykkiva nojen kierrostaa- tailumerkkid, jotka|hihnan toteamiseen
kiéyttdhihnat Juus ovat tavallisesti
epévakaita
11, Vaihtelee Jatkuve kitka: Epévakaa
Kitka ugeita eri tsajuuk-—
sia
Ajoittainen kitka:
1ltai 2 xn
12. Yleensd 1 x n tel tuuletti- Epétavallinen hdirién syy lukuunotta-
Hydrauliset ja[alheinen men tai juoksupyd- matta rescnanssitepauste
aerodynaamiset rén eiipien lukumdi
voimat rd x n ja monikerra
13. Vaihtelee Hieman alle puclet |Epdvakaa Tulee kysymykseen koneisse, joillae on
01jykalvon akselin pyérimis- suuri pybrimisteajuus. Esim. turbiinit
pybrteily ja taajuudesta (0,42
rikkoutuminen ...0,L8) x n
1k, 1 xn tai 1 tai 2 Yksi tei kaksi pyd-|Jos vérdhtelyn voimakkuus heikkenee
Séhkdinen epé- x synkronitaajuus rivad merkkid Bkillisesti, kun virta katkaistaan,
tasapaino syy on séhk&inen.
15. 1, 2 & korkeampia Luontaista mantékoneille, voidaan pie-
Edestakaiset kertalukuje x n nentéd vain rakennetta tai alustan
massavoimat eristystd parantamalla.
16. Tavelliseati lxn Yksi merkki Moottoreissa ja generasattoreissa virih-
Epbkeskeiget pienl tely hividd, kun virta katkaistaan.
akselitapit Vaihteissa virdhtely on voimakkainta

hammaspy6rdn keskiviiven suunnassa.
Jos vika on pumpussa tai puhaltimessa,
vritéd tasapainottaa,

n on pydrimistaajuus




MAASTOKAYTTOINEN DATALOGGERI

DI Jouko Kangas

Oulun yliopisto, konetekniikan asasto

1 JOHDANTO

Mitattaessa ja rekisterditdessd antureista saatavia mittaustietoja
sdhkdisesti mittauksen tarkkuuden parantaminen ja henkil8kustannus-
ten s3istd voidaan saada aikaan automatisoimalla mittaus- ja rekis-
terdintiprosessi. Laitetta, joka suorittaa t&mén, kutsutaan data-
loggeriksi, Niiden koko vaihteles pienistd& 10 kanavan systeemeis-
t3d aina usean tuhannen kanavan systeemeihin. Sovellutukset ovat
siis vaihtelevia, monien systeemien ollessa jopa réatédlinty8Bnd val-

mistettuja.

Oulun yliopiston konetekniikan osastolla on kehitetty mittalaite
mekaanisten suureitten mittaamiseksi maasto-olosuhteissa. Laitteen
kehittely ja konstruointi on suoritettu viimeisten kuuden vuoden

aikana.

Paam&&rdksi asetettiin koekappaleen rakenteellisen lujuuden mittaa-
minen todellisissa toimintacolosuhteissa siten, ettd mittauslaitteis-
ton omat h&diribldhtest jdisivat mahdollisimman v&hdisiksi. Lisdksi
haluttiin mahdollisuus mitata myds muita kiinnostavia suureita ku-

ten paine, siirtymd, voima, kiihtyvyys, la8mpdtila jne.

Luonnon olosuhteissa syntyneet rasitukset ovat tdysin satunnaisia
sekd suuruutensa ettd esiintymistiheytensd suhteen. Mittausmene-
telmien ja tulosanalyysin tdytyy olla sellaiset, ettd rasitetusta
koskappalessta saadut tiedot voidaan koota ja analysoida niin hel-
posti kuin mahdolllsta. Kustakin mittauspistesstd on saatava riit-
tdv8 midr8 mittausarvoja luctettavan tilastollisen arvion saamisek-

si.



82
2 MITTAUSLAITE

Peruslaite on dataloggeri, jonka ensimmé&inen versio valmistettiin
Digelius Oy:114. Se on suunniteltu erityisesti venymdliuskamittauk-
siin. Laitteessa on 64 kanavaa, joista yksi on varattu siltajannit-
teen tarkkailuun ja 63 ulkoisten anturien liitt&miseen. Jokaisella
kanavalla on Wheatstonen sillan t8ydennysvastukset antaen mahdolli-
suuden neljénnes-, punli- tai kokosillan kdytt&miseen. Voidaan
kdyttadsd tavallisia 1-hilaliuskoja tai rusettiliuskoja tasojannitys-

tilan mdsdrittadmiseksi. Silta on mahdollista my&s kokonaan ohittaa.

Yhteen mittauskierrokseen voidaan valita erilaisia kanava-alueita
siten, ettd kanavien kokonaislukumddrd ei ylitd 64. Samaan kanava-
alueeseen kuuluville kanaville annetaan yhteinen liuskavakio tai
anturille ominainen muu vakio (jota ei kdytetd hyvdksi itse mittaus-
prosessissa, vaan vasta tulosten kdsittelyssé&) sekd chjelmoitava

vahvistus G2 (kuva 1).

Mittausnopeus (perdkké&isten mittauskierrosten aloitushetkien vdli-

nen aika) on kdyttdjdn valittavissa 1 ms tarkkuudella. Suurin sal-
littu nopeus riippuu mitattavien kanavien lukumddrdstad. Tayttd ka-
navalukum8&rdd 64 voidaan mitata nopeimmillaan 26 ms vdlein ja yhté

kanavaa 1 ms valein.

Mittaukset voidaan aloittaa normaalin aloituksen lis&ksi myGs ns.
AUTOSTART-1liipaisulla. T&116in mielivaltaiselle kanavalle asetetaan
etukdteen signaalitaso, Jjonka ylitys positiivisella tai negatiivi-
sella puolella aloittaa mittauksen. Té&man jdlkeen mittaus Jjatkuu
etukédteen sekunneissa annetun ajan ja loggeri j&3 odottamaan uutta
mittauksen liipaisusignaalia tarkkaillen vain AUTOSTART-kanavan

mittausarvoja.

Mikroprosessori 8085 ohjaa multiplekserid, Jjoka valitsee mittaus-
kierrokseen kuuluvat kanavat vuorctellen. Venymdliuskamittauksissa
kanavan mittaussignaali tules WHeatstone-sillasta vahvistimien G,

ja G, kautta A/D-muuntimeen. Vahvistimella G; on kiinted vahvis-
tuskerroin 100, Vahvistimen 82 vahvistuskertoimet 1, 3, 10 tai 25

ovat ohjelmallisesti valittavissa.
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Mikroprosessori 8085 l&hett&s mittaustiedot té&mén j&lkeen vuorotel-
len kahteen 4 ktavun puskurimuistiin. Kun toinen puskuri t&yttyy,
tyhjent&d prosessori 8748 sen massamuistiin, joka on 3 M:n 4-rai-
tainen datakasetti. T&mdn talletuskapasiteetti on n. 2,6 Mtavua
(tavu on t&ssa 8 bittid). Yhdelle raidalle mahtuu 325 000 mittaus-
tulosta, mikd on yleensd riittadva mddrsd mittausta kohti. Kasetille
talletus ja sieltd luku tapahtuvat vakionopeudella 6 000 tavua eli

3 000 mittaustulosta sekunnissa.

Kuva 2 esitt&8 prosessiliiténtd4. Huomataan, ettd hyppylangoilla

ja anturiliitédnnén erilaisilla kytkenndilld voidaan k&ytt&d3d erilai-
sia siltakytkentsj&, sillan ohitusta tai sillan ja vahvistimen Gl
ja/tai suodattimen ohitusta. Seuraavassa esitetdin mittausmahdolli-
suuksia venymdliuska-antureille tai muille antureille, joiden sig-

naalin l&htdtaso vaihteles v&1il1810 uV...10 V.

1 Venymé&liuskamittaus nel jdnnessillassa: Aktiivi liuska kytket&in
anturiliit&nnén napoihin 1 ja 2. Hyppylangat I, II, III, 1V,

V, IX ja X ovat kiinni, toiset auki.

Venymdliuskamittaus punlisillassa: Kaksi liuskaa (2 aktiivia
tai 1 aktiivi ja 1 kompensointi) kytket&&n yhteen ulkopuolellsa,
d8rinmmaiset johdot kytket&&n napoihin 1 ja 3, keskijohto napaan
5. Hyppylangat I, II, III, IV, V ja IX ovat kiinni, toiset au-
ki.

Venymdliuskamittaus kokosillassa: Sillan sydtt&jé&nnite saadaan
navoista 1 ja 3, signaali johdetaan napoihin 4 ja 5. Hyppylan-
gat I, II, IV, V ja IX ovat kiinni, toiset auki,

4 Sillan ohitus antureilla, jotka antavat mittaussuureeseen ver-
rannollista jannitesignaalia: Signaali napoihin 4 ja 5. Navat
5 ja 6 yhdistetddn sopivalla vastuksella kellunnan eliminoimi-
seksi. Hyppylangat I, II, IV, V ja X ovat kiinni, toiset auki.

5° sillan ja vahvistimen G, ohitus: Signaali napoihin 5 ja 6. Hyp-
pylangat I, II, V, VI, VII ja X kiinni, toiset auki (suoda-
tinta ei ohiteta) tai hyppylangat I, II, VI, VIII ja X kiinni,
toiset auki (my&s suodatin ohitetaan).
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6% Mittaus kapasitiivisilla tai induktiivisilla antureilla koko-

sillassa: Ulkopuolinen AC-tehonsydttd, signaali napoihin 4 ja

5. Hyppylangat I, II, IV, V ja X kiinni, toiset auki.

Hyppylanka IX sijaitsee ulkoisessa liit&ntédkentdssa.  Hyppylan-

gan X avulla saadaan vertailuvastus RP P hyddynnetyksi my@s

e
puoli- ja kokosiltakytkennédssa.

Laitteieton kahityksean liittyen on tehty kaksi diplomitydtd ja
kolmas on paraikaa tekeilld., Ensimmdinen ty6 liittyi dataloggerin
ensimmdisen version valmistukseen Digelius Oy:114. Toisessa tydis-
sd dataloggeriin lis&ttiin Intel B8748-mikroprosessori huaolehtimaan
kasettiaseman toiminnasta, CPU-kortti ja A/D-kortti uusittiin, pus-
kurimuistialue muunnettiin yhdestd 2 ktavun puskurista kahdeksi

4 ktavun puskuriksi. Mikroprosessorien ohjelmisto k&sitti t&ssi
vaiheessa 7 ktavua Assembly-ohjelmaa. Kolmannessa ty8ssd ohjelmis-
to suunnitellaan kokonaan uudelleen p&&osin PL/M-kielisend dokumen-
toinnin selvyyden lis&3miseksi. P&3prosessori Intel 8080 vaihde-
taan tyyppiin Intel 8085 A-2, CPU-kortti, A/D-kortti ja ndyttd-ndp-
pdimisté-kortti uusitaan. Laitteeseen 1lis&td3n mahdollisuus toimia
8-kanavaisena DC-vahvistimena, jolloin mittaustuloksia ei talleteta
kasetiltle, vaan ohjataan analogisesti ja digitaalisesti vahvistettu-
na suoraan B8-kanavaiselle analogiaulostuloyksikdlle. Taajuusvaste
on tdlldin 700 Hz kanavien lukumddrdstsd riippumatta. T&ss& ty0ssa
mikroprosessorien ohjelmat tulevat k&sittamd&n n. 14 ktavua PL/M-

ohjelmaa ja 1 ktavua Assembly-ohjelmaa.

Dataloggeri on sijoitettu lasikuituvahvisteiseen tukevaan koteloon,
joka tekee laitteen tdysin kdyttdkelpoiseksi maasto-olosuhteissa.
Energialdhteend toimii kaksi akkua, Jjolloin ulkoista koekappaleen
toimintaa h8iritsevdd energialdhdettd ei tarvita. Mittalaitteen
paino on 40 kg ja tehon tarve suurimmillaan 180 W, 24 V DC. Maasto-
mittauksissa laitteisto koostuu dataloggerista, akuista ja antureis-

ta mittausjohtoinsen.
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3 MITTAUKSEN SUDRITUS

Koekohteeseen liimataan venymdliuskat ja kiinnitet&&n muut tarvitta-
vat anturit ennalta laaditun suunnitelman mukaisesti. Mittausjoh-
dot liitet34n dataloggerin anturien liitinkentt&&n edelld esitetty-
ja liitantsvaihtoehtoja noudattaen. T&ssd vaiheessa aloifetaan myds
yksityiskohtainen pdytdkirjanpito mittauskohteesta, anturi-kanava-
tunnistustaulukosta, anturitiedoista, mittaustavasta, mittausajan-

kohdasta ja -paikasta, kokeitten tyypistd jne.

Ennen mittauksia suoritetaan kanavien nollatasapainotus 1. trimmaus,
mik& tehdddn jokaiselle kanavalle erikseen. Erillinen kanava voi-
daan saatd3 myds lihelle toista laitaa, jos tiedet&an kanavan mit-
tausarvon muuttuvan vain vastakkaiseen suuntaan. Arvioidaan myds
kullekin kanavalle odotettavissa olevan signaalin suuruutta sopivan
vahvistuksen valitsemiseksi niin, ettsd mittausalue tulisi mahdolli-

simman laajasti kdytttsn ilman signaalin leikkautumista.

Aloitettaessa staattinen tai dynaaminen koe alkutilanteen tulisi
olla niin rasitukseton kuin mahdollista. Ennen varsinaisen mittauk-
sen aloittamista mitataan alkuarveot (24 mittakierrosta) kaikilta
mittakierrokseen valituilta kanavilta ilman vertailuvastusta. Ta-
mén j&lkeen loggeri mittaa automaattisesti alkuarvot (24 mittakier-
rosta) 66.4 kQ vertailuvastuksen kanssa. N&itd arvoja kdytetdé&n

hyvadksi venymdliuska-anturien skaalauskertoimen mé&ritt&misessa.

Kokeen aikana mitatut mittaustulokset ovat poikkeamia ilman vertai-
luvastusta mitatuista alkuarvoista. Staattisissa testeissd yksi
mittausarvo kanavaa kohti riitt33 periaatteessa, mutta tilastollisen
tarkkuuden parantamiseksi otetaan useita arvoja, joista lasketaan
keskiarvo. Dynaamisissa testeiss3d tarvittava mittausaika riippuu
kokeen luonteesta, mittausnopeudesta ja mittauskierrockseen kuulu-
vien kansvien lukumddridstd. Kokeen aikana halutun mittauskanavan
mittausarvoja voidaan seurata suoraan dataloggerin digitaalindytés-

ta.

Mittaus voidaan suorittaa yhtendisend tai AUTOSTART-mittauksena,
jolloin liipaisut voidaan my8s suorittaa halutulla hetkelld k&si-
kytkintd kayttamdlla.
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4 MITTAUSARVOJEN ANALYSOINTI

Digitaalimuodossa tallentavan mittaussysteemin suurin etu on tieto-
koneen hyv@ksikdytdén mahdollisuus mittausarvojen analysoinnissa.
Tulokset saadaan nopeasti ja niitd voidaan vaivattomasti kisitelli
laadittujen kdsittelyohjelmien puitteissa. VYksityiskohtainen tulos-

analyysi saadaan tietokoneella vBlittdmasti mittausten j&lkeen.

Mittaustiedot puretaan kasetilta (kuva 3) mikroprosessorin 8748 oh-
Jjaamana vuorotellen kumpaankin puskurimuistiin, mist3 prosessori
8085 18hett&3 ne digitaalisena joko sarjaliit&nndn RS-232-C valityk-
selld modeemin kautta yliopiston tietokoneelle UNIVAC 1100 tai rin-
nakkaisliit&nn&n IEEE-488 v&litykselld siihen sopivalle poytdtieto-
koneelle. Mittaustiedot voidaan myds 1&dhettdd analogisena korkein-
taan 8 kanavaa kerrallaan D/A-muuntimen kautta esim. suorapiirturil-
le, analogianauhurille tai analysaattorille. T&118in purkunopeus an

sama kuin mittausnopeus.

UNIVAC:in perdkkdistiedostossa olevien mittaustulosten k&sittelya

varten on seuraavia ohjelmia:

Ohjelma "Desimaalilukutulostus” antaa halutulle rusettiliuskal-
lg mittakierroksittain kunkin haaran venym&n sekd niistd laske-
tut tasojénnitykset, p&&venymdt ja suuntakulman desimaalilukuna
tai halutuille yksittdisliuskoille (max 3 kerrallaan) venymin

ja siitd lasketun jAnnityksen.

Ohjelma "Steattisen mittauksen tulostus” muodostaa tulostuksen
mittauksesta, jossa koekappaleen kuormitusta on muutettu por-
taittain samoilla alkuarvoilla. Jokaisella portaalla on mitat-
tu n mittakierrosta ja ndiden n mittakierroksen arvoista ohjel-
ma laskee rusettiliuskalle pd&jdnnitysten keskiarvot, standardi-
poikkeamat, maksimiarvot ja suuntakulmien keskiarvon tai yksit-
tdisliuskoille (max 2 kerrallaan) jannityksen keskiarvon, stan-

dardipoikkeaman ja maksimiarvon.

Maksimiarvot ilmaisevat mittausten tarkkuutta; keskiarvon pitdi-

si olla sama kuin maksimiarvon.
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3 Ohjelma "Jakaumapiirros" laskee samat arvot kuin em. ohjelmakin,
mutta koko mittauksen osalta. Tulostuksessa rusettiliuskan p&&-
jadnnitykset ja suuntakulmat jaetaan ryhmiin niiden suuruudesta
riippuen ja muodostetaan ryhmistad pylvadsdiagrammi. T&116in jan-
nityksen tai suuntakulman esiintymistiheyden todenn&dk&isyyskdy-
réd saadaan pylvdsdiagrammin verhok8yrd@nd. Yksittdisliuskalla

vastaava muodostetaan jénnityksselle.

Lopuksi tulostetaan desimaalilukuna kaikkien rusettien ja yk-
sittdisliuskojen koko mittausta koskevat keskiarvet, standardi-

poikkeamat ja maksimiarvot.

Ohjelma "Sekvenssipiirros” palauttaa dynaamisissa olosuhteissa
mitatun Jjénnityskehityksen piirturitulostusta muistuttavaksi
pistejonoksi halutulla skaalauksella, T&mén voi todeta listauk-

sesta, Jolloin rivikirjoitin simuloi piirturia.

Ohjelmissa 10 Jja 2° venymdliuskojen sijasta voidaan kdyttdd myds
muita antureita, kuten paineanturi, siirtymdanturi jne. ja saa-

daan n8ille ominaisille mittaussuureille vastaavat tulostukset.

Aktiivi- Mittasilta Vahvistin Vahvistin
liuska 100 X 1,3,10,25X%

T Multi- A/0
= —)L‘ plekserd =M 12 bit
ez

483

4 kb 4 kb WP
8085 A-2
w =00 o/
B748 Oh jauspanssli 10 bit
Digitaalindyttd 4
Suarapiirturi
m Analogialshtt a] Nauhuri
8 kan Analysaattori
Massanuisti

Kuva 1. Venymdliuskamittauksen lohkokaavio.
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Kuva 2. Apalogiasignaalianturien liit&nt&mahdollisuudet.
WP
i ) B0B5 A-2
RS-232-C
w . B D/A
8748 110-9600 baud IEEE-488 10 bit
Modeemi _ .
Qo0 300, 2400 baud P6ytstietokons Analog;:?]ahto
Massamuisti Lﬁ L
Suorapiirturi
Nauhuri
UNIVAC 1100 Analysaattori
Kuva 3. Mittaustulosten purku lohkokaaviona.



HOLOGRAFINEN INTERFEROMETRIA VARAHTELYANALYYSISSK

Vesa Karppinen
Joensuun korkeakoulu
Matematiikan ja fysiikan osasto

1 JOHDANTO

Holografiassa kohteen kuva tallennetaan filmille kohteesta difrak-
toituvan aallon ja vertailuallon interferenssind (kuva 1). Filmille
tallennetaan kohteen eri pisteistd tulevien aaltojen viliset vai-
erot. Kun hologrammia valaistaan vertailuaallolla, rekonstruoituu
alkuperdinen kohdeaalto vailhe-eroineen ja kohteen kuva havaitaan
kolmiulotteisena.

Holografiaan perustuva ainetta rikkomaton testausmenetelm¥ on nk,
holografinen interferometria. Samalle filmilevylle tallennetaan jo-
ko kohdeaalldbt kahdesta eri tilasta tai tietylld tavalla liikkuvan
kohteen aaltorintama,

Tdpldkuvauksessa valotetaan kohteen kuva koherentissa valaistukses-
sa 1llman referenssiaaltoa. Kuva on kaksiulotteinen ja se muodostuu
kirkkaista ja tummista téplista; Menetelmd 1liittyy l¥heisesti holo-
grafiseen interferometriaan. N4ill¥ kahdella eri menetelm#lli saa-
tava informaatio on osin samanlaista ja osin tolsiaan tiydent&vii,

kohde kohteenvalaisu

G,&y kohdeaalto
J) hologrammi

vertailuaalto

Kuva 1, Hologrammin tallennuksen periaatteellinen koej&rjestely,
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Seuraavissa luvuissa tarkastellaan lyhyesti ja vain p8dpiirteittdin
holografista interferometriaa ja t&pldkuvausta vidrihdysten tutkimi-
sessa,

2 KAKSOISVALOTUSTEKNIIKKA

Samalle filmilevylle tallenetaan hologrammit kohteesta sen kahdesta
eri tilasta. Vdrdhdysiikkeitd tutkittaessa liilke etenee valotusten
vdlilld, Rekonstruoitaessa kaksoisvalotushologrammia interferoivat
keskenddn kaksi kohdeaaltorintamaa ja kohteen pH&l1& n#hd&&n kirk-
kaita ja tummia interferenssijuovia, Kahden tumman viivan v&lilli
on aallonpituuden puolikkaan suuruinen siirros.

Vidrdhdysliikkeitd tutkittaessa on valotusten oltavaniin lyhyit¥, et-
td kohde ei ehdi liikkua niiden aikana. Timin vuoksi valonl&hteeni
yYleensHd kdytetHsn tehokkaita pulssilasereita, NHilli pulssien kes-
to on noin 25-50 ns. Ndinollen suurtaajuisetkin vdr&hdykset kyetddn
ndilld pys4yttdm4dn,

Ajasta riippuvia liikkeit#d tutkittaessa on my8s tiedettdvi missd
liikkeen vaiheessa valotukset suoritetaan. Valotuseten vidlinen ai-
ka on my8s tunnettava, Alkariippuvuus itse voi olla luonnolllises-
tl minkalainen tahansa kunhan ajoitus saadaan sopivaksi.

Kuvassa 2 on interferenssiviivat, jotka esittdvdt vdrdhdyksen vakio-
nopeusviivoja. Viivat ovat porakoneen kiilahihnan suojakopassa, joka
virdhtelee porakoneen kdydessHd. Porakoneen pydrintdnopeus oli kuvat-

taessa 8000 kierrosta minuutissa ja pulssien vdlinen aika 15 us.

Viivakuvioitten tulkintaa helpottuu ja nopeutuu huomattavasti, jos
liikkeen suunta tunnetaan, Kuvan 2 interferenssiviivat edustavat pin-
taa vastaan kohtisuoria siirroksia ell taipuisaa vérdhtelyd. Mikdli

siirrosten suuntaa ei tunneta on siilrrosvektorit mddritettdvd kdyt-

tdmill4 nk. usean pisteen analysointimenetelm#i |1
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Kuva 2, Porakoneen kiilahihnan suojakannessa esiintyvid siirrosvii-
voja. Kone oli kuvattaessa kuormittamaton ja sen pydrintéd-
nopeus oli 8000 rpm.

3, AIKAKESIARVOTEKNIIKKA

Tutkittava kohde voi liikkua (jaksollisesti) valotuksen aikana,

Kun liikkeen jakson aika on huomattavasti pienempi kuin valotus-
aika muodostuu nk aikakeskiarvohologrammi, Liikkeen aikariippuvuu-
den mukaan kohteen intensiteettijakautumaa moduloi erimuotoiset te-
kijat |2
ta ell harmoonista liikettd,

. Seuraavassa tarkastellaan vain yksinkertaisinta tapaus-

Aikakeskiarvohologrammissa, joka on otettu harmoonisesti vdrdhte-
levistd kohteesta, tummat ja kirkkaat viivat esiintyvdt ensimmdi-
sen lajin nollannen kertaluvun Besselin funktion nelidn mddrddmdl-
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14 tavalla, Argumenttina on suoraan amplitudiin verrannollinen
tekijd. Solmukohdat erottuvat helposti kuvan kirkkainpina alueina.
Muut viivat ovat amplitudin yhtdsuuruusk&yris, Taipuisille vdrdh-
telyille n#émi ovat vdrdhdysmuodon korkeuskdyrid.

Kuvassa 3 on turbiinin siiven erds vdrdhdysuoto. Hologrammi valo-
tettiin siivestd sen virdhellessd taajuudella 6.25 kHz. Solmukoh-
ta-alueet erottuvat selvidsti ja viiden ensimmiéisen tumman viivan
edustamat amplitudit ovat mikrometreissi lausuttuna:0.1, 0,24,
0.36, 0.52 ja 0.66. Kuvan alaosassa on havainnollistettu vdr&h-

dysmuotoa,

_ Kuva 3, Turbiinin siiven er&s ominaisvirihdysmuoto (6,25kHz) ja
sen havainnollistus.
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4 TAPLEKUVAUS

Tdplikuvauksesta voidaan erottaa samat menetelmdt valotusten suh-

teen kuin holografiasta, Lis#dksl tdpldkuvaukseen tulevat kohteeseen
fokusoitu tapaus ja valoldhteeseen fokusoitu kuvaus, Ndiden kahden
fokusointitason avulla saadaan eroteltua pinnansuuntainen ja pintaa

vastaan kohtisuora liike.

Talpuisia virdhtelyjd tutkittaessa tdpldkuvaus antaa pinnan kallis-
tumakulman eli amplitudin ensimm&isen derivaatan pinnan suhteen,
Hologrammista saadaan amplitudijakautuma (siirrosjakautuma).

Kuvassa 4 on ohuen levyn er#idn vdrdhdysmuodon kallistumaviivat se-
kd kallistumajakautuma levyn keskiosassa. Kallistumak&dyrd on mitat-
tu kahdella eri tXldkuvien analysointimenetelmdlli [3!,

-
ey
&

Kuva 4, Ohuen levyn ensimmiisen ominaisvérfhdysmuodon kallistumavii-
vat ja mitattu kallistumak#dyr8 pitkin levyn keskiosaa,
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5 SOVELLUTUSMAHDOLLISUUKSISTA

Edelld esiteltyjd menetelmis voidaan soveltaa monenlaisten k3yté&n-
ndn ongelmien ratkailsemiseksl, Seuraavassa luettelomaisesti erditid
mahdollisia sovellutuksia: ominaisvirdhdysmuotojen selvitt&minen,
vdrdhdyksistd ailheutuvien jénnitysten middrittéminen, pydrivien kap-
paleiden vérdhtelyjen selvittdminen, aaltojen eteneminen (iskut jne)
sekd rakenteissa esiintyvien vikojen ja heikkouksien paljastaminen.

Holografisen interferometriassa mitattavat amplitudit ovat A/4->10X,
Modulointitekniikalla on mahdollista mitata amplitudeja, joiden suu-
ruus on 0.012 |4|. Tiplékuvauksessa herkkyyttd voidaan sH&t#d muut-
malla linssin aukkoa. Mittausalueeksi voidaan m&é&ritelld: 22+0,1 mm.

6 KIRJALLISUUSLUETTELO
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|2! vest, C.,M., Holographic interferometry, John Wiley and Son,
New York, 1979.
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ferometry by holography, Springler-Verlag, Berlin, 1980,



HUYRYKATTILAN TULIPESKN VARAHTELYISTA

Tapani Nyman
A. Ahlstrém Oy

1 LBHTUTILANNE

Tamid tapaus koskee erdin kupari- ja nikkelisulaton jdlkipoltto-
kattiloita.

Kupari ja nikkeli jalostetaan samantapaisilla rinnakkalsilla tuo-
tantolinjoilla. Kummassakin prosessissa syntyneet palavat kaasut
poltetaan maakaasua apuna kiytt3en omissa, tdysin samanlaisissa
kattiloissa ennen joutumistaan savupiippuun. Kattilat kehittdvit
héyryd miltei yksinomaan konvektloputkistojen avulla.

W

Poltin Kattila

Tl

Kuva 1. Kattilan rakenne

Laitoksen kdyntiinajovaiheessa todettiin, ettd kummassakin kat-—
tilassa esiintyi suurehkolla tuotannolla voimakasta vérdhtelyd

ja matalataajuista melua. Samalla myds poltin toisinaan sammui

ja putkistossa esiintyl joitakin hitsisaumojen murtumia.

virdhtelyd esiintyi kattilan ldhiympirist®ssd laajalti niin, ettd
sen ldhtdkohtaa el voitu paikallistaa.
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Sitd el saatu millddn ajoteknillisilld keinoilla vaimenemaan muu-
toin kuin kuormitusta vihentdmilli. Vdrdhtelyn aiheuttajiksi
epdiltiin joko poltinta tai putkiston aiheuttamaa pydrteilyd.

Nikkelilinjan kattilan konvektioputkistojen vdliin asennettiin
virtauksen suuntaisia levyjd tarkoltuksena vaimentaa vdrghtelyd,
mik&li se aiheutui putkien Karmann-pydrteistd. Toimenpiteelld
el ollut selvdd vaikutusta. (Kuva 10)

Asian selvittémiseksi k¥ynnistettiin vérdhtelytutkimus. Ilmidn
aikaansaamiseksi tarvittavat tuotanto-olosuhteet esiintyivdt
harvoin ja ep8ds#&nnbllisesti. Mink&&nlaisiin muutoksiin ja kokei-
luihin kattilan kdytdn aikana ei ollut mahdollisuuksia.

Aluksl pyrittiin lyhyilld teoreettisilla tarkasteluilla selvittd-
mddn mistd voisi olla kysymys.

2 PYURTEIDEN AIHEUTTAMA POIKITTAISVARBHTELY PUTKISTOSSA
Virtaavan kaasun aiheuttama pySrteily putkien jdttbpuoclella saa

aikaan virtauksen polkkisuuntaisen herdtteen joka saa kaasun ja
putkiston vidrdhtelemddn.

°

O» OO O

> 0 Ob 0%

O»n O O»

Kuva 2. Kaasun pydrteily

2.1 Vvidrdhtelyn taajuus

£=F .

Ol
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taajuus (Hz)
Strouhalin luku
kaasun nopeus (m/s)
putken halkaisija (m)

U < 1 m
I

Strouhalin luku riippuu putkien jaosta ja on luokkaa 0,2...0,3.

Taajuus virausnopeuden funktiona, kun putken halkaisija on
31,8 mm:

flHz)

120

Zb vimal

Kuva 3. Taajuus virtausnopeuden funktiona

vidrdhtelytilanteessa virtausnopeus kattilassa on n. 10 m/s, joten
pydrteilytaajuus on luokkaa 80...100 Hz.

3 HUOYRYPUTKIEN TAIVUTUSVARAHTELYN OMINAISTAAJUUDET

Putket on hitsattu ylipH&stdin jakotukkiin ja roikkuvat vapaasti.

- EQ EE E = kimmomoduli
2m ¥ pl I = nelidmomentti
po= massa/pituus
1 = pituus

Co= kerroin joka riippuu kiinnitys-
tavasta ja vidrdhtelymuodosta
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Ominaistaajuudet putken arvoilla:
d =131,8mm s=3,6mm, 1 =5,1m, tidytetty vedelld

WII974

f1 = 1 Hz £, = 6,4Hz f3 = 18 Hz f, = 35Hz f5 = 58 Hz (% 20%)

(Co = 3,52) (Cy = 22,2) (Cy = 61,7) (Cu = 121) (Co = 200)

Kuva 4, Putkien vdrdhtelymuodot

PySrtellytaajuus on selvdsti korkeampl kuin putkien todenndkdi-
simmdt ominaistaajuudet, joten mitddn resonanssividrdhtelyd put-
kissa tuskin esiintyy, joka voisi aiheuttaa voimakasta visytys-

kuormitusta.

4 KAASUN SEISOVIEN AALTOJEN TAAJUUDET KATTILASSA

(n=1, 2, 3...)

a = kattilan leveys (m)
c = d¥nennopeus m/s
g=9,81 m/s2

R = kaasuvakio

& = polytrooppivakio

T = lédmp8tila (K)

o)
fn =%a ' D

C = g* R T

Nyrkkisd#nts: ¢ = 20\ T
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Paineaalto Liikeaalto

o T

3 DA

Kuva 5. Seilsovat aallot

Seisovan aallon taajuus l&mpdtilan funktiona.

f [Hz]
f ikittain
120 - /I);,S-T-// h2 PO
100 —
80 a=78m __ — fh2  Pystysuoraan
60 4— e a=5m 101 pO“(i"Oiﬂ
W0 - a=78m —— = fny  pysiysuoraan
20 -

I.OIO 500 6(;0 7(50 [}

Kuva 6. Seisovan aallon taajuus limpbtilan funktiona

5 VARKHTELYMITTAUKSET

Kattilan, kaasukanavan ja poltinkanavan alueella suoritettiin

palnevéréhtelymittauksia sellaisista kohdista, jolsta oli mah-
dollista.
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Lisdksi mitattiin kattilan selndmien vdrdhtelyd kiihtyvyysantu-
rilla eri paikoista.

Tulokset késiteltiin taajuusanalysaattorilla.

Mittaukset osoittavat, ettd nikkelilinjan kattilassa, jossa oli
vaimennuslevyt, voimakkain vérdhtely oli taajuudeltaan 46 Hz ja
kuparilinjan kattilassa 48 Hz.

Molemmissa tapauksissa tulkittiin, ettd kyseessd on kattilan

poikittaissuuntainen seisova l-kertaluvun aalto.

Polttimen ja kaasukanavan alueelta el t&td vadrdhtelyd 1ldytynyt

lainkaan.

Nikkelilinjan kattilassa vidrdhtelyn voimakkuus o0li selvdsti pie-

nempl, joka ainakin osaksi johtul vaimennuslevyisté.

Taajuusanalyysi paljasti my&s 150 Hz:n komponentin, joka poltti-
melta edettdessd vaimeni, eikd todennikBisesti ollut se etsitty
védrdhtely.

48Hz | 300°C

Kuva 7. Seisova poikittaisaalto
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Kuva 8. Ni-kattilan seindn vdrdhtely

©

Kaasukanava
ennen poltinta
n. 1Sm

100% 46mmH,0[RMS]
£65 PRl 604

R
-

o20%]

'100°/o

/

_1_-

i

0 &
Cu 40 Ny
30+ o
20 150 H
z
101 4. O~ ° o
0 1 2 3 4 5
) %
L 30{ o---o0
R
10 3_.""_'.'.0—-_____0 5
"0 1 2 3 4 5

Kuva 9. Kaasun vdrdhtely
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"6 TOIMENPITEET

Ilmidn lopputulos oli selvd, mutta alkuperdistd aiheuttajaa ei
osattu luotettavasti mittauksilla tunnistaa.

Koska kattilan pohjassa on tuhkasuppilot vdliseinineen tasaisin
vidlimatkoin virtauksen etenemissuunnassa, syntyi olettamus, ettd
kaasun ekspansio n¥itten supplloiden ja kuristusseindmien koh-
dalla aiheuttaa voimakasta jaksollista pydrteilyd. Se saattaa
olla syynd vdr&htelyyn.

Varmuuden vuoksil tehtiin asian ratkaisemiseksi kaksi toimenpi-
dettd, ensiksl kuparilinjan kattilalla.

6.1 Vvidrdhtelyn vaimentaminen

Koska kysymyksessd oli l-kertaluvun seisova-aalto, jossa virdhte-
lyn liikeamplitudin maksimi on kattilan keskelld, sijoitettiin
vaimennuslevyt kattilan keskiosaan, hiukan epdsymmetrisesti.

6.2 ‘Oletetun aiheuttajan poisto
Tuhkasuppilot peitettiin suoralla levyll4. T8m8 oli mahdollista

koska koeajoissa oli osoittautunut, ettd tuhka voidaan poistaa

muilla keinoilla paremmin.
Ndiden toimenpiteiden jdlkeen védr&htely hidvisi ja toiseenkin kat-
tilaan pddtettiin tehdd samanlaiset muutokset.

Ongelma polstul mutta eplselvdksi jdi, mikd oli lopullinen syy
ja kumpi toimenpiteist¥ oli ratkaiseva,
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Kuva 10. Vaimennuslevyjen sijoitus ennen mittauksia (Ni-linja)
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Kuva 1l1. Vaimennuslevyjen sijoitus mittausten jdlkeen (Cu-linja)
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RAKENTEIDEN MONITAVOITTEINEN OPTIMOINTI

TkL Juhani Koski
Tampereen teknillinen korkeakoulu

Konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Matemaattinen optimointiteoria on kahden viimeksi kuluneen vuosikym-
menen aikana muodostunut td&rkedksi apuneuvoksi erileisissa teknilli-
sissd suunnittelutehtdvissd, Tavalllsesti on t&l118in minimoitava
tai maksimoitava jokin suunnittelijan asettama kohdefunktio siten,
ettd ongelman rajoitusehdot toteutuvat. T&11l3d tavoin asetetun teh-
tdvdn ratkaisua on sitten k8ytetty suunnitteluprosessissa ohjeelli-
sena tavoitteena lopullisen valinnan usein kohdistuessa johonkin op-
timikohdan 18helld olevaan pisteeseen. Kyseisen l&hestymistavan
puutteina on pidetty yhden jarjestelmdn hyvyyttd mittaavan kriteerin
sekd epayhtdlérajoituksiin sis&ltyvien rajojen té&smdlliseen maarda-
miseen liittyvid vaikeuksia. Edelleaen voidaan yksitavoitteisen

eli skalaarioptimoinnin puutteeksi katsoa sen v&hdinen jousta, on-
han ratkaisu lukkoonly8ty samalla kun optimointiteht&vd on muodos-
tettu. Herkkyystarkasteluja suorittamalla on mahdollista jossain
médrin saada apua ndihin ongelmiin, mutta t&118in tarkastelut yleen-

sd rajoittuvat vain optimikohdan valittém&adn laheisyyteen.

Moniin kaytdnnén suunnittelutehtdviin liittyy luonnostaan useita
keskenddn ristiriitaisia ja yhteismitattomia tavoitteita, jotka
kaikki suunnittelijan tulisi ratkaisua etsiessdan ottaa huomioon.
Erds verraten yleinen tapa kdsitelld tdllaista ongelmaa on muodos-
taa skalaariarvoinen kohdefunktio kriteerien painotettuna summana

ja sen jdlkeen soveltaa yksitavoitteisen optimoinnin ratkaisumene-
telmid, THmln l8hestymistavan huonona puolena voldaan pitdd sité,
ettd se ei-konvekslssa tapsuksessa saattaa hukata suurenkin joukon
hyvi8 ratkaisuehdokkaita. Lis&ksi osoittautuu painokertoimien va-
linta, joka on keskeinen osa p&&dtdksentekoa téssd menetelmdsséd, san-

gen mutkikkaaksi osatehtdvdksi. Saatu optimiratkaisu voi nimitt&in
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olla hyvinkin herkkd painokertoimien suhteen. Er&an varsin lupaa-
van mahdollisuuden t&man tapaisten useita kriteereitd sis&dltavien
suunnitteluongelmien systemaattiseen kdsittelyyn ndytt&disi tarjoa-
van monitavoitteinen optimointi, jossa aihetta tarkastellaan aivan
omista kasitteistd ja n&ktkulmista kdsin yrittadmattak&sn heti pa-

lauttaa tehtdvaa yksitavoitteiseksi.

Vaikka monitavoitteinen eli vektorioptimointi juontaakin alkunsa jo
vuodelta 1896 (1], laajempi kiinnostus t&h&n aiheeseen 1&hinnd opti-
mointiteorian, operaatiotutkimuksen ja sd&tdteorian alueilla herdsi
vasta kuusikymment&luvun loppupuolella. Seuraavan vuosikymmenen ai-
kana onkin aihetta sitten tutkittu voimaperdisesti useimpien julkai-
sujen kdsitellessd p&attksentekoteoriaa yleisesti soveltamatta sita
varsinaisesti mihink&3&n erityisongelmaan [2]. Myds rakenteiden me-
kaniikan alueella on monitavoitteista optimointia jonkin verran ka-
sitelty [3]-{13], mutta saatuja tuloksia voitanee pit&3d vasta alus-
tavina lahestymistapaan sisdltyvien mahdollisuuksien vield odotel-
lessa kokonaisvaltaista hyGdyntdmist&dn. Tassd kirjoituksessa on
tarkoitus lyhyesti esittdd vektorioptimoinnin peruskdsitteet seka

esimerkin avulla valottaa teorian soveltamismahdollisuuksia.

2 MONITAVOITTEINEN ONGELMA JA PARETO-OPTIMAALISUUS

Aluksi muodostetaan manitavoitteinen optimointiongelma ja esitet&dén
tdh8n liittyvad optimaalisuuskdsite. Tarkastellaan minimointiteht&-

vaa

min f(x) (1)
xX€EQ

missd f:8 + R™ on vektoriarvoinen kohdefunktio muotoa
T
flx) = [ f,(x) F,(x) ...fm(x) ] (2)
jonka komponentit Fi: Q@ -+ R ovat kriteerej&. Muuttuja x kuuluu
kdypddn joukkoon @ c Rn, joka madritelléé&n yhtald- ja epdyhtédldra-

joitusten avulla seuraavasti:

2 ={x€R"|h(x)=0, glx)s0)} (3)
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Muodollisesti eroaa asetettu optimointiongelma (1) vastaavasta yksi-
kriteerisestd tehtdvastsd siis vain vektoriarvoisen kohdefunktionsa

puclesta.

Yleensi ei ole olemassa sellaista pistettd x, joka antaisi samanai-
kaisesti optimin kaikille m:1lle kriteerille, joten skalaariongelmil-~
le kdytetty optimaalisuuskdsite on tdssd yhteydessa korvattava uu-

della. Monitavoitteisen optimointitehtdvén ratkaisemisen tulisikin

perustua Pareto-optimaalisuuden kdsitteeseen.

M&iritelms. Vektoria x* € @ kutsutaan Pareto-optimaaliseksi ongel-

malle (1) jos ja vain jos
f(x) s £(x*) ja x€qa = f(x) = £(x*)

Sanallisesti ilmaistuna vekteri x* on Pareto-optimaalinen, jos ei
ole olemassa sellaista kByp&d vektoria x, joka parantaisi jonkin
kriteerin arvoa huonontamatta samalla vBhintd&n yhden muun kritee-
rin arvoa. Skalaarioptimoinnissa on yleensd yksi optimiratkaisu
luonteenomainen kullekin tehtdvdlle, kun sit3vastoin Pareto-optimien

joukko on tavallisesti ratkaisuna monitavoitteiselle ongelmalle.

Vaikka teht#v&3 (1) voidaankin pit&3 matemaattisesti ratkaistuna,
kun Pareto-optimit on madritetty, j&& suunnittelijan kannalta tarke-
in lopullisen valinnan suorittaminen vield auki. T&md prosessi vaa-
tiikin Pareto-optimien keskin3isid paremmuusvertailuja, joihin tar-
vitaan sellaista lisitietoa, mitd alkuperdinen tehtdvd (1) el sisdl-
15. Juuri tama seikka tekee monitavoitteisen optimoinnin niin jous-
tavaksi ldhestymistavaksi k3ytdnndn tarpeita ajatellen: antaahan se
suunnittelijalle verraten laajat mahdollisuudet osallistua paatok-
sentekoon vield senkin jalkeen, kun optimointiongelman matemaattinen

malli on muodostettu.

3 SOVELLUTUSESIMERKKI

Lujuusopillisissa suunnittelutehtdvissd on rakenteen paino verraten
usein kiytetty optimaalisuuskriteeri jadnnitysten ja siirtymisen olles- |
sa ylesnsd rajoitettuja. Kyseisen teht&vanasettelun luonnollinen

laajennus on sellainen, jossa rakenteen toiminnan kannalta té&rkeimmat
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siirtymidt tuodaan vektorikohdefunktioon painon rinnalle. T&11ldin
siis tarkastellaan ongelmaa

min [W 4, 8, ... 4 (4)

XEQ m-1
missd W on rakenteen paino ja loput komponentit Ai‘ i=1,2,...,m-1,
ovat siirtym8kriteereitd. Sovellutusesimerkiksi nd@in muodostetusta
tehtavastd on valittu kolmisauvainen hyperstaattinen tasoristikko,

joka on esitetty kuvassa 1.

Kuormitustapauksia on kaksi, joihin kumpaankin liittyy oma siirtyma-
kriteerinsd. Optimointiongelma on kolmikriteerinen: ensimmdinen on
rakentesn paino, toinen on kuormitetun solmun pystysiirtymd kuormi-
tustapauksessa 1 ja kolmas on kuormitetun solmun vaakasiirtymd kuor-
mitustapauksessa 2. Suunnittelumuuttujina ovat sauvojen poikkipin-
ta-alat A,, A, ja A,;, joille samoin kuin j&nnityksille on asetettu
ala- ja yldrajat. N&m& kuten muutkin tarvittavat 1&htdtiedot on an-
nettu kuvassa 1. Siirtymdrajoituksia ei ole, joten kuuden muuttuja-
rajoituksen lisdksi esiintyy optimointiteht&dvédssd kaksitoista epdyh-
tdl8rajoitusta: kaksi j&nnitysrajoitusta jokaisslle sauvalle kummas-
sakin kuormitustapauksessa. Tehtdvan muodostamisessa on kaytetty
siirtymanmenetelmdsd siten, ettsd solmusiirtymdt on otettu optimointi-
muuttujiksi sauvojen poikkipinta-alojen lisdksi. N&in ollen sisdl-
tyy ongelmaan vield neljd yht3ldrajoitusta, nimittd&in tasapainoyhtéd-

16t kummassakin kuormitustapauksessa.

Tehtdvd on ratkaistu numesrisesti rajoitusmenetelmdn avulla [10] ja
muutamia Pareto-optimaalisia pisteitd, joiden pitdisi kattaa koko
ratkaisujoukko verraten hyvin, on esitetty taulukossa 1. Minimaali-
siksi ratkaisuiksi kutsutaan Pareto-optimien kuvapisteitd kriteeri-
avaruudessa. T&ssd kolmitavoitteisessa esimerkissd@ on minimaalinen
pinta mahdollista esitt&3 graafisesti kuvan 3 oscittamalla tavalla.
Siind on painon tilalla kdytetty ristikon tilavuutta, kuten on ta-

vallista tehtdvissd, missd kaikki sauvat ovat samaa materiaalia.

Kuvassa 2 on esitetty minimaalisen pinnan nurkkapisteitd vastaavat
Pareto-optimaaliset rakenteet. Tuloksista n&hd&&n, ettd molemmat
siirtymadkriteerit saavat minimiarvonsa samanaikaisesti pisteessd,
missd pinta-alamuuttujat ovat yl3rajoillaan. N&in ei tilanne kui-

tenkaan yleisesti ole, vaan myds siirtymdkriteerit voivat olla kes-
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L LVI
LiLid. Lidid Fr777A V7773 LELid. PLLF
L @ @
{a) F
fa,
F = 100 kN {b)
E = 2+10" kN/cm?
L - 100 cm Ty Al S Ll L
2 = 14 kN/cm?
g = -8 kN/cm?
R = 15 cm?
A= 0 cm? ————
- A, F
? {c)
Ristikkoaesimerkki:
(a) rakenne,
(b) kuormitustapaus 1 sekd siihen liittyvd siirtymékriteeri
Ay,

(c)
Ay,

A A2 Ay v & %2

cm? em? emé en? [10°%m | 107 %em
9,966 4,400 4,272 2704 7,000 11,550
10,647 6,104 4,130 2942 5,657 11,056
11,335 10,865 4,282 3546 3,643 9,999
11,466 14,874 4,511 4011 2,800 9,500
7,649 3,491 8,553 3141 7,000 8,587
7,932 5,162 8,317 3301 5,657 8,597
8,608 10,024 7,737 3767 3,643 8,597
9,086 14,139 7,911 4181 2,800 8,540
8,525 2,452 11,4114 3875 7.000 6,629
9,845 4,110 11,151 4033 5,657 6,629
10,635 8,937 10,490 “95’ 3,643 6,629
11,259 14,181 9,963 5003 2,633 6,620
14,025 0,588 15,000 5042 7,000 4,907
15,000 3,197 15,000 5441 5,006 4,660
15,000 15,000 15,000 6621 2,294 4,656

kuormitustapaus 2 sekd siihen liittyvd siirtymdkriteeri

Pareto-optimeja sekd vastaavia minimaalisia ratkaisuja
esimerkkiristikolle.

min

{Ahnin
'A2min
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Kuva 2. Minimaalisen pinnan nurkkapisteitd vastaavat Pareto-optimaa-
liset ristikot. Sauvojen pituus- ja poikittaissuunnissa on
kdytetty eri mittakaavoja.

A1min
A

2min

Wicm3 }

:

9101 12 _
A,110%cm

A,110%m

Kuva 3. Esimerkkiristikon minimaalinen pinta kriteeriavaruudessa.
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ken&dsn ristiriitaisia. Saatuja tuloksia voidaan suunnitteluproses-
sissa hyBdyntds siten, ettd lopullista rakennevaihtoehtoa valittaes-
sa koko kdyvan alueen sijasta liikutaan vain minimaalisella pinnal-

la.

4 YLEISIA NAKOKOHTIA

Vektorioptimointia voidaan pit&& skalaarioptimoinnin matemaattisena
yleistyksensd, joka k#yt&nnén suunnittelijan nékdkulmasta katsottuna
tarjoaa systemaattisen menetelmdn erilaisten, usein keskend&n risti-
riitaisten, suunnitteluvaatimusten huomiocon ottamiseen. Paretoc-opti-
maalisuuden k&site on luonnollinen perusta tehtdvdn ratkaisemiselle.
Nédin ollen voidaan Pareto-optimeja generoivan modulin katsoa oclevan
olennainen osa jokaista monitavoitteista suunnittelujérjestelmda.
Ratkaisujen suuresta lukum&ardstd johtuen on vektorioptimointitehtd-
vin numeerinen ratkaiseminen jo muutaman kriteerin tapauksessa melko
tydlésta. Laskentaan liittyvien vaikeuksien voisi kuitenkin arvella
ldhitulevaisuudessa pienenevdn tietokonetekniikassa tapahtuvan kehi-
tyksen ansiosta. Pareto-optimien m&&rittdmisessd on mahdollista
kayttAdd apuna skalaarioptimointia varten kehitettyjd numeerisia me-
netelmia. Usein sovelletaankin sellaista ratkaisutyylid, jossa al-
kuperdinen vektorioptimointitehtdvd palautetaan joukoksi yksitavoit-

teisia aongelmia.

Tulosten esittd&minen muodostuu myd8s helposti ongelmalliseksi Pareto-
optimaalisten pisteiden runsauden vuoksi. Usein onkin tarkoituksen-
mukaista rajoittua tarkastelemaan pelkdst#d&dn jotakin sopivasti va-
littua ratkaisujen osajoukkoa. Erdan mahdollisuuden t&mé&n tapaiseen
l4hestymistapaan tarjoavat erilaiset interaktiiviset menetelmidt,
joissa paatdksentekijd vaiheittain osallistuu suunnitteluprosessiin
sen edetessd Pareto-optimista toiseen. Vektorioptimoinnin kytkemi-
nen parhaillaan voimakkaasti kehittyviin tietokoneavusteisiin suun-
nittelumenstelmiin tuntuukin aivan erityisen lupaavalta lahitulevai-
suuden tavoitteelta, joskin on muistettava, ettd monitavoitteinen
pd&t8ksentekoteoria on monilta osiltaan vasta muodostumassa.
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KAYRAN JA POIKKILEIKKAUKSELTAAN MUUTTUVAN PALKIN LIIKEYHTALOT

DI Tapic Satmi’

Tampereen teknillinen korkeakoulu
Konetekniikan osasto

1. JOHDANTO

Kdyrien palkkien kdyttdalue rakenne-elementtind on laaja. Tasossa
kaaravia palkkeja kdytetdin kaarirakentsina ja kaarevien siltojen
kannatinpalkkeina sekd chuiden kuorirakenteiden jéykistyspalkkeina.
Avaruudessa kdyrdnpalkin sovellutuksina ovat esimerkiksi jalankul-
kusiltojen, monoraiteiden ja kierreportaiden kannatinpalkit seka
kierrejousi. Pyrkimyksestd mahdollisimman keveisiin rakenteisiin
sekd esteettisistd ja kostruktiivisista syist&d palkit tehdddn usein

poikkileikkaukseltaan muuttuvaksi.

Kdyrdn palkin teorian uranuurtajia olivat de Saint-Venant” (1843) ja
Kinchhodd (1858) sekd ClLebsh (1862) (Szabo~ [1]). Tearian tavallisimmin
kdsitelty erityistapaus on tasossakaareva palkki, jolla ei ole al-
kukiersvyyttd [2]-[10]. Térkedn sovellutusalueen kdyrin palkin teo-
rialle muodostaa esikierevd ulokepalkki, esimerkiksi roottorin la-
pa [11]-[14].

Avaruudessa kdyrén palkin tasapainoyhtdlét pienille muodonmuutok-
sille, kun palkin referenssiviiva on venymdtdn, esittiZi Love [15],
kun taas Washizu [16] ottaa huomioon referenssiviivan venymisen sekd
leikkausmuodonmuutoksen. Wempner [17] esittds tasapainoyht&lét, kun
palkin poikkileikkauksen rotaatiot ovat "kohtuulliset” ja poikki-
pintapainuma otetaan huomioon. K&yrdn palkin siirtymien ja voima-
suureiden valistd duaalisuutta tarkastelevat Tabanok ja Fansad [18].
Artikkeleissa [19] -[22] muodostetaan kdyr&n palkin isoparametrisia
elementtejd, jotka toimivat yhdess#paksun tai ohuen kuorielementin

kangsa.

'Kirjoittaja haluaa ssittss kiitoksst apul. prof., Hannu Outiselle kirjoitus-
ta koskeneista hyvistd neuvoista ja ohjeista.
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Téssd esityksessd johdetaan avaruudessa kdyrdn Jja poikkileikkauk-
seltaan muuttuvan hoikan palkin liikeyht&l6t, kun palkin siirtymat
ovat pienid. Kinemaattisessa mallissa otetaan huomioon palkin refe-
renssiviivan venyminen sekd3 leikkausmuodonmuutokset. Palkin poikki-
pintapainumaa ei sen sijaan oteta huomioon. Hitausvoimia lasketta-
essa palkinrotaatiosta johtuvat hitausvoimat otetaan huomioon. Saa-
tuja yleisid yht&16itd sovelletaan palkille, jonka poikkileikkauk-
sella on kaksi symmetria-akselia. Lopuksi esitet&3n ruuviviivan

muotoisen palkin tasapainoyhtadldt.

2. KAYRAN PALKIN TEORIAN PERUSOLETUKSET

Palkkia sanotaan kdyrdksi, jos palkin ollessa kuormittamaton, sen
pituussuuntaiset sdikeet ovat taso- taiavaruuskdyri&d. Valitaan jo-
ku palkin sdikeistd referenssiviivakst ja leikataan palkki t&ta
viivaa vastaan kohtisuoralla tasolla. T&midn tason ja palkin mate-

riaalialueen leikkauskuviota kutsutaan palkin poikkiletkkaukseks<.

Kayrdn palkin teoria perustetaan seuraavassa suoran palkin teori-
asta hieman yleistettyihin hypoteeseihin, jotka voidaan jakaa nel-

ja&n kohtaan:

1. Palkki on hotkka. T&mi& oletus tarkoittaa sitd, ettd palkin
poikkileikkausmitat oletetaan pieniksi verrattuna palkin kaa-
revuus- ja kierevyyssateisiin.

2. Palkin pisteiden siirtymdt ovatpienet. Tdma oletus mahdollis-
taa liikeyhtaltiden kirjoittamisen palkin alkuaseman perus-
teella.

3. Palkin poikkileikkauksen suuntaiset normaalijdnnitykset ovat
niin pienid muihin j&nnityksiin verrattuna, ettd niitd ei tar-
vitse ottaa huomioon.

4, Palkin pisteiden siirtymdt tapahtuvat siten, ett&d referenssi-
viiva venyy ja taipuu sekd kiertyy, mutta palkin poikkileik-
kaustasaon oletetasan siirtyvdn jaykkin& tasona. T&std seuraa,
ettd palkin poikkileikkauksen suuntaiset liukumakomponentit
ovat nollia. Leikkausmuodonmuutosten likim#&r&iseksi huomioan
ottamiseksi poikkileikkaustasoon kuuluvienmateriaalipisteiden
oletetaan siirtyvan siten, ettd loppuasemassa n&mi pistest

ovat tasossa, joka on vinossa referenssiviivaa vastaan.



Tédsséd esityksessd johdetaan k&yradn palkin kinemaattiset yhtalst,
materiaaliyhtalst ja liikeyht&l8t, jotka perustuvat edellsd asetet-
tuihin hypoteeseihin. Palkin materiaalin oletetaan olevan homogee-

nista, lineaarisesti kimmoista ja isotrooppista.

3. KINEMAATTISET YHTALST

Valitaan kayrdviivainen koordinaatti x, pitkin palkin referenssi-
viivaa ja referenssiviivalle ortogonaaliset koordinaattisuorat =z,
ja x3 siten, ettd ndm& suunnat yhtyv3t poikkileikkauksen pédsuun-
tiin. Liitetdd&n ndihin koordinaatteihin ortonormeerattu kantavek-

torijérjestelmd e,,e2,e; kuvan 1 mukaisesti.

Kun vektorikolmikko e:,e.,e; liikkuu vakionopeudella pitkin refe-
renssiviivaa, se kdantyy edetess&&n. Tdtd kaantymisvauhtia voidaan

esittasd vektorilla
K=(ex,1*e3)e +(e3,1°e1)@:+(e1,1"er)es (1)

jolloin on merkitty 9()/dz, =(+) , (i=1,2,3).

Kuva 1 Deformoitumattoman palkin poikkileikkaus (a) ja deformoituneen palkin
poikkileikkaus (b).
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Kun madritellddn palkin alkukaarevuudet K, ja k3 sekdalkukierevyys

1 relaatioilla

K ® @3 * @1,1=-@8) *€2,1 (2)
K3 ® @;°@1,1™ -0, *€3,. (3)
T ®™ @3°ez2,1="-82 "€3,1 (4)

voidaan vektorikolmikon e,,@2,63; ki&intymisvauhti k esittd8 muodos-
sa

K=Te1~K3@z+Kz83 (5)

Merkitsemalld referenssiviivan osku-
loivan koordinaatiston p&&normaalin
suuntaista ykkdsvektoria # , sivunor-
maalin suuntaista ykkdsvektoria b ja
tangentin suuntaista ykkBsvektoria ¢
saadaan kuvan 2 perusteslla yht&dldt

e =t

@2 =COsY n + siny b (6)

e; =-sinyn+ cosy b

jossa ¢ on vektoreiden e, ja n vali-
nen terdvad kulma.

Kuva 2 Oskuloivan koordinaatis-
ton ja padkoordinaatis-
ton vélinen yhteys revyys kz mddritelld&n relaatioilla

Referenssiviivan kaarevuus ki jakie-

t,ai=kin & b,i=-kan (7)

Kayttamilla Frenet™n kaavoja p&3dytd&n palkin kaarevuuksien k; ja k3
sskd kiersvyyden T ja referenssiviivan kaarevuuden k, ja kierevyy-
den k2 ja kulman ¢ vElisiin yhteyksiin

K2 = Ry cosy

k3 =- k1 siny (8)

T= Ryt Yo

Tulokaesta ndhddsn, ettd vaikka referenssiviiva olisi suora, jol-
loin sillHd el ole kierevyyttd eli ks, =0, niin pslkilla voi olle
kiersvyys T1# 0.
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Merkit&an palkin poikkileikkauksen pisteen P asemavektoria ennen
palkin muodonmuutosta r ja muodonmuutoksen j&lkeen R sekd refe-
renssiviivan pisteiden vastaavia paikkavektorejta r® ja R® kuvan

1 mukaisesti. Pisteen P siirtymavektori

v(xi1,x2,x3) = R-r (9)

Referenssiviivan pisteiden siirtymévektori

u=v(x;,0,0) =R -p° (10)

Kuvan 1 perusteella voidaan vield kirjoittaa

r=0"+2, e +zx;3e; (11)
Asetetaan deformoitumattoman poikkileikkauksen pisteeseen P orto-
gonaalinen vektorikolmikko gi,g2,g3., jonka vektorit g5 (i=1,2,3)

ovat koordinaattiviiveojen x, (i=1,2,3) tangenttien suuntaiset ja

t48118in on voimassa

g; = ry (i=1,2,3) (12)
Dttamalla huomioon, ettd €;,1° Kxe; eli
1,1 ° KX@)1=Kyey K3 83

62,1 = KX ea2=-Kp @1+ Tes (13)

€3,1 = KX a8z~ -~Kaeyp—-Te;

ja ettd e; = e; 5 =0 seki ry = e; saadaan yht&l8istd (12) ja (13)
tulokset

gr=(1-22K2-x3Kz)e1 - 23T @2+ X2T &3 (14)
g2 = ez (15)
gs = &3 (16)

On huomattava, ettd g, ei ole ykkdsvektori, ja jos 1 $0 , se eiole

kohtisuorassa poikkileikkausta vastaan!

Kun palkki deformoituu, referenssiviivan tangentin suuntainen yk-
késvektori e, siirtyy deformoitunsen palkin referenssiviivan tan-
gentin suuntaiseksi ykk8svektoriksi e} . Ajatellaan, ettd vektori-
kolmikko @:,82,83 siirtyy j3ykk&n& palkin deformoituessa siten,

etti deformoituneessa tilassa sitd vastaa ortonormeerattu vektori-
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kolmikko e},e},ey . Merkitd&n vektorikolmikon e;,e;,es t&ssd siir-

tyméssd kokemaa j&yk&n kappaleen rotaatiota vektorilla
0= 0, e; +0, 82*0333

T4118in ovat voimassa yhteydset a; et O x e sli

tl
e, = e, +0xe, =g, + 03¢, - 0,83

e;= e2+ Oxe@2,=-03e,+ @, + 0,8, (17)

e;= @3+ 0Oxa3=020,- 0,02+ 63

Deformoituneessa tilassa poikkileikkauksen kokonaisrotaatio P
koostuu j8ykan kappaleen rotaatiosta © sek3d leikkausmuodonmuutok-
sen huomioonottavasta rotaatiosta. Tadt3d liukumisesta johtuvaa
osuutta (kuva 3) Kokonaisrotaatioon merkit#an

Y = Y1 e, - Yi2 63 & Y13 €2~ Y12 63 (18)

Kun rajoitutaan pieniin rotaatioihin, niin kokonaisrotaation lau-

sekkeeksi saadaan
W=0+ym01e1+(02*+T13)e2+(03- TV12)e; (19)

Asetetaan deformoituneen palkin re-

ferenssiviivan pisteeseen 0' orto-

'
2

lisdksi vektorikolmikko E,, E., Ej .,
siten, ettd E, on referenssiviivan

normeeratun vektorikolmikon e;,e}, e}

tangentin suuntainen ja E, sek3 E,
ovat kd&ntyneen poikkileikkauksen
tasossa. Vektorit E; ja E, asete-
taan koordinaattiviivojen z, ja =z,
suuntaisiksi, joten ne ovat kohti-

suorassa toisiaan vastaan, silli hy-

poteesin 4 mukaan koordinaattivii-

vojen vdlinen kulma s#ilyy suorana.

Kuva 3 DBFOTW:}FU“BEH palkin refe-  Kyn muodonmuutokset oletetaan pie-
renssiviivan pisteeseen 0' L . e . \
asetetut vektorikolmikot. niksi, niin referanssiviivanpistei-

den muodonmuutoskomponentit ovate;;
2€12=Y12 Ja 2€13 = yi3. €11 mer-

kitsee referenssiviivan venymis.
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Vektorit E, , E, ja E; voidaan t311l6in kirjoittaa seuraavasti

E1=8{+ E11 e{ (20)
Ez= e+ yxe, = Y12 &, + e, (21)
E3=c;+ Yxe, = Y13 e;+e; (22)

Kiinnitetd3n deformoituneen palkin pisteeseen P', joka on alkuti-
lan partikkelin P loppuasema vektorikolmikko G;,G2,Gs (kuva 1) si-

ten, etta

G. = R, . (i=1,2,3) (23)

Vektorit Gi ovat koardinaattiviivojen suuntaiset, mutta ne eivat

ole ykk&isvektoreita ja vain G, ja Gy ovat keskend&nortogonaaliset.

Koordinaatisto x,,%,,23; valitaan partikkelikoordinaatistoksi, jol-
loin se ajatellaan kiinnitetyksi partikkeliin. Koordinaatisto ko-
kee saman muodonmuutoksen kuin kappalekin, T&ll&in pisteen P koor-
dinaateilla z; (i=1,2,3) on samat arvot deformaation j&lkeenkin,
vaikka partikkeli on siirtynyt uuteen asemaan P'. Kdyrdviivaisten
koordinaatistojen xi1,z2,x3 alku- ja lopputilojen metriikkatensorit

ovat

955 9:°9; & Giji Gi'Gj (24)

M&dritellddn muodonmuutostensorin komponentit relaatiolla (Wempnen
[171)

oR OoR _ or or
( —ta (25)
98, 98, 0d8, 38,
8; 38, 38,
missa 8 tarkoittaa defarmoitumattoman palkin koordinaattiviivan
z, (i=1,2,3) kaaren pituutta. Talldin s, =x, ja &3 =x3 , mutta tu-

loksen (14) mukaan

(Ed’%;)z =gig1=g11=01-mK2 ~23k3)?+ (~x31)2 + (x,T)% (26)

M&&ritelmd (25) voidaan yhtdlén (23) perusteella saattaa muotoont

9 Ty axe

1
®i5 7 2 (Gyg ™ 8ug ! O Fj e

TKun sama indeksi esiintyy tulosse kehdesti, on tulcon sovellettava Einsteinin
Summas dantod.,
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Komponenteittain kirjoitettuna yht&ldstd (27) saadaan

e|;=%(G“—g“)/gu (28)
€12= % (612~ 812)/ Va0 (29)
e”=%(Gn- 6133/ Vg (30)
€22= €33=0 & €23=0 (31)

Relaatio (25) m&adrittelee muodonmuutostensorin komponentit pistees-
sd P paikallisessa karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistos-
sa 81,82,83 , jonka kantavektarit valitaan siten, ettd niiden suun-

nat yhtyvdt vektoreiden e;.,e:,e; suuntiin.

Kuvan 1 ja yht&ldn (10) perusteella voidaan kirjoittaa
R=R°+.‘DzEz+waEa=I‘°+u+sz'2+l‘3E3 (32)

N&in ollen

G, =r' +u
’

i + x,EB,,, +x,8,,, (33)

21

misséa
0
r, =e & u,,=(uier+uzer+uzes),, (34)

Kayttamdlléd hyvdksi yhtalsitd (13),(21) ja (22) saadaan
u,1,=(u1,1—l<2uz-l<3u3]01+(u2,1+K2u1-Tu3)32+(u3,1+K3u1 +Tu2)33
Liitteen 1 mukaan vektoreiden E; ja E; derivaatat ovat

Eypr=(-@s,1-k2-ks@)e1+(-k2@a-T @1l e+ (-K3ipa+1+91,1) e3
Es;n=(@2,1- ks vk @1+ ( Ka@2- T-p1,1)e2+t (ka2 -T@1) e
Té&lldin kantavektoriksi ¢, sseuraa
G1= (1 +u3,) “Ko U2~ Kay ~ 22 V3,1 * XLaW2,1- T2 Ky “T3 Ka -~ X2 K3 P1 + T3 Kz P1)e;
+ (U2, *Ka U1 - TU3 ~Z2 K203 ~ T2 T Q1+ TaK2 W2 ~TaPr,1 -T3T) e,
+ (U, 1+ K3 U+ TU2 " T2 K33~ T3 T Q1+ X3 K3 P2 X2 Q1,1 *X2 1) &3

Kun oletetaan, ettd palkki on hoikka ja siirtym&t ovat pienet sek
kdytetddn liitteen 1 likituloksia (L.10) ja (L.11), saadaan met-
riikkatensorin komponentiksi
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Gri=Gi Gim1+2uU;,; -2KaUz ~2 K3y ~222P3,1 +*2T3P2,1- 25 K +
~2%3K3 ~2Z2K3 Q1+ 223 Ko@) 223 TP3~2%27T P2

Lisdksi voidaan kirjoittaa approksimaatiot

di11 = g1*g1 ™ 1-2x2K2 ~223Ky (35)
-1
111%™ 1+22yK *223K3 (36)

T&116in tuloksesta (28) seuraa muodonmuutostensorin venymd@komponen-
tiksi (3()
€11M UL,1 ~KaU2 "K3 U3 ~X2¥3,1 *T3P2,1" T2 K3 Y1+ &3 KaP1~-X3TP3~ X2TP2

Kantavektoriksi G, ssuraa
G2=E; = Y12 61‘ + e; MYz e -03 e * e+ @
joka markinndin ©i1- Y1,=¢; ja 0, =¢, sievenee muotoon
Gz=-9y @1+*82+¢) @3 (38)

T&11l6in metriikkatensorin komponentiksi G,, saadaan
Gi2=G1°G2m™ uz,3 *Ka U1~ TUs ~P3 +T3 KaPy +T3 K2 P2 T3 P1,1 - T3 T

Kun vield otetaan huomioon, etta

12 = gi1°g2 = -23 T (39)
(Vgxl)-l~1*x2n<z+z3|<3 (40)

niin saadaan

2€12 ™ Uz, *Ka UL - TUI- Y3+ T3KIPa+ Ty K2 Y2-T3 P, (41)

Vastaavalla tavalla laskemalla saadaan
Gs=E3 = Y13 3;*8;‘“ 92 861~ P 62+ @3 (42)
Gi3s = G1°G3 ™ U3, *K3 UL+ TUz * O2-T2 K2 P2~ L2 Ka Pa *+ T2 P1, 1+ 22T

913 = X2 T (43)
2€13 MU, 1 *K3UL* T Uzt P2 ~ X2 Kz Y2 - T2 Kz Pa+ T2 1,1 (44)

Merkitd&&n palkin poikkileikkauksen pisteen P paikkavektoria paikal-
liskoordinaatistossa 0x;,x;,x3

H = 2202 * 3@, (45)
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ja madritellddn "muodonmuutosvektori" relaatiolla

€w €81 *2€1282 *2E1383 (46)

T5118in tulokset (37),(41) ja (44) voidaan kirjoittaa tiiviiseen
asuun

€E=u,1+er1x@+9,; xp’ (47)

Referenssiviivalla u"= 0, joten sen pisteisiin liittyvd muodon-
muutosvektori on

€a= U,1* @1 XY (48)

Pisteen P (kuva 1) siirtymdvektoriksi v saadaan

v=u+xE2* x3E3- 1’ (49)
joka voidaan kirjoittsa muotoon

v (u-@m@stxsP2) @1+ (uz-xa01 )er+ (us +x291 es (50)

Tuloksesta (50) ndhd&dan, ettd poikkileikkauksen pisteiden koordi-
naattiviivojen suuntaiset siirtym&komponentit muuttuvat lineaari-
sesti pistean kaordinaattien x, ja x3 funktiona.

4., MATERIAALIYHTALUT

Kun oletetaan, sttd palkin matsriaali on homogeenista, isotrooppis-
ta ja lineaarisesti kimmoista, voidaan jdnnityetensorin kontravari-
antit komponentit c:i'j kirjoittaa muotoon

g = Ee1
0'2=2Ge€,, (51)
o' =2¢e,s

missd E on materiaalin kimmomoduuli ja ¢ liukumoduuli. Hypotee-
sin 3 perusteslla a2%2=0%'=¢%2%-=0.
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5. POIKKILEIKKAUKSEN JANNITYSRESULTANTIT

Pisteen P' (kuva 4) poikkileikkauksen koordinesattitasoon z.,z,
liittyvd j4nnitysvektori o voidaan kirjoittaa muodossa (Fung
[23]), s. 84, Wempnen [17], s.78)

os /G, Olj Gj ~ Y g1 Olj gj (52)

Likimd&raistystd (52) tehtiessd on oletettu, ettd muodonmuutokset
ja siirtymé&t ovat pisnet, jolloin j&nnitysvektori voidaan kirjoit-
taa deformoitumattoman palkin geometrian avulla.

Kuva 4 Palkin poikkileikkauksen j&nnitysresultantit F ja M.

Partikkelin P' paikkavektori (kuva 4)
W=R-Rmpl=pr-r"=z2 6,+x; ¢ (53)

T&116in polkkileikkauksen referenssiviivan pisteeseen 0 kootun dy-
naamin ( P, M) komponentit eli poikkileikkauksen jdnnitysresultan-

tit ovat
F=Fici-ffadA~ffo‘Jg./9“dA (54)
A A J
N - Mi.ci « [fuxo dim [fu®x ol 9 Y1, d4 (55)
A A

missd dA= dx, dz;.
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Jénnitysresultanttien (54) ja (55) laskemisessa voidaan hoikalle

palkille k&ytt&3 likimddrdistyksid
vgiis1 & giw~ e, (56)

jolloin saadaan approksimaatiot

Fle ffo'tda, FPeffo'2dd , FPeflo®dd (57)
A A A

M e (20" -250'2)d4 (58)
A

M e [fxs0ttdd , M w-ffz,0'! A (59)
A A

ow gl ej (60)

6. PALKIN LIIKEYHTALYT

Deformoitumattoman palkin differentiaalielementin tilavuus

dV = ds, dwp drs =V g1y diey dradrs = /gy, dry d4 (61)
sekd palkin pinnan differentiaalisen alueen pinta-ala

d$ = ds) de = Vg, dr, de (62)
missd ¢ on poikkileikkauskuvion reunakdyrén kaarenpituus.

Merkitsemdlld palkin tilavuusvoimatiheyttd f sekd pintavoimatiheyt-
td p saadaan annettujen voimien referenssiviivalle lasketuksi re-

sultoivaksi pituustiheydeksi
G(z,)m S fY/giidd+ B /g de (63)
A [
sekd referenssiviivalle kootun momentin pituustiheydeksi

G(z,) = Sf U xF /g dAa+ S u'x P Y/ an de (64)
A Ie]

Palkin paatypintaan referenssiviivan pisteeseen koottua annettujen

pddtypintaan vaikuttavien voimien dynaamia merkitaadn ( ;, M.

Liikeyht&dldiden johtamisessa tullaan k&ytt&madn 0'Alembertin formalis-
mia ja siihen liittyv#3 hitausvoima-ajattelutapaa. Tatd varten mer-
kitdsn hitausvoimatiheytts -p # , missd p on tiheys ja » on palkin
partikkelin kiihtyvyysvektori, jolloin on merkitty d?»/dt? = r,
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Resultoivaksi hitausvoimien pituustiheydeksi seuraa
H=-/fpr /g1, d4 (65)
A

ja resultoivaksi hitausvoimien momenttien pituustiheydeksi refe-

renssiviivalle

MW =-/fuxpr /g1, dA (66)
A

Partikkelin kiihtyvyysvektori » voidaan esitt&3 myds muodossa » = 9
missd8 v on partikkelin siirtymdvektori (50). Kirjoittamalla

Vo= (I + 2@ -22@) e *(Ha-axs@r)exs (Us +2201) @3 (67)

Jja ottamallas metriikkatekij&&n v g, mukaan vain linseaariset ter-
mit toisin sanoen Vg, ®M1-2,K; ~x3Ks voidaan lausekkeset (65) ja (66)
kirjoittaa muotoon

Hea -ffpv(1-2a3K-TsKs ) dd
A

M N‘ffll“Xp;‘('l'tcsz'xaKa] d4
A

Kdyttdmdllad lyhennysmerkintad

g " /flfp:ci o a4 (68)
saadaan hitausvoimien ja hitausvoimien momenttien pituustiheyksien
komponenteiksi (69)

HY = - (Joo ~K2 J10-Ksdo1 ) Ui = (Jo1 =Kz J11 - Kadoz) @2+ (J10 - K2 J20 = K3 1193
H2=~(Jo0 - K2 J10 = K3 o1 DUz * (o1 =Kz J1) = Ky doz ) 1 (70)
H= - (Joo - k2 J10 - KaJo1 Jus = (J10 K2 20 = Kad11) @ ' (71)
MY = (Joy - Kad11 =KaJo2 ) Ua - (J10 Kz Jao- Ked11.) s+ (72)

- [(J20+doz ) - K2 ( Jao*+J12) -3 (J21 +Jga )] @ (73)

Mi% = -(Jo1 - K2 J11 ~Ka Joa) iy - (Joz Kz J12 - KaJos) @2+ (J11 - Kz d21- K J12) 93

M2 = (10 -Kzdzo-Ksdiy Vil + (J11 - Kz J21 - Kad12) @2 - (20 - K2 Ja0- K3 J21) @s
(74)
Annetaan palkille pieni virtuaalinen siirtymékenttd {8u , 6¢ }, mis-
58 Su=0u; e, +8uzes *Sugey; ja Sp=060, @+ 8prez* 09 es. T&llGin ulkois-
ten voimien virtuaalinen tyb
b b
Sy= | (FobueNebo)r J (G ous 5+60)dn (75)
a

xi=a



128

Palkin paatypintojen kohdilla k&yrdviivaisella koordinaatilla on
arvot x1=a ja ;= b. Sisdisten voimien virtuaaliseksi tydksi saa-

daan

b ‘s
SWg =-S 1S o'd e

@ 3 ij g11 dAd.'L‘] (76)

joka merkinn&in (46) ja (60) voidaan esitt&8 muodossa

b
-/ ff o+ 8€ Vg1, dade, (77)
A

W

Toisaalta muodonmuutos-siirtymdyht&ldn (47) perusteella saadaan
€ =68u,; *+ @, x 89 +69,; xp’ (78)

josta seuraa

' b
SWg=-S[/fo /griddebu,+/fo /gridd-eix8p-Sfoxu’ /gy dd-ép,, Jdx,
a g A A .

Dttamalla huomioon jannitysresultanttien lausekkeet (57),(58) ja (59)

voidaan sisiisten voimien virtuaalinen tyd sievent&d muotoon
b .
6W5=-I(F-6u.1*i'an<,6‘o+u'6‘0,1)&:1
a

Osittaisintegroinnilla seuraa
b b
Slig=-|(Febu+ M-S+ S(P,1°8u- Fxe, & + M, * & ) dx; (79)
a
a

Hitausveimien virtuaalinen tyd on

b
W, = S (H+8u + M+ 69) duy (80)
a

Virtuaalisten siirtymien lauseen mukaan &W, +68Wg +8W, = 0. Kunvir-
tuaalinen siirtymakenttd {6u , 9 } on mielivaltainen, niin tulok-
sista (75),(79) ja (80) pdadytddn kdyrdn palkin litkeyhtdldihin

F,o+ g+ H=0 (81)
M, 1+ e, xF +ad+M=0 (82)

Liikeyhtd8l&issd (81),(82) jinnitysresultantit P ja N voidaan lausua
siirtymien u ja ¢ funktiona k&ytt&md&llsd edelld johdettuja kinemaat-
tisia yht&lditd ja materiaaliyhtdlditd. Hitausvoimien pituustihey-

det on lausuttu siirtymien funktioina tuloksissa (69)-(74).
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Kdyrdn palkin liikeyht&lét ovat komponenttimuodossa

Foi-KaF2- kaF3 + ' + H' = 0 (83)
Foy+kaF - TF  + G2+ H2 = 0 (84)
F?,+K3FI+TF2*?§3 +H =0 (85)
Moy - ko M2~ kaM®+ B« M = O (86)
Moy s koM - TM - F* + 32+ 2 =0 (87)
Miy+ koM + T M2 + F2 + 3%+ WP =0 (88)

Virtuaalisten siirtymien lause antaa reunashdoiksi

b
| ((F-F)-6u+ (N-M)-601=0 (89)
a

josta seuraa, ettd palkin péissB ), =a ja ;= b on oltava

FeF tai Su=0 (0)
=M tai Sp=0 (91)

Asettamalla liikeyht#lBiss& (681),(82) hitausvoimat nolliksisaadaan
kdyrdn palkin tasapainoyhtdlst

Fa1+q =0 (92)

M1 +e1xF+6=0 (93)

Tasapainoyht3lditd (92) ja (93) kutsutaan usein Kéirchhoff-Clebsch-
yhtildiksi ( Love [15], s. 387),

Jos halutaan esittédd liikeyhtdl8t (81)-(88) referenssiviivan pis-
teiden siirtymdkomponenttien u,,u»,us ja polkkileikkauksen rotaa-
tiokomponenttien ¢,,¢9.,9s avulla, té&ytyy jénnitysresultanttien P
ja N lausekkeisiin (57),(58),(59) sijoittaa materiaaliyhteydet
(51) sekd muodonmuutos-siirtymdyhtdlst (37),(41),(44). Hitausvoi-
matermit sijoitetaan tuloksista (69)-(7?4) ja ulkoisten annettujen
kuormitusten lausekkeet lasketaan tuloksista (63) ja (64).
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7. POIKKILEIKKAUKSELTAAN KAKSOISSYMMETRISEN KAYRAN PALKIN LI IKEYHTALST

Jos palkin poikkileikkauksella on kaksi symmetria-akselia, joiden
leikkauspisteen kautta kulkeva pituussuuntainen s&ie valitaan refe-
renssiviivaksi, voidaan j&nnitysresultantit (§7),(58),(59) kirjoit-
taa materiealiyhtdlditd (51) ja kaksoissymmetriaa hyvdksi k8yttaen

muotoon
F' =EA(ur,1-Kaup - Kyus ) (94)
F?2 =GA(uzs1*Kauy - T uz~ @3 ) (95)
FP =GA(us,1*Kaur* Tus+ @y ) (96)
M' =GIo (@11 “K202 - K3 @) (97)
M? =EI3s (@2, %Kz 01-7T 3) (98)
M =EIp(@s,1%Ks @1+7T @) (99)

T&lldin on otettu huomioon muodonmuutos-siirtyméyhtaldt (37), (41),
(44) ja otettu kayttddn lyhennysmerkinnit

2
Ipg=Jf oo dd , Ias= f m,dd , Io=Ipp+ Iss (100
A A

Kun yht&ldssd (97) asetetaan k; =k3 =0, niin kysymyksessi on suoran
palkin -3&ntd6n liittyvd jAnnitysresultantti. Yhti#ldstd saadaan,
ettd te..8in M'=GIo 91,1, joka on tarkka vain ympyrdsylinterille.
Valittu kinemaattinen malli, joka j&tt&& poikkipintapainuman huo-
mioonottamatta, antaa v&3ntSmomenttiresultantille (97) karkeahkon
likiarvon, sitd@ huonomman, mit3 kauempana palkin poikkileikkauksen
muoto on ympyrasta.

Muodostamalla palkin poikkileikkaukseen liittyvistd taivutus- ja
vdantdjaykkyyksistd dyadi ( Vddsdld [25], s.147)

I =¢GI, @@, * EIlyze,8, *+ EI;; 8383 (101)

voidaan momenttiresultanttien lausekkeet kirjoittaa tiiviissa muo-
dossa =
MN=1+¢,, (102)
Kun muodostetaan poikkileikkaukseen liittyvist& veto- ja leikkaus-
jdykkyyksistd dyadi

A=EA ¢161+GA 6,82+ GA @3 @ (103)
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saadaan voimien lausskkeet tiiviissd muodossa
F=A: (u,+*e1xp) (104)

Kaksoissymmetriasta seuraa myds, ettd hitausvoimien lausekkeissa
(69)-(74) kertoimet Ji'=0' kun toinen tai molemmat indeksit i,

ovat parittomat. T&m&n perusteella
H' =~ Joo t1+ ks Joa §2- Kz J2p @2
H2 == Jop B2~ K3 o2 @ (105)

H® =-Jgo i3+ K2 J20 G

MWi' =-Kk3Jazua+ Kp 20 s~ (Ja0 +J02 )@
M“z = K3 do2 1:1' Jo2 (.P‘z - (106)

M? =-ky J20 U - J20 §3

Muodostamalla maseadyadi

M= Jeo @1@1* Joo 8282+ Joo €3 €3 (107)
sekd hitausmomenttidyadit

Jo= (Jo2+J20) €161 * Joz €282 + J2g 6303 (108)

Ji= Joz @181+ Jo2 @282+ Jag €3 @3 (109)

voidaan hitausvoimista kootut viivatiheydet H ja M{ kirjoittaa tii-

viissd muodossa

H=-M-si-J [ (kxe)x @] (110)
m=-.=h-[(|<xe,)xii)]—.=h-}b (111)

Ndin p&&dyt&an kayran palkin, jonka poikkileikkauksella on kaksi

symmetria-akselia, liikeyht8l&ihin
M -Jie [(kx61) x @1 +[A* (U1 + @1 x9),1+ G =0 (112)

ST llkxe ) xil-Joe 6+ (Te@il, i+ erx[A(u,+e1x@)]+d=0

(113)
Liikeyhtaldistd (112) ja (113) ndhd3an, ettd ne ovat sekd staatti-
sesti, ettd dynaamisesti kytketyt.
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8. RUUVIVIIVAN MUOTOISEN PALKIN TASAPAINOYHTALYT

Sovelletaan yht&ldita (83)-(88) palkkiin, jonka referenssiviiva
muodostaa avaruuteen ruuviviivan. Ruuviviivan sd&de on 21 ja nousu
yhdelld kierroksella h. Ruuviviivan nousukulma a= arctan(h/2nr).
Ruuviviivan kasarevuus k; ja kiesrevyys k, ovat vakioita

ky = A . | cos?a (114)
%+ (h/2m)2 1 +tan®a
kﬁ—hfz—"-—— =i1—m——=lsina cos a (115)

n*+ (h/2n)?2 2% 4 + tan’a

Tarkastellaan palkkia, Jjonka poikkileikkauksen p3dakselit ovat re-
ferenssiviivan jokaisessa pisteessd referenssiviivan p3&normaalin
n ja sivunormaalin b suuntaiset kuvan 5 mukaisesti. T&118in palkin
alkukaarsvuudet k. ja k3 sekd alkukierevyys T ovat tulosten (8) mu-
kaan

1
K2 = ky cos0® =f,= Icoszu

K3 =-k, sin0® =0 (116)

1 .
1=k2=zsmucosa

Merkitsemdllad j&nnitysresultantte-
ja F'awn, Fls g , F's Q, » M'sT,
2 s 3

M= Mn Ja M= Mb
téd (83)-(688) ruuviviivan muotoisen

saadaan yht&dldis-

Kuva 5 Ruuviviivan muotoi- palkin tasapaingehdoiksi

nen palkki.

1 ~
N,;-Icoszu Q, +3'=0

1 cos?a N - L ai %2 -
€,,, tyocosa¥ x sinca cosaQb+q =0
1 . =3
Qb,li'zsma cos o Qn+q 0

(117)

1 2 ~1
- — + =
T cos“a M (] 0

M +1coszaT-lcosasinaM -Qb+82=0

n1 o n b
1 . ~3
Mb-l’I s1nacosuMn*Qn*c =0

Tasapalnoyht&ldt (117) on johdettu myBs kirjoituksessa Kanerva ja
Nordfund [24} tarkastelemalla palkin differentiesalipalan tasapainae
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LIITE 1: KANTAVEKTOREIDEN Z, JA FE; DERIVAATAT E;,; JA Ei,; .

Vektorit E, ja E; (21),(22) voidaan esitt83 pienille rotaatioille

yht&léiden (17) avulla muodossa

Ey= Y218, * @, ™ Y21 &1+ @2+ 0x @ (L.1)

Ex=Ys1@1* @3 Y31 81+ €3+0x @3 (L.2)

T&std saadaan derivoimalla tulokset
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Byo1 = (Y21,1- 03,17 Kz ~K301) €3+ (K2Y21- K203~ TO;) @p * (KaY21-K303 +T+0,,,) @3
E3 1= (Y31,1% 02517 K3 *K20,) @1+ (Ka¥31+K202- T- O1,1) @2 + (KaYs1 + k30, - 10 )e;
Ottamalla huomioon, etta

01 =0, & 2= 0;+5s; & @3 = 05- 7, (L.3)

derivaatoiksi seuraa

B2y =(~@s,1-k2-Ks@r) @1+ (k2 @0a-T1) @2+ (~K3@a+ T+9y,1) @3 (L.4)

Eva=(w,1-xka+ka@i)er+ (K02 ~T-@1,1)@2+ (K32 -T ) ey (L.5)

Soveltamalla yht&164 (17) saadaan midritelmdsta (20)

Ey =(1+E1,)6, = (1+E1)( a1+ Ox &) (L.6)
Toisaalta on voimassa

Ey =61 (21,0,0)=R°, =\, * 4,1 = @1+ us1 (L.7)
Jjoten saadaan yht&ld

(1+€11)(@;,+0xe1) = €1+ u,, (L.8)
Kun oletetaan, ettd |€;;1<«1, niin yht&aldstd (L.8) seuraa

O2=-es*u,1 & 03= @'u,, (L.9)

Toisaalta, kun oletetaan, ettd I1y,,| ja {ys;| ovat pienis rotaatio-

komponenttien ©, ja ©; rinnalla, voidaan kirjoittaa
Q2R 0y =-@3°U, 1= ~Us,) ~Ky U1~ T Uy (L.10)

V3 MO = @2°U,1= Uz, *+Ka UL - T Ug (L.11)






VAPLAN KOSKETUKSEN RAJATILA

H. Parland

Tampereen teknillinen korkeakoulu

1 JOHDANTO

Jos rakenteen ainelujuudet noudattavat Coulomb’'n murtumisehtoa ja ve-
tolujuus on pieni, saavutetaan tietyissd kuormitusvaihteluohjel-
missa sellainen tilanne, ettd jannityshuiput halkesamien kirjissa
hédvidvét. T&td tilaa sanomme vapaan kosketuksen rajatilaksi, koska
se toteutuu ei-monoliittisessa rakenteessa ts. sellaisessa, jossa
on vetoakestédm&ttomid saumoja ja joissa kosketuksen laajuus voi
vapaasti vaihdella. T&mén rajatilan erikoispiirteitd selostetaan

seuraavassa.

2 EI-MONOLIITTINEN RAKENNE

Voiman siirto saumassa T edellytt&3 tasapainon, ﬁvu = -ﬁuv‘ lisdksi,

ettd sauma el siirrd vetojénnityksid ja ettd jinnitysvektori p =

p.. =on+tt pysyy kitkakartion Y sis&11i (kuva 1).

VH

By*A, = o .05 (At )=|t|<|tgollal(n]=]t|=1 (1a-¢)

Siirtymdtila {u} muuttuu halkeaman kohdalla
epdjatkuvasti. Naméd epdjatkuvuudet a
[u) = uu(q.az)-uv(aTaz) médrittelevit
saumasiirrosvektorin § = ?uv =
ynﬁv+ystv = [0). V&Elysvektorin

[r'] = (h+yjn +A+y, on pysyttdva
kaltevuuskartion X sis&puolella aineen

lédpitunkemattomuuden takia [1) .

Y, 2-hs |Ys+p|tg5<[Yn+h) (2) Kuva 1.
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Lapitunkemattomuusehto, erds kontinuumimekaniikan perusaksioma,
ilmenee eksplisiittisesti vain saumoissa. Saumaj#nnitysten p” tyd
siirrostilassa yLV on kitkaehdosta riippuen

(p"ly)F - fp;u-Vuvdr = Jlopyp+ (' +§2)dT (3)
(p"|y')p = /p"+y'dl ¢ 0, jos tgu = tge ja h,p = 0 (4)
(p"lv'lrf Jltgello" 1y ldr. jos tgd = 0 ja h,p = 0 (4")

Kulmaa v=¢ vastaa nk. geometrinen, kulmaa J=0 dissipatiivinen eli
reaalikitka. Yht&dldisyysmerkki on voimassa vain yhteenkuuluville
p ja y. J3nnitykset tayttdvat kappaleen sisdlld ja sen ulkopin-
nalla A tasapainoehdot

30, .

i X
3;;1 + bj 0, oijcos ny Py (j=1, 2, 3) (5)

Muodonmuutokset eij riippuvat siirtymistd ja j&nnityksistad seuraa-

vasti
du, au,
= S R T S i,5 =
€54 = €1 5 (ax' + ax') (1,3 1, 2, 3) (6)
J i
0., =0,, =E €__1 €., =E.l 0 (7)
ji ij ijrs rs ij ijrs rs
Jjossa Eijrs ovat ainesen jaykkyysmatriisin alkiot. Kappalsen jé&n-

nitystila {ci.} voidaan k#sitt33d j&nnitysvektorina S tilavuuden V
madrittelemdssd Hilbert-avaruudessa [2), jossa skalaaritulo ja

normi ovat
. - 1 _
(S1|82)=I{01}[E] {cz}dV-foij1sij2dV.

2 _ - - (8)
f1s]| = (s]s) = fcijeijdv = 2W(0)

W on kappaleen kimmoenergia. J&nnitystilat o:.=E jotka

ij “ijrs ;s‘
vastaavat homogeenisia shtoja 2) ja B) (h, =0) tayttavid tiloja

€

{e',u'y'}muodostavat L(V):ss3 lineaarisen mahdollisten muodon-

muutostilojen S' joukon, joka monoliittisessa rakenteessa (I'=0)
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muodostaa L(V):n aliavaruuden L’'(V), mutta ei-monoliittisessa ra-
kenteessa sen sijaan konveksin kartion K'(V). J&nnitystilat o",
jotka taytt&vat homogeeniset ehdot 7) (bi=0), muodostavat L(V):ssé
mahdollisten tasapainotilojen S" joukon, joka monoliittisessa ra-
kenteessa muodostaa aliavaruuden L"(V)cL(V), mutta ei-monoliitti-
sessa rakenteessa sen sijaan konveksin kartion K" (V)eL(V). Vek-
toreiden §" ja S' skalaaritulo voidaan Gaussin integraalilauseen

perusteella lausua p" ja pcu voimien tydn avulla, jos b, h,p=0.

(s"]s )-foijeijdv=£ﬁ - @ dA-%p u'?ﬁvdF (9)

Reunaehdot lausutaan yleensd siten, ettd pinnan osalla AE voima-
kuormitus P=P, annetaan ja osalla AL-A-A; siirtymé&t u=u, anne-
taan. Silloin:

p=y*hy (10)

o
L[}
i}
-
+
(=)

jossa = A;:lla ja 00 Ag:lla ovat mddrddmattomid ja muualla havia-
vid jakautumia. Koska lineaarikuvaukset p(S") ja u(S') ovat ole-
massa, vastaa reunaehtoja 10) vektorit S"-Sq+SgEL"(V] ja s'=
Sa+SéEL'(V]. Sq ja Si ovat annetut vektorit. Tilat Sg ja Sé
tdyttédvat homogeniset reunaehdot 10) ja sijaitsevat 0-kuormaa
vastaavissa aliavaruuksissa Lg(V),Lé(V]. Jos rakenne on monoliit-
tinen (I'=0), seuraa 9):st&, ettd Lg(V]LLé[V) siis (S;|Sé)-
fﬁO'GDdA=U. Tdhén perustuu Pragerin ja Syngen kehittam& hyper-
ympyrémenetelmd, jonka avulla voidaan rajata kimmoenergia W ja
kehittdd likiratkaisuja [2]. Edi-monoliittiseen rakenteeseen t&ta
menetelm&8 ei voida soveltaa, koska avaruudet L;(V) ja Lé(V) eivat
8):n mukaan ole ortogonaalisia. Tulokseen padst&d&n toista tietsd
ulkoisen kuormituksen tarkemman m3&rittelyn ja siihen liittvvén
jéykkyyskdsitteen avulla. Kosketusprobleemoissa pintoja AB Jja A;
ei voida erottaa. Kuormituspinnaksi A* sanomme ulkopinnan osaa,
jossa p ja u t&yttdvat ei-homogeeniset ehdot. J&ljells olevalla
osalla AO-A-A' hévidvBt joko p tal u. Pinnalla A* mi8Britell&in
kuormitusavaruudeksi sanottu Hilbertavaruus L(A*), jossa skalaari-

tulo ja normi aovat

(pqlpy) =£‘ﬁ1-ﬁ2dA. [tel] = vY(plp) “n
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Kaavojen 10) mukaiset reunaehdot edustavat p:n ja u:n lineaari-
joukkoja, jossa maadradmdttomat Pg ja ug kuuluvat L(A*):n ali-
avaruuksiin LS(A') ja Lé[A‘]. Yksikdsitteiseen kuormien ma&rit-
telyyn padstddn jakamalla kuormat p ja u ortogonaalisiin kompo-
nentteihin p=p*+p%; u=u*+u®, jossa p°€L8(A). uOGLG(A) ja (p*|p%)=0,
(u‘|u°)=0. T&11din p* ja u* kuuluvat LS(A]:n ja Lé(A):n ortogo-
naalisiin komplementteihin tg(A] ja té(A). Koska kuormitusvektorien

P ja u normit ovat
2 2 2 2 2 2
N R T R R e N T N A T N R R I N 3

edustavat kuormituksen perpendikulaareiksi sanotut p* ja u® niita
ehtoja 10) tayttaviad jakaumia, joilla on pienin normi. Reaalisen
kitkan tapauksessa ei monoliittisen rakenteen kosketusprobleemalla
ole yksikdsitteistd ratkaisua. Sen sijaan geometrisen kitkan tapauk-
sessa on voimassa komplementaarisuussddnts [1): Ei-monoliittisen
rakenteen reuna-arvotehtdvdn ratkaisu on yksikdsitteinen, jos
avaruudet L"(A*) ja L'(A*) ovat ortogonaaliset, jolloin (p0|u0)=0,
vpCeL (44)_ ja vu®eL'(a*) ja (plu) = (p*|u®)+(p°|u*).

Kosketusprobleemoissa on useimmiten voimakuormitus annettu ehtoina

(plg{] =0 (i = 1...n) (13)
Jokainen yht&ld (i) médrittelee L(A):ssa hypertason H;. Yhdessé&
ne mddrittelevdt "hypersuoran” eli hypertasojen leikkauksen Hn'
Aliavaruuden L;[Aﬂ vektorit pD tdyttavat homogeeniset ehdot
(polgi) = 0, jolloin LS(N] ortogonaalinen komplementti on vekto-
reiden g virittaméd n-ulotteinen aliavaruus L;(A'). Koska
u?,p*€L} (A*), on niiden tiytett&vd ehdot

o

u® = zuggi, p* = IPlg Zp}(gjlgi) =0y (14)

j]

Jos u* = 0, voidaan p*:n ja u%:n avulla midritelld kuormitusjdyk-

kyys

* * 2
D(p*) = Hp l|= Hp II ) (13)
lagl et lw
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joka ilmaisee kuorman p* pituuden suhteen siirtymén u projektioon

up‘suunnassa p*.

Jos rakenteessa on vdlyksid h>0, suurenee kosketuspinta Fk ja
rakenteen j8ykkyys kuorman kasvaessa. Jos vdlyksii ei ole, mutta
rakennetta on j&nnitetty, pieneneviat Fk Jja jaykkyys. Jos vihdoin
rakentesssa vallitsee alkutilantesssa tdydellinen kosketus ja
Jjénnityksetdn tila, pysyy jdykkyys vakiona p*:n kasvaessa, mutta
Pk pienenes epdjatkuvasti, kun p*=0 alkuarvosta I' vakioarvoon FK

Koska ratkaisulle S on t&ssd tapauksessa voimassa ]|S||2=2W=(p'|u°),

voidaan jaykkyys lausua S"-tai S’'-narmien avulla

2 V112
pvpe) = LML, g ooy « LSTLE iqupe/(pm) ) (14)

]
[18"]| (g]w

N&mé lausskkeet eivdt mé&rittele jaykkyyttd yksikdsitteisaesti,
mutta jos ki ka on geometrinen, ovat voimassa ssuraavat suurimman
ja pienimmin jaykkyyden periaatteet [1]:

LAUSE I: Luvallisen jinnitystilan {p*,5"} avulla mdlritelty jhyk-
kyye

2 2
prepry = Letll° - Lp*l1® (15)

[|s"|]2 2w (a")

saavuttaa todellisessa tilassa, jossa siirtymien jatkuvuus Jja lapi-

tunkemattomuusehdot ovat tdytetyt, suurimman arvonsa.

LAUSE I': Luvallisen muodonmuutostilan {S', u', Y'} avulla médri-
telty jdykkyye

DI (pt) = Ls' 2 _ awten) o
(q*|u')2 (qlu’)z

saavuttaa todellisessa tilassa, joka téyttdd tasapaincehdot Ja

saumajdnnitysten toispuoliset ehdot 1) pienimmdn arvonsa.

Jos j&ihmed kitkaton leimasin painetaan epikeskisyydell3 e kimmoi-
sesn alustaan voimalla P (kuvat 3-B) tdytt&vit voimat # ehdot
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S p-idy=N=-P, [ priydy=M=Pe, S p-jdy=0 (A*=d), jossa 13, 14)
A* A*

A*

mukaan g1=i, g2=iy, g4=J saadaan, jos [§1|22]=D, A'r%sys%r
PiiBY:« x 12 _ P% el .22
p*=p,I=(py+pyy)i= a(1+—%)1; [1p*f]“ = (1451, 1%=d/12
i i
a, = 1/ (/d(1+§1), g, = ey/12/a 14812 , 6 = (VCruCy)1+uCly) 3,
i 2 1 y
(uS(y) m&&raddmétdn). J&ykkyys voidaan lausua perpendikulaarin tai

siihen verrannollisen puristusvoiman P avulla. Merkitsem&lld

arvoa e=0 vastaavaa puristusjdykkyys 0(0):1la on

1 e,2
P {1+(=)") 2
- 1 WP 0@ “ - P
Dlp*) AX(vtav) 10PrTTes ey * ¥ e T ICKE
D'(P) = 3212:% y u? = viwe = §(e)y vO = —F  Ble)
+ew) P D(0)" D(0)
w? = - i ale) (15)
D(0)

3. KOSKETUSPINNAN LAAJUUDEN VAIKUTUS

Tarkastamme yhtendistd rakennstta, johon on leikattu halkeamia,
joissa lapitunkemattomuutta vastaavat ehdot on eliminoitu, jolloin
rakenne kdyttdytyy kuten monoliittinen rakenne. Olkoot halkeaman
I'y, pintakoordinaatit oy, 8y ja halkeaman reunaa 3I' mdaritelkddt

sellaiset parametrit Tysesesl relaation f[a?“ZIT"Pn]=D avulla,

n

etta Fh kasvaa jokaisen ri:n mukaan.

LAUSE II: Jos halkeama syvenee, pienenee rakenteen jdykkyys

a0
s 0 (16)
3?1

On olemassa erde halkeaman rajatila ar°, Jjossa D:114 on atationaari-

arvo ja infleksiopiate
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Kuva 2.

Winkler alustalla olsvan
palkin jaykkyys D(lk).

Kuva 3.

Jahmed palkki Winkler
alustalla. .Siirtyma-
parametrit 8, £, a.

L hm
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Kuva 4. Kuva 5.
Suorakaiteen siirtymdparametrit Leikatun suorakaiteen siir-
8,B,a vapaassa kosketuksessa. tyméparametrit 8,8, .0,

0 vapaa kosketus,
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(39 = 0; 355L——> = 0; Vr,, v, (17)
or . ariarj T J

ja jossa halkeaman reunalla 3T° Jénnitykset h&vidvat p(3l9=0.

Tod. Tarkastamme halkeamapintoja qﬂ ja Ihzkuva 1b) sekd niitd vas-
taavia ratkaisuja {01,p1£1,u1,y1} ja {oz,pz.ez,uz,yz} samassa
kuormituksessa p*. T&11l8in

pinnalla L40To IZEAY, # 0, pi.P, = 0
pinnalla AT, <0 1, # 0, Py =0y ¥,=0, p, #0

pinnalla AP2>O ?, - 0 P4 0 1, 40 P O

Koska tila S=82-S1 on luvallinen sekd L'(V) ettd L"(V) avaruu-

dessa ovat voimassa tydyht&lsét

2 - - - =
| 14s] | =f(°ij2_°ij1](€ij2 eij1)dV- S py=py) lyy-v,)d
r
S poy.d +f p,y,dA > 0O (18)
AF1 2 AFZ 172

2_
NEPSN —2w(01+Ao)=2w(01)+Zm%jeij1dv+2w(A0]
fbag. €. ., dV=-S (p,-p,)¥,dl=-/ p,y,dT
ijrij1 AF1 2 "1 1 AF1 21
2AW=2(W(02)-W(01)]=I P4Ypdl'-/ pyy,dr (19)
AT, AT,

Koska yht&l8n 18) oikean puolen molemmat integraalit ovat positii-
visia, suurenee W, jos AF1=0 ja pienenee, jos AF2=D. W kasvaa sen
vucksi monotonisesti T :n kasvaessa ja jéykkyys D=||p‘l|2/2w

pienenee.

Jos AT:t supistuvat kapeiksi kaistoiksi alkioksi dF1=O, sz-Idnds,

on 2dw=fp1yzdndszo. Jos t&lldin l6ydet8&n sellaiset reunat ar°,

Jjoissa ﬁ1=0, on ilmeisesti y:n jatkuvuuden perusteella dW=0, joten
o

ar:1la
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oW _ _ -
(F)P = 0, (x=) =0 Vr‘i bl (20)
o 1 o]

Jos halkeamareuna siirtyy rajasta ar® rajalle 9r?, muuttuvat para-
metrit vastaavasti ri=rg+Ari. Jos muutokset Ari ovat joko kaikki
positiivisia tai kaikki negatiivisia,on W:n W:n monotoconisen kasvun
takia taytettdvd kaksoisehto

2
+. W 3°W
AW =y L(s=—) lar |3z £, ) _glar,ar, |+
{ ary ro i % ar,3p T° 70
1
3 > 0
+ P] W + _¥-
_zzl[ml T Pz)ro|AriArSArt|+..}—L 0} (21)
3

Ehdaon 20) perusteella t&ms on riitt&vén pienill} Ari muutoksilla

mahdollista vain, jos jokainen

3w
('a—ri—rpj]PO =0 (22)
Jos kuormitusehdot ovat 13):n mukaiset, saadaan parametrit U?

monoliittisen rakenteen tydyht&ldn avulla

=f8p° OdA= o 0 AW
8W=/8p" 0dA=L80 ;U] + US p (23)

LAUSE III: Yleistetyilld sitrtymilld Ug on rajatilassa ddriarvo.

Todistus. Jos kuormitusehtojen 13) osakuormista Di vain Qj saa
lisdyksen dB, on uudessa rajatilassa {Q',r°'} 0'=Q‘+d0jioi=0i
kun i#j ja rg'=rg+drg. Tassd tilassa saavat ehdot 20) ja 22)
muodot 20'), 22'), joista seuraa 24)
(21")

K S L I - I [32“ ) = 0
or.°0,r ar_ar, 9Tt 3T 80, W;

s st Qo s

W
LIS S,
ars Q',r

(22')
2 2 3
22w X2 33w 0. OW
( Jar 00 = ( ) o +I( Jdri+( 1dQ:=0
argdrg Q'r 3T 3ty 0,r or Orydr) Qr% o dr 30 &3
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2 5]
) -0 (a ) o - g2 ) o 271 (24)
ar_"Q.rg ) ar ary Q,r arsﬁrtirl Qr 5@}

2
a°U3 S c s o . o R
KoskagFTE}-kaavan 21) mukaan ei hdvid kaikilla r_ ja rg arvoilla,

saavuttﬁaar Ug

dariarvon. ]

Voidaan osoittaa, ettd jos kaikki leikkaukset ovat rajatilan leik-
kauksia, jolloin o0,t=0 3r:11a Jja jannitykset pf£Y szlla ja y£ X

I :lla, jénnitystila 0% yhtyy vastaavaan ei-monoliittisen rakenteen

vapaan kosketuksen jé&nnitystilaan O

Koska leikatussa saumassa dF2 ﬁ1‘7220 on Yn2>0, jos on>0 ja yn2<0,
kun 02>D. Koska o ja Yo muuttuvat jatkuvasti al:n siirtyessa or®
toiselta puolelta toiselle, t8mé& merkitsee, etta 3r° muodostaa sen
halkeaman rajaviivan, jonka sis&puolella olevia 3T-viivoja vastaa
tiloja 8", joissa ehtoa 0<0 vastaan on rikottu ja ulkopuolisias vii-
voja oI vastaa ldpitunkemattomuusehtoa rikkovia tiloja g, Rajatila
kuvaa siten havainnollisesti j&ykkyyden ja siirtymdparametrien
ddriarvojen riippuvuutta kosketuksen laajuudesta. Tadmé& mahdollistaa
ratkaisun maddrityksen varioimalla kosketuksen laajuutta (kuvat 2-4),
Mikali leikatun rakenteen ratkaisu tunnetaan, voidaan 3T° m&&rats
ghdosta p=0. Jos ei pystytd eliminoimaan 3T:11& olevaa singulari-

teettia, voidaan rajatila mi3rit& lauseen III avulla (kuva B6). [3]

Kuva 6.

1.8 7Pex ) n
tohso O T EWGT e rdnieyre-

3 g
(3

r -
| FJ‘* ! o _ 1. R P
I Omax=@ ==

1e4 N 2pld - 2e)

[RL— = 4e-d: dd=qef
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REUNAELEMENTTIMENETELMA

DI Matti La&hteenmidki
Tampereen teknillinen korkeakoulu

Konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Viime vuosikymmenen aikana on kaksi- ja kolmiulotteisten kontinuumi-
ongelmien numeeriseen analysointiin kehitetty uusi menstelmd, jota
kutsutaan reunaelementtimenetelméksi. Menetelmdn perustana on integ-
raaliyht&1d, joka sitoo toisiinsa kappaleen pinnan siirtymdt sekéa
pinta- ja tilavuusvoimat. Perusyhtdld ratkaistaan likim&8&rdisesti
elementtimenetelmé&ll8, minkd j&lkeen kappaleen sis8pisteiden siirty-

ma- ja jénnitystila voidean laskea tavallisella integroinnilla.

Menetelmdn teaoreettinen perusta luotiin jo viime vuosisadan lopussa
{1], kun Somigliana johti perusintegraaliyhtdlén. K&ytinndssi
Somiglianan yht&ldn analyyttinen ratkaisu onnistuu harvein, ja né&in
ollen sen merkitys jdikin pitk&ksi ajaksi melko v8hdiseksi. Ssuraa-
vat edistysaskeleet otettiin vasta 60-luvun lopussa, jolloin tieto-
koneiden kayttd teki mahdolliseksi numeerisen ratkaisun. Ensimmai-
send menetelmda sovellettiin lineaarisen kimmoteorian tasostatiikan
ratkaisemiseen [2] ja sen j&lkeen vastaavaan kolmiulotteiseen tapauk-
seen [3], [4). Tam3n jdlkeen tutkimuskenttd on laajentunut nopeasti
kdsittden nykyisin jo mm. laattateorian, plastisuusteorian ja dyna-

miikan tehtavat.

Reunaelementtimenetelmdn t&rkein etu elementtimenetelmdan nahden on
siind, ettd diskretisoitavan alueen muodostaa kappaleen reuna, ts.

elementteihin jaettavan alueen dimensio on alentunut yhdelld. Numee-
risessa ratkaisussa syntyvdssd lineaarisessa yht&ldryhmdssd on nain
ollen vdhemmdn yht816itd. Elementtimenetelmdstd poiketen siirtyma-
ja jénnitystila kappalsen sis&lld voidaan ratkaista halutuissa pis-
teissd tarvitsematta kdsitelld koko sisdosaa. Mik&li kiinnostavia

sisdpisteitd on v&h&n, aiheutuu t&std huomattava etu. Toisinaan voi
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tilanne olla niinkin edullinen, ettei sisdpisteitd tarvita lainkaan.
Sis#pisteiden vapaa sijoittelu tekee mahdolliseksi myds jénnitys-
huippujen joustavan tutkimisen. Haittana mainittakoon, ettei reuna-
elementtimenetelméssé saatavan lineaarisen yht&ldryhmén kerroinmat-
riisi ole symmetrinen eik8 harva. T&md pienentdd dimension alenemi-

sesta syntynyttd etua.

Seuraavassa luvussa johdetaan reunaelementtimenetelmdn perusinteg-
raaliyht31®d kolmiulotteisessa tapauksessa ja annetaan kaksiulottei-
sen tapauksen vastinkaavat. Johdossa k&ytet&&n tavanomaisia tenso-

rianalyysin merkintdsopimuksia.

2 PERUSYHTALOGN JOHTO

Tarkastellaan lineaarisesti kimmoisen kappaleen V statiikkaa orto-
gonaalisessa karteesisessa koordinaatistossa. Materiaali oletetaan
isotrooppiseksi ja homogeeniseksi. Kun tasapainodifferentiaaliyhta-
18t lausutaan siirtymdkomponenttien us avulla, saadaan Navierin yh-

tadlot

u, .. *t Guj ..t X, =0, (1)

missd8 X, on tilavuusvoimakomponentti suuntaan xj. Yhtdlén (1) rat-
kaisun on lisdksi toteutettava siirtymien uy Jja pintavoimisen ti

reunaehdot kappaleen reunalla S = SU USt , eli
i i

ui(x) = Uy, X € Su

i (2)

t.
i

Ei, X €S

t.(x)
i

Pintavoimien reunaehdot voidaan Hooken lakia ja kinemaattisia yhta-

16it3 kdyttden esittdd siirtymien avulla muodossa

2Gv
ti aijnj- ﬁ"iuk,k+cnj(uid+uj.i] ti' (3)

misséa n; on pinnasta ulospdin -suunnattu ykkdsnormaalivektori.
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Reunaelementtimenetelmédssd kdytetdsdn hyvdksi yht&l8n (1) Kelvinin
probleeman ratkaisua eli fundamentaaliratkaisua. T&1134 tarkoite-
taan yhtdlén (1) ratkaisua &&rettdmdlle kappaleelle, kun kuormituk-

sena on pisteessd (g, &, £,) ykk8svoima suuntaan xj. Kun merki-

2
taan

- } . 1/2
r = [(xi Ei)(xi EiJ] , (4)

voidaan Kelvinin probleeman ratkaisu esittd3 tensorina [1]

u..=;(l)[(3-4wa..+p.p.] (5)
1J 167G (1-v) r 1} RSN B
Kaava (5) antaa siis &&rett&m&n kappaleen pisteen x = (x, %, x,)

siirtymé&n suuntaan X4 kun kuormituksena on ykk&svoima pisteessd & =
(Ell £
[2]

. Es] suuntaan xj. Tasomuodonmuutostilan vastaaava kaava on

1 1
UaB e a— [(3 —4v)6a81n = rﬂlr‘a]. (6)

Siirtymia Uij vastaavat pintavoimat lasketaan yht318std (3). Ne voi-

daan esitt33 tensorina [3]}

1-2v
T,. = -———————-(;L)[EE(G..+ 3 r.r .)+ n.r . - n.r.] (7)
1) Bw(1-v) lf‘2 an 1) 1-2v 1 ] J 1 1,) L

Tasomuodonmuutostilan vastinkaava on [2]

1-2v 1\ [ar 2 \ , 1
e | 2 < _ - B
TaB 49(1-v) (P)[_an (6a8+1_2\, P,ur,B/ nBP.u naP,B_]. (8)
Kappaleen V kahdelle jatkuvalle siirtymikentdlle uy Jja ui sekd niits
vastaaville tilavuus- ja pintavoimakentills (Xi,ti) ja (Xi,ti) on

voimassa Bettin vastavuoroisuuslause [1]

6 uiXi dv + éui tids = 6 uixi dv + éui tids . (9)

Dlkoon piste € kappaleen V sisdpiste. Koska Uij Jja Tij ovat singu-
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laarisia kuormituspisteessd &£, sovelletaan Bettin lausetta kappalee-
seen V , joka sazdaan poistamalla kappaleesta V E-keskinen e-sdtei-
nen pallo. Kaytetd&n siirtymékenttana ui tensoria Uij’ jolloin vas-
taava tilavuus- ja pintavoimakenttd on (O, Tij]' T811a4 tavoin saa-

daan

; ui(x)Tij(x,E]ds = J Xi[x]Uij(x,E)dV +Sf ti(x)UiJ(x,Elds : (10)
0 0 0

miss& S, on kappaleen V, reuna. Vaikka Uij ja Tij ovat singulaari-

sia pisteessd £, ovat raja-arvot

(lim J ti(x)Uij(x,E]ds = éti(XJUij(x'E)ds

E+Q So

lim f X, (x)JU,.(x,E)dv = [ X,(x)U,,(x,&)dv (1)
ez v, 1 v i

lim [ ui[x)Tij(x,E)ds = uj(5)+ éui(X)Tij(x‘E)dS

\c*o S,

kuitenkin olemassa {3]. VYht&l6std (10) saadaan, kun ¢+ 0,

UJ(F) = é [ti(x) Uij(x,E) -ui(x) Tij(x,E)]ds + 6 Xi[x] Uij(x,g)dv . (12)

Yhtdld (12) on kappaleen sis8pisteen siirtymdn Somiglianan identi-
teetti [1]. Sen avulla voidaan laskea sisdpisteen siirtymd, kun reu-
nasuureet tunnetaan. Kun Hooken lakiin sijoitetaan kinemaattiset

yhtdldt, saadaan

o i 2Gv B
i3 1-2v k,kTij

§.., + G(u, .+u, .) . (13)
i,J j,i

Pisteen £ jédnnitykset lasketaan kaavojen (412) ja (13) avulla. Tulos

voidaan esittdd muodossa [3]

aij(E) = é [tk(x)DkiJ(x,E] -uk(x)SkiJ(x,E)]ds +-6Xk(x]Dkij(x,£)dv , (14)

missd tensorit Dkij ja Skij ovat
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1-2v 1 _ 3
Dkij m(_i)(skip,j‘-akjp,i Gijp,k+_1-2\, P,ir,jp,k) (15)

M—zwc(1)1 ap[ .
fy T2 )83 5, +6. L)+
VT TS L ey AR TR -2u (Gres kit i

5 3v
Ty it “.k] P e T KT AT

-4y
+3nkr*‘iz*‘j +nj6ki+nial\j T2 Nk 1_]} . (16)

Tasomuodonmuutostilan vastaavat kaavat ovat [5]
1-2v 1 2
=2 (L . +—<_
DY“ﬂ 47 (1-v) (P)(GYGP,8+GYBP.G Sap Ty T-2v r,uP‘BP-Y) Sun

~(-296 (1)), or v L4
Syus 27(1-v) (rz){z on [Guﬁ P.v+1-2v (syur.BMYB!:a] 1-2v r‘.mp.ﬁr,y] *

2v
+ +
+ T2y (n rﬁr +n3{u{Y]+2n r {8+n36 nasvﬁ
1-4y
- 8
1-2v nYGGB} . Caip

Tasojdnnitystilan yht&l6t saadaan sijoittamalla tasomuodonmuutos-
tilan yht&18ihin vakion v paikalle v/(1+v).

Voidaan todeta, ett8 kappaleen sisdpisteiden siirtymd- ja jénnitys-
tila saadaan yhtdldéistd (12) ja (14) tavallisilla integroinneilla,

mikdli reunapisteiden siirtym#t ja pintavoimat tunnetaan. N&iden

madrddmiseen tarvittava yht318 saadaan raja-arvotarkasteluilla yh-

td18std (12), kun annetaan sisdpisteen £ lihestyd reunapistettd E,

Tulos voidaan esitt&d muodossa (4]

Cij(s)ui(z) . é[ti(x)uij(x.i) -ui(x)Tij(x.E)]ds + \flxi(x)uij(x,s)dv ) (
19)

Tensori Cij on riippuvainen reunan S geometriasta pisteessi &. Jos
pinnalla on pisteessd g yksik3sitteinen tangenttitaso, niin [4]

c /2. (20)

15 " 84y

Huomattakoon, ettd yhtaldsssd (19) qij(x,él ja Tij(x,é) ovat singu-
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laarisia, kun x = E. Integraalit onkin tulkittava Cauchyn p&&8arvok-

si.

Yht&ld (19) on reunamenetelmien perusyhtdld. K&ytinndssad sen ana-
lyyttinen ratkaisu ei onnistu juuri koskaan. Numeerinen k&sittaly
on tietenkin mahdollinen. Seuraavassa luvussa tarkastellaan perus-

yht31dn elementtimenetelmdn mukaista ratkaisua.

3 NUMEERINEN RATKAISU

Ratkaistaessa yht&1858 (19) elementtimenetelmdllsd jaetaan kappaleen
pinta osiin, joita approksimoidaan reunaelementeilld. Kolmiulottei-
sessa tapauksessa reunaslementit voivat olla tasomaisia kuten kol-
miot ja nelikulmiot tai kaarevia kuten isoparametriset elementit.
Kaksiulotteisessa tapauksessa reunaelementit voivat olla janoja tai
kdyrdn kaaria. Tuntemattomina ovat siirtym&t tai pintavoimat ele-
menttien tietyiss& pisteissd eli solmuissa. Tuntemattomien suurei-

den arvot elementin alueessa interpoloidaan solmusuureista.

Tarkastellaan esimerkkind kolmiulotteista kappaletta ja sen taso-
maista reunaslementtid, jossa on yksi solmu elementin pintakeskids-
s8, ja kenttdsuureiden arvot oletetaan solmuarvojen suuruiseksi ko-
ko elemehtin alueessa. Oletetaan reunaslementtej& olevan N kappa-
letta ja merkitddn kentt&muuttujien solmuarveja ui(n) ja ti(n).
T8lldin saadaan yht&1ld (19) diskretisoitua solmupisteessd m muotoon

N
Cij (m)ui(m) = I [ti(n) I Uij(x,m)ds - ui(n) fTiJ.[x.m)ds] +bj (m). (21)

n=1 Sn .

Sn on elementin n alue ja

bj(m) = 6 Xi(x)Uij(x,m)dv (22)

on tavallinen integraali, joka voidaan laskea numeerisesti. Kirjoit-
tamalla yhtdldn (21) mukainen yht&8ld jokaiselle solmupisteelle saa-
daan 3N lineaarista yht3184, joissa on 3N tuntematonta. Merkitse-
malla
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AUij(m,n) = ; Uij(x,m)ds
h (23)

ATij[m,n) - g Tij(x,m)ds
n

menee yhtdld (21) muotoon

N N

n§1[ Cij[mlsmn + ATij(m,n)] ui(n] = n§1 AUij(m,n)ti(n] +bj(m) (24)
eli matriisimuodossa

[T1{u} = [Ul{t} +{b} . (25)

Reunaehtojen perusteella tunnetaan puolet solmusuureista. Jérjesté-
m&lld kaikki tuntemattomat yht&ldn vasemmalle puolelle saadaan lo-

pulta lineaarinen yht&l&ryhma

[Al{a} = {8} . (26)

Kun tuntemattomat on ratkaistu yht&léstd (26), voidaan sisédpistei-
den siirtymadt ja ja&nnitykset laskea yhtdldistd (12) ja (14) numee-

risella integroinnilla,

4 ESIMERKKI

Tarkastellaan kuvan 1 mukaista, kahdelta vastakkaiselta sivultaan
tasaisen kuormituksen alaista nelidlevyd, jossa on pieni reikd. Le-
vyn statiikka on ratkaistu reunaelementtimenetelméohjelmalla [5]
kdyttden kuvan 1(a) elementtijakoa ja elementtimenetelmdohjelmalla
SAP 6 kuvan 1(b) elementtijaolla. Koska reikd on levyn kokoon n&h-
den pieni, voidaan tuloksia verrata myds Kirschin &3retdntd levya

koskevaan analyyttiseen ratkaisuun,

Reunaelementtimenetelmdratkaisussa levyn reuna on jaettu 31 vakio-
elementtiin ja elementtimenstelmératkaisussa levy on jaettu 64 bi-

lineaariseen nelikulmioon.
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y
’ B
T
10 (a)
o A x L
2=t =t L
1 o L
oo 0 L )
T ) B
i 160 \
= =
E = 210 GPa
v=0.3
=2 100 2
p = 100 N/mm ®
+
Kuva 1. Levy sekd sen jako (a) reunaelementteihin ja (b) element-
teihin.

Taulukosta 1 ndhd&&n reunaelementtimenetelmiohjelman antamien tulos-
ten olevan tarkkuudeltaan suunnilleen samaa luokkaa kuin ohjelman
SAP 6 tulokset. Reunaelementtimenetelméohjelma vaati t&ssid tapauk-
sessa huomattavasti vdhemmdn systtdtietoja kuin SAP 6. Kun jannityk-
set ja siirtymdt laskettiin reunan lisdksi 20 sis&pisteessd, oli
kéytetty keskusyksikkBaika vield alle puolet ohjelman SAP 6 vaati-
maste ajasta.
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Taulukko 1. Leikkauksen A-B normaalijdnnityksen cy jakauma.
Koordinaatti ay[MPa]

x[cm] Reunaelementti SAP B Kirsch
0.5625 250.6 236.1 233.2
0.7500 153.9 154.8 151.9
1.0625 121.9 120.5 118.4
1.7500 105.3 106.6 105.1
2.8750 101.2 102.3 101.7
4.2500 99.3 101.0 100.7
5.7500 98.5 100.3 100.4
7.2500 102.9 99.3 100.2
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SUURTEN RAKENNEMALLIEN VARAHTELYANALYYSI
MOODISUPERPOSITIOMENETELMALLA

Apul.prof. Pentti Varpasuo
Helsingin Teknillinen Korkeakoulu

1 JOHDANTO

Kyseinen raportti on sivutuote ydinvoimalaitoksen reaktoriraken-
nuksen analyysista lentokonetdrmdyskuormalls. Tamd analyysi
suoritettiin kes&l1l3 1980. Rakentsen diskretointi suoritettiin
38rellisten elementtien menetelmdd kiyttam3lld ja rakenteen vasta
tormdyskuormalle mé&ritettiin suoras integrointia kdytt&en. Jo
t&man analyysin aikana herdsi ajatus saatujen tulosten luotetta-
vuuden tarkistamisesta moodisuperpositiomenetelm8d kaéyttéen.
Aika ja resurssit kuitenkin loppuivat silld kertaa kesken ja
tehtdvddn palattiin uudestaan vasta syksylld 1981, kun suurtieto-
koneen soveltuvuustutkimusten yhteydessd avautui mahdollisuus
suorittaa suurta laskentakapasiteettia vaativien probleemien

analysointia ERAY-1 suurtietokonetta kdyttéden.

2 KAYTETYN MALLIN KARAKTERISTISET ARVOT

Mallin muodostivat sis#kk&iset sylinterit ja rengaslaatat, joita
erdin kohdin yhdistivdt toisiinsa s&teen suuntaiset seinét.

Mallin rungon muodosti reaktorirakennuksen suojarakennussylinteri,
joka p&&ttyi puolipallokupoliin. Piirturikuva mallista on esi-

tetty kuviossa 1.

Mallin nurkkapisteiden koordinaatit annettiin sylinterikoordi-
naatistossa. Mallin s&teen suuntaisten leikkausten etéisyys
toisistaan valittiin 15 asteeksi. Kussakin sdteen suuntaisessa
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leikkauksessa o0li 60 nurkkapistettd. Malli muodostettiin symmet-
riseksi yhden tason suhteen siten, ettd malliin sisdllytettiin
kehd&n suunnassa vain puolet tdyden ympyrén pituudesta. N&in
ollen s&dteen suuntaisten leikkausten kokonaism&d@rdksi saatiin

13. Nurkkapisteitten luku kussakin sdteen suuntaisessa 'leik-
kauksessa oli 60, joten nurkkien luku koko mallissa tuli olemaan
ndin ollen 13 kertaa 60 eli 780. Tyypillinen sdteen suuntainen

leikkaus on esitetty kuvassa 2.

3 PERUSMAAN KUVAAMINEN MALLISSA

Perusmaa mallissa kuvattiin elastisella puoliavaruudella, jonka
oletettiin alkavan kymmenen metrin pituisista kaivinpaaluista
muodostetun paaluperustuksen alapuolelta. Paalut oletsettiin
jd8ykdsti kiinnitetyiksi sekd "kovaan pohjaan” sttd peruslaattaan.
Paalujen ja maaperdn vdlinen yhteistoiminta paalujen poikkisuun-
nassa jatettiin huomiotta. Paalujen vdleissd oleva maaperad
kuvattiin 3-D elementeilld, joiden j&ykkyys lisdsi paaluperus-
tuksen horisontaalijdykkyytt&. "Kovan pohjan” kimmokertoimena,
ominaispainona ja Poissonin vakiona k3ytettiin arvoja

E - 4000 [mN/m% o = 0.018 [n/m?t v - 0.3:

4 KKAYTETTY ELEMENTTITYYPPI SEKA MALLIN JAYKKYYS-,
VAIMENNUS- JA HITAUSOMINAISUUDET

Malli muodostettiin ns. LCCT-11 elementeist&d (Linear Curvature
Compatible Trianglel, joiden avulla muodostettiin yleinen neli-
nurkkainen kuorielementti, jonka avulla kuorirakenteet diskre-~
toitiin., T#118in nelinurkkainen kuorielementti koostuu 12:sta
kolmiosta. Nelinurkkaisten kuorielementtien luku mallissa

oli 924. Vapausasteitten kokonaism&ir3d mallissa oli 4188. N&ista
2084 oli liitetty massa. Jiykkyysmatriisin puolinauhan leveys
oli 391. Mallin kokanaismassa oli 202 000 tonnia. Vaimennusomi-
naisuudet suorassa integroinnissa otettiin huomiocon k&ytt&m&lla
Raleighin vaimennusta ja vakioille o ja B valittiin arvot 3.14

ja 0.000628, jotka vastaavat 6 % vaimennusta 5 hertsin taajuudella
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ja 20 % vaimennusta 100 hertsin taajuudella. Moodisuperposi-
tiossa vaimennus valittiin 4 % kriittisestd kaikilla ominais-
muodoille. Terdsbetoniseinien paksuus rakenteessa vaihteli
puolesta puoleentoista metriin ja betonin dynaamiseksi kimmo-
kertoimeksi valittiin ED = 45 DUO[ﬁN/mZ} ominaispainoksi

p = 0.023 hN/malja Poissonin vakioksi v = 0.15.

5 ANALYYSIMENETELMAT

Suora integrointi suoritettiin k3yttdm&11l8 Wilsonin Theta-
menetelmds, jonka perustana on linesarinen kiihtyvyysoletus
kullakin aika-askeleella. Integrointiaskeleeksi valittiin

2 millisekuntia, jolloin taajuuksien aina 100 hertsiin asti
voidaan olettaa tulevan riittdv311l3 tarkkuudella integroiduiksi.
Moodisuperpositiossa otettiin huomiocon mallin 25 alinta ominais-
muotoa, joiden avulla mallin siirtym&historiat mucdostettiin
tutkituissa viidess#d pisteessd kolmeen toisiaan vastaan kohti-
suoraan suuntaan (kuva 2 pisteet 366, 378, 390, 406, 412).
Ominaismuotoja yhdestd kahteenkymmeneenviitesn vastaavat kulma-
taajuudet, taajuudet, vardhdysajat ja toleranssit on esitetty

taulukossa 1.

6 KUORMITUS

Kuormitus vaikutti suojarakennussylinterin yl&reunaan symmetria-
tasossa ja vaakasuoraan. Kuorman aikariippuvuus ja kuorman
jakautumispinnan aikariippuvuus on esitetty kuvassa 3. Kuormitus
vastaa 20 tonnin painoisen,215 m/s nopeudella lentdvdn lento-

koneen ttrmdyspulssia kiinted&n esteeseen.
7 TIETOJA PROBLEEMAN RATKAISUN VAATIMISTA SUORITUSAJOISTA
ERI TIETOKONEILLA

Honeywell H 66/17 keskisuurslla tietokoneella SAP4-ohjelmaa
kiyttden jdykkyysmatriisin dekomposointi kesti 7.5 tuntia.
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Suorassa integroinnissa 75 askeleen pituisen vastehistorian
osan mddritys kesti 4.5 tuntia. Kolmen ominaisarvon ja kolmen

ominaismuodon ratkaisu kesti 15 tuntia.

Cyber -175 suurella tietokoneella Stardyne-ohjelmaa kéytt&en

25 ominaisarvon ja ominaismuodon ratkaisu kesti 80 minuuttia.

Cray-1 suurtietokoneella SAP4-ohjelmaa kdyttden 25 ominaisarvan
Jja ominaismuodon m&&ritys kesti 908 sekuntia. Siirtymihisto-
rioitten mid#ritys moodisuperpositiolla kuudelle pistselle kol-
meen toisiaan vastaan kohtisuoraan suuntaan nollasta kolmeen-

sataan millisekuntiin kesti 0.9 sekuntia.

8 SIIRTYMAHISTORIAT

Kuvissa 4, 5, 6 ja 7 on esitstty siirtymdhistoriat nollasta
kolmeensataan millisekuntiin pisteille 366, 378, 390, 406, 412
ja 772 kolmeen toisiaan vastaan kohtisuoraan suuntaan. Kuvissa
4 ja 5 on esitetty siirtym3historiat kuorman vaikutussuuntaan
tutkituille viidelle pisteelle suoralla integroinnilla ja moodi-
superpositiolla mé&ritettyind. Kuvassa 6 on esitetty siirtyma-
historiat kuorman vaikutussuuntaa vastaan kohtisuorassa suun-
nassa pisteille 366 ja 412, jotka vastaavat suojarakennuksen
peruslaatan tasoa ja sylinteriosan yl&rsunan tasoa. Kuvassa 7
on esitetty siirtym&historiat pystysuorassa suunnassa pistsille
366 ja 412 eli suojarakennuksen peruslaatan tasolls ja sylinteri-

osan ylareunan tasolle.

9 LOPPUPARATELMAT

Siirtyméhistorioista suoralla integroinnilla ja moodisuperposi-
tiolla méddritettyind voidaan tehd3 seuraavat havainnot. Pis-
teissd ldhelld perustustasoa tiirmdyssuunnassa ja vield pysty-
suorassakin suunnassa siirtymien arvot kummallakin menstelm&ll3
m8éritettyind ovat yhdenmukaisia 30 % tarkkuudslla. Perustus-
tasosta etB¥mpln8 vertikaalisuunnesssa sijaitsevilla pisteillad
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ei suoralla integroinnilla ja moodisuperpositiolla mdaritettyjen
siirtymdhistorioiden v&liltd 18ydy mink&3nlaista yhteensopi-
vuutta. Voidaan olettaa, ettd mik#li moodisuperpositiossa
otetaan huomiocon kaikki ne ominaismuodot kuin suorassa integ-
roinnissakin, eli kaytet&&n samaa massojen jakaumaa nurkka-
pisteille, on tarpeen mi&ritts3 100-300 ominaismuotoa ennen kuin
suoran integroinnin ja moodisuperpositicn avulla saatujen siir-

tymidhistorioitten v&lille saadaan yhteensopivuus.

8 KIRJALLISUUSVIITTEET

[1] SAP4 Structural Analysis Program,Users Manual.
Earthquake English Research Center, Berkelsy 1973.
[2] MRI,Stardyne Users Manual.
Mechanics Research Inc., Minneapolis 1980.
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Taulukko 1.

Moodi Kulmataajuus Taajuus Vdrdhdys- Toleranssi
aika
rad/s krs/s s

1 7.3 1.2 0.859 0.5 x 10273
2 25.9 4.1 0.242 0.1 x 10_14
3 31.8 5.1 0.197 0.7 x 10_9
4 64.5 10.3 0.0973 0.3 x 10_7
5 73.7 11.7 0.0851 0.5 x 10_7
6 74,7 11.9 0.0840 0.4 x ’ID_6
7 77 .6 12.3 0.0808 0.5 x 10_S
8 78.6 12.5 0.0798 0.4 x 1U~B
9 78.8 12.6 0.0797 0.2 x 10_5
10 80.8 12.9 0.0776 0.2 x 10_4
11 84.1 13.4 0.0746 0.2 x 10_4
12 87.2 13.9 0.0720 0.4 x 10_3
13 87.4 14.0 0.0718 0.3 x 10_4
14 868.8 14.1 0.0707 0.6 x 10_3
15 89.6 14,3 0.0701 0.6 x 10_2
16 96.7 15.4 0.0649 0.1 % 10_3
17 97.2 15.5 0.0645 0.3 x 10_2
18 97.5 15.6 0.0644 0.3 x 10_2
19 98.7 15.7 0.0636 0.2 x 10_2
20 99.0 15.8 0.0634 0.3 x 10_2
21 100.8 16.0 0.0623 0.1 x 10_2
22 100.9 16.1 0.0622 0.1 x 10_2
23 101.1 16.1 0.0621 0.1 x 10_2
24 102.7 16.3 0.0612 0.9 x 10_2
25 103.3 16.4 0.0608 0.5 x 10
Korkein
moodi 326.2 518.1 0.00192
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LAIVAPOTKURIN NAVAN STAATTINEN JANNITYSANALYYSI

Jorma Kolio
Oy Control Data Ab

1 JOHDANTO

Syksylld 1981 suoritettu analyysi liittyy Rauma-Repola Oy Lokomon
tehtailla kehitettdviin laivapotkurin napakonstruktioon. Lasken-
nalla kartoitettiin jédnnitysten suhteen kriittiset alueet staatti-

siksi otaksuttujen kdyttSkuormien alaisina.

Elementtimenetelmd@malli luotiin Femgen-esikdsittelij&dlld /1/ ja
ratkaisu suoritettiin MSC/Nastran-ochjelmistolla /2/. Seuraavassa
esitellddn lyhyesti laskennan tydvaiheet sekd joitakin malliin
liittyvid erikoispiirteita.

2 MALLIN GEOMETRIA

Mik&li geometria, materiaaliominaisuudet, tuet ja kuormitukset
toistuvat jaksollisesti tietyn pyOrédhdysakselin suhteen, my8s
siirtymdtila on jaksollinen. Mallia kutsutaan t&lldin syklisesti
symmetriseksi.

Kaikki k&yttSolosuhteissa vaikuttavat kuormitukset omapainoa lu-
kuunottamattta olivat syklisesti symmetrisii 90 asteen jaksolla
kuten geometriakin. Omapaino jdtettiin sen vdhdisen merkityksen
vuoksi huomioimatta, joten voitiin kdsitelld rakenteen heljdsosaa.
Lisdksi geometria rajattiin potkurin lapojen Jja navan liitospin-
noilta, joilta kuormat johdettiin malliin. Pulttien reidt ja lai-
pan pydristykset kuvattiin todellisina. Kaarevien pintojen vuoksi
piddelementeiksi valittiin 15- ja 20-solmuiset kiila- ja kuutio-
elementit, pultit kuvattiin palkkielementeill&.
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Navan muoto johtaa vdistdmittd malliin, jonka jdykkyysmatriisin
nauhanleveys on suuri. Samalla perusgeometrialla haluttiin rat-
kaista myShemmin mybs poikkeuksellisia kuormitustapauksia, jotka
eivdt olleet syklisesti symmetrisid. Taloudellisuussyistd pyrit-
tiin mahdollisimman tarkoin minimoimaan elementtimdiri ja pdddyt-

tiin seuraavankokoiseen malliin.

20-solmuisia elementtejd 208
15-solmuisia elementteji 54
Palkkielementtejd 20
Solmupisteitd 1717
Vapausasteita 4473
Akxtiivien sarakkeiden maksimimddrd 647
Aktiivien sarakkeiden lukum. nelidllinen ka. 335
Jdykkyysmatriisin termien lukumd&drd ~ 1.39 - 109

3 KUORMITUSTAPAUKSET

Kdyttbolosuhteiden kuormitukset koostuivat seuraavista osateki-

joistd:

- lapojen kiinnittdminen esikiristetyilld pulttiliitoksilla
- vesipaineesta aiheutuvat kuormat

- vakiopybrimisnopeudesta aiheutuvat hitausvoimat

Kuormitukset laskettiin pultteja kuvaaville palkkielementeille
pistevoimikel seké pintapainejakautumiksi solid-elementtien ta-
hoille. Leikkausvoimat siirtyvit navan ja lavan védliin upotetun
kiekon vdlitykselld. Nimd navan pinnan suuntaiset ympyré&dnkaarelle
jakautuneet voimat integroitiin elementtien muotofunktioita kdyt~

tden ekvivalenteiksi solmuvoimiksi.

Suurimmat epdtarkkuudet luultavasti esiintyvdt kuormituksissa,
mikd lienee yleistd laskennoissa, joissa analysoitava alue on
rajattu kokonaisuudesta. Jdnnityshuiput olivat kuitenkin odotetta-
vissa pultinreikien pohjilta sek# lalpan pybristyksen alueilta,
jotka ovat etddlld kuormitetuista kohdista.
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4 REUNAEHDOT JA LINEAARISET SIDEYHTALOT

Napa on tuettu esikiristetylld pulttiliitoksella potkuriakseliin.

T&td kuvaavat reunaehdot annettiin laipan ulkopinnalla.

Mallissa kdytettiin runsaasti side-ehtoja, jotka ovat mallin kah-
den tai useamman vapausasteen vdlille kirjoitettuja vakiokertoi-

misia lineaarisia yhtidloitd /2/, /4/.

Syklisen symmetrian reunaehdot edellyttdvdt kolme kahden termin
yht&dlod 90 asteen sektorin sivutahojen kaikkien vastinpisteiden

vidlille.

Pultteja kuvaavien palkkien solmupisteet kiinnitettiin kierteen
kohdalla oleviin solid-elementtien solmuihin sideyhtdl6illd, jois-
sa sauvan solmupisteen siirtymd on solid-elementtien solmusiirty-

mien keskiarvo.

Ristikkdiset pultinreidt aiheuttivat vaikeuksia mallin muodostuk-
sessa. Analysoitavan sektorin sivutahojen solmujako oli saatava
identtiseksi, jotta kyettiin antamaan syklisen symmetrian edellyt-
tdmdt reunaehdot. Liitteessd 1 on esitetty leikkaus pultinreikien
pohjan tasolta. TH1l4 tasolla on siirrytty epdsddnntllisestd ele-
menttijaosta sddnndlliseen suorakaidejakoon side-ehtoja kdyttden.

Elementin sivutaholla sijaitsevan pisteen siirtymdt midrdytyvit
muotofunktioiden ja tahon solmupisteiden siirtymien perusteella.
Ndin ollen voidaan kirjoittaa sideyhtdl&t, jotka pitdvidt elementin
taholla sijaitsevan pisteen taholla myO8s siirtyneessd muodossa.
Menettely aiheuttaa liitoksen, Jjossa kyseiselld elementtityypilla
siirtymdt ovat yhteensopivia vain liitetyissi solmupisteissid (jos
muotofunktiot lineaarisia, koko tahon siirtymdt ovat yhteensopi-
via). Kuitenkin esitetylld tavalla tehty liitos hyvin todenn&k&i-
sesti kdyttdytyy paremmin kuin epdsidnn&llisten muotoisten ja
erikokoisten elementtien avulla muunnettu verkko, johon tdssd mal-

lissa olisi muuten jouduttu.



174

Kaikenkaikkiaan sideyhtdl&t osoittautuivat hyvin kdytt&kelpoi-
siksi. Haittapuolena on niiden edellyttdmd ldhtOtietomddrd, tdssd
758 yhtdldd, joista kertyi 4210 rivid. Lisdksi yht&dldiden kertoi-
met on annettava mahdollisimman monella merkitsevdlld numerolla,
koska nidissi esiintyvd epdtarkkuus vaikuttaa voimakkaasti ratkai-
suun. Yhtdl6t kirjoitettiin pienelld ohjelmalla tulostaen valmista
liht8tietoa. Tarkkuussyistd kéytettiin Nastranin pitk&& 1iht8tie-
tokenttdd, 16 saraketta lukua kohden.

5 MALLIN LUOMINEN

Geometrian muodostuksessa kdytettiin apuna Femgen-esikdsittely-
ohjelmaa /1/, joka valittiin, koska sen soveltuvuudesta ja myds

puutteista oltiin tietoisia usean vuoden kdyt&n perusteella.
Tdmin ja aiempien tdiden yhteydessi on havaittu seuraavat seikat:

~ Esik&sittelijHll4 malli voidaan muodostaa elementtiblokeissa,
joita on helppo monistaa, muunnella ja tarkistaa ty®n edisty-
essd.

- Koko geometriainformaatio tallentuu tietokantaan, jota ohjelma
muuntaa ja tdydentdi kunkin toteutuksen aikana. Informaatio on
hyvin jdsennelty ja myds kdyttdjédn omilla ohjelmilla luettavis-
sa.

- Nykyinen Femgen-versio ei generoi kuormia eikd sideyhtdlditd,
jotka kirjoitettiin omilla ohjelmilla tietokannan informaatiota
hyvdksikdyttden.

~ Femgenin ja Nastranin piirtomahdollisuudet elvit olleet riitté&-
vid tdmdn mallin solmu- ja elementtinumeroiden sijainnin havain-
nollistamisessa, joten kirjoltettiin joitain Disspla-rutiineja
/3/ kdyttdvii ohjelmia liitteiden 2 ja 3 tapaisten kuvien piir-
tédmiseksi.

- THmidn tydn yhteydessd Femgen-ohjelmasta oli ratkaisevaa apua
erityisesti mallin epdsiinndllisissd osissa, joita ei olisi
voitu luoda elementtichjelmien tarjoamilla inkrementaalisilla
generointimahdollisuuksilla. Ndissi alueissa sijaitsevat solmut
ja elementit olisi muuten jouduttu antamaan yksitellen. Esi-
késittelyohjelmista lienee eniten hybtyd juuri vaikeamuotoisissa
3-dimensioisissa kuori- ja solid-malleissa.
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~ Erds Femgen-ohjelman eduista on, ettei se sido k#yttijdd koko
tybn ajaksi graafisen tybaseman &4reen. Ohjelmaa voidaan kiytt&i
tehokkaasti vaikka vain osituskdyttbpddtteen ja siihen liitetyn
piirturin avulla. Kunkin tydvaiheen komentokiskyt voidaan halut-
taessa valmistella etukiteen tySpdyddn ddressd, toteuttaa ne
ketjussa ja kontrolloida tulosta joko piirturin tai graafisen
kuvaputken avulla. Tarvittavat muutokset ja korjaukset voidaan
jdlleen tehdd joko vdlittSmisti tai myShemmin valmistellulla

komentoketjulla.

6 RATKAISUVAIHE

Analyysiohjelmaksi valittiin MSC/Nastran /2/, koska ohjelmisto on
erityisestl suunniteltu suurten tehtivien ratkaisemista silm&lli-
pitden. Olemme havainneet, etti varsinkin suurissa ja keskisuuris-
sakin malleissa, joissa nauhanleveydet ovat suuria (joihin kysei-
nen malli lienee luettavissa), MSC/Nastran on taloudellinen ohjel-
mavaihtoehto.

Esikdsittelijoitd kdytettiessd 1lihtbtiedosto on usein suuri, koska
solmut ja elementit esitetddn yksitellen. My8s sideyhtidldt lisisi-
vdt lahtdtietoja, joita tdssd tehtdvidssd oli 8480 rivii.

Laskenta jaettiin seuraaviin osa-ajoihin:

- Useita pienis tarkistusajoja
~ Matriisien muodostus, jdykkyysmatriisin kolmiointi sekd ratkaisu
ensimmdiselle kuormitustapaukselle

- Jatkoajo 7 lisdkuormitustapauksen ratkaisemiseksi

Jdykkyysmatriisin kolmiointi oli analyysin ty8liin vaihe. Jatkoajo
7 lisdkuormitustapauksen ratkaisemiseksi vei vain 1.2-kertaisen
tietokoneajan ensimmiisen kuormitustapauksen ratkaisuun verrat-

tuna.



7 JALKIKASITTELY

Tuloslistojen lukemisen helpottamiseksi kirjoitettiin pieni ohjel-
ma, joka seuloi annetuilla vertailujdnnitystasoilla sijaitsevien
elementtien numerot. Tdmid oli tarpeen, koska Nastran tulostaa

keskipisteen lisiksi jidnnitykset my&s elementin kaikissa solmupis-

teissd.

Oli myds tarkoitus piirtdd vertailujénnitykset valituille tasoille
numeroarvoina liitteen 3 tapaan. Koska laskenta antoi aihetta
rakennemuutoksiin, se kuitenkin jitettiin tlssd vaiheessa kustan-

nussyistd tekemattd.

Lahinnd sideyhtildiden tarkistamiseksi piirrettiin lisdksi useita

siirtyneitd muotoja mallin eri osista.

Graafinen tulosten esittimismahdollisuus on elementtimenetelmd-
laskennoissa tirkedf hyvin yleiskuvan saamiseksi mallin toimin-
nasta. Vield t4ssidkin vaiheessa saattaa myds paljastua virhe, joka

muuten voisi jd4ddd huomaamatta.

8 TULOSTEN TARKKUUDESTA

Elementtimenetelmdlaskennan tarkkuuden arviointi on vaikeaa. Tark-
kuus voi myds vaihdella eri kuormitustapausten kesken, koska mal-
lin kyky kuvata erilaisia siirtymdtiloja vaihtelee. Lienee tarkoi-
tuksenmukaista arvioilda etukiteen siirtymi- tai jdnnitysjakautumaa
analysoitaville kuormitustapauksille ja suunnitella mahdollisimman

tasapainoinen verkko nditd silmilldpitden.

Konvergenssitarkastelu laskemalla samaa rakennetta eri verkkoti-
heyksilld ei yleensd tule kustannussyistd kysymykseen suurissa

elementtimenetelmilaskennoissa, joten on tukeuduttava pienempien
mallien sekd aiempien samantyyppisten laskentojen antamaan infor-

maatioon.
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Mikdli kdytettdvissd on kokeellisia jénnitysmittaustuloksia, ele-
menttimenetelmén antamaa tulosta voitaneen kalibroida nididen avul-
la. Toisaalta laskennan tulokset antavat tietoa mihin jinnitys-
venymdliuskat on paras sijoittaa, joten elementtimenetelmi ja
kokeelliset mittaukset tukevat toisiaan rakenteiden suunnitte-

lussa.

Koska kyseisen kohteen tuotekehittely on vield kesken, laskennan
tuloksista voidaan tdssi vaiheessa sanoa vain, etti ne antoivat
runsaasti uutta tietoa rakenteen kdyttiytymisestd sekd myds ai-

hetta joihinkin rakennemuutoksiin.
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JAAN JA RAKENTEEN DYNAAMINEN VUOROVAIKUTUS

prof. Mauri Maattédnen

Oulun yliopisto, konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Kesdlld 1973 rakennettiin Perdmerelle kaksi terdsrakenteista majak-
kaa ja 17 reunamerkkid. Syksylld heti ensimmd@isten j&iden ilmaan-
tuessa ja ajelehtiessaan murruttua nditd hoikkia terdspaaluja vas-
ten havaittiin rakenteissa voimakkaita vardhtelyj&, jotka aiheutti-
vat pian v&symismurtumia ja joissain tapauksissa jopa tdydellisen
yldosan katkeamisen. Havainnot osoittivat, ettd vardhtelyt olivat
resonanssissa rakenteen matalimpien ominaismuotojen kanssa. Koska
mitoitus o0li tehty vain staattisia j&&dvoimia vastaan oli selv&i,
etteivat kyseiset rakenteet pystyneet toimimaan tyydyttdvasti dy-

naamisessa kuormituksessa.

Merenkulkuhallituksen toimeksiannosta ryhdyttiin Oulun yliopiston
konatekniikan osastolla selvittdmd&n syitd terdsmajakoiden ja reu-
namerkkien vdrahtelyherkkyytesen. Kavi ilmi, ettd kirjallisuudessa
tunnettiin jd&kuormien satunnaiset vaihtelut, mutta resonanssivérah-
telyistd ei ollut mainintoja. Satunnaisvirdhtelyihin voidaan lukea
Jjédnpaksuusvaihteluista ja j&8&n ominaisuuksienvaihteluista johtuvat
vaihtelut jd&voimassa. N&iden aiheuttama rakenteen dynaaminer vas-
te on kuitenkin yleens& vd&hamerkityksinen. Suuria dynaamisia yksit-
tdisid kuormanvaihteluita syntyy j&&n reunan iskeytyessd@ rakennet-
ta vastaan. Maksimivaste on alle kaksinkertainen staattisesta ja
syntyneet vadrédhtelyt vaimenevat nopeasti pois. Kuitenkin jo vajaa
10 cm paksu j&& oli aiheuttanut rakenteelle niin suuren dynaamisen
vasteen, ettd rakenteellisia vaurioita syntyi vaikka staattisesti

rakenne oli mitoitettu 110 cm j&&paksuudelles.

Periaatteessa voitaisiin olettaa, ett# tasapaksun ja tasalujan j&&-

kent&n murtuessa paalua vasten syntyvd j&3voimakin on vakioc. Sa-
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tunnaisvaihtelut poislukien mittaustulokset jaykillsd ja massiivisil-
la rakenteilla tukevatkin t#t& olettamusta. Tdysin jaykkd rakenne
ei luonnollisestikaan koe muodonmuutoksia eikd nainmuodoin sen dy-
naaminen vaste voi vaikuttaa j&3n murtumiseen. T&118in on l8hinnd

j&8n kannalta kyseessd vain reaktiovoima ilman vuorovaikutusta.

Hoikilla paalurakenteilla j&&voiman aiheuttamat taipumat ovat niin
suuria, ettd j&&n murtuessa syntyvd rakenteen vdrdhtely alkaa vai-
kuttaa j3in murtumiseen. Syntyy suljettu systeemi, jossa jé&voima
vaikuttaa rakenteen vasteesesen ja rakenteen vaste puolestaan j&dvoi-
maan. Nyt on kyseess3 todellinen dynaaminen j&&n ja rakentsen vuo-
rovaikutus. Tietyissd olosuhteissa voi syntyvén jdavoiman jaksoluku
Jukkiutua rakenteen matalimpiin ominaisjaksolukuihin ja synty& reso-

nanssi.

Tdss3 artikkelissa tarkastellaan j#&n ja rakenteen dynaamisen vuoro-
vaikutuksen teoresttisia perusteita sek# ssitell&&n koetuloksia sekd
j43altaassa suoritetuista mallikokeista ettd tdysimittakaavamittauk-

sista luonnossa.

2 TEOREETTINEN MALLI

J43 on materiaali, joka luonnossa esiintyy aina 18helld sulamispis-
tettdsn olevia lampdtiloja. T&mdn vuoksi on viruminen t8rked muo-
donmuutosmekanismi. J&3&n murtolujuus riippuu kiderakenteesta, suo-
lapitoisuudesta, lampdtilasta, kuormitusnopeudesta, yms. VYksittdi-
sen jaadkiteen kimmo-ominaisuudet ovat ortotrooppiset, mutta.koska
j33 on monikiteistd, ja koska kidesuunnat ovat satunnaisia, on seu-
rauksena kokonaisuudessaan ep&homogeeninen materiaali. J&3kuormil-
le alttiiden rakenteiden mitat ovat kuitenkin niin paljon j&8&n kide-
kokoa suurempia, ettd jdskenttdd voidaan pitaa makromittakaavassa

isotrooppisena tai ortotrooppisena.

J&3&n ja rakenteen dynaamisen vuorovaikutuksen kannalta on lujuuden
riippuvuus kuormitusnopeudesta oleellisin parametri. Kuvassa 1 on
gsitetty jd&n puristuslujuuden riippuvuus venymdn kasvunopeudesta.
Havaitaan, ettd tiettyyn rajaan saakka murtclujuus kasvaa potenssi-

lain mukaisesti j&3n murtumisen ollessa sitkedtd. Suurin j8é&n
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Kuva 1. J&&n puristamismurtolujuus venymdn kasvunopeuden funktiona.

lujuus saavutetaan murtumisen alkaessa muuttua hauraaksi. Kun veny-
m&n kasvunopeus on riitt&v&n suuri on j&&n murtuminen haurasta ja
lujuus selvdsti alhaisempi kuin muutosvy&hykkeelld. Hauraalla alu-
eglla j&&n murtuminen ja lujuus on satunnaisesti vaihtelevaa. Kes-
kimddrdisesti j&&n puristusmurtolujuusk&yrdlléd on laskeva osa sit-

kedn ja hauraan vdliselld muutosalueella.

Rakenteen kannalta jd&n lujuuskdyrén laskeva osa pyrkii kiihdytta-
mdadn vallitsevaa liiketilaa. Kun j&&kuorma kasvaa taipuu rakenne
samalla. J&3n alkaessa murtua ja jddvoiman lauetessa pyrkii taipu-
nut rakenne oikaisemaan itsensd. Samalla j&&n ja rakenteen keski-
ndinen suhteellinen nopeus kasvaa, mik& 1lis&3 samassa suhteessa ve-
nyman kasvunopeutta. Seurauksena on yh& hauraampi jd8n kd3yttdytymi-
nen ja alhaisempi keskimd&rdinen j&&n lujuus. T&md taas mahdollis-
taa entistd nopeamman paalun takaisin taipumisen ja suuremman veny-
mé&n kasvunopsuden jne. Prosessi on itse itsed3n kiihdyttivd. Ti-
lanne jatkuu niin kauan, kunnes venymdnopesuden lisdys ei en&did pie-

nennd j&&n murtolujuutta. Hitausvoimien vaikutuksesta rakenne
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jatkaa taipuman oikenemista, ehk& suoran tasapainoaseman ohi, jonka
jdlkeen uusi taipuma alkaa kasvaa j&&n reunan painaessa rakennetta.
Taipuman kasvu jatkuu niin kauan, kunnes j&& alkaa uudelleen murtua

seuraavan jakson alkaessa.

J34&n ja rakenteen dynaamisen vuorovaikutuksen matemaattinen malli
voidaan muodostaa diskretisoimalla rakenne sopivasti, esimerkiksi
elementtimanetelmdlld ja laittamalla kuvan 1 mukaisen k&yrdn perus-
teella laskettu j&&voima vaikuttamaan [1]. N&in saadaan kaavan 1

mukaiset dynaamiset tasapainoyhtdlét:
(K161 + [dl{8} + [mI{8} = (F({81)} (1)

Tdssd [k] on Jéykkyysmatriisi, [d] vaimennusmatriisi ja [m] massa-
matriisi, {8}, {é) ja {8} diskretisoidun systeemin vapausasteet ja
aikaderivaatat, so. siirtymd-, nopeus- ja kiihtyvyysvektorit. Kuor-
mitusvektorissa {F} on nollasta eroavia termejd vain niissd pisteis-
sd ja vapausastesuunnissa, joissa j38voima vaikuttaa. J&avoima las-

ketaan kaavalla
F=¢c=+*0o +h-~d=F(§), (2)

jossa ¢ on vakio, h on j&&n paksuus, d on paalun halkaisija ja j&dan-
lujuus o, madradtddn kuvasta 1 venymdnopeudesta riippuen. Koska
kuormitusvektorissa aika ei esiinny vapaana parametrina, systeemi on
autonominen ja ainoa mahdollisuus vardhtelyjen synnylle on se, ettd
systeemi on dynaamisesti epdstabiili. VYksinkertainen keino dynaami-
sen stabiliteetin mé&rittadmiseksi on linearisoida dynaamiset tasa-
painoyht&dldt kulloinkin tarkasteltavana olevaa j&&n nopeutta vastaa-
vassa pisteessad j&&n lujuus-venymédnkasvunopeuskdyrdlla, tavallisim-
min jyrkimmin laskevassa kohdassa. N&in saadun linearisoidun dynaa-

misten tasapainoyht&ldiden juuret Aj ovat kompleksisia,
A, = a, ¢ ib, (3}

joista reaaliosa aj ilmaises kyseistd juurta j vastaavan ominaismuo-
don stabiliteetin -nettovaimennus - ja imaginaariosa bj kulmanopeu-
den, jolla vardhtelyt esiintyvat pienilld amplitudeilla. Mik3li reaa-

liosa on positiivinen, kyseinen toimintapiste on tarkasteltavana
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olevalla ominaismuocdolla j epdstabiili ja itseheré&tteisten vérdhte-
lyjen amplitudit 1&htev&t kasvamaan. Jos taas kyseisen ominaismuo-
don juuren reaaliosa aj on negatiivinen vaimenevat kaikki ko. muo-

dolla esiintyvdt hdiridt pois ja kyseinen ominaismuot on dynaamises-
ti stabiili. My&s aperiodinen tilanne voi esiintyd, jolloin imagi-

ndariosa bj on nolla.

Mikdli jokin j&d&rakennesysteemin ominaismuodoidta on dynaamisesti
epdstabiili, alkavat itseher&tteiset varahtelyt kasvaa. T&lldin,
kun poistutaan linearisointipisteen vdlitttmé&std ldheisyydestd, ei
linearisointi end& pide vaan varahtelyamplitudien kasvaessa on ryh-
dyttdvd seuraamaan jatkuvasti epdlineaarista jd&n ja rakenteen suh-
teellisesta nopeudesta riippuvaa j&&n lujuuskd8yrd&d. Dynaaminen vas-
te on tdlldin laskettava numeerista integrointia kdyttden. On sel-
v8a, gttd amplitudien kasvaessa toimintapiste siirtyy lopulta pois
Jj&a&n lujuuskdyrdn laskevalta osalta, jolloin systeemin sisfinan vai-
mennus estdd amplitudien lisdkasvun. Vardhtelytila on vakiintunut

raja-amplitudeihinsa, (limit cycles).

Myds energiatarkastelun perusteella on helppo p&atelld, ettd raja-
amplituditila saavutetaan. J&&n lujuuskdyrdn laskevan gsan voidaan
tulkita aiheuttavan negatiivista vaimennusta, miki sydtt&3 energiaa
rakenteeseen vardhtelyjakson osan aikana. Muuna aikana rakenteen
sisdinen positiivinen vaimennus pyrkii pienentdmd&n amplitudeja.
Vaikka aluksi pienilld amplitudeilla negatiivinen vaimennus on yli-
voimainen sen vaikutus kuitenkin lakkaa poistuttaessa lujuuskdyran
laskevalta osalta amplitudien kasvaessa, jolloin v&hitelleen saavu-
tetaan tilanne, jossa kunkin v3rdhtelyjakson aikana positiivinen
vaimennus enndtt&d kuluttaa kaiken sen snergian, mink3 negatiivinen
vaimennus sydtt&sd rakenteeseen. Voidaan sanoca, ettd j&3n aiheutta-
mien rakenteen itseherdtteisten vdrdhtelyjen kannalta voi epdstabii-
lisuutta esiintyd pienilld amplitudeilla, mutta kokonaissysteemi on
aina dynaamisesti stabiili suurilla amplitudeilla. Raja-amplitudit
saadaan maddrdttyd jatkamalla yht&l8iden 1 numeerista integrointia
pienen alkuherdtteen jdlkeen niin kauan, ettd vérdhtelytilanne va-

kiintuu samanlaiseksi kullakin t&ydelld jaksolla.

Teoreettisen mallin avulla voitiin selvitt&3 tarkeimpien parametrien,

kuten jd&n paksuuden, j3&n nopeuden, paalun halkaisijan, jéykkyyden ja
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ominaisjaksalujujen vaikutus dynaamisessa j&&n ja rakenteen vuoro-
vaikutuksessa. Tulokset eivdt olleet absoluuttisia, silld 1&ht&-
kohtana kdytettdvad j&&n murtolujuuskdyrd ei ollut - eikd ole vie-
18kd8n - riittdvdsti tunnettu. Tarkeimm&t havainnot olivat, etti
ldhtemd118 pelk&stddn j&4n murtolujuuskdyrdstd liikkeelle numeeris-
ta integrointia k&ytt&en pystyttiin ennustamaan samanlaisia sahan-
terdaallon muotoisia jad3voimafunktiota, mitd kdytdnndssd on mitattu.
Syntyvén jd&voiman jaksoluku pyrkii lukkiutumaan matalimpien ominais-
muotojen jaksolukuihin, mik&1i ko. muodot ovat dynaamisesti ep&sta-
biileja. Stabiilit ominaismuodot eivdt vaikuta syntyvan j&3voiman
Jjaksolukuun, vaan jaksoluku kasvaa ji&nopeuden kasvaessa ja pienenee
Jjadn paksuuden kasvaessa. S&3nndllisesti toistuva jd&voimavaihtelu
on mahdollista vain tietylld parametrien alusella. Esimerkiksi riit-
tdvén alhaisella - tdysin sitked j&&n murto - tai riittdvdn kor-
kealla - tdysin hauras j&&n murto - ei dynaamista vuorovaikutus-

ta esiinny.

Sovellettaessa teoreesttista mallia Perdmeren terdsmajakoihin todet-
tiin mallin antavan samanlaisia tuloksia kuin mitd kdyt&nndss3d oli
havaittu. Ohuella jd&n paksuudella-virdhtelyt pyrkivdt olemaan pel-
kdstddn toisella aminaismuodolla. Lucnnossa oli havaittu ja mitat-
tu jatkuvia toisen ominaismuodon virdhtelyjsd 3.8 Hz taajuudella n.
10 cm paksuisen j&&n liikkuessa. Teoreettinen malli ennusti, ettd
jo noin 6 cm paksu j4& tskee toisen ominaismuodon dynaamisesti ep&-
stabiiliksi. Ep&stabiilisuus kasvaa ja noin 50 cm paksulla j&3lli
J&&n aiheuttama epdstabiilisuus on niin voimakasta, sttd poikkeama
tasapainoasemasta tapahtuu aperiodisesti. T&118in vdrahtely tapah-
tuu helpoimmin ensimmdiselld ominaismuodolla, mikd on mySs dynaami-
sesti epdstabiili j&&n paksuuden ollessa yli 20 cm. K&yt&nndssd mi-
tattiin p&&asiassa ensimmdisen aominaismuodan vardhtelyjs 0,8 Hz taa-

juudella j&&n paksuuden ollessa 55 cm.

Erikoisuutena terdsmajakalla Kemi-I on kaksiosainen j&&voiman vaih-
telujakso, J&&n murtumisen alkaessa nopsammat toinen ja sitd kor-
keammat ominaismuodot aikaansaivat ensin vain osan j&&voimasta lauy-
keamaan raskaan yl&dosan 18htiessd liikkeelle ensimmiisen ominaismuo-
don taajuudsella hitaammin. Seurauksena oli kaksoissahanterdn mu-
kainen siirtymévaste vesirajassa, kuva 2, ja varsin monimutkainen
interaktiivinen j&&voima teoreettisen mallin ennustamana. Luonnossa
kaksoismurtuminen oli havaittu &3nihavaintoina, kaksois&dnend j3an
murtumisvaiheen aikana.
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Kuva 2. Kemi-I, siiryméd ja j&&voima ajan funktiona numeerisella
integroinnilla.

3 KOKEELLISET MITTAUKSET

J&&n ja rakenteen dynaamista vuarovaikutusta mitatiin USA:ssa CRREL:n
(Cold Regions Research and Engineering Laboratory) j&&daltaassa, [2,
3]. Testattavan rakenteen pienoismalli, kuva 3, kiinnitettiin altaan
pohjaan ja j8&td vedettiin vetovaunun avulla, jolloin voitiin simu-
loida j&&n luonnollista liikettd ja murtumista rakennetta vasten.
Testirakenteen jdykkyyttd, massajakaumaa, ominaisarvoja ja muotoja
sekd jaan kosketukselle alttiin osan geometriaa voitiin helposti va-
rioida. J&&n lujuutta ja kimmo-ominaisuuksia skaalattiin myBs mitta-
kaavasuhteessa ja luonnollisesti j&&n paksuutta ja liikenopeutta va-
rioitiin. Pyrkimyksend oli selvitt&& j&&voiman, v&rdhtelyamplitu-
dien ja jaksolukujen riippuvuus sekd rakenteen ettd j&&n ominaisuuk-

sista.
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Kuva 3, Testirakenne mallikoealtaassa.

Tyypillinen jiavaimafunktio mallikokeesta on esitetty kuvassa 4, jos-
sa jd3voima on esitetty ajan funktiona nopeuden lisd&ntyessd lineaa-
risesti. Aluksi esiintyy selvd sahanterdn muotoinen voimafunktio,
jonka jaksoluku nousee j&&n liikenopeudsn kasvaessa. Tietyn rajan
j8lkeen jaksoluku vakiintuu resonanssin alkasssa kehittyd ensimm&i-
sen ominaismuodén kanssa 8,5 Hz taajuudella. Kaikissa vaiheissa n&-
kyy samanmuotoisia j&d3voimajaksoja, mikd osoittaa raja-amplitudien
kehittyneen. Teoreettisesn malliin verrattuna satunnaisuutta on

luonnollisesti nyt mukana.
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Kuva 4., J&&voima (ilman dynaamista korjausta) ajan funktiona nopeu-
den kasvaessa.

Suurimmat jéddvoimat esiintyvdt yleensd alhaisella nopeusalueella,
mikd vastaa muutosaluetta sitkedstd hauraaseen j&&nmurtoon. Kuvas-
sa 5 on esitetty aina 3,15 sekunnin jaksoien:aikana esiintynyt suu-
rin j&&voima, jd&véiman keskiarvo ja keskihajonta j&&n liikenopeuden
funktiona. J&&voimassa on eliminoitu testirakenteen dynaaminen vai-
kutus pois. Tulos osoittaa sekd keskiarvon ettd keskihajonnan saa-
vuttavan maksiminsa juuri em. muutosalusella ja vakiintuvan sitten
kun j#dnnopeus vastaa murtumists-hauraesti. J&&voiman huippuarvot
ovat yleensd laskevia kuormitusnopeuden funkticna, mutta satunnai-

sesti suurin j&&voima saattaa esiintyd my8s muualla kain muutosaly-
eella.
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Kuva 5. J&&voiman huippunopeus, keskiarvo ja keskihajonta nopeuden
funktiona 3,15 s ajanjaksoilla.

Kuvissa 6 a ja 6 b on esitetty rakenteen dynaaminen vaste ensimmdi-
selld ominaismuodolla 8,5 Hz j&&n liikenopeuden funktiona. Kuvan

6 a mukaan riippuvuus on miltei lineaarinen viidessd eri testissa

ja samoin neljéssd eri testissd kuvassa 6 b. Kahdessa testissa vii-
memainitussa kuvassa saa vaste &&riarvon, ijonka j3lkeen se pienenee
nopeasti. Ilmid johtuu siitd, ettd kaikissa muissa kokeissa kuin
ndissi kahdessa j&3%n liikenopeus ei ole kasvanut riittavdsti, Jjotta
resonanssikohta olisi ohitettu. Koska ep&stabiilit ominaismuodot
pyrkivdt lukkiuttamaan j&&voiman jaksoluvun omaansa ei j&an nopeuden
kasvaessa jaksoluku kasva, kuten stabiileilla muodoilla, vaan ampli-
tudi kasvaa, mutta kun ja&n liikenopeus on liian suuri ei synkro-
nointi ole end& mahdollista. N&in resonanssipisteen ohituksen j&l-
keen vaste pienenese jyrkdsti. Testit 49 ja 50, joissa resonanssi-
kohta ohitettiin olivat hyvin ohuella ja heikolla j&&ll& suoritet-
tuja. N&in syntyvd jd&voima on pieni ja koska se on kd&&ntden
verrannollinen syntyvdn jd&voiman jaksolukuun selittyy, miksi reso-
nanssikohta vain ndissi testeissd onnistuttiin ylitt&maan. Muissa
kokeissa olisi tarvittu suurempaa j&3n liikenopeutta kuin mitd lait-

teistolla oli mahdollista saavuttaa.
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Kuva 8. Vasteamplitudi jd&nopeudsn funktiona.

Sahanterdaallon muotoiselle j&dvoimafunktiolle voidaan johtaa hel-
posti jaksoluvun lauseke olettamalla j&3n reunan koskettavan kiinte-
gdsti rakennetta ja rakenteen taipuvan jd&n liikenopeudslla niin
kauan, kunnes jaad murtuu, janka j3lkeen alkaa uusi jakso. N&3in saa-

daan jaksoluku
‘F ™ _F_ » (4]

jossa k on rakenteen jousivakio j&&#voiman suunnassa ja vaikutuspis-
teessd, v on jd3&n nopeus ja F on jd&voima (oikeammin j&Zuociman ampli-
tudi huipusta minimiin). Teoreettinen malli tuki t&t3 likimiiridis-
té8 j&8voiman jaksoluvun kaavaa ja kokeellisista mittauksista saa-
tiin kuvan 7 mukainen riippuvuus. Kokeellisesti mitattu jaksoluku
on aina pienempi kuin kaavalla 4 laskettu. Teoreettisesti ero jaoh-
tuu jd&voiman laukeamisen aikaisen paluuliikkeen ajan seki j&&n vis-
koelastisen kdyttdytymisen vaikutuksen huomiotta j&ttdmisestd kaa-
vassa 4. Kdytdnndssd tulee lisdksi kosketuksen epdtasaisuuden vai-
kutus eli aika, joka tarvitaan kunkin jakson alussa ennen kuin kos-
ketuspaine alkaa tehollisesti vaikuttaa korkeimpien ep&tasaisuuksien
tasocittuessa.
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Kuva 7. Mitatun ja kaavalla 4 laskstun j&#voiman jaksolukujen suhde
mallikokeissa.

Kdyramuoto kuvassa 7 on samanmuotoinen mit& teoreettinen malli en-
nusti paitsi teoreettisesti suhteen tulisi olla korkeimmillaan noin
0,8. Koska kaavassa 4 ovat sekd v ettd F suoraan koetulosarvoja,
j&& jousivakioon k eron aiheuttava tekijé. Koetilanteessa ei riits
huomiocida pelk&std&n testirakenteen joustoa, vaan koko koejérjestely
on huomioitava. J&idvoiman kasvaessa joustoa syntyy sekd jaan 1lii-
kuttelussa tarvittavaan vetokoneistoon, vetovaunuun ja myds jddkent-
tain itseensd edelld mainitun kosketuksen epdtasaisuusvaikutuksen
ohella. N&md tekij&t voidaan yhdist&3 ja ndin saada tehollinen jou-
sivakio, mikd kostulosten perusteella on n&iss& testeissd keskimdéd-
rin 0,27 kertainen pelkin testirakentsen jéykkyyteen verrattuna.
Td11l3 korjauksella yht&18 3 ennustaa hyvin j&&voiman jaksoluvun niin
kauan kun lukkiutumista dynaamisesti ep&stabiilin ominaismuodon jak-

solukuun ei esiinny.

Kun jd&voima on raesonanssissa rakenteen jonkin ominaismuodon kanssa
ei jaksoluku muutu nopeuden muuttuessa., T&l18in dynaaminen vaste
muuttuu. Osam83rd F/k on siirtymdamplitudi ja t&md selittdd kuvan

6 kd3yramuodot.

Rakantesen j8ykkyyden vaikutus nakyy selvdsti dynaamisessa j&&n ja

rakenteen vuorovaikutuksessa. Mitd veltompi rakenne sen suurempi
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siirtymd vakiosuuruisella veoimalla ja sit&d enemmdn elastista kimmo-
senergiaa pystyy varastoitumaan rakenteeseen ennen jdan murtumista.
J&&n murtuessa rakenteen kimmoenergia vapautuu ja auttaa rakennetta
murtamaan j&&ta pidemmdlle kuin mitd jayk&l11l& rakenteella. N&in
joustavammalla rakenteella syntyy enemmdnenergian siirtoa, mikd edis-
t&8 dynaamista vuorovaikutusta. Koetilanteessa tdma todettiin muut-
tamalla paalun Jj3ykkyys jddvoiman suhteen (jousivakio) 12,5 kN/cm:std
81,0 kN/cm, Jjolloin ominaistaajuus nousi 7,5 Hz:sta 10,0Hz:iin ja
dynaaminen vaste lis&antyi 1,5...1,9 kertaiseksi samanlaisissa j&&-

olosuhteissa.

Rakenteen massan vaikutus ndkyy samoin kuin jaykkyydenkin: dynaami-
nen jd&n ja rakenteen vuorovaikutus on sitd korostuneempaa mitd enem-
mén energiaa rakenteeseen pystyy varastoitumaan ja vapautumaan ja&n
murtuessa. Nyt vain energia taltioituu liike-energiana. Rakenteen
jdykkyyden s&ilyessd ennallaan yl3ocsan massaa pienennettiin niin pal-
jon, ettd matalin ominaistaajuus nousi 10 Hz:st& 24 Hz:iin. T&mén
johdosta rakenteen dynaaminen siirtymédvaste pieneni alle viidennek-
sean alkuperdisestd. Edelleen dynaaminen vasts muuttui enemmd&n sa-
tunnaisesti vaihtelevaksi ominaisjaksoluvun kasvaessa. Sek& raken-
teen yldosan massan vaikutus ettd jaykkyyden vaikutus nayttdvat yh-
dessd osoittavan, ettd samoissa j&d&dolosuhteissa rakenteen dynaaminen

vaste on kdantden verrannollinen ominaisjaksoluvun nelidén.

Jda aiheuttaa rakennetta vasten murtuessaan sekd positiivista etté
negatiivista vaimennusta. Plastinen ty8 ja j&8&n murskaaminen hieno-
jakoiseksi massaksi aikaansaa positiivista vaimennusvaikutusta. Koe-
tilanteissa samoin kuin luonnossakin on joissain tapauksissa havait-
tu vBrdhtelyn loppuvan &killisesti, mik& merkitsee, ettd kokonais-

5

vaimennuskertaimet ovat yli 100 % kriittisestd. Keskimd&rin posi-

tiivinen j3&n aiheuttama vaimennus on vah&isemp&i.

J&an lujuuden pienetessd kuormitusnopeuden kasvaessa tapahtuva ener-
gian siirto voidaan tulkita negatiiviseksi vaimennukseksi. T&mi
suora mittaus on erittdin hankalaa. Teoreettiset mallit osocittivat,
ettd negatiivinen vaimennus voi aiheuttaa aperiodissen divergenssin
tasapainoasemasta eli negatiivinen vaimennuskerroin on hetkellisesti
yli 100 %. Mallikokeissa laskettiin mitatusta keskimdiriisestd j&4n
lujuus-kuormitusnopeuskdyristd vaimennuskertoimet, Jjotka vaihtelivat

eri kokeissa v&1il113 30...200 %. Hetkellisesti j&&n murtumishetkel~
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kelld em. arvot voivat olla vield moninkertaisia. Karjistetysti ne-
gatiivinen vaimennuskerroin on d&rettBmd&n suuri, jos oletetaan ja&n

murtuvan hauraasti kerralla ja jddvoiman putoavan heti nollaksi.

Rakenteen vasteen kannalta on kuitenkin merkityksellisempi keskimia-
rédinen niin sanottu ekvivalentti vaimennus. Negatiivinsen vaimennus-
han esiintyy vain lyhyelld osalla kunkin vdr&htelyjakson aikana.
Mallikokeissa saatiin ekvivalentiksi negatiiviseksi vaimennukseksi
-5 ja -7 % kahdessa eri kokeessa. Haluttaessa rakenteen dynaaminen
vaste kokaonaisuudessaan vaimenevaksi j&&n aiheuttamille vérdhtelyil-
le tulee sisdisen positiivisen vaimennuksen olla nditd ekvivalentte-
ja negatiivisia vaimennuksia suurempi itseisarvoltaan. K3ytdnndssa
ei vield ole kuitenkaan selvitetty ja koetuloksin vahvistettu mitta-
kaavatekijé&n vaikutusta siirrytt&ess& mallimithakaavasta t3ysikokoi-

siin rakenteisiin.

4 KAYTANNON SOVELLUTUKSET

Jd3n ja rakenteen dynaamisen vuorovaikutuksen tuntemusta voidaan
kdytt&88 hyvdksi suunniteltasssa sekd taloudellisia ettd varmoja
jddkuormille alttiita rakenteita. Alkuperdiset terdsrakenteiset
Perdmeren majakat ja reunamerkit olivat halparakenteisia, mutta ne
eivdt kest8neet dynaamista jd&n ja rakenteen vuorovaikutusta. Tie-
tdmyksen lisd&ntyessd ei hoikan terdsrakenteen taloudellisuudesta
ole tarvinnut luopua. Suomen vesialueille on nyt jo rakennettu kol-

me uutta terdsmajakkaa ja yli 100 reunamerkkid tai linjataulua.

Teoreettisesti j&&n aiheuttamia itseherdtteisid vardhtelyj3d ei synny
dynaamisesti stabiileilla ominaismuodoilla. K&yt&nndssd voidaan
pohjaan tuettu rakenne suunnitella siten, ett3 ne ominaismuodot, jot-
ka aiheuttavat merkittdvid siirtymi#d yl#osan hydtyrakenteille, ovat
dynaamisesti stabiileja. T&118in pit&3 vain huolehtia siit3, etta
alaosan liikkuessa yl&osaan ei p&ddse syntymd&n liian suuria siirty-

mid tai kiihtyvyyksia.

Ensimmdinen sovellutusesimerkki tdllaisesta rakenteesta on Kokkolan
Jousitettu kokeilumajakka, kuva 8. Perustuksena on meren pohjaan

Jjuntattu terdssylinteri, joka kapenes kartiomaisesti vesirajaa koh-
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den jd&lle alttiin pinta-alan minimoimiseksi. VYldosan kaksi huone-
kerrosta ja helikbpteritasanne ovat tuettuna jousitusosan varaan.
Jousitusosan taipuisat terdstangot sallivat aléd- ja yl&osien keski-
ndisen vaakaliikkeen, mutta sdilytt&vdt yldosan pystysuorassa. Jou-
situsosassa on lisdksi iskunvaimentimet, jotka aikaansaavat yli 15 %
vaimennuksen yl8osan liikemuodoille. Rakenteen kaksi ensimmdistd
ominaismuotoa ovat dynaamisesti stabiileja ja vain n&illd muodeilla
esiintyy merkittdv&sd yl&ocosan liikettd&. Kolmas ja neljés muoto avat
dynaamisesti ep&stabiileja, mutta niilld esiintyy vain alaosan lii-
kettd, kuva 8. Sitd korkegmmat ominaismuodot eivdt taas muuten endé
merkittdvdsti vaikuta rakenteen dynaamiseen vasteeseen. Kokkolan
kokeilumajakka on ollut toiminnassa nyt jo viisi talvea vuodesta 1977
ldhtisen ja kertaakaan siell& ei ole esiintynyt resonocivia j&&n ai-

heuttamia vdrdhtelyJ& yl&osan ominaismuodoilla.

Vanhan alimitoitetun Kemi-II perustuksen varaan rakennettu jousitet-
tu yldosa koki talvina -79 ja -80 j&an aiheuttemia vdrahtelyja myds
yl&osan ominaistaajuuksilla. Jousitus esti kuitenkin vaurioiden
syntymisen liian suurten kiihtyvyyksien ansiosta yl&osassa jopa sil-
loinkin, kun peruspaalu ylikuormittui ja kallistui pysyvdsti 5 © Ke-
v&&1ld -80. VYl&osan uudessa asennuspaikassa VAlikivikossa, nyt huo-
mattavasti Kemi-II:ta j&ykemmdn yl&osan varassa, esiintyi mydskin
v8rdhtelyjd useilla eri taajuuksilla mukaanlukien yl&osan ominais-
taajuudet: VYl&osan kiihtyvystaso on kuitenkin jousituksen ansiosta
jé8nyt alhaiseksi. T&ssd jousitusosassa ei ole lainkaan iskunvail-
mentimia, jolloin sisdinen positiivinen vaimennus yl&osan ominais-
muodoilla syntyy pd&asiassa joustintangoista ja on laskettu alevan
naoin 5 %. Tamd ei selvastikddn riitd estédmédn j&8n aiheuttamia itse-

herdtteisid vérdhtelyja.

Uusin Jjousitettu terdsmajakka valmistui syksylld -81 Kemi-II:n si-
jaintipaikalle vanhan perustuksen katkettua lopullisesti joulukuus-
sa -80. Kemi-II jousitettu terdsmajakka on toimintaperiaatteltaan
Jja rakennetoteutukseltaan Kokkolan kokesilumajakan kaltainen muuten
paitsi, ettd yldosa on erilainen, kuva 9. Nyt on mydskin iskunvai-
mentimet asennettu jousitusosaan ja ne on mitoitettu antamaan 15 %
vaimennus yl&osan ominaismuodoille. Kulunseen talven aikana j&&t
ovat liikkuneet paljon, mutta kertaakaan ei yl&osan ominaismuodoilla

ole esiintynyt resonanssivirdhtelyj&d. Muun muassa majakan huipulla
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18 m korkeudella oleva tuuligeneraattori on pydrinyt moitteettomas-

ti 18pi koko talven, myds silloin kun 50...80 cm paksut jaat ja

ahtojdivallit ovat liikkuneet.

Mainittakoon,

ettd alkuperdinen vuon-

na 1973 rakennesttu Kemi-II ter&ismajakka osoittautui k&yttdkelvotto-

maksi jo 10 cm paksun j&&n aiheuttamissa vardhtelyissa.

¥5.000

THE KOKKOLA TEST-LIGHTHOUSE
WiTH VIBRATION ISOLATION

| SYSTEM

Kuva 8.

Kokkolan kokeilumajakka.
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Kuva 9.

Kemi-II jousitettu
terdsmajakka.
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5 MITTAUSOHJELMA

Oulun yliopistossa on suoritettu jd&n ja rakenteen dynaamiseen vuo-
rovaikutukseen liittyvid mittauksia vuodesta 1973 ldhtien Merenkulku-
hallituksen rahoituksen turvin. Ensimmdinen kohde oli vaurioita
kdrsinyt Kemi-I terdsmajakka, josta mitattiin kiihtyvyysvastetta.
Tehostetumpaa mittausta varten suunniteltiin ja rakennettiin tele-
metriamittausjédrjestelms, jonka avulla on mahdollista seurata reaali-
ajassa jopa viiden eri mittasignaalin tapahtumia samanaikaisesti.
Mittauskohteessa paristokdyttdinen mittausjirjestelmd huolehtii' an-
tureiden virransydttstd, signaalien vahvistuksesta, suodatuksesta ja
multipleksoinnista, jonka j&lkeen signaalit lihetetdin VHF-radioyh-
teydelld mantereelle vastaanottoasemalle. T&#118 signaalit nauhoi-
tetaan automaattisesti heti, kun herdtetaso on ylitetty. Nauhoitet-
tu signaali demultipleksoidaan, jolloin alkuperdiset signaalit saa-
daan analogiamuodossa ulos. Puhelinmodemin v&litykselld voidaan vas-

taava analoginen ulostulo saada my8s Oulun yliopistoon reaaliajassa.

Mittauskohteena telemetriajdrjestelmidd kdyttden oli ensimmiisend v.
1976 Kemi-I betonimajakka, josta mitattiin jd&painetta ja rakenteen
dynaamista vastetta. Tulokset osoittivat my8s massiivisen ja jay-
kd@n rakenteen olevan alttiin j&3n aiheuttamille resonanssivaradhte-
lyille. Kokkolan kokeilumajakkaa mitattiin vuosina 1977...1987, mut-
ta kertaakaan ei resonoivia virdhtelyjd havaittu. Vanhan Kemi-II:n
yldosaa on mitattu vuodesta 1978 18htien ensin Kemi-II:n sijainti-
paikassa ja mydhemmin V&likivikossa. Mittaustuloksista on esitetty
ndyte kuvassa 10, jossa on esitetty yl&- ja alaosisn v&linen suh-
teellinen liike jousitusosassa sekd yld#osan kiihtyvys. Havaitaan,
ettd amplitudien kasvaessa jaksoluku pienenes. Siirtymé&muocto tois-
tuu samanlaisena mik# osoittaa, ettd ollaan hakeutumassa raja-ampli-
tudeihin. VYl&osan kiihtyvyyskdyrd ilmaisee, ettd liike ei aiheuta
kiihtyvyysvastetta yl&osaan. V&likivikon alaosassa ei ole venyma-
liuskoja mittaamassa perustuksen rasituksia, joten j&avoimaan ei

pddstd suoraan k&siksi, vaan se on laskettava siirtymdvasteesta.

Uudessa Kemi-II majakassa on momenttia mittaavat venymdanturit perus-
paalussa sekd kiihtyvyysanturit peruspaalun yl&p&&ssd sekd majakan
ylétasanteella sekd siirtymdanturi ylé- ja alaosien v&liss&. T&han

mennessd ei ole esiintynyt havaittavaa Jjédiden aiheuttamaa vdrdhtelys.
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Kuva 10. Y1&- ja alaosan valinen suhteellinen liike ja yl&osan kiih-
tyvyys, Vdlikivikon majakka.

J&an ja rakenteen dynaaminen vuorovaikutus on 1ilmid, jossa syntyvd
jésdvoima riippuu rakenteen vasteesta. Suora jé&voiman mittaus sei

ole mahdollista je episuorassa mittauksessa rakenteen vaste védristaa
tuloksia. N&in ollen kentt#- tai laboratoriomittauksissa saatu
jadvoimafunktio pdtee vain kyseiselle kohteelle. Jos esimerkiksi
rakenteen dynaaminen k3yttdytyminen on erilainen, vaikka jéan pai-
neeglle altis rakenneosa olisi identtinen, eiv3t tulokset ole sovellet-
tavissa suoraan toisiinsa ja mittauksessa saatavat j&&voimat tulisi-

vat olemaan erilaisia.

Todellisem interaktiivisen jddvoiman md&rittdminen edellytt&dd raken-
teen dynaamista kalibrointia. Tunnettu herdtevoima johdstaan raken-
toeseen j3avoiman vaikutuspisteestd ja suunnasta ja dynaaminen vaste

mitataan samoilla anturéilla kuin muutenkin. Vaste- ja herdtesignaa-

lien suhteesta voidaan laskea rakenteen siirtofunktio, jonka avulla
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jd&voiman mittaustuloksista voidaan k&&nt&en laskea todellinen jaa-
voima [2]. J&&voiman kannalta parhaat mitta-anturit olisivat veden-
alaisen osan rasitustilaa mittaavat anturit, joiden avulla saadaan
mésdréttyd myds jaddvoiman staattinen komponentti. Asennusten ja kay-
tén kannalta huomattavasti helpommin voidaan toteuttaa vedenpddllis-
ten osien nopeuksien tai kiihtyvyyksien mittaaminen. N&ista antureis-
ta ei kuitenkaan saada luotettavasti ja&voiman staattista komponent~
tia, silld kulmanopeuden pienetessd nollaan myds siirtofunktio menee

nollaan ja j&3voimaa ratkaistaessa siirtofunktio on nimitt4jasss.

Majakoille Kemi-II ja VAlikivikko suoritettiin kevd&d11d 1982 dynaami-
nen kalibrointi siirtofunktioiden ma&rittimiseksi. 1 MN negatiivi-
nen askelfunktioherdte aikaansaatiin vetdmills vetosauva poikki j&an-
murtajalla. Herdte- ja vastefunktiot on esitetty kuvassa 11 ja
siirtofunktio kuvassa 12. Jakamalla sitten Jj88voimamittauksen
Fourier-muunnos siirtofunktiolla ja suorittamalla kddnteinen Fourier-
muunnos saadaan todellinen j&Zvoima selville. N&in voidaan tutkia
mm. miten jd&voima muuttuu j&3n alkaessa murtua ja kuinka suuri on
hetkellinen j&&n aiheuttama negatiivinen vaimennusefekti. Térked
tavoite on saada selville mittakaavatekijdn vaikutus, jotta malli-

koetuloksia voitaisiin soveltaa luonnon mittakaavaan.
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Kuva 11. V&likivikon majakan vaste dynaamissessa kalibroinnissa.
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Xs 7. 6584 Yo 2. 4516
TRANS A 8
2, 5080
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8.8 HZ 30. 880
Kuva 12. Siirtofunktio j&3voiman yl&- ja alaosan vdlinen suhteelli-

6

[11

[21]

(31

nen liike.

KIRJALLISUUSVIITTEET

M3ittanen, M.: On conditions for the rise of self-excited ice-
induced autonomous oscillations in slender marine structurses.
Styrelsen fdr Vintersjdfartsforskning, Research report No 25,
Helsinki 1978.

M&ittanen, M.: Laboratory tests for Dynamic Ice-Structure inter-
action. Proc. POAC-79, pp. 1139-1154, Technical University of
Norway, Trondheim 1979.

M&dttinen, M.: Ice-S8tructure dynamic interaction in continuous
crushing. CRREL Report 183, Hanover, NH, 1982 (painettavanal.



Brottmekanik - Framsteg inom forskning och till&mpning

Prof Janne Carlsson
Inst. fOr hdllfasthetslédra
KTH

1 INLEDNING

Brottmekaniken dr en ung gren av materialmekaniken. Den har ut-
vecklats under de tre senaste &rtiondena utgdende frin Griffiths

isolerade insats kring &r 1920.

Den s& kallade linj¥ra brottmekaniken (LEFM) kan anses 1 stort

sett fdrdigutvecklad. Den har i dag en mycket stark stédllning.

Det beror naturligtvis p& att den varit framgdngsrik vid behandling
av spricktillvixtproblem i samband med utmattning och spricktillvidxt.
Viktigt f6r dess framgdng har emellertid ocksd varit att den &r
14tt att anvinda. Den baseras pd en enparametrig beskrivning av
sprickor. Den relevanta parametern - spdnningsintensitetsfaktorn

K. - kan berdknas med hjdlp av linjdr-elastisk teori. Den linjidra
brottmekaniken har dirf®r pd analyssidan kunnat profitera frin de
numeriska metoder som utvecklats fdr strukturanalys t ex finita

elementmetoder.

Den linjdra brottmekaniken har emllertid starka begrénsningar

vad giiller till&mpningar pad konstruktionsmaterial. Den dr stringent,
teoretiskt giltig f8r sprdda material av typen verktygsstdl eller
£f8r konstruktionsstdl i mycket grova dimensioner. I tekniska samman-
hang har emellertid LEFM anvidnts framgdngsrikt langt utanfdr sitt
teoretiska giltighetsomrédde.

Under de senaste tlo dren har emellertid ett mycket omfattande
arbete lagts ner pd att utveckla mera fundamentala kriterier foér
behandling av sprickor i duktila konstruktlonsmaterial. Detta
arbete har dels varit av ren grundforskningskaraktdr dels inneburit
utveckling av tekniska materialprovningsmetoder. Nedan skall en
Oversikt ges av denna utveckling av en olinjér brottmekanik.
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2 LUSNINGAR TILL SPRICKPROBLEM I OLINJARA MATERIAL

Fbr ett material med exponentiellt spénnings - t&jningssamband,
;/eo = a(o/ao)n, giller enligt Rice, Rosengren [1] och enligt
Hutchinson [2] att spénningar och t8jningar vid spetsen av en
spricka kan skrivas:

1
J n+l
%43 T ao(auosoInr] FEALILY
n (1)
J n+l ]
€34 = aeo[aaoeoInrJ :ij(e,n)
Har 4r
S aui (2)
= I(W dy - Tiw ds)

[}

den vdlkdnda J-integralen. Vidare &r
In en numerisk faktor som beror av n
(r,8) &r poldra koordinater

~
a

i3 och Eij dr dimensionsldsa funktioner av 6 och n

FOr sprickproblem dr ofta den olinjdra deformationen begrénsad

till ett omrdde kring sprickspetsen. J-integralen som enligt ekv. (1)
dr ett mdtt pd styrkan hos sprickfiltet kan berdknas genom integration
enlig ekv. (2) lings en vidg langt frdn sprickspetsen, eventuellt

i det elastiska omrddet. Den kan ocksd bestdmmas ur sambandet mellan
J och den elastiska potentialen U.

(3)

[
]
l.

o

sl&

Man kan alltsd ber#kna J ur storheter som normalt tas fram vid
en hallfasthetsteknisk analys.
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3 KRITERIUM FUR START AV SPRICKTILLVAXT

J 4r alltsd precls som K i linjdra fallet en ldttillgédnglig para-
meter. Eftersom den ocksa styr "filtet"™ kring sprickspetsen 4r

det rimligt att som hypotesanta att den styr tillvdxten av en spricka.
Att sd@ dr fallet har visats experimentellt i1 ett flertal under-
sbkningar och f8r en stor méngd material, se bl.a.[3].

En spricka b8rjar alltsd vixa d3 J nir ett kritiskt virde J,.

som ir en materialparameter ekvivalent med brottsegheten KIc

i det linjira fallet och kriteriet f&r initiering av spricktillvixt
i den olinjira brottmekaniken lyder

J. =4d (4)

Initiering av spricktillvixt 8r emellertid inte lika kritisk

£8r en konstruktion som i det linjira fallet. I duktila material
har man ett ladngt skede av stabil, l&ngsam tillvixt av en spricka
innan den snabba instabila tillvéxten sker.

4 KRITERIER FUR STABIL SPRICKTILLVAXT OCH INSTABILITET

F&r, mdnga material har det visat sig g#lla att J dkar approximativt
linjdrt med spricktillvlxten Aa under denna stabila tillvixt, Fig. 1.
En hypotes #r att tillvixten styrs av dJ/da. Paris [4] infdr T-
modulen (tearing modulus) som en styrande parameter f8r stabil
spricktillvéxt. T 4r den normerade, dimensionsl®sa derivatan dJ/da.

E dad
T o= — 82 (5)
2 da
%
Instabilitet hos spricktillvidxt sker dd T f&r materialet T ..
4r mindre 4n beriknat T f8r konstruktion - belastningsfall
Tappl (T-applied) @ v s da
(6)

Tmat < Tappl

Fdr att behandla instabllitet hos ett system méste hela systemet
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beaktas inte bara den del som brister genom plastisk deformation
eller/och spricktillvdxt. Last-férskjutnings-sambandet f&r en
komponent med spricktillvixt och plastisk deformation t ex en b&j-
provstav kan ha den form som visas i Fig 2. Om denna komponent
kopplas 1 serie med elastiska, yttre (external) komponenter med
kompliansen A/P = Cext gdller att instabilitet intr&ffar d&

) - (7)

Vid sprickproblem i strukturer ddr den olinj&ra komponenten med
spricka kan definieras och provas separat kan villkoret ekv. (6)
anvdndas f&r att faststdlla nir spricktillvixt blir instabil.

D& bestdms kurvan P = P{4) f3r komponenten med spricka experimentellt
medan cext fOr Yvriga elastiska delar av strukturen lémpligen be-
rédknas. Ett sddant tillv#gagdngssitt kan t ex tillsmpas vid analys

av stora r8rsystem. De experimentella data som krivs dr P = P(A)-
kurvan f8r en kort r8rprovstav med spricka.

Villkoret ekv. (6) innehdller i sig villkoret ekv. (7). Detta har
visats 1 [5). Det T-baserade villkoret har f®rdelen att grundas

pd rena materialdata, Tm , medan ekv. (7) baseras pad ett struktur-

prov p& en del av den stiﬁktur ddr det tillémpas. I vissa fall
mdste denna del vara mycket stor. D& 4r det ohanterligt att arbeta
med ekv. (7). Vad gdller villkoret ekv. (6) sd& ifrdgasitts fort-
farande dess allmdéngiltighet. Det 4r inte helt klart om det &r
strukturobercende. I varje fall begrdnsas dess giltighet till fall

med relativt smi stabila spricktillviixter.

En alternativ metod att behandla instabilitetsproblemet har ut-
arbetats av Shih och Hutchinson. Metoden utmynnar i det sd kallade
"Crack driving force"-dlagrammet. Detta baseras p& bdde linjir
elastisk och exponentiellt deformationshdrdnande materialmodell

och intressanta storheter som J-integral och lastpunktsf&rskjut-
ning Atot interpoleras mellan resultaten f8r dessa tvad modeller.

2

J = —— + 00_E, bhl(%,n) (gi)n+l (8)
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B, PG SNE hey (B,m) ()" (9)
tot  Text E Ge, @a'n3 (g P,
H4ir &r PL = grdnslasten

a = sprickldngd
b = restligament

F, = bidraget till cext genom nirvaron av sprickan

3
h1 och h3 8r funktioner som ber#knats med FEM och ges 1 t ex
[7] £8r olika provstavsgeometrier.

vid utf®drande av en stabillitetsanalys f8r en struktur bestdms
JR = JR(a)-kurvan £f8r materialet, Fig 3, genom ett prov med styrd
£6rskjutning.

Instabilitet intridffar definitionsmissigt da

aJg
ag R (10)

da lAt‘z—d?
Man berdknar J(a) med At = konst. ur ekv. (8) och (9) och erhaller
en serie kurvskaror enligt Fig 3. Man kan utldsa f8r vilket J och
At som kriteriet ekv. (10) &r uppfyllt och instabilitet intr&ffar.
I princip #dr metoden ekvivalent med T-modul férfarandet. Skillnaden
4r att J-integralen berdknas med en fdreskriven schabloniserad
metod. En handbok har utarbetats f8r behandling av sprickproblem
med denna metod, EPFM Handbook, Shih et al ({71].

Ytterligare en metod att behandla olinjira problem dr det sd kallade
"fajlure assessment" eller R-6-diagrammet. I sin ursprungliga form
bygger detta pd en interpolation mellan LEFM och gridnslastfallet.
Interpolationen sker med hjdlp av Dugdale-modellen. I dag kan man
basera "fallure assessment"-diagrammet pd en olinjir analys av

den typ som diskuterats ovan. F8rfarandet blir di likvidrdigt med
"crack driving force"-f&rfarandet. Emellertid #r fdrfarandet kompli-
cerat att tillimpa f8r andra fall 4n laststyrning (dead load).
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5 ANALYSMETODER INOM OLINJAR BROTTMEKANIK

En av fdrdelarna med den J-integralbaserade brottmekaniken Hr att
den dr vdl anpassad till strukturmekanikens analysmetoder. S&rskilt
sambandet ekv. (3) mellan J och elastiska potentialen U dr frukt-
bart och leder till enkla resultat. Dirav f8ljer bl a direkt

Y
Jg={ 33 !p 4P och (11)
o]
A
J=-j’-§-§ldA (12)
o A

som har de grafiska tolkningar som ges 1 Fig. 4. F8r trepunkts-
b8jprovstaven (och i f8rsta approximation CT-provstaven) leder dessa
uttryck 1 sin tur till

P
J P aa (13)
[o]

ddr Ac dr lastpunktens f&rskjutning till f81jd av sprickans nidrvaro,
dvs total deformation minus den f8r stav utan spricka. Ekv.(13) &r
mycket enkel att anvidnda f&r J-utviirdering vid provning eftersom inte-

gralen 8r lika med t8jningsenergin.

F6r en b8jprovstav i serie med en yttre fjider (t ex provnings-
maskinen) g#dller f8r T-modulen enligt ekv. (13)

2
_ _E 3J _ 4EP (1 9P )—1 J
T = e = = e = 4 o= | - = (14)
c,02 da cozbz C " 3, a b

Hdr dr C kompliansen hos fj¥der plus provstav utan spricka och b
dr restligamentet.

Liknande uttryck kan med hj&lp av FE-metoder stillas upp f£8r andra
provgeometrier., Att berdkna J och T f¥8r allminna strukturer med
sprickor av allmin t ex elliptisk form dr emellertid bide komplicerat
och kogstsamt, Det ligger f&r mdnga fall pd grénsen till vad som H4r
realistiskt att genomfdra dven med de fdrnémligaste FE-program

som finns att tillga.
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6 EXPERIMENTELLA METODER I OLINJAR BROTTMEKANIK

Den materialprovning som erfordras f&r att bestamma JIc och Tmat
krdver 1 allt védsentligt samma utrustning som KIc-provning och
konventionell materialprovning. En skillnad dr de bkade krav man
inom olinjdr brottmekanik har pd métning av spricklingdsdndringar
under den stabila spricktillviixten. Dessa beh&ver man kunna mita
med en noggrannhet av 0.1 mm. Flera metoder kan anvdndas f&6r att
4stadkomma detta. De viktigaste &r

a) elektriska metoder baserade p& sdvdl likstrbm som hdg-
frekvent vixelstrém

b) kompliansmetoder som bygger pd att provets komplians &ndras
med sprickldngden. Denna 8ndring kan bestiémmas genom smd
intermittenta avlastningar under den i bvrigt mono-
tona pdlastningen, Fig 5. Kdnsligheten hos kompliansen
d4r inte slrskilt stor och métningarna utfirs ddrfdr 1
regel som differensmitningar och med anvdndande av kdnslig
elektronik [8].

7 TILLAMPNINGAR AV OLINJAR BROTTMEKANIK

Den olinjdra brottmekaniken har utvecklats frimst med stdd fré&n
reaktorindustrin och stimulerats av de problem man har dir. Sddana
dr risken f8r brott 1 rbrledningssystemen och tryckkdrl i samband
med sprickor.

Atskilliga dokument har producerats av BPRI gillande dessa problem-
stdllningar men mycket litet har publicerats 1 tidskrifter.

En exakt instabilitetsanalys av t ex tvérsprickor i rbrlednings-
system dr komplicerad att utf6ra. Det finns inte utrymme f&r att
presentera resultaten hdr bortsett frén vissa grunddrag i dessa.
Som framgdr av ekv. (7) och (14) spelar kompliansen 1 systemet
stor roll for utveckling av ett instabilt brott. Ju st8rre kompli-
ansen dr dvs ju nérmare laststyrning man ligger eller ju vekare
konstruktionen &r desto stdrre dr tendensen for instabilitet.

Detta framgdr av uttrycket f8r T-modulen f¥8r ett r¥r fast inspidnt
i sina 4ndar och med en genomgdende spricka runt en del av omkretsen.
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D& g4ller approximativt [10] i det fall att sektionen med spricka
4r utsatt f8Or ett moment lika med grdnslastmomentet

. L _JE
Tappl = Fl(e) (R) + Fz(e) - 2R (15)
o
Hdr &r
L = rBrets lédngd
R = rdrets radie
0y = flytspénningen (cs<o°<cB)
20 = den vinkel i omkretsled som sprickan upptar

F. och F2 funktioner som beror av 6.

For 0<6<120° &r 0.2<F;<1.2 och -0.4<F,<0.6. Detta visar att Tappl

1 huvudsak beror pd rdrets flexibilitet. F¥r rostfritt stdl &r T,

i regel bver 200. Det innebdr att f8r ett r6r med R = 0.25 m krévs

en ldngd av $ver 50 m f8r att villkoret ekv. (6) skall vara uppfyllt
och instabilitet intrdffa. Detta gidller dd &dven sprickor som omsluter

en tredjedel av omkretsen.

Ytterligare ett exempel pd flexibilitetens betydelse f&r instabilitet
ges av uttrycket pa Tappl f8r en platprovstav med kantspricka (DEC)
eller centrumspricka (CC). Den far f&r fallet att grédnslasten natts

1 resttvdrsnittet formen

Tappl = 2a *+ tEC = 2a;/w (16)
dir C = L/WtE kompliansen

L = lidngden

w = bredden

t = tjockleken

o =1 f8r CC och 4/3 f8r DEC.

Som synes Okar Tappl och ddrmed tendensen f&r instabilitet med l&ngden L.
Detta kénner alla som arbetat med provning till kvalitativt. Den olin-
jdra brottmekaniken ger en kvantitativ formel f¥r att uppskatta hur

geometriparametrar inverkar.
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Man observerar att spricklingden inte ingdr i ekv. (16). Dock har
hirledningen skett med antagandet att gr&nslasten ndtts 8ver det
tvdrsnitt som innehdller sprickor.

8 DISKUSSION

Trots att den olinjira brottmekaniken i dag ndtt s& langt att den
kan utnyttjas direkt i tillimpningar &terstdr minga frdgor att
1¥sa. J~integralen och dirmed T-modulen stdr inte pd fast teoretisk
grund vid fall av stor stabil spricktillvdxt. Nya koncept fordras
hd&r och dessa kan fdrhoppningsvis komma fram ur fundamentala
l8sningar av o-e-fdltet fUr dessa fall.

vVad gdller praktiska tilldmpningar &r man i dag l&ngt frén att
kunna behandla tredimensionella problem t ex instabilitet hos
halveliptiska ytsprickor. Visst geometriberoende hos T-modulen
har som némnts ovan observerats. Det skapar en viss tveksamhet
gdllande T-modulens allmingiltighet.

Andra intressanta till&mpningar av J-integralen som man arbetar med
i dag dr spricktillvdxt vid lag-cykelutmattning. Vissa resultat
antyder att de metoder som behandlats ovan fbr stabil sprick-
tillvdxt vid monoton last kan tilldmpas &dven vid cyklisk last.
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Fig. 2, CT-provstav i serie med fj¥der: Instabilitetsvillkor

ds/dp = C__ ..



34 P=30KN

J (N/mm)

500

Fig. 3. "Crack driving force"-diagram f8r b8jprovstav.
Kurvor f8r P = konst. och A = konst. samt "material'-

kurvor J R’

4 A
Fig. 4. Tolkning av J enligt ekv. .(11) och (12).
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Last

Fbrskjutning A

Fig. 5. Avlastning under provet flr bestimning av
komplians C(a) och dérmed aktuell sprick-
llingd a = a(C).
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TRENDS IN THE SAFETY OF STRUCTURES

Ivar Holand
Cement and Concrete Research Institute
The Foundation of Scientific and Industrial Research at

the Norwegian Institute of Technology

i INTRODUCTION

The analysis of structures is one of the traditional fields of technology
and had reached a high scientific level already at the beginning of this
century. The aim of the analysis is to produce safe structures,but the
more precise evaluation of safety is less amenable +to a scientific
approach. Thus, safety considerations were mainly left to experience

and engineering judgement. This may under many circumstances be fully
acceptable. However, experience and engineering judgement are not well
suited for extrapolation to unknown domains.

New and unknown conditions are numerous, e.g.

- new materials
- daring designs with large spans
- structures in new environment, e.g. offshore
- severe man-made hazards
- nonlinear methods allowing a more reliable analysis
- stochastic dynamic analyses, presenting the results in statistical
terms
- fatigue analyses, unveiling uncertainties
related to loads and to material behaviour as well.
L]
Thus, rational approaches for safety evaluation meeting new situations

are needed.
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2 INTERNATIONAL AND REGIONAL WORK ON SAFETY OF STRUCTURES

A characteristic of the safety specifications is that they frequently
are included in standards, rules and codes of practice, which are
harmonized across the national borders as far as possible. Thus, much
international work has been carried out regarding safety. The larger
part of this work has been related to civil engineering structures and
to building regulations. A list of important international and
regional bodies is given below, including reéference to important
publications.

- International Association for Standardization (ISO) [1][2]
~ The Euro-International Concrete Committee (CEB) [3][4]

- Joint Committee on Structural Safety (JCSS) [5]

- The Nordic Committee on Building Regulations (NKB) [6]

The European Economic Committee is preparing a set of seven Eurocodes,
of which Eurocode 1 concerns the unified rules common to various types
of building and material and is a general safety code. This work is
similar to the national work on structural codes, but as these codes
will be accepted by the EEC countries, including all the major Euro-
pean countries, they will probably have a dominating influence also on

us in the outskirts.
Among other international efforts in related fields could be mentioned
- International Atomic Energy Agency [7]

- Inter-Governmental Maritime Consultative Organization (IMCO)
Fédération Internationale de la Précontrainte (FIP) [8]

3 SAFETY METHODS

The international work quoted above has been concentrated on rational
safety methods, well suited for use in practical design.

The safety check according to the traditional permissible stress
method may be formulated as

R-S > 0 1)
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where R and S are the permissible and the calculated stress,

respectively.

This method has now been replaced in almost all codes for structural
design by the method of partial coefficients. The safety check
according to this method may also be formulated by equation (1), but
now R is a defined design resistance Rd and S a defined design load
effect Sd‘ Resistances and load effects may be stresses, stress
resultants, displacements etc. The design resistance is found by
using a characteristic material strength divided by a safety coeffi-
cient, denoted a material coefficient. The characteristic strength is
defined as a fractile in the statistical distribution, and the

0.95 fractile is usually preferred. This means that 5% of the statis-
tical population has a strength lower than the characteristic strength.
Correspondingly, the characteristic load effect is calculated from a
characteristic load multiplied by a load coefficient. Characteristic
loads are usually chosen with return periods of 50 or 100 years, but
this rule is mainly practicable for loads from the natural environment

(snow, wind, waves etc.).

The method is often denoted semiprobabilistic, since it offers a
rational way of handling known statistical information. This is also
one reason for its superiority over the permissible stress method.
Another is the fact that it allows a sound handling of cases where
permanent loads, for instance the own weight, reduce the load effects

in question.

The principles described above are straight forward, but the practical
adaption leaves a number of questions that are debated, e.g.

- magnitude of material and load coefficients and their variation with
control and consequences .

- combination of different loads

-~ consideration of accidental loads

- definition of limit states

Even in the Nordic countries, where the Nordic countries, where the
Nordic Committee on Building Regulations has worked to harmonize

the regulations for a number of years, there are considerable differences.
This is illustrated in Table 1 for the dominating load coefficients.
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Table 1. Load coefficients in the Nordic countries.
Ultimate limit state.

Permanent Variable
Finland, Norway 1.2
Sweden, Denmark 1.0 1.3

It seems self-evident that such large differences in load coefficients
must have been compensated for in the material coefficients.
Thorenfeldt [9] has compared the final safety for reinforced concrete
structures according to the rules in the Nordic countries. The
surprising result is that the final differences are similar to those

in Table 1, and in some cases even larger.

The method of limit states is often denoted as a "level 1" method.

The "level 2" is a proper probabilistic method. This method considers
R-S in equation (1), not as a deterministic quantity, but as a statis-
tical population. The simplest form of statistical description makes

use of the mean value and the standard deviation only. This approach

allows the definition of a safety index

g = E(R-S)/D(R-8) (2)

where E denotes the mean value and D the standard deviation. Pioneers
in the work on safety indices are Basler [10], Cornell [11], Esteva and
Rosenblueth [12], and Turkstra [13}. A discussion of the method may
be found in a review paper by Ditlevsen [14], and a specification of

its use in the NKB recommendations (6].

The safety index expresses how far the mean value of R-S is from zero

(a measure of how far the structure is from failure) in terms of

number of standard deviations. If R-S depends on only one variable,

the interpretationof B as a distance is straight forward. If R-S depends
on n variables,B must be interpreted as a distance in the n-dimensional
space. NKB [6] defines values of B for the ultimate limit state for
different safety classes and types of failure in a table, that is

reproduced in Table 2.
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Table 2. Safety indices B for the ultimate limit state.

Failure consequences Failure types

(Safety Classes) 1 II IIT
Less serious 3.1 3.7 4,2
Serious 3.7 4.2 4.7
Very serious 4.2 4.7 5.2

Failure types: I Ductile with extra carrying capacity
I1 Ductile without extra carrying capacity

III Brittle failure, instability failure

For a normal distribution of R-S, the corresponding probabilities of

failure are given in Table 3.

Table 3. Safety index B and probability of failure Py for a normal

distribution.
3.09 3.71 4.26 .75 5.20 5.61
1073 1074 107° 107" 10~/ 1078

In a proposed revision of the Norwegian Building Regulations, which

are part of the law, the numericalsafety in the three safety classes is
required not to exceed 10_3, 10-5 and 10-7
to column I in Table 2. Such rules are theoretically perfect, but a

respectively, corresponding

strict enforcement may present problems.

In fact, an interpretation of safety indices in terms of probabilities
of failure should be used with caution. The actual probability depends
very much on the tails of the distribution curves and can deviate
substantially from the theoretical ones. However, as a relative

measure, suitable to compare different structures made from different
materials, the safety index may may be of great value. The actual value
of P must be chosen, not on the basis of an assessment of an acceptable
probability of failure, but by comparison with relevant existing

structures.
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An dimportant field of application of the safety index method is for
code committees as a rational basis for specifying partial coefficients.

4 DESIGN PHILOSOPHY

The probabilistic arguments used in combination with the safety index
method imply that there always remains a certain, however small,
probability of failure for every structure. Experience from actual
structural failures, however, reveal that failures occur much more
frequently than this calculated risk can explain., Ingles [15] reports
the following observed failure statistics for bridges

USA p 3 x 10" per year

Australia Pg = 3 x 1073 per year

These structures should according to Tables 2 and 3 have a probability

) to 10_8. The differences cannot be

of failure in the order 10"
explained by uncertainties in the distribution laws, but must be found
in oversights, omissions and gross errors. Generally, the aim of the
structural design is, apart from satisfying the functional requirements,
to minimize the risk of structural failure, and above all a failure

with catastrophic consequences. Thus two approaces are evident [16]

- to reducethe probability of ahazardous event
- to reduce the conseqgences ofahazardous event

The initiating hazardous events can be:

- abnormal (low) strength
~ abnormal loads (accidental loads)

Abnormal strength should be controlled at the design and fabrication
stage, reducing the probability of hazard. Hopefully, this will be
the result of recent efforts to introduce a more systematic quality

assurance in structural design. [5]
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Abnormal loads must always be assessed in relation to the environments
in which the structure is located. This is particularly evident in

case of structures in traffic systems and industrial plants.

The probability of abnormal loads could be reduced by a proper design
of equipment and by control during operation, in particular of
equipment with potential of high energy release. However, risks
related to abnormal loads are mainly reduced by a proper 1a§out.

In Norway, these problems are discussed above all in relation to the
offshore activities. Draft guidelines from the Norwegian Petroleum
Directorate on safety assessment of fixed platforms [17] emphasize
accidental loads and specify that design basis accidents should be
defined in quantitative terms, and comprise for instance:

- fire and explosions
- collisions (supply boats, helicopters, external shipping)

- dropped objects and flying fragments

- ©rare earthquakes

- environmental loads not included in the design loads

The guidelines allow accidental loads with a probability of less than
lO_u per year to be ignored. The corresponding number for design
environmental loads is 10-2.

For comparison, the following numbers for other accidental loads are
quoted:
- dikes in the Netherlands, flooding 1074

- dwellings destroyed by fire (Norway) 3 x 10-4

- avalanches in dwelling areas (Norway) 30 x 10"

The last number means that building of dwelling houses is not allowed
in areas where the probability of an avalanche or land slide is
evaluated to be larger than 3 x 1073 per year. This number illustrates
the risk people are willing to take when the risk is a familiar one,
and,in this case, building sites with smaller risks are scarce in the

area in question.
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A leading design principle is that if an undesired event occurs, the
ensuing chain of hazardous events shall be stopped by new barriers
(fail-safe design). The design of the Stafjord "B" platform in the
North Sea to reduce the consequences of accidental loads has been
discussed by Dier [18]. Figure 2 shows how the layout of the deck
has been chosen to locate a safe haven on the left side, as far away
as possible from the main hazard area on the right, and with buffer
zones imbetween. In this case fire and explosion hazards have been
considered. For other parts of the structure collision and other
hazards may be of interest.

garg waven || sareamen L INTERMEDIATE HAZARD AREA 1_ MAIN HAZARD AREA ___1
T | |
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“ GLYCOL - SEP.
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Fig. 1. Risk zoning on the Statfjord "B" platform (from {18])
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The principle of barriers may also be illustrated by the

"Alexander L. Kielland" accident. The platform was of the Pentagone
type with five colums arranged in a regular pentagon (see Fig. 2).
The lower bracing D'-6 failed because of a fatigue crack originating
from a weld fixing a small tube supporting a hydrophone. The re-
maining bracings were not located in such a way as to enable them

to replace the carrying capacity which was lost, and the D column
broke loose from the structure.

After the accident Det norske Veritas has required the remaining
Pentagone platform classified by Veritas to be strengthened by addi-
tional bracings between B' and C' and between C' and D'. Thus, if

one bracing fails, the other presents a new barrier. The decision may
be correct in this particular case, but as a general design principle

it is debatable.

Experience does not indicate that statically determinate structures
are generally unsafe. However, a special alertness is necessary
in design and control of particularly critical elements. It may be
said that this alertness was lacking in the "Alexander L. Kielland"

case.

This accident also presents an example of a possible barrier, braking
the chain of events at a late stage, but preventing a total cata-
strophe. Fig. 3 shows the platform in an equilibrium position with a
heel of 32.5°. This position is stable if the deck is watertight,
but in the actual case this barrier was also broken in a few minutes
because of influx of water through openings in the deck.
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FIGURE Z ’ALEXANDER L.KIELLAND'
System of bracings
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Fig. 3. '"Alexander L. Kielland" in a possible stable static heel
position.

5 RISK ANALYSIS

For a complex structure in a complex environment, modern society will
often require a more explicit evaluation of the risks involved, than
the reliability implied by a design according to codes and rules.
Experience from similar structures can to some extent be used for a
risk assessment, but in many cases the experience is lacking or
inadequate. It is for example evident that a single accident with
widespread consequences such as in the case of the "Alexander L.
Kielland", does not give any expression of the risk level of mobile
platforms. Even direct statistics available from accidents worldwide
[19] are subject to large uncertainties.

To obtain a better understanding of the risk level, analytical approaches
must be used together with available experience. A rational risk
analysis is based on the following observations:

- almost every major accident has originated from a small fault and
gradually developed through a long sequence (or several parallell
sequences) of steadily more serious events culminating in the final

event
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- each single event in the chain occurs at a rate which allows the
use of statistics, such as reliability data for components

- it is often reasonably well known how a system will respond to a

certain event

The "Alexander L. Kielland" accident is a typical example. The physical
accident chain was initiated by a small crack leading to failure of a
single bracing. This failure was followed by the failure of five

other bracings connecting a column to the rest of the platform. The
loss of the column, implying loss of buoyancy, resulted in heeling,
which immediately made the ordinary and emergency generators stop.

In addition loose equipment started to move. The moving objects, and
increasing hydro-static and ~dynamic loads may have caused additional
structural damage. The heeling also increased mooring-line tension,

so that eventually the cables broke. More important, the heeling of
the platform submerged openings, which resulted in progressive flooding.
This influx of water made the rig steadily sink and heel with the
potential of causing further structural damage, stopping the machinery
functioning and thus impending the operability of life-saving equipment.
Finally, the rig capsized. The influence of factors of human management
on the cause of the accident and the consequences in terms of loss of

lives is fully described in [20].

By combining knowledge of system build up with knowledge of failure
rates for the system elements, it is possible to achieve an indication

of the risks in the system.

Thus, there is a need for failure/accident and background data in the
case of a systems analysis approach. Background data are particularly
required to describe the system and its environment and normalize the
risks. To normalize the risks it is necessary to know the length of
time people and equipment are exposed to the hazards and the quantities
exposed. Up to now, knowledge about human reliability has been
particularly scarce and has contributed the greates uncertainties to
the risk analysis. Evidently, the results of such analyses may be
uncertain, and the conclusions may be difficult to draw. Nevertheless,
a systematic analysis based on the best data available is the only
rational approach to this intricate problem.
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The results from a risk analysis may be used in different ways with

varying benefit:

as the basis for accepting a complete system. This is probably the most
controversial use of the results from risk analyses. The uncertain-
ties involved in the calculations are significant. For a mass-
produced technical system, such as electrical equipment, the
frequency of a certain failure may be predicted fairly well. For
complex systems, involving people, the uncertainties are far
greater. However, even if the basic data are dubious, the risk
analysis should be formulated in numerical terms. On the other
hand, a public discussion of such numbers may often be a serious

problem.

as the basis of improving a system. It is normally considered that the
determination of the relative importance of each separate risk
element is more accurate than that of the complete system. Through
an identification of the most important risk elements new barriers

may be introduced into the system more efficiently.

as the basis of alertness in monitoring on surveying. The risk analysis
may reveal major potential accidents which may be caused by failure
of a single or double barrier. In such cases intensified control
of the barrier during operation may be implemented as a measure to

reduce the risk.

as the basis of an adequate accident preparedness system. Contingency
equipment can be tailored to the expected risk situations, and

accident combatting can be more efficient.

In the offshore industry there has been a steadily increasing use of
risk analysis. A risk analysis of a Condeep platform made by

Statoil A/S is perhaps the most comprehensive one done to date in
Norwegian oil activities. However, Statoil indicates a factor of
uncertainties of 20 to each side in the estimated number of fatalities

per platform year.
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Riskanalysis is today required by the Norwegian Petroleum Directorate
for the evaluation of new concepts. Similarly, risk analysis is
frequently required by the Inspectorate of Flammables and Explosives.
The final risk level is frequently defined by the principal layout.
Thus, the risk assessment should be carried out at a very early stage

in the design.

6 SAFETY AND ECONOMY

There has been an almost explosive increase in costs for the production
plants in the North Sea. To investigate the reasons for this increase,
the Norwegian government appointed a special committee (Styrings-
gruppen for kostnadsanalysen - norsk kontinentalsokkel) by Royal Decree
of 16th March 1979. Among other tasks this group should clarify the
influence of Norwegian regulations and safety requirements on the
increase of costs, particularly as it had been claimed that the increase

was caused by extreme safety requirements.

The following sections regarding costs caused by safety requirements are

quoted from the conclusions of the committee [21]:

- new safety specifications from government agencies have caused
noticeable cost increases for some projects, but not to such an
extent that they can be said to be decisive for the costs

- laws and regulations regarding work environment, workers' protectiocn,
protection of ocean environments etc. have also caused considerable
costs without being decisive for the cost situation. Hook-up work
is an exception. New requirements in laws and regulations, a
stricter enforcement of older laws and requirements regarding work
permits, working hours, location and standards for 1iviﬁg quarters
etc. have made this work more expensive by an estimated 15 per cent.

It should, however, also be borne in mind that increased safety is
accompanied by increased reliability and regularity. In particular,
a reduction of production down time counts heavily on the positive

side in the cost/benefit analyses.
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AIKAELEMENTTIMENETELMASTA

Apul.prof. Pertti Holopainen
Tampereen teknillinen korkeakoulu

Konetekniikan osasto

1 JOHDANTO

Elementtimenetelmin, jossa aika on elementin ulottuyuutena, ovat en-
simm3isend tuoneet ssiin Nickell ja Sackman (1968) [1], Oden (1969)
[2), Fried (1968) [3) sekd Argyris ja Scharpf (1968) [4]. T&mén
jdlkeen aikaelementtimenetelmdd on kasitelty eri kirjoituksissa ja
joissakin elementtimenetelmin oppikirjoissa, esimerkiksi [5], [61],

{71, [8].

Aikaslementtimenetelmd voidaan muotoilla kahdella tavalla. a) Jae-
taan haettavan funktion ulx,y,z,t) mdsrittelyalue elementteihin,
joissa yhtend ulottuvuutena on aika t [B]. b) Suoritetaan element-
tijako ensin vain paikan suhteen, jolloin vain solmuarvoja pide-
t34n ajan funktioina. N&in (tai jollain muulla tavalla) saadut yh-
t418t ratkaistaan ajan suhteen jakamalla aika slementteihin [7].
Tehtdvd on t-ulotteinen alkuarvotehtdvd. THss¥é tarkastellaan vain
viimeksi mainittua.

2 PAINOTETTUJEN RESIDUAALIEN MENETELMA
Oleteaan, ettd on saatu yht&ld

Alu) - £ =10 1)

" on n-ulotteinen euklidinen avaruus. Yht&lés-

alueessa R € R". R
sd (1) f on tunnettu funktio jJa u on tuntematon funktio, jonka tu-
lee toteuttaa annetut reunashdot alueen reunalla 3R. Kun A on li-
neaarinen positiivisesti definiitti operaattori, on olemassa vakio-

ta vaille yksikésittsissti m&ardtty funktisnaali I (u) € R! siten,
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ettd yht&ldn (1) ratkaisu antaa funktionaalille minimiarvon, ja
pédin vastoin se funktio, joka antaa funktionaalille minimin, on yh-
talén (1) ratkaisu, kun u € HA cH ja H on Hilbertin avaruus [39].
Té&llainen funktionaali on olemassa my&s silloin, kun A on epdline-
aarinen potentiaalioperaattori ja u €V ja V on Banach-avaruus [10].
Viimeksi mainitussa tapauksessa minimikohta voi olla suhteellinen.

Variaatioteht8vdn tuloksena saadaan

8I(u) = f [ A(u) - fIndR + reunatermit = 0 , (2)
R

jossa n on funktion u riittdvan mielivaltainen variaatio. Approk-

simoidaan funktiota u lausekkeella

G=w+£aiw., (3)

jossa wy ja Wy ovat tunnettuja funktioita (vrt. kuva 1), joista Wy
(i = 1,2,...,n) ovat lineaarisesti riippumattomia. Suureet a; ovat

vakioita. Annetaan funktiolle U variaatio

n
n= I ba.w, (4)

v=_yu+en, (5)
Jjossa € on pieni vakio, yht&ldtn (2)., Saadaan likimd&rin
. n
I[A(u]‘f]( X Gaiwi)dR + reunatermit = 0 . (6)
R i=1

Koska n ei ole nyt mielivaltainen, ei voida solveltaa variaatiolas-
kennan peruslausetta yht&dl6dn (6)., Asettamalla mahdolliset reuna-
termit nolliksi ja koska vakioiden a; variaatiot Gai ovat mielival-

taiset, saadaan n kpl yht&16ita

I[A(G]--F]widR=0, (i =1,2,...,n) (7)
R

josta vakiot a; voidaan md&rittdsd. VYht3ldssad (7) funktioita Wy kut-
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sutaan painofunktioiksi, ja [A(d) - f] on residuaali. Monissa meka-
niikan sovellutuksissa yht&lsé (7) voidaan tulkita siten, etta

[A(3) - f] on tasapainossa oleva voimatila ja Wy (i =1,2,...,n)
virtuaalinen siirtymdtila. Funktionaalin variaatio 6I(u) voi olla
esimerkiksi kokonaispotentiaalienergian variaatio éw(u) tai Hamilto-
nin funktionaalin variaatio. VYht818 (7) lausuu Galerkinin menetel-
mén, jossa painofunktiot Wy ovat samoja kuin O:n approksimaatiossa.
Jos painofunktioiksi valitaan muitakin kuin (:n approksimaatiossa,
sanotaan menetelm&& painotettujen residuaalien menstelméksi. Galer-
kinin menstelmdlld saadaan paras approksimaatio A3.85,000,8, .
Galerkinin menetelmd on yleisempi eikd vaadi operaattorille A funk-
tiaonaalin olemassaoloa, mik& yht&ldn (7) johdossa on edellytetty.

3 AIKAELEMENTTIMENETELMA
3.1 Yhden vapausasteen tapaus
Tarkastellaan lineaarista liikeyhtaléa
Llu-Ff =mi+cl+ku-Ff =20 (8)

alkuehdoilla u(0) =u, ja u(0) = ﬁo. Yht&ldssd (8) m on massa, ¢
on viskoosivaimennusvakio, k on jaykkyysvakio ja f ajasta t riippu-

va voima.

Jaetaan aika t € [0, =)} solmupisteil-
la t, =0,t,;, t,,... elementteihin
at, = t, -t, , (kuva 1). Tuntematto-
mina ovat solmussa 1 (ajanhetkelld
At,) siirtymd u, ja sen 1. aikaderi-
vaatta Gl. Interpoloidaan tuntema-
tonta funktiota u(t) v&lilld (0,t)

polynomilla

u(t) = a, + a,t + a,t?+ at? (9) Kuva 1.

Maéritetddn kertoimet a,, a a a, elementin af, solmuehdoista

20 85, 8,
(kuva 1), jolloin saadaan v&lilléd (0, At ) siirtymdlle u(t) muotoa,

(3) oleva interpolaatio
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G = [Hog HygHpy Hyyd fu, | = wy + Hyyup + Hju (10)

01 1’

(11)

on tunnettu funktio. Kertoimia cy vastaavat solmuarvot u,, Gl Jja
funktioita W, - Kun kaytetsdn dimensiotonta muuttujaa s = t/at
(ot = at, = At, jne.), saadaan yht&léssé (10) esiintyvat kolmannen
asteen Hermitianin polynomit

Hyg = 1- 382+ 28° Ho, = 382 - 28°

Hyo = (8- 282+8%)at H

o (12)

a = (-s?+s)at,

mitkd 18ytyvdt kaikista elementtimenetelmén oppikirjoista. Yhta-
15issd (12) esitettyjen polynomien H,,, H,, kuvaajat ovat samanmuo-
toiset kuin molemmista p&istddn jAykdsti kiinnitetyn tasajéykén
sauvan p&an 0 yksikkdsiirtym#std ja -kiertymdstd ja Hg, Hy, p&an 1
vastaavista siirtymista. Hmi:n ensimmdinen indeksi ilmaisee monen-
nenko kertaluvun derivaatta on solmuarvaona, jonka kertoimena Hmi an
(yht. 10) ja i tarkoittaa solmupistettd, 0 tai 1.

Sijoittamalla interpolaatio (10) yht3lé8n (8) saadaan yht&lén (7)
mukaan (t#ssd matriisimuodossa) suorittamalla vield integroimismuut-

tujan vaihto t:std s:ksi

H “ .
I H" [mHe +cHe+kHé-Fflatds = 0, (13)
o 11
jossa

H o= [HypH,y Hoy Hyyl 6 = (up tpu, )7 . (14), (15)

0111

Tuntemattomien solmuarvojen u,, Gl ratkaisemiseksi saadaan yhtdlé-
ryhm8
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A . A u B.. B u C
L) L))

jossa matriisien [A], [B] ja {C} alkiot ovat

1,2 156 At
= - 2= +
An= e ™t 030t 5
2
A= 1.1m+ 0,1atc - 2288 ¢
420 (17)
_ 22 At?
A21— D,1m - 0,1AtC - —470—
2 4 at3
= - — At +
A22 15 m 0+ 220
1,2 54 At
B., = —%m - 0,5¢c +
u T " ¢ 7 320
13 At?
B = 0,%m - 0,1a8tc + k
= 420 (18)
2
B, = -0,1m+ 0,18t c - 28
420
At At? 3 atd
= =2 + — - ="k
Baz = 5™ * %0 ° T Tazo

1
C, = J (382 -2s%) f[(e-1)at + Ats]atds
0

(19)
1

c, = J (-s2+s8%) fl{e-1)at + ats]at?ds .
0

Yht3ldissd (17) ja (18) desimaaliluvut ovat tarkkeja. Kun solmuar-
vot u, ja U, on misritetty yht&ldistd (16), pidet&&n niitd seuraa-
van aikaselementin alkuarvoina, jotka eivit ole end& tarkkoja, ja
ma&ritetdén seuraavat solmuarvot u,, Gz samalla tavalla kuin edel-
18 jne. Matriisit [A] ja [B] ovat vakioita ja epdsymmetrisid. Ai-
noastaan vektori {C} yht&l&ss3 (16) on muuttuva.

Esim., 1. M&&ritet&dn liikeyht&lditd

mi + ku = at (29)
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alkuehdoilla u(0) = 4(o) = 0 ult) aikaelementtimenetelmilld kayt-
t3en muotofunktioina Hermitianin 3., asteen polynomeja (12), kun m =
1 [kgl, k =9 [N/m)l ja a =1 [N/s]. T&118in systeemin ominaiskul-
manopeus w = 5 [1/s] ja ominaisvardhdysaika T = 2,084 [s]. VYht&-
16n tarkan ratkaisun mukaan on nopeus nolla, kun t =0, 7T, 2T, 3T
jne. [11].

Vektorin {C} alkioiksi saadaan e:nnelle elementille

= 1 - _Z_ 2 = _ L _ l 3 (21)
c, [ 2(9 1) + 20] aat?, c, 12(9 1) + 20} aat (22)

Matriisien [A] ja [B] alkiot saadaan yht&ldistd (17) ja (18) sijoit-
tamalla niihin m=1, ¢ =0, k=9 ja aikaelementin pituutena on kdy-
tetty té&esd At = 0,1([s]. Tarkka ja likiratkaisu on havainnollis-
tettu kuvassa 2, ja taulukossa 1 on numerocarvoja noin kahden perio-

din ajalta.
Taulukko 1
t tarkka aikaslemanttimenetelmalla
paikka nopeus palkka nopeus
0 0 0 0 0

0.5 0.018611297 0.103251422 0.018688541 0.103541551
1,0 0.105884444 0.221110277 0.106098892 0.221087947
1,5 0,202871486 0.134532867 0.202795802 0.133580701
2,0 0,232570944 4,42552E-03 0,232079661 4,2422BE-03
2,1 0,232710596 1,57071E-05 0,232218881 2.30272E-04
2,5 0,243037038 0,072596076 0,242946261 0,074183690
3,0 0,318069686 0,212347807 0,318680534 0.2128594338
3.5 0,421470213 0,163948548 0,421611044 0,161811470
4,0 0,464317515 0,017349560 0,463407431 0,016284026
4,2 0,465421369 6,28238E-05 0,464441972 5,54493E-04
4,5 0,470230206 0,045008815 0,469740987 0,047610544
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 U(e)
0S 1
oy 1 1
) \ ~ tarkka
031 ' ... aikaelementtimene-
ol 4 : ! telmdlla’
1) i
.1 - ) -
0 T ! . —» {
0 i 79 3 y

Kuva 2. Yht&ldn (20) tarkka ja likiratkaisu (ero hieman liioitel-
tunal.

Esim. 2. Olkoon liikeyht&ld

iy =0,

U +w
jossa u € R' ja alkuehdot u(0) =1 ja 0(0) = 0. Maaritetdan amp-
litudin vaimenemisen ja vérdhdysajan piteneminen eri menetelmilli.
Tulokset ndkyvdt kuvissa 3 ja 4. Newmarkin menetelmdssd amplitudin
vaimeneminen an merkityksetdénta.

AV

W 5! [PRRTY
RS 1 Vilesa. (§14)
10 ~
foschf™ -
10 sy
10
aliciysscassauss ~
alasanitl 0.3 0.2 alt
0.1 0.2 a/n 3 S Tegu
Kuva 3. [13] Amplitudin Kuva 4. [13) V&rdhdysajan
vaimeneminen, piteneminen.

3.2 N:n vapausasteen systsemi
Tarkastellaan n:n vapausasteen lineaarista liikeyht&l5& (23)
L{u} - {f} = Im}{G} + [c){0} + [k1{u} - {f} = (0O} (23)

alkushdoilla {u(D)} = {u} , ja {4(0)} = {4},. VYht&lsssd (23) {u}
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on siirtymdvektori, [m] massamatriisi, [c] viskoosivaimennusmatrii-
si, [k] jaykkyysmatriisi ja {f} tunnettu ajasta riippuva voimavekto-
ri. Kaytettdessd muotofunktiocina Hermitianin 3. asteen polynomeja
(12) tarvitaan muuttujiksi solmuissa siirtymd ja nopeus, jotka ovat
nyt n-ulotteisia vektoreita. Merkitd&n solmusiirtymid solmuissa O

ja 1 vastaavasti (vert., kuva 1)

(Uly = {Ug gy v+ Uond' (ud, = {Up Uy een Uypdl (24)(25)
Jjoissa yhtd@ldiden oikealla puolella ensimmdinen indeksi viittaa sol-
muun ja toinen siirtym&n komponenttiin. Vastaavalla tavalla kuin
yhden vapausasteen tapauksessa yht&l6 (16) saadaan

(A 1A,1] [T, (8,,118,,1] [tuy,| ftc,d
+

_ _ (26)
(A Ag) | |0, [B,,1 [B,,1|]1d3, lu:z}

Matriisien [A] ja [B] osamatriisit [Aij]' [Bij] (i,j = 1,2) saadaan
yhtdldistd (17) ja (18) sijoittamalla lukujen m, c ja k paikalle
matriisit [m], [c] ja [k] yht&l&std (23) ja {C}:n osamatriisit {C)i
(i = 1,2) saadaan yht&léistd (19) sijoittamalla f:n paikalle {f} yh-
tdldsta (23). Matriisien [A] ja [B] koko yht&8l&iss&d (28) on siten
2n x 2n ja vektori {C} on 2n x1 matriisi, k&ytettdess&d 3. asteen Her-

mitianin polynomeja muotofunktiocina.

3.3 Stabiilius

Tarkastellaan yhtdldn (23) ratkaisemista. Integrointimenetelm&d sa-
notaan stabiiliksi, jos homogeenisen yht&18n ratkaisu (tass&d {u},
{U}) ei kasva rajatta. Jos menetelmd on stabiili jossakin koordinaa-
tistossa {u}, on ses stabiili myds muissa lineaarisella muunnoksslla
L (detL = 0) saaduissa koordinaatistoissa, siis myds pd&koordinaa-
tistossa. T&118in voidaan tarkastella yhtdlén (23) ({f} = {0}) rat-
kaisun stabiiliutta p&Bkoordinaatistossa {n}, jossa liikeyht&ldt
ovat kytkemdttomdt (tarkasti vain suhteellisella vaimennuksella,
vrt. [11] kappalse 4.8)

" . 2 = i
iy + 2£i wy Ny +mi ny o0, (i 1,2,...0) (27)
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jolloin riittd&d tarkastella vain viimeisen yht&ldn (i =n) ratkaisun
stabiiliutta (w; ¢w, ¢ ...¢ mn). Yht&ldn (16) perusteella (e,=c,= D)

on ratkaisu muotoa

sk
(ndy kot = (AU (28)

jossa

1

[A] = [A]"'[B] (29)

approksimaatiomatriisi. Stabiiliusehdoksi saadaan [12] nyt ([A} ei

symmatrinen)

p([A]) = max [Ajl s 1, (Aj on ominaisarvo.) (30}
J

Jjosta kriittinen aikaslementin pituus Atkp voidaan mé&rittas.
Hermitianin polynomeja kdyttdvd aikaelementtimenatelmd on siis eh-

dollisesti stabiili ja aikaelementin pituus At < Atkp madrdytyy
pienimm&n ominaisvdrdhdysajan T, perusteslla.

a([A])

e

Kuva 5. [13] Approksimaatiomatriisin spektriaalis&de.

Tédssd esitetty kaksisolmuista aikaelementtisd kdyttadvd menetelmd so-
veltuu hyvin muutaman vapausasteen lineaaristen liikeyht3ldiden rat-
kaisemiseen, on tarkkuudeltaan hyvd Houboltin, Wilsonin (6} ja
Newmarkin menetelmiin verrattuna ja on helppo kdyttd&. Kun liikeyh-
t81ldén vapausaste n on suuri, on po. menetelmissd varjopuolena k&&n-
nettdvan [A] matriisin kaksinkertainen koko 3. asteen Hermitianin
polynomeja kdytett&essd sekd symmetrisyyden ja rauhamaisuuden menetys.
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Raportissa [14] on johdettu Hermitianin 5. ja 7. asteen polynomit

ja laskettu niitd vastaavat alkiot [A], [B] ja {C} matriiseille (vrt.
(16)), jolloin matriisien koko on 3x3, 3x1 ja 4x4, 4x1 vastaavasti.
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