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Tiivistelmä. Yksi kontinuumimekaniikan peruskysymyksistä liittyy suhteellisen muodonmuu-
toksen mittaukseen, joka geometrisena konstruktiona on määriteltävissä usealla eri tavalla. Ar-
tikkelin tarkoituksena on selventää erilaisten muodonmuutosmittojen käsitteitä.
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Johdanto

Karkeasti jaotellen kontinuumimekaniikka koostuu (i) liikkeen ja muodonmuutoksen ku-
vauksesta (kinematiikka), (ii) jännityksen käsitteestä, (iii) kontinuumia koskevien fysii-
kan taselakien matemaattisesta formuloinnista sekä (iv) aineen käyttäytymistä kuvaavien
konstitutiivisten yhtälöiden muotoilusta. Tässä artikkelissa keskitytään liikkeen ja erityi-
sesti muodonmuutoksen kuvauksen käsittelyyn klassista tensorianalyysiä käyttäen. Siten
esityksen seuraaminen ei vaadi modernin differentiaaligeometrian tuntemusta.

Suhteellinen muodonmuutos on geometrisena konstruktiona määriteltävissä mielival-
taisen monella tavalla. Valittua venymämittaa vastaa kuitenkin tietty jännityksen määrit-
tely, sillä ainealkioon kohdistuvan jännityksen tehon tulee olla sama riippumatta käyte-
tystä venymä-jännitys -määrittelystä.

Kirjallisuudesta

Clifford Truesdell on yksi epälineaarisen kontinuumimekaniikan uranuurtajista. Hänen
yhdessä Walter Nollin kanssa kirjoittama ensyklopedia-artikkeli vuodelta 19652, jonka
päivitetty versio on julkaistu omana kirjanaan [24]. Kontinuumimekaniikan klassikko on
Malvernin kirja vuodelta 1969 [16], jonka aikalaisia ovat Eringenin [6], Fungin [8], Jaunze-
miksen [13] ja Leighin [15] teokset. Uudemmista esityksistä mainittakoon Ogdenin [19]
ja Holzapfelin [12] erinomaiset kirjat, jotka keskittyvät pelkästään elastisiin ja viskoelas-
tisiin materiaaleihin. Yleisempää lähestymistapaa edustavat Hauptin [10] ja Tadmorin,

1Vastuullinen kirjoittaja. reijo.kouhia@tut.fi
2Encyclopedia of Physics, Volume III/3, toimittanut S. Flügge.
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Kuva 1. Koordinaatisto ja kappaleen deformaatio.

Millerin ja Elliotin [23] teokset. Lyhyitä ja kompakteja kontinuumimekaniikan esityksiä
ovat Chadwickin [4] ja Spencerin [22] kirjat.

Merkinnät

Tässä esityksessä vektoreille käytetään lihavoituja kursiivikirjaimia ja toisen kertaluvun
tensoreille lihavoituja pystysymboleita. Esimerkiksi metrisiä tensoreita merkitään sym-
boleilla G ja g kun taas niihin liittyviin kantavektoreihin käytetään symboleita G ja g .
Dyaditulolle käytetään merkintää u ⊗ v.

Yleisen käyräviivaisen ei-suorakulmaisen koordinaatiston kovariantteja kantavektorei-
ta merkitään symboleilla GI ja g i. Karteesisen suorakulmaisen koordinaatiston kantavek-
toreita merkitään symboleilla e i, katso kuvaa 1.

Koordinaatistoinvariantissa tensorinotaatiossa kantavektorit eivät ole näkyvissä. Täl-
löin saattaa olla havainnollista indikoida kovariantti tai kontravariantti tensori. Kova-
rianttia tensoria merkitään yleisesti yläindeksillä [ ja kontravarianttia tensoria vastaavasti
yläindeksillä \, ([12], s. 83), [17, luku 1.4], [19, luku 1.4.3].

Kontinuumin liike ja deformaatiogradientti

Tarkastellaan kontinuumikappaletta B, joka sijaitsee kolmiulotteisessa Euklidisessa ava-
ruudessa. Tarkastellaan ajanhetkellä t = t0 pisteessä X sijaitsevan materiaalipisteen P
liikettä. Tarkasteluajanhetkellä t se on siirtynyt paikkaan x . Oletetaan, että materiaali-
pisteen liikkeen kuvaus voidaan ilmaista vektoriarvoisella jatkuvalla funktiolla χ, joka on
materiaalipisteen alkutilan koordinaattien X ja ajan t funktio, ja että kuvaus on kääntyvä,
eli

x = χ(X , t) ja X = χ−1(x , t). (1)
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Deformaatio- eli muodonmuutosgradientti määritellään kuvauksena joka muuntaa alku-
hetkellä pisteeseen X liitetyn differentiaalisen vektorin dX lopputilan pisteeseen x liite-
tyksi differentiaaliseksi vektoriksi

dx = FdX , (2)

jossa deformaatiogradientti F on kuvauksen χ tangentti

F =
∂χ

∂X
. (3)

Huomaa, että deformaatiogradientin määritelmässä on vain tavallinen osittaisderivaatta
eikä kovariantti derivaattaa, sillä kuvaus χ ei ole vektori vaan pistekuvaus, katso [17, sivut
47-48]. Tämä voidaan todeta helpoimmin kirjoittamalla deformoituneen tilan vektori (1)
muodossa

x = χi(X , t)g i. (4)

Mikäli materiaalikoordinaatiston vektori ilmaistaan kannan GI ja deformoituneen tilan
vektori vastaavasti kannan g i avulla, määritelmä (2) saa muodon

dxig i = F i
·Jg i ⊗GJ dXKGK = F i

·J dXJg i, (5)

jossa on käytetty kontravarianttien kantavektoreiden GI määritelmää GI·GJ = δI·J . De-
formaatiogradientin dyadiesitys on siten

F =
∂χi

∂XJ
g i ⊗GJ = F i

·Jg i ⊗GJ . (6)

Deformaatiogradientin polaarihajotelma voidaan kirjoittaa muodoissa

F(X , t) = R(X , t)U(X , t) = V(X , t)R(X , t), (7)

jossa R on rotaatiotensori, U ja V ovat vastaavasti oikean- ja vasemmanpuoleinen ve-
nytystensori (engl. right- and left stretch tensor). Usein käytetään Euleriaanista vasem-
manpuoleista venytystensoria, joka voidaan määritellä yhdistetyn kuvauksen avulla seu-
raavasti

v(x , t) = V(X , t) ◦ χ−1(x , t) = V(χ−1(x , t), t). (8)

Dyadimuodossa polaarihajotelma voidaan kirjoittaa seuraavasti

F = F i
·Jg i ⊗GJ = (Ri

·Kg i ⊗GK)(UL
·JGL ⊗GJ) = Ri

·KU
K
·J g i ⊗GJ (9)

= (V i
·kg i ⊗ gk)(Rl

·Jg l ⊗GJ) = V i
·kR

k
·Jg i ⊗GJ . (10)

Materiaalisia muodonmuutoksen mittoja

Ehkä tunnetuin Lagrangen esitystavan muodonmuutosmitta on Greenin-Lagrangen3 ve-
nymätensori E(X , t), joka määritellään viiva-alkioiden pituuksien neliöiden erotuksen
avulla seuraavasti

dx ·dx − dX ·dX = 2dX ·EdX , (11)

jossa viiva alkioiden pituksien neliöt ovat

dx ·dx = (dxig i)·(dxjg j) = dxidxjg i·g j = dxidxi, (12)

dX ·dX = (dXIGI)·(dXJG
J) = dXI dXJGI·GJ = dXI dXI . (13)

3Kutsutaan myös Greenin-St. Venantin venymätensoriksi [24].
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Deformaatiogradientin määritelmän (2) ja (5) mukaan

dx = dxig i = (F i
·Kg i ⊗GK)· dXIGI = F i

·K dXI(GK·GI)g i = F i
·K dXKg i, (14)

dx = dxig
i = (F ·Ki g i ⊗GK)· dXIG

I = F ·Ki dXI(GK·GI)g i = F ·Ki dXKg
i. (15)

Täten Greenin-Lagrangen venymätensorin lausekkeeksi saadaan

E = E·LKGK ⊗GL = 1
2
(F i
·KF

·L
i − δ·LK )GK ⊗GL. (16)

Käyttämällä alku- ja lopputilan kovariantteja metrisiä tensoreita

G[ = GIJG
I ⊗GJ , g[ = gijg

i ⊗ g j (17)

saadaan venymätensorin kovariantiksi muodoksi

E[ = EKLG
K ⊗GL = 1

2
(F i
·KF

·L
i GLM −GKM)GK ⊗GM

= 1
2
(F i
·KgijF

j
·L −GKL)GK ⊗GL. (18)

Koordinaatistoriippumattomin merkinnöin kovariantti Greenin-Lagrangen venymätensori
(18) voidaan kirjoittaa muodossa

E[ = 1
2
(FTF−G[). (19)

Mikäli deformoituneen tilan kantana käytetään konvektiivista kantaa gK , saa deformaa-
tiogradientti yksinkertaisen muodon F = δK·LgK ⊗ GL, jolloin Greenin-Lagrangen ve-
nymätensori yksinkertaistuu muotoon

E[ = 1
2
(gKL −GKL)GK ⊗GL. (20)

Termiä
C[ = FTF (21)

kutsutaan oikeanpuoleiseksi Cauchyn-Greenin muodonmuutostensoriksi ja sen käyttö suur-
ten muodonmuutosten konstitutiivisissa malleissa on yleisempää kuin Greenin-Lagrangen
venymätensorin4.

Avaruudellisia muodonmuutosmittoja

Deformaatiota voidaan tarkastella myös deformoituneesta tilasta käsin yhtälön (2) osoit-
tamalla tavalla. Yhtälöstä (2) seuraa

dX = F−1dx , (22)

jossa F−1 on deformaatiogradientin käänteistensori

F−1 =
∂XK

∂xi
GK ⊗ g i. (23)

Viiva-alkion dX (22) neliö saa nyt muodon

dX · dX = dx ·F−TF−1dx = dx ·b−1dx . (24)

4Tässä esityksessä käytetään englanninkielisile termeille strain, deformation, stretch suomenkielisiä
vastineita venymä, muodonmuutos ja venytys.
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Tensoria b = FFT nimitetetään Cauchyn-Greenin vasemmanpuoleiseksi muodonmuutos-
tensoriksi. Viiva-alkioiden pituuksien neliöiden erotus (11) saa nyt muodon

dx · dx − dX · dX = 2 dx ·e dx (25)

jossa tensori e on Almansin venymätensori, (myös Almansin-Eulerin tai Almansin-Hamelin
venymätensori)

e =
1

2
(g − b−1) =

1

2
[gij − (F−1)K.i GKL(F−1)L.j]g

i ⊗ g j. (26)

Konvektoituneita materiaalikoordinaatteja käytettäessä Almansin tensori on

e =
1

2
(gKL −GKL)gK ⊗ gL. (27)

Cauchyn-Greenin muodonmuutostensorit voidaan kirjoittaa muotoihin

C = FTF ja b = FFT . (28)

Tällöin voidaan todeta Greenin-Lagrangen ja Almansin venymätensoreiden väliset yhtey-
det

F−TEF−1 = e, FTeF = E. (29)

Polaarihajoitelman perusteella nähdään, että

C = U2 = RTv2R (30)

ja että5

b = RU2RT = v2. (31)

Yhtälöistä (30) ja (31) nähdään, että venytystensorit U ja v ovat lineaarisia venymän
mittoja ja siten ns. insinöörivenymän (l − l0)/l0 kaltaisia.

Yleistettyjä muodonmuutoksen mittoja

Muodonmuutostensorit C, U,b ja v ovat positiivisesti definiittejä symmetrisiä tensoreita,
joten niiden ominaisarvot (“päävenymät”) ovat positiivisia. Merkitään C:n päävenymiä
λ2K :lla ja niitä vastaavia ortonormeerattuja ominaisvektoreita (pääsuuntia) N̂K :lla. Yhtä-
löiden (30) ja (31) perusteella voidaan päätellä, että U:n ja v:n ominaisarvot ovat λK .
Lisäksi nähdään, että U:lla on samat ominaisvektorit kuin C:llä ja että v:n ominaisvek-
torit ovat n̂k = RN̂K .

Yleinen venymämitan muoto esitetään seuraavasti:

E = f(U) =
3∑

K=1

f(λK)N̂K ⊗ N̂K , (32)

e = f(v) =
3∑

k=1

f(λk)n̂k ⊗ n̂k. (33)

5Vasemmanpuoleinen venytystensori b\ on kontravariantti tensori.
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Venytystensorit U ja v ovat Lagrangen ja Eulerin esitystapojen mukaiset venymät. Funk-
tiota f nimitetään skaalausfunktioksi, joka on monotonisesti kasvava ja toteuttaa ehdot
f(1) = 0, f ′(1) = 1. Seth [21] ja Hill [11] ovat esittäneet skaalausfunktioksi

f(λ) =
1

m
(λm − 1), m 6= 0 ja f(λ) = lnλ, m = 0. (34)

Tätä skaalausfunktiota käyttäen kaavat (32) ja (33) johtavat muotoihin

E(m) =
1

m
(Um − I), (35)

e(m) =
1

m
(vm − i). (36)

Tämän mukaan Lagrangen esitystavan mukaiset venymämitat ovat

Lagrangen venymä: E = E(2) = 1
2
(U2 − I), (37)

Almansin venymä: e = RE(−2)RT , E(−2) = 1
2
(I−U−2), (38)

Biot’n venymä: UB = U− I = E(1), (39)

Henckyn venymä: E(0) = lnU =
3∑

K=1

(lnλK)N̂K ⊗ N̂K . (40)

Uusi venymämitta, Henckyn venymä E(0), on siis logaritminen vastaten yksidimensioista
muotoa elog = ln(l/l0). Eulerin esitystavassa edellä esitetyt venymät ovat

Lagrangen venymä: E = RTe(2)R, e(2) = 1
2
(v2 − i), (41)

Almansin venymä: e = e(−2) = 1
2
(i− v−2), (42)

Biot’n venymä: e(1) = v − i = RUBR
T , (43)

Henckyn venymä: e(0) = lnv =
3∑

k=1

(lnλk)n̂k ⊗ n̂k = RE(0)RT . (44)

Logaritmista venymää kutsutaan myös luonnolliseksi tai todelliseksi venymäksi. Tämä
johtunee siitä, että vetokokeessa todellisen jännityksen σ ja venymänopeuden ėlog tulo
σėlog on jännityksen todellinen teho. Logaritminen muodonmuutostensori on käyttökelpoi-
nen konstitutiivisten mallien yhteydessä, sillä se voidaan jakaa additiivisesti tilavuuden-
muutos- ja deviatoriseen osaan.

Biot’n venymämitta on “kiertymäneutraloitu insinöörivenymä”, eli se yhtyy infinitesi-
maalisen venymämitan määrittelyyn, kun materiaali ei kierry, jolloin R = I6. Biot’n ve-
nymää tai sen kaltaisia venymämittoja käytetään dimensioreduktiomalleissa kuten palk-
kien ja kuorten suurten siirtymien formulaatioissa, joissa Greenin-Lagrangen tapaisten
muodonmuutosmittojen käyttö johtaa ristiriitaan kinemaattisten otaksumien kanssa. Täl-
laiset mallit tunnetaan Cosseratin ja Reissnerin nimillä [1, luku VIII]. Katso myös esi-
merkkiä luvussa Geometrisesti tarkka tasopalkkimalli sivulla 96.

6Biot’n venymätensorille on käytetty myös nimeä Cauchyn venymätensori [14, 21].
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Kuva 2. Yksinkertainen leikkaus (k = 2/3, θ = −18, 4◦).

Esimerkkejä

Yksinkertainen leikkaus

Tarkastellaan kuvassa 2 havainnollistettua muodonmuutosta, jota kuvaavat yhtälöt

x1 = X1 + kX2, x2 = X2, x3 = X3. (45)

Kysymyksessä on X1X2-tasossa tapahtuva deformaatio, joten käsitellään sitä kaksidimen-
sioisena. Valitaan suorakulmainen karteesinen koordinaatisto ja siihen kuuluva ortonor-
meerattu kanta sekä alku- että lopputilan kannaksi.

Deformaatiogradientin lauseke on

F = e1 ⊗ e1 + ke1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e2. (46)

Konvektiivisen koordinaatiston kovariantit kantavektorit ovat

g1 = e1, g2 = ke1 + e2. (47)

Kontravariantit vektorit ratkaistaan helposti yhtälöstä g i·g j = δ·ji , josta nähdään, että
ne ovat

g1 = e1 − ke2, g2 = e2. (48)

Cauchyn-Greenin oikeanpuoleinen muodonmuutostensori on

C = FTF = e1 ⊗ e1 + ke1 ⊗ e2 + ke2 ⊗ e1 + (1 + k2)e2 ⊗ e2. (49)

Greenin-Lagrangen venymätensori on silloin

E =
1

2
(C− I) = (k/2)(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + (k2/2)e2 ⊗ e2. (50)

Cauchyn-Greenin vasemmanpuoleinen muodonmuutostensori on

b = FFT = (1 + k2)e1 ⊗ e1 + ke1 ⊗ e2 + ke2 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2. (51)
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Almansin venymätensori on

e =
1

2
(i− b−1) = (k/2)(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)− (k2/2)e2 ⊗ e2. (52)

Tasotapauksessa rotaatiotensori on muotoa

R = cos θe1 ⊗ e1 + sin θ(−e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + cos θe2 ⊗ e2, (53)

jossa θ on kiertymäkulma x3-akselin ympäri. Tällöin venytystensori U on

U = RTF

= cos θe1 ⊗ e1 + (k cos θ + sin θ)e1 ⊗ e2 − sin θe2 ⊗ e1 + (cos θ − k sin θ)e2 ⊗ e2. (54)

Koska venytystensori U on symmetrinen, saadaan ehto k cos θ + sin θ = − sin θ, josta
seuraa tan θ = −k/2. Venytystensorin U lauseke saa silloin muodon

U = cos θe1 ⊗ e1 − sin θ(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + [(1 + sin2 θ)/ cos θ]e2 ⊗ e2. (55)

Trigonometristen suureiden paikalle voidaan sijoittaa niiden lausekkeet k:n avulla lausut-
tuna

sin θ = −(k/2)/
√

1 + (k/2)2, cos θ = 1/
√

1 + (k/2)2. (56)

Vastaavalla tavalla saadaan venytystensori v

v = [(1 + sin2 θ)/ cos θ]e1 ⊗ e1 − sin θ(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + cos θe2 ⊗ e2. (57)

Logaritmisen venymän määrittämiseksi on laskettava aluksi muodonmuutostensorin C
ominaisarvot ja ominaisvektorit. Lausekkeen (49) avulla saadaan yhtälö[

1− λ2 k
k 1 + k2 − λ2

](
N̂1

N̂2

)
=

(
0
0

)
, (58)

josta seuraa yhtälö

λ4 − (2 + k2)λ2 + 1 = 0, josta saadaan λ21,2 = 1 +
k2

2
± k
√

1 + (k/2)2 (59)

ja edelleen

λ1 =
√

1 + (k/2)2 + k/2, λ2 =
√

1 + (k/2)2 − k/2 = λ−11 . (60)

Ominaisvektoreiksi saadaan yhtälöstä (58)

N̂ 1 = ae1 + be2, N̂ 2 = −be1 + ae2, (61)

jossa lyhenteet a ja b ovat

a =
1√
2

√
1− (k/2)/

√
1 + (k/2)2, b =

1√
2

√
1 + (k/2)/

√
1 + (k/2)2. (62)

Jos ominaisarvot ja ominaisvektorit lausutaan kulman θ funktioina, saadaan

λ1 =

√
1− sin θ

1 + sin θ
, λ2 =

√
1 + sin θ

1− sin θ
= λ−11 (63)

a =
1√
2

√
1 + sin θ, b =

1√
2

√
1− sin θ. (64)
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Silloin logaritminen venymä saa muodon

lnU = (lnλ1)(N̂ 1 ⊗ N̂ 1 − N̂ 2 ⊗ N̂ 2)

= (lnλ1) [sin θ(e1 ⊗ e1 − e2 ⊗ e2) + cos θ(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1)] . (65)

Ominaisvektorit antavat päävenymien suunnat. Lagrangen mukaiset suunnat X1-akselin
suhteen ovat

cosψL
1 = N̂ 1 · e1 =

1√
2

√
1 + sin θ, cosψL

2 = N̂ 2 · e1 = − 1√
2

√
1− sin θ. (66)

Vastaavasti Eulerin mukaiset päävenymäsuunnat ovat

cosψE
1 = n̂1 · e1 =

1√
2

√
1− sin θ, cosψE

2 = n̂2 · e1 = − 1√
2

√
1 + sin θ. (67)

Suoran palkin taivutus tasossa

Puhtaassa taivutuksessa alkutilassa suora sauva deformoituu ympyränkaaren muotoiseksi.
Palkin akselin venymättömyyden takia keskuskulma on θ = X1/R, jossa R on akselin
kaarevuussäde. Tarkasteltavan ainepisteen paikkavektorit alku ja lopputilassa ovat, katso
kuvaa 3

X = XKeK = X1e1 +X2e2, (68)

x = R sin(X1/R)e1 +R(1− cos(X1/R))e2 −X2 sin(X1/R)e1 +X2 cos(X1/R)e2

= (R−X2) sin(X1/R)e1 +
[
R + (X2 −R) cos(X1/R)

]
e2. (69)

Alkutilan kantavektorit deformoituvat konvektiivisen koordinaatiston kantavektoreiksi
gK , jotka voidaan lausua myös karteesisisen alkutilan kannan eK avulla seuraavasti:

g1 =
∂x

∂X1
= (1−X2/R) cos(X1/R)e1 + (1−X2/R) sin(X1/R)e2, (70)

g2 =
∂x

∂X2
= − sin(X1/R)e1 + cos(X1/R)e2. (71)

Kontravariantit kantavektorit gK voidaan määrittää ehdosta gK·gL = δ·LK . Deformaatio-
gradientin lauseke on

F = δK·LgK ⊗ eL = g1 ⊗ e1 + g2 ⊗ e2

=
[
(1−X2/R) cos(X1/R)e1 + (1−X2/R) sin(X1/R)e2

]
⊗ e1+

+
[
− sin(X1/R)e1 + cos(X1/R)e2

]
⊗ e2

= (1−X2/R) cos(X1/R)e1 ⊗ e1 − sin(X1/R)e1 ⊗ e2+

+ (1−X2/R) sin(X1/R)e2 ⊗ e1 + cos(X1/R)e2 ⊗ e2. (72)

Deformaatiogradientin F matriisi on siten

F =

[
(1−X2/R) cos(X1/R) − sin(X1/R)
(1−X2/R) sin(X1/R) cos(X1/R)

]
. (73)

Oikeanpuoleinen Cauchyn-Greenin muodonmuutostensorin C = FTF matriisi on

C =

[
(1−X2/R)2 0

0 1

]
, (74)
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X
2

1

Kuva 3. Palkin puhdas taivutus tasossa.

josta seuraa Greenin-Lagrangen muodonmuutostensoriksi

E = 1
2
(C− I) = E11e

1 ⊗ e1, (75)

jossa
E11 = −X2/R + 1

2
(X2/R)2. (76)

Mikäli deformaatiogradientille käytetään konvektiivista esitysmuotoa F = δK·LgK⊗eL,
Greenin-Lagrangen muodonmuutostensori saa muodon E = 1

2
(gKL − δKL)eK ⊗ eL, jossa

metrinen tensori on g = gKLg
K ⊗ gL, ja jonka matriisi on sama kuin C:n matriisi (74)

g =

[
g1·g1 g1·g2

g2·g1 g2·g2

]
=

[
(1−X2/R)2 0

0 1

]
= C. (77)

Huomaa, että tulos on sopusoinnussa napakoordinaatiston (r, θ) metrisen tensorin kanssa,
jonka nollasta eroavat alkiot ovat

grr = 1, gθθ = r2. (78)

Biot’n ja logaritmisen muodonmuutostensorin ainoaksi nollasta eroavaksi termiksi saa-
daan

E
(1)
11 = −X2/R, E

(0)
11 = ln(1−X2/R). (79)

Huomaa, että Biot’n venymä on lineaarinen koordinaatin X2-suhteen, joten sen jakauma
palkin korkeuden suhteen on sopusoinnussa palkkimallien yleisesti käytetyn siirtymäotak-
suman kanssa.

Deformaatiogradientin käänteistensori on

F−1 = (1−X2/R)−1(cos θe1 ⊗ e1 + sin θe2 ⊗ e1)− sin θe1 ⊗ e2 + cos θe2 ⊗ e2. (80)
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Sen avulla Almansin venymätensoriksi saadaan

e = F−TEF−1 = E11g
1 ⊗ g1. (81)

Yhtälöiden (70) ja (71) perusteella on helppo nähdä, että

g1 = (1−X2/R)−1(cos θe1 + sin θe2), g2 = − sin θe1 + cos θe2). (82)

Almansin venymätensoriksi (81) saadaan silloin

e = E11(1−X2/R)−2[cos2 θe1⊗ e1 + cos θ sin θ(e1⊗ e2 + e2⊗ e1) + sin2 θe2⊗ e2]. (83)

Tähän on loogista sijoittaa lopputilan koordinaatit x1 ja x2, jolloin

1−X2/R =
√

(x1/R)2 + (1− x2/R)2, (84)

cos θ =
1− x2/R√

(x1/R)2 + (1− x2/R)2
, (85)

sin θ =
x1/R√

(x1/R)2 + (1− x2/R)2
(86)

ja E11 on lausekkeen (76) mukainen.
Venytystensorin U määrittämiseksi todetaan aluksi muodonmuutostensorin C lausek-

keesta (74) sen ominaisarvot λ1 = 1−X2/R, λ2 = 1 ja ominaisvektorit N̂ 1 = e1, N̂ 2 =
e2. Venytystensori U on silloin

U = (1−X2/R)e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2. (87)

Rotaatiotensori on

R = cos θe1 ⊗ e1 + sin θ(−e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + cos θe2 ⊗ e2. (88)

Sillä kertomalla saadaan venytystensori

v = RURT = e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2

− (X2/R)[cos2 θe1 ⊗ e1 + sin θ cos θ(e1 ⊗ e2 + e2 ⊗ e1) + sin2 θe2 ⊗ e2]. (89)

Kuten Almansin venymässä tähänkin on loogista sijoittaa lopputilan koordinaatit x1 ja
x2. Sama tulos saadaan sijoittamalla ominaisarvot ja ominaisvektorit kaavoihin (33) ja
(42)

v = i + e(1) = i +
3∑

k=1

λkn̂k ⊗ n̂k. (90)

Henckyn venymät saadaan samaan tapaan sijoittamalla ominaisarvot ja ominaisvektorit
kaavoihin (40) ja (44).

Geometrisesti tarkka tasopalkkimalli

Geometrisesti lineaarisessa tapauksessa keskimääräisen poikittaisen leikkausmuodonmuu-
toksen huomioonottavaa palkkimallia kutsutaan Timoshenkon palkkimalliksi, jonka geo-
metrisesti epälineaarinen yleistys tunnetaan Reissnerin palkkimallin nimellä. Siinä paikal-
liset muodonmuutokset määritellään Biot’n muodonmuutoksen kaltaisella venymämää-
rittelyllä, sillä esimerkiksi Greenin-Lagrangen muodonmuutoksen käyttö johtaa ristirii-
taan palkkimallin kinemaattisten oletusten kanssa. Tunnetusti keskimääräisen poikittai-
sen leikkausmuodonmuutoksen huomioonottava palkkimalli perustuu seuraaviin oletuk-
siin: (i) palkin poikkileikkaukset säilyvät tasoina ja (ii) poikkileikkaussäikeet, jotka ovat
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deformoitumattomassa alkutilassa kohtisuorassa palkin akselia vastaan eivät veny defor-
maation aikana. Nämä oletukset voidaan toteuttaa olettamalla siirtymille esitys

u1(X1, X2) = u10(X
1)−X2 sin θ(X1), (91)

u2(X1, X2) = u20(X
1)−X2(1− cos θ(X1)), (92)

jossa θ(X1) on poikkileikkaustason kiertymäkulma. Deformaatiogradientin matriisi on

F =

 1 +
∂u1

∂X1

∂u1

∂X2

∂u2

∂X1
1 +

∂u2

∂X2

 =

 1 +
du10
dX1 −X2 cos θ

dθ

dX1 − sin θ

du20
dX1 −X2 sin θ

dθ

dX1 cos θ

 . (93)

Tasotapauksessa deformaatiogradientin polaarihajotelma voidaan laskea helposti kaavoilla
[12, sivu 88]

U =
1√

I1(C) + 2J(C)
[C + J(C)I] , (94)

R = FU−1, (95)

jossa I1(C) ja J(C) ovat oikeanpuoleisen Cauchyn-Greenin venymätensorin invariantit
I1(C) = C11 + C22 ja J(C) =

√
C11C22.

Palkkimallissa polaarihajotelmaa käyttökelpoisempi jako on

F = QŨ, jossa Q =

[
cos θ − sin θ
sin θ cos θ

]
, (96)

josta saadaan

Ũ = QTF =

[
(1 + (u10)

′) cos θ + (u20)
′ sin θ −X2θ′ 0

−(1 + (u10)
′) sin θ + (u20)

′ cos θ 1

]
, (97)

jossa on merkitty ()′ = d()/dX1. Tästä saadaan Biot’n venymän (39) kaltaiselle ve-

nymämitalle Ẽ
(1)

lauseke

Ẽ
(1)

= Ũ− I =

[
(1 + (u10)

′) cos θ + (u20)
′ sin θ − 1−X2θ′ 0

−(1 + (u10)
′) sin θ + (u20)

′ cos θ 0

]
=

[
Λ +X2K 0

Γ 0

]
,

(98)
jossa

Λ = (1 + (u10)
′) cos θ + (u20)

′ sin θ − 1, (99)

Γ = −(1 + (u10)
′) sin θ + (u20)

′ cos θ, (100)

K = −θ′. (101)

Edellä olevissa lausekkeissa Λ on palkin keskiviivan venymä, Γ poikkileikkauksen liukuma
ja suuretta K voitaneen kutsua palkin keskiviivan käyristymäksi7

Lopuksi

Epälineaarisessa kontinuumimekaniikassa muodonmuutoksen mitalle voidaan määritellä
mielivaltaisen monta suuretta. Artikkelin tarkoituksena on selventää joidenkin useimmin
käytettyjen muodonmuutosmittojen perusteita ja millaisissa tehtävissä niiden käyttö tuo
etua muihin muodonmuutosmittoihin verrattuna.

7Tarkkaan ottaen K on keskiviivan käyristymä vain kun Γ = 0.
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