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Muodonmuutoksen mitat kontinuumimekaniikassa

Juha Hartikainen, Reijo Kouhia!, Martti Mikkola, Jari Mikinen

Tiivistelmd. Yksi kontinuumimekaniikan peruskysymyksisti liittyy suhteellisen muodonmuu-
toksen mittaukseen, joka geometrisena konstruktiona on méériteltéivissad usealla eri tavalla. Ar-
tikkelin tarkoituksena on selventdé erilaisten muodonmuutosmittojen késitteité.
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Vastaanotettu 25.10.2016. Hyviksytty 8.12.2016. Julkaistu verkossa 9.12.2016.

Professori Juhani Kosken muistolle

Johdanto

Karkeasti jaotellen kontinuumimekaniikka koostuu (i) liikkkeen ja muodonmuutoksen ku-
vauksesta (kinematiikka), (ii) jannityksen késitteesté, (iii) kontinuumia koskevien fysii-
kan taselakien matemaattisesta formuloinnista seké (iv) aineen kayttdytymistd kuvaavien
konstitutiivisten yhtéléiden muotoilusta. Tésséa artikkelissa keskitytaéan liikkeen ja erityi-
sesti muodonmuutoksen kuvauksen késittelyyn klassista tensorianalyysid kayttden. Siten
esityksen seuraaminen ei vaadi modernin differentiaaligeometrian tuntemusta.

Suhteellinen muodonmuutos on geometrisena konstruktiona méaériteltavissd mielival-
taisen monella tavalla. Valittua venymémittaa vastaa kuitenkin tietty jannityksen maérit-
tely, silld ainealkioon kohdistuvan jannityksen tehon tulee olla sama riippumatta kayte-
tystd venymé-jannitys -mééarittelysta.

Kirjallisuudesta

Clifford Truesdell on yksi epélineaarisen kontinuumimekaniikan uranuurtajista. Hanen
yhdessd Walter Nollin kanssa kirjoittama ensyklopedia-artikkeli vuodelta 19652, jonka
péivitetty versio on julkaistu omana kirjanaan [24]. Kontinuumimekaniikan klassikko on
Malvernin kirja vuodelta 1969 [16], jonka aikalaisia ovat Eringenin [6], Fungin [8], Jaunze-
miksen [13] ja Leighin [15] teokset. Uudemmista esityksistd mainittakoon Ogdenin [19]
ja Holzapfelin [12] erinomaiset kirjat, jotka keskittyvét pelkdstaéan elastisiin ja viskoelas-
tisiin materiaaleihin. Yleisempéé ldhestymistapaa edustavat Hauptin [10] ja Tadmorin,

Vastuullinen kirjoittaja. reijo.kouhia@tut.fi
2Encyclopedia of Physics, Volume III/3, toimittanut S. Fliigge.
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Kuva 1. Koordinaatisto ja kappaleen deformaatio.

Millerin ja Elliotin [23] teokset. Lyhyitd ja kompakteja kontinuumimekaniikan esityksia
ovat Chadwickin [4] ja Spencerin [22] kirjat.

Merkinnat

Téssé esityksessa vektoreille kaytetddan lihavoituja kursiivikirjaimia ja toisen kertaluvun
tensoreille lihavoituja pystysymboleita. Esimerkiksi metrisid tensoreita merkitdédn sym-
boleilla G ja g kun taas niihin liittyviin kantavektoreihin kiytetdan symboleita G ja g.
Dyaditulolle kdytetdan merkintdd u ® v.

Yleisen kéayraviivaisen ei-suorakulmaisen koordinaatiston kovariantteja kantavektorei-
ta merkitdén symboleilla G ja g;. Karteesisen suorakulmaisen koordinaatiston kantavek-
toreita merkitdédn symboleilla e;, katso kuvaa 1.

Koordinaatistoinvariantissa tensorinotaatiossa kantavektorit eivit ole niakyvissa. Téal-
16in saattaa olla havainnollista indikoida kovariantti tai kontravariantti tensori. Kova-
rianttia tensoria merkitddn yleisesti ylaindeksilld b ja kontravarianttia tensoria vastaavasti
ylaindeksilla g, ([12], s. 83), [17, luku 1.4], [19, luku 1.4.3].

Kontinuumin liike ja deformaatiogradientti

Tarkastellaan kontinuumikappaletta B, joka sijaitsee kolmiulotteisessa FEuklidisessa ava-
ruudessa. Tarkastellaan ajanhetkelld ¢ = ¢y pisteessd X sijaitsevan materiaalipisteen P
liikettd. Tarkasteluajanhetkelld ¢ se on siirtynyt paikkaan x. Oletetaan, ettd materiaali-
pisteen liikkeen kuvaus voidaan ilmaista vektoriarvoisella jatkuvalla funktiolla x, joka on
materiaalipisteen alkutilan koordinaattien X ja ajan t funktio, ja ettd kuvaus on kdéantyva,

eli
z=x(X,1) ja X=x (1) 1)
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Deformaatio- eli muodonmuutosgradientti méaéritelliin kuvauksena joka muuntaa alku-
hetkelld pisteeseen X liitetyn differentiaalisen vektorin d X lopputilan pisteeseen x liite-
tyksi differentiaaliseksi vektoriksi

dez =FdX, (2)
jossa deformaatiogradientti F' on kuvauksen x tangentti
Ox
F=—-=2. 3
59X (3)

Huomaa, ettd deformaatiogradientin madritelméssia on vain tavallinen osittaisderivaatta
eiké kovariantti derivaattaa, silla kuvaus x ei ole vektori vaan pistekuvaus, katso [17, sivut
47-48]. Tamé voidaan todeta helpoimmin kirjoittamalla deformoituneen tilan vektori (1)
muodossa

z=x'(X,1t)g, (4)
Mikali materiaalikoordinaatiston vektori ilmaistaan kannan G; ja deformoituneen tilan
vektori vastaavasti kannan g, avulla, mééritelmé (2) saa muodon

dwigz‘ = F.Z;Igi ® G’ dXKGK = Ff] dXJQia (5)

jossa on kiytetty kontravarianttien kantavektoreiden G mésritelmisa G'-G; = 67 7. De-
formaatiogradientin dyadiesitys on siten
o’

Deformaatiogradientin polaarihajotelma voidaan kirjoittaa muodoissa
F(X,t) = R(X,)U(X,1) = V(X,)R(X¢), (7)

jossa R on rotaatiotensori, U ja 'V ovat vastaavasti oikean- ja vasemmanpuoleinen ve-
nytystensori (engl. right- and left stretch tensor). Usein kdytetddn FEuleriaanista vasem-
manpuoleista venytystensoria, joka voidaan mééritelld yhdistetyn kuvauksen avulla seu-
raavasti

v(z,t) = V(X,t)ox (z,t) = V(x ' (z,1),1). (8)

Dyadimuodossa polaarihajotelma voidaan kirjoittaa seuraavasti
F=Fj9,®G = (Rgg,®G")UjGL® G’) =R\ Ulg,® G’ (9)
= ( 29z ® gk)(R{ng ® GJ) = VZ‘R'ngi ® G’ (10)

Materiaalisia muodonmuutoksen mittoja

Ehki tunnetuin Lagrangen esitystavan muodonmuutosmitta on Greenin-Lagrangen?® ve-
nymétensori E(X,t), joka méiaritelldén viiva-alkioiden pituuksien nelididen erotuksen
avulla seuraavasti

de-dzx —dX-dX =2dX-EdX, (11)

jossa viiva alkioiden pituksien nelict ovat
dz-dz = (d'g;)-(dr;g’) = dz'dx;g,-g’ = da'dw;, (12)
dX-dX = (dX'G;)-(dX;G’)=dX'"dX,;G;-G" =d X"d X;. (13)

3Kutsutaan myos Greenin-St. Venantin venymiitensoriksi [24].
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Deformaatiogradientin médritelmén (2) ja (5) mukaan

dz = da'g, = (Fixg,® G¥)-dX'G, = Fi dX'(G"-G)g, = FixdX"g;,  (14)
de =dz;g' = (F;%¢'® Gg)-d X;G' = ;5 d X (Gk-G'g' = F*d Xgg'. (15)

Téaten Greenin-Lagrangen venymétensorin lausekkeeksi saadaan

E=FfG"® G, =L(FRF' -5 G" @ Gy. (16)

1
2
Kayttamalla alku- ja lopputilan kovariantteja metrisid tensoreita
G=G,G0G6, g=ggog (17)
saadaan venymaétensorin kovariantiksi muodoksi
E = Ex,GX @ GF = L(FL . F Gy — Grw) GX @ GM
(Flgi; %, — Ggr) GX @ G*. (18)

1
2
1
2

Koordinaatistoriippumattomin merkinnoin kovariantti Greenin-Lagrangen venyméatensori
(18) voidaan kirjoittaa muodossa

E =LF'F-Q). (19)

Mikéli deformoituneen tilan kantana kaytetdin konvektiivista kantaa g, saa deformaa-
tiogradientti yksinkertaisen muodon F = 6%g, ® G*, jolloin Greenin-Lagrangen ve-
nymétensori yksinkertaistuu muotoon

:Eb = %(gKL - GKL) GK X GL. (20)
Termié
C’=F'F (21)

kutsutaan oikeanpuoleiseksi Cauchyn-Greenin muodonmuutostensoriksi ja sen kaytto suur-

ten muodonmuutosten konstitutiivisissa malleissa on yleisempééd kuin Greenin-Lagrangen

venymiétensorin®.

Avaruudellisia muodonmuutosmittoja

Deformaatiota voidaan tarkastella myos deformoituneesta tilasta kdsin yhtdlon (2) osoit-
tamalla tavalla. Yhtélostd (2) seuraa

dX = F 'dz, (22)
jossa F~1 on deformaatiogradientin ké#inteistensori

OXK 4
Fl= = Grog (23)

Viiva-alkion d X (22) neli6 saa nyt muodon

dX -dX =dz-F 'Fldz = dz-b 'dz. (24)

4Tsssi esityksessi kiytetidn englanninkielisile termeille strain, deformation, stretch suomenkielisii
vastineita venymd, muodonmuutos ja venytys.
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Tensoria b = FF? nimitetetdin Cauchyn-Greenin vasemmanpuoleiseksi muodonmuutos-
tensoriksi. Viiva-alkioiden pituuksien nelididen erotus (11) saa nyt muodon

dz-dx —dX-dX =2dz-edz (25)

jossa tensori e on Almansin venymdtensori, (myos Almansin-Eulerin tai Almansin-Hamelin
venymdtensori)

e= %(g ~b7) = %[gij —(FYGr(F ) g’ @ g’ (26)

Konvektoituneita materiaalikoordinaatteja kiytettiessd Almansin tensori on

1
e= §(gKL — Gir)g"™ @ g". (27)
Cauchyn-Greenin muodonmuutostensorit voidaan kirjoittaa muotoihin
C=F'F ja b=FF. (28)

Talloin voidaan todeta Greenin-Lagrangen ja Almansin venymétensoreiden véliset yhtey-
det
F'EF '=e, F'eF=E. (29)

Polaarihajoitelman perusteella ndhdééan, etta
C =U?=R'V’R (30)

ja ettdd

b = RU’R’ = v2. (31)

Yhtaloistd (30) ja (31) ndhddén, ettd venytystensorit U ja v ovat lineaarisia venymén
mittoja ja siten ns. insindorivenymén (I — ly)/ly kaltaisia.

Yleistettyja muodonmuutoksen mittoja

Muodonmuutostensorit C, U, b ja v ovat positiivisesti definiitteja symmetrisié tensoreita,
joten niiden ominaisarvot (“paddvenymét”’) ovat positiivisia. Merkitdén C:n padvenymii
A2-:lla ja niit# vastaavia ortonormeerattuja ominaisvektoreita (pdisuuntia) N g:lla. Yhti-
16iden (30) ja (31) perusteella voidaan pédtelld, ettd U:m ja v:n ominaisarvot ovat Ak.
Liséksi ndhdéén, ettd U:lla on samat ominaisvektorit kuin C:ll4 ja ettd v:n ominaisvek-
torit ovat i, = RN g.

Yleinen venymémitan muoto esitetdédn seuraavasti:

E:f(U):Zf(AK)NK@)N& (32)
e=f(v) = ) @ fuy. (33)
k=1

5Vasemmanpuoleinen venytystensori b? on kontravariantti tensori.
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Venytystensorit U ja v ovat Lagrangen ja Eulerin esitystapojen mukaiset venymét. Funk-
tiota f nimitetddn skaalausfunktioksi, joka on monotonisesti kasvava ja toteuttaa ehdot
f(1) =0, f'(1) = 1. Seth [21] ja Hill [11] ovat esittdneet skaalausfunktioksi

fA)=—A\"=1), m#0 ja f(A)=InA, m=0. (34)
Tété skaalausfunktiota kiyttéden kaavat (32) ja (33) johtavat muotoihin
B = Lum -1, (35)

olm) —

(v —1). (36)

3= 3=

Tamén mukaan Lagrangen esitystavan mukaiset venymémitat ovat

Lagrangen venymaé: E=E® = LU -1, (37)
Almansin venymaé: e=REYR?, E?Y=11-U), (38)
Biot'n venyma: Ug=U-I1=EW, (39)
3
Henckyn venymaé: E® =nU = Z(ln A) N @ Ng. (40)
K=1

Uusi venymémitta, Henckyn venymd E©) on siis logaritminen vastaten yksidimensioista
muotoa ey = In(l/ly). Eulerin esitystavassa edelld esitetyt venymét ovat

Lagrangen venymé: E =R7e®R, e? = %(v2 —1i), (41)
Almansin venyma: e=el"? = Ti—v7), (42)
Biot'n venymé: el =v —i=RUgR", (43)
3
Henckyn venymé: e =Inv = Z(ln M)y @ ny, = REORT. (44)
k=1

Logaritmista venymé&éd kutsutaan myos luonnolliseksi tai todelliseksi venyméksi. Tama
johtunee siitd, ettd vetokokeessa todellisen jénnityksen o ja venyménopeuden é),, tulo
oéleg On jannityksen todellinen teho. Logaritminen muodonmuutostensori on kéyttokelpoi-
nen konstitutiivisten mallien yhteydessé, silld se voidaan jakaa additiivisesti tilavuuden-
muutos- ja deviatoriseen osaan.

Biot'n venyméamitta on “kiertyméneutraloitu insinéorivenymé”, eli se yhtyy infinitesi-
maalisen venyméimitan médrittelyyn, kun materiaali ei kierry, jolloin R = I°. Biot'n ve-
nymaéd tai sen kaltaisia venymémittoja kaytetdéin dimensioreduktiomalleissa kuten palk-
kien ja kuorten suurten siirtymien formulaatioissa, joissa Greenin-Lagrangen tapaisten
muodonmuutosmittojen kaytto johtaa ristiriitaan kinemaattisten otaksumien kanssa. Tél-
laiset mallit tunnetaan Cosseratin ja Reissnerin nimilla [1, luku VIII]. Katso myds esi-
merkkid luvussa Geometrisesti tarkka tasopalkkimalli sivulla 96.

5Biot’n venymitensorille on kiytetty myds nimeii Cauchyn venymiitensori [14, 21].
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X2, z?

kX?
X2
A~ NAl
N, %/ 5
e; = g* g2
O e =g Xl,Il
gl

Kuva 2. Yksinkertainen leikkaus (k =2/3, 6= —18,4°).

Esimerkkeja

Yksinkertainen leikkaus

Tarkastellaan kuvassa 2 havainnollistettua muodonmuutosta, jota kuvaavat yhtélot
o= X" EX?, 2t = X2 2P = X5 (45)

Kysymyksessd on X! X 2-tasossa tapahtuva deformaatio, joten kisitellééin sitd kaksidimen-
sioisena. Valitaan suorakulmainen karteesinen koordinaatisto ja siihen kuuluva ortonor-
meerattu kanta seké alku- ettd lopputilan kannaksi.

Deformaatiogradientin lauseke on

F=e®e' +ke;®e’+ e e (46)
Konvektiivisen koordinaatiston kovariantit kantavektorit ovat
g, =e1, g,=ke + e, (47)

Kontravariantit vektorit ratkaistaan helposti yhtilostia g,-g’ = 517 , josta ndhdéén, etta

ne ovat
g' =e' —ke?, g*=e” (48)

Cauchyn-Greenin oikeanpuoleinen muodonmuutostensori on
C=F'F=c'@e' +kel®e’+ke’®e' +(1+k)e’® e’ (49)
Greenin-Lagrangen venymétensori on silloin

E— %(c D)= (k/2)(e' ® &+ 2@ el) + (K/2)e’ @ €. (50)

Cauchyn—Greenin Vasemmanpuoleinen muodonmuutostensori on
b:FFT:(1+k52)61®€1+k’€1®62+k’62®€1+62®€2. (51)
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Almansin venymétensori on

e= %(1 —b Y =(k/2)(e'@ e+ e*®e') — (k*/2)e* ® e”. (52)

Tasotapauksessa rotaatiotensori on muotoa
R =cosfle, @ e +sinf(—e; ® e+ e; @ e') + cosfe, @ e, (53)

jossa 6 on kiertyméakulma wxs-akselin ympéari. Talloin venytystensori U on

U=R'F
=cosfle; ® e + (kcosf +sinf)e, ® e* —sinfle; ® e' + (cosf — ksinf) e, @ e*. (54)
Koska venytystensori U on symmetrinen, saadaan ehto kcosf + sinf = —sinf, josta
seuraa tan @ = —k/2. Venytystensorin U lauseke saa silloin muodon
U = cosfle; @ e' —sinf(e; ® e* + e, ® e') + [(1 +sin® )/ cos e, @ €. (55)

Trigonometristen suureiden paikalle voidaan sijoittaa niiden lausekkeet k:n avulla lausut-
tuna
sinf = —(k/2)//1+ (k/2)?, cosO =1/+/1+ (k/2)2. (56)
Vastaavalla tavalla saadaan venytystensori v
v = [(1 +sin?6)/cosfle, ® e' —sinf(e; ® e* + e; @ e') + cosfey ® e (57)

Logaritmisen venymén madrittamiseksi on laskettava aluksi muodonmuutostensorin C
ominaisarvot ja ominaisvektorit. Lausekkeen (49) avulla saadaan yht&lo

1 — N2 k N, 0
o] ()=o) e

josta seuraa yhtalo

M- 2+ k)M +1=0, jostasaadaan )\%,2 =1+ %2 + k1+ (k/2)2 (59)
ja edelleen
Mo=V1+ (k224 k/2, Xo=+/1+ (k/2)?—k/2=A". (60)
Ominaisvektoreiksi saadaan yhtalosta (58)
N, =ae; +bey, Ny=—be, +aes, (61)

jossa lyhenteet a ja b ovat

o= %\/1 C(kj2)/TE (B2 b= %\/1 (/2T 2P (62)

Jos ominaisarvot ja ominaisvektorit lausutaan kulman 6 funktioina, saadaan
/1 —sinf /14 sinf
! 1+sinf’ 2 1 —siné ! (63)

a= %\/1—1-81119, b= %\/1—31119. (64)
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Silloin logaritminen venymé saa muodon

InU = (hl)\l)(Nl@Nl —N2®N2)
= (ln)\l) [sin9(81 Xe —ey® 82) + COSQ(el X ey + ey ® 61)] . (65)

Ominaisvektorit antavat p#ivenymien suunnat. Lagrangen mukaiset suunnat X!-akselin
suhteen ovat

V1 —sin6. (66)

. 1 )
cosl = Ny-e; = —+/1+4sinf, cosypy = Ny-e = —

V2

Vastaavasti Eulerin mukaiset padvenyméasuunnat ovat

Sl

1 1
COS@Z)?:’fll'el:E 1 —siné, COS¢g:ﬁ2'€1=—Evl+Sin9' (67)

Suoran palkin taivutus tasossa

Puhtaassa taivutuksessa alkutilassa suora sauva deformoituu ympyréankaaren muotoiseksi.
Palkin akselin venymiittomyyden takia keskuskulma on § = X'/R, jossa R on akselin
kaarevuussiade. Tarkasteltavan ainepisteen paikkavektorit alku ja lopputilassa ovat, katso
kuvaa 3

X =X¥er =X'e; + X?ey, (68)
x = Rsin(X'/R)e; + R(1 — cos(X'/R))ey — X?sin(X;/R)e; + X*cos(X'/R)e,
= (R— X*)sin(X'/R)e; + [R+ (X* — R) cos(X'/R)] es. (69)

Alkutilan kantavektorit deformoituvat konvektiivisen koordinaatiston kantavektoreiksi
g, jotka voidaan lausua myos karteesisisen alkutilan kannan ey avulla seuraavasti:

91 = 58; = (1—X?/R)cos(X'/R)e; + (1 — X*/R)sin(X"'/R)e,, (70)
g9: = 88;:2 = —sin(X'/R)e; + cos(X'/R)es,. (71)

Kontravariantit kantavektorit g% voidaan miirittié ehdosta g-g* = d£. Deformaatio-
gradientin lauseke on

F=dlgroe =g e +g,0¢€
= [(1 = X*/R)cos(X'/R)e; + (1 — X*/R)sin(X'/R)es] ® e'+
+ [—sin(X'/R)e; + cos(X'/R)es] @ €
= (1—X?/R)cos(X'/R)e; ® e* —sin(X'/R)e; ® e*+
+(1—X?/R)sin(X'/R)e; @ e' + cos(X'/R) ey ® €’. (72)

Deformaatiogradientin F matriisi on siten

P (1 - X?/R)cos(X'/R) —sin(X'/R) (73)
| (1—=X?/R)sin(X'/R) cos(X'/R)
Oikeanpuoleinen Cauchyn-Greenin muodonmuutostensorin C = FYF matriisi on
Y2/ P)2
o= [u-xmr 0] -
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Xl

Kuva 3. Palkin puhdas taivutus tasossa.

josta seuraa Greenin-Lagrangen muodonmuutostensoriksi

E=3(C-I)=Epe ®e, (75)
jossa

En = —-X?/R+ L(X?/R)*. (76)

Mikiili deformaatiogradientille kiiytetiin konvektiivista esitysmuotoa F = 6% g, @ e®,
Greenin-Lagrangen muodonmuutostensori saa muodon E = %(gKL — 5KL)6K ® el jossa
metrinen tensori on g = gxr g% ® g*, ja jonka matriisi on sama kuin C:n matriisi (74)

91°91 91°92 (1 _XQ/R)2 0
= = =C. 77
g [ g:>°91 92°9> ] { 0 1 (77)

Huomaa, etté tulos on sopusoinnussa napakoordinaatiston (r, #) metrisen tensorin kanssa,
jonka nollasta eroavat alkiot ovat

Grr = 17 goo = 7’2‘ (78)

Biot'n ja logaritmisen muodonmuutostensorin ainoaksi nollasta eroavaksi termiksi saa-
daan

EY = _x?/R, EY =mn(1 - X?/R). (79)

Huomaa, etté Biot'n venymé on lineaarinen koordinaatin X?-suhteen, joten sen jakauma
palkin korkeuden suhteen on sopusoinnussa palkkimallien yleisesti kdytetyn siirtyméotak-
suman kanssa.

Deformaatiogradientin kéénteistensori on

F!'=(1-X?R) ' (cosfe, ® e' +sinfe, ® e') —sinfe; ® e* + cosfe;, @ e (80)
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Sen avulla Almansin venymétensoriksi saadaan

e=F'EF'=FE,9'®g" (81)
Yhtéaloiden (70) ja (71) perusteella on helppo nahdé, ettd
g'=(1—X?/R) ' (cosfe' +sinfe®), g*= —sinfe' + cosfe?). (82)

Almansin venymétensoriksi (81) saadaan silloin
e=F;(1—X?/R) ?[cos’le' @ e' +cosOsinf(e' @ e+ e’ @ e') +sin’fe* ® e*]. (83)

T#hin on loogista sijoittaa lopputilan koordinaatit x! ja 22, jolloin

1 - X*/R=+/(z!/R)* + (1 - 22/ R)?, (84)
1-2%/R

cosf = , 85

VETRE+ (L /R )

sin ) = /R (86)

V(@ /R)? + (1 - 2?/R)?
ja Eq; on lausekkeen (76) mukainen.
Venytystensorin U méérittédmiseksi todetaan aluksi muodonmuutostensorin C lausek-
keesta (74) sen ominaisarvot A\; = 1-X?/R, Ay = 1 ja ominaisvektorit N; = e;, Ny =
e,. Venytystensori U on silloin

U= (1-X?/R)e;®e' +e,® €. (87)
Rotaatiotensori on
R = cosfle; @ e' +sinf(—e;, ® e* + e, @ e') + cosfe; ® e”. (88)

Silla kertomalla saadaan venytystensori

v=RUR! = e; @ e! + e, ® &?
— (X?/R)[cos* e, ® €' +sinfcosf(e; ® e* + es ® e') +sin’ ey ® €?]. (89)

Kuten Almansin venymissi tihinkin on loogista sijoittaa lopputilan koordinaatit z! ja

22, Sama tulos saadaan sijoittamalla ominaisarvot ja ominaisvektorit kaavoihin (33) ja
(42)

3
v=itel) =i+ ) Ny @y (90)
k=1
Henckyn venymét saadaan samaan tapaan sijoittamalla ominaisarvot ja ominaisvektorit
kaavoihin (40) ja (44).

Geometrisesti tarkka tasopalkkimalli

Geometrisesti lineaarisessa tapauksessa keskiméériisen poikittaisen leikkausmuodonmuu-
toksen huomioonottavaa palkkimallia kutsutaan Timoshenkon palkkimalliksi, jonka geo-
metrisesti epélineaarinen yleistys tunnetaan Reissnerin palkkimallin nimell&. Siinéd paikal-
liset muodonmuutokset méaritelldin Biot'n muodonmuutoksen kaltaisella venym&améa-
rittelylld, silla esimerkiksi Greenin-Lagrangen muodonmuutoksen kaytto johtaa ristirii-
taan palkkimallin kinemaattisten oletusten kanssa. Tunnetusti keskimééréisen poikittai-
sen leikkausmuodonmuutoksen huomioonottava palkkimalli perustuu seuraaviin oletuk-
siin: (i) palkin poikkileikkaukset siilyvit tasoina ja (ii) poikkileikkaussiikeet, jotka ovat
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deformoitumattomassa alkutilassa kohtisuorassa palkin akselia vastaan eivit veny defor-
maation aikana. Namé oletukset voidaan toteuttaa olettamalla siirtymille esitys

ut (X, X?) = uh(Xh) — XZsinf(X 1Y), (91)
W (X1, X?) = ug(X1) — X2(1 — cos O(X1)), (92)
jossa 8(X!) on poikkileikkaustason kiertymikulma. Deformaatiogradientin matriisi on
ou! ou' du}
1 14 —> — X? — s
P + X1 X2 _ + del cos GXm sin 0 (93)
Ou + o duy _ X?sinf 19 cos 0 |
oX! oX? ax? HYaxT

Tasotapauksessa deformaatiogradientin polaarihajotelma voidaan laskea helposti kaavoilla
[12, sivu 88|

1
Y RO 7200
R=FU (95)

[C+J(O)NT], (94)

jossa [1(C) ja J(C) ovat oikeanpuoleisen Cauchyn-Greenin venymétensorin invariantit

]1(0) = 011 + CQQ ja J(C) =/ 011022.

Palkkimallissa polaarihajotelmaa kéayttokelpoisempi jako on

~ . cosf) —sinf
F=QU, Jjossa Q= [ sinff  cos# } ’ (96)
josta saadaan
= o [ (T4 (u)))cosO + (ud) sinf — X200
U=QF= { —(1+4 (u)))sinf + (ud) cos b 1|’ (97)

jossa on merkitty ()’ = d()/dX!. Tistd saadaan Biot'n venymin (39) kaltaiselle ve-

nymémitalle E(l) lauseke

5 1= [(1+(ué)’)cos@+(u3)’sin6’—1—X28’ O] _ {A—FXQK 0
—(1+ (u}))sin b + (u2) cosb 0 I 01’
(98)
jossa
A= (1+ (uy))cosd + (uf) sinf — 1, (99)
= —(1+ (up))sind + (ug) cos, (100)
K=—¢. (101)

Edelli olevissa lausekkeissa A on palkin keskiviivan venymé, I' poikkileikkauksen liukuma
ja suuretta K voitaneen kutsua palkin keskiviivan kiyristymiksi’

Lopuksi

Epélineaarisessa kontinuumimekaniikassa muodonmuutoksen mitalle voidaan méaéritella
mielivaltaisen monta suuretta. Artikkelin tarkoituksena on selventéé joidenkin useimmin
kaytettyjen muodonmuutosmittojen perusteita ja millaisissa tehtdvissé niiden kdytto tuo
etua muihin muodonmuutosmittoihin verrattuna.

"Tarkkaan ottaen K on keskiviivan kiyristymi vain kun I' = 0.
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