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Voimapari ja sen momentti

Tapio Salmit

Tiivistelma. Artikkelissa tarkastellaan kahden voimavektorin muodostamaa tiettyd voima-
systeemid, voimaparia. Osoitetaan, ettd voimaparin voimavektorien summa on nolla huolimatta
slitd, ettd voimien suunnikaslakiaksioomaa ei voida soveltaa. Liséksi osoitetaan, ettd voimaparin
momentti on vapaa vektori eli riippumaton valitusta momenttipisteestéa.
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Professori Juhani Kosken muistolle

Johdanto

Jaykan kappaleen mekaniikan teoriassa tarkastellaan kappaleeseen vaikuttavia
voimasysteemejd ja niiden yhdistdmistd mahdollisimman yksinkertaiseen muotoon.
Tassa yhdistamistydssé on tukeuduttava mekaniikan peruslakeihin ja vain niihin. Talla
varmistuu, ettd alkuperdisen ja yhdistetyn voimasysteemin ulkoinen vaikutus
kappaleeseen séilyy. Voimien suunnikaslaki on peruslaki, joka esittdad, miten kappaleen
(tai sen kuvitellun jatkeen) samaan pisteeseen vaikuttavat kaksi voimaa Fq ja F»
yhdistetdan resultanttivoimaksi
R=F®F,. )

Yhteenlaskumerkki @ merkitsee tdssa ja jatkossa suunnikassadnnon mukaista summaa-
mista.

Jos voimat Fq ja F, eivat vaikuta jaykan kappaleen samaan pisteeseen, niin ne
voidaan siirtdd vaikutussuoriaan pitkin niiden suuruutta tai suuntaa muuttamatta
suorien leikkauspisteeseen voimien siirtolain perusteella. Talldin tasossa tai
avaruudessa kulkevien vaikutussuorien on leikattava toisensa. Jos ndin ei ole, voimien
yhdistamismenettely vaatii lisatarkastelun.
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Kuva 1. Kappaleeseen vaikuttavat yhdensuuntaiset voimat Fq ja F,, Fq# F».

Tarkastellaan kuvan 1 kahden voiman voimasysteemia { Fi, Fz} , jonka voimat ovat
yhdensuuntaisia, mutta erisuuria eli F;= F,. Jaetaan voimavektori F, suunnikaslain
avulla kahteen komponenttiin F3 ja F5 kuvan 1 mukaisesti 2. Taman jalkeen siirretaan
komponentti F3 voiman siirtolain avulla toisen voiman F; vaikutuspisteeseen P;.
Sovelletaan voimiin F; ja F% suunnikaslakia, jolloin saadaan niiden resultantti R.
Siirretdén saatu resultantti R, vaikutussuoraansa pitkin komponentin F3
vaikutussuoran leikkauspisteeseen P5, johon myds komponentti F3 siirretaan. Taman
jalkeen resultantti R, ja komponentti F% voidaan laskea suunnikaslain avulla yhteen,
jolloin saadaan alkuperaisen voimasysteemin { Fi,F,¢ resultantti.

Edella esitetty peruslakeihin perustuva menettely onnistui, kun F;#F,.
Tarkastellaan seuraavassa tilannetta, jossa voimavektorit ovat yhta pitkat eli F;=F,
(kuva 2). Jaetaan nytkin ensin voima F, kahteen komponenttiin F% ja F% kuvan 2
mukaisesti ja siirretidn komponentti F3 vaikutussuoraansa pitkin voiman F;
vaikutuspisteeseen P;. Taman jalkeen muodostetaan voiman F; ja komponentin F%
resultantti R ;.

Kuvan 2 tummennetut kolmiot ovat yhtenevia (sks), josta seuraa, ettd kolmioiden
vastinkulmat ovat yhta suuret eli o, = o 1. Ndin ollen resultantin R4 ja komponentin
F% vaikutussuorat ovat yhdensuuntaiset eikd Kkyseisid vektoreita voida siirtad
vaikutussuoriensa leikkauspisteeseen. Talla menetelméllad alkuperdisen voimasysteemin
resultantin muodostaminen epaonnistui tapauksessa F;=F».

2V/iiva vektorinuolen paalla tarkoittaa, ettd kyseiseen vektoriin on tehty laskutoimitus eli se on
pois pelistd. Vektoria kuvissa esittdd nuoli ja sen vieressa oleva vektorin suuruutta esittava
skalaarisymboli.
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Kuva 2. Kappaleeseen vaikuttavat yhdensuuntaiset voimat Fq ja F,, F1=F.

Voimapari

Kahden yhtd suuren, mutta vastakkaissuuntaisen voiman F ja —F muodostamaa
voimasysteemia {F,—F} sanotaan voimapariksi (couple). Kuvassa 3 voimat on
suunnistettu ykkosvektorin e avulla, jolloin {F,—F}={Fe,—Fe}.

Kuva 3. Voimapari { F,—F}.

Yleisyyttd kunnioittaen valitaan kappaleen massakeski0 G siten, ettei se ole
valttamatta voimaparin maéérittelemdsséd tasossa, ja jos onkin, niin voimaparin
maadrittelema taso ei ole valttamatta kappaleen paahitaustaso.
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Kuvan 2 yhdensuuntaiset voimat F;=Fe ja F,=—-Fe muodostavat voimaparin.
Edella todettiin, ettd kyseisen voimasysteemin resultantin maarittdminen suunnikaslain
ja voiman siirtolain avulla epaonnistui.

Mekaniikan oppikirjoissa, esimerkiksi [1, 3 - 7 ] pa4saantoisesti vain todetaan, etta
voimaparin voimien resultantti R =0. Toisaalta voimapari ja sen momentti ovat aivan
keskeisessa asemassa jaykan kappaleen mekaniikan voimasysteemien yhdistdmisen
teoriassa. Siksi seuraavassa télle vaitteelle esitetaan todistus.

Vdite 1: Voimaparin { F,—F} voimien F ja —F resultantti R=0.

Kuvaan 2 liittyvd voimien suunnikaslakiin ja siirtolakiin perustuva menettely ei nyt
toimi. T&std syystd kannattaakin kayttad hyvéksi dynamiikan massakeskion liikkeen
lausetta ([ 2], s. 266)

R=mag, @)

jossa ag on massakeskion G (fysikaalinen) kiihtyvyys ja R kappaleeseen vaikuttavan
ulkoisen voimasysteemin resultantti. Lauseen mukaan partikkelisysteemin (ja myos
jaykén kappaleen) massakeskio G liikkuu kuin partikkeli, jonka massa on yhta suuri
kuin kappaleen kokonaismassa m ja johon vaikuttavat ulkoiset voimat.

Tulos ei edellytd voimien vaikutussuorien tuntemista, joten se on voimassa
silloinkin, kun ulkoisten voimien vaikutussuorat eivat kulje massakeskion kautta tai
eivat edes leikkaa toisiaan. Tastd seuraa, ettd voimaparin voiman F1 = F = Fe
aikaansaama massakeskion G kiihtyvyys

a;=Fy/m=F/m (3)

(vaikka voiman F, vaikutussuora ei kulje massakeskion kautta). VVastaavasti voimaparin
toisen voiman F, = —F = —F e aikaansaama massakeskion G kiihtyvyys

a,=F,/m=-F/m 4)

(vaikka voiman F, vaikutussuora ei kulje massakeskion kautta).

Partikkelin  fysikaalinen kiihtyvyys a on dynamiikan peruslain  mukaan
verrannollinen voimaan, josta seuraa, ettd sen yhteenlasku noudattaa suunnikaslakia.
(Usein fysiikassa valitaan Kiihtyvyyden suunnikaslaki peruslaiksi, joka talléin korvaa
voiman suunnikaslain). Nyt voidaan kirjoittaa

aG=a1®32=£@(—%j=0. (5)

Soveltamalla tulosta (2) paadytéan tulokseen

R=mag=mO0=0. (6)

Siis voimaparin voimien resultantti R =0. Kappaleen massakeskid pysyy siis
paikallaan (ellei ole jo ennestdan tasaisessa suoraviivaisessa liikkeessd) ja kappale on
talloin enintddn palloliikkeessd massakeskion ympari.
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Voimaparin momentti

Mekaniikan  oppikirjoissa  lasketaan ~ voimaparin  voimien  momenttivektorit
mielivaltaisen pisteen Q suhteen erikseen (kuva 4) ja saadut momenttivektorit lasketaan
perustelematta yhteen suunnikaslain avulla. Tdmé& menettely on kuitenkin luvallista
vain, jos voimat vaikuttavat samaan pisteeseen, jolloin kysymyksessd on
momenttilauseen (Varignon lauseen) soveltaminen.

Kuten edellisessd luvussa esitettiin, voimaparin {F,—F} voimia ei voida
peruslakeja kayttamélld saattaa vaikuttamaan samaan vaikutuspisteeseen, joten
momenttilauseen kéyttdminen téssa tapauksessa on suljettava pois. Oppikirjoissa[1] ja
[ 3] ongelma on ratkaistu siten, ettd voiman momentin pisteen suhteen maaritelméaan on
sisdllytetty kyseisten momenttivektorien yhteenlasku suunnikaslain mukaisesti. Tama
on kuitenkin vaarallista, silla antamalla suureille mé&é&ritelmén luonteisesti liikaa
ominaisuuksia voidaan aiheuttaa teoriaan sisdisia ristiriitoja.

Viite 2:  Voimaparin { F,—F} voimien
F.=F=Fe , F,=-F=-Fe (7)

momenttivektoreiden summa mielivaltaisen pisteen Q suhteen on
riippumaton momenttipisteen Q valinnasta.

Kuva 4. Voimapari { F,—-F } ja momenttipiste Q.
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Merkitd&n kuvan 4 voimaparin { F,—F} voiman F;=F = Fe vaikutuspisteen P;
paikkavektoria r,; momenttipisteesta Q ja voiman F, =—-F =—F e vaikutuspisteen P,
paikkavektoria r, pisteestd Q. Vaikutuspisteiden valista relatiivista
paikkavektoria merkitaan rp p, .

Lauseen todistuksessa kannattaa kayttaa virtuaalisen tehon (tai tyon) kasitettd. Tata
varten annetaan kuvan 4 jaykélle kappaleelle virtuaalinen kulmanopeus o, joka tuottaa
vaikutuspisteille P; ja P, virtuaaliset nopeudet Vp, ja Vp,. Talléin kyseiseen kappa-
leeseen vaikuttava voimapari { F,—F} tuottaa virtuaalisen tehon

SP:F]_.VP1+F2.VP2' (8)

Toisaalta jaykan kappaleen kinematiikan mukaan nopeusvektoreiden vélilla on yhteys
(siirtopistelause)

VPZ:VP]_@(DXer/Pl’ (9)

jossa oikean puolen vektoreiden yhteenlaskussa kéytetdén suunnikaslakia.
Sijoitetaan yhteys (9) lausekkeeseen (8) ja otetaan huomioon F;=F ja F,=-F.
Talléin saadaan
SP:FOVp1+(—F)O(VPl@C0erzlpl). (10)

Soveltamalla suunnikaslain mukaiseen summaan osittelulakia voidaan Kirjoittaa
Skalaarikolmitulon kiertosé&nnén mukaan lauseke (11) menee muotoon

Voimaparin momentilla M tarkoitetaan momenttivektoria, joka tuottaa yhta suuren
virtuaalisen tehon kuin voimaparin voimien F;=F ja F, =—F yhteenlaskettu teho (8),
josta on muokattu lauseke (12). Tallgin voidaan kirjoittaa

3P=Mew=(rpsp,xF)o. (13)

Koska yhtdldo (13) on voimassa Kkaikilla kinemaattisesti kayvilla virtuaalisilla
nopeuskentill4 eli V@, on oltava

Lopputuloksesta (14) nahdaan, ettd voimaparin momentti on riippumaton mistaan
momenttipisteestd, joten momentin symboli ei tarvitse mitaan alaindeksid. VVoimaparin
momenttivektori M on siis vapaa vektori.
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Tuloksen (14) mukaan voimaparin momentti voidaan laskea voiman F;=F
momenttina toisen voiman F,=—F vaikutuspisteen P, suhteen ja se voidaan piirtaa
kyseiseen momenttipisteeseen P, .

Kuva 5. Voimaparin { F,—F } momenttivektori M.

Tehddan vield lyhyt lisatarkastelu: Kuvasta 4 néhdé&éan paikkavektoreiden vélinen
yhteys
ri=ro,®rpp, = Ipyp,=r®(-ry). (15)

Sijoittamalla yhteys (15) tulokseen (14) saadaan osittelulakia soveltamalla
M=(ri®(-ry))xF=rixF@r,x(-F)

Tuloksen mukaan voimaparin momenttivektori M saadaan voimaparin voimien
mielivaltaisen pisteen Q suhteen laskettujen momenttivektoreiden

Magi=rixF; , Mqga=r,xF, (17)

suunnikaslain mukaisen yhteenlaskun tuloksena. Tama selittdd sen, ettd tuloksen (16)
loogisesti ennenaikainen soveltaminen ei johda ristiriitoihin.

Loppusanat

Mekaniikan peruskurssien yliopisto-opetuksessa pyritdan esittdmaan klassillisen jaykan
kappaleen mekaniikan oppirakennelma mahdollisimman johdonmukaisessa muodossa.
Talla opiskelijoille annetaan parhaimmat mahdollisuudet oppia ja ymmartaa vaikeaksi
koetun oppiaineen teoreettiset perusteet ja sen sovellukset insindoritieteisiin, Tassé
Kirjoituksessa pyritdan terastdméan erdiden statiikan teorian keskeisten suureiden,
voimaparin ja sen momentin, ominaisuuksia. Ndin mahdollistetaan voimasysteemien
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yhdistamisen teorian viimeistely lopulliseen muotoonsa ja luodaan edellytykset
mekaniikan insinoritehtévien sujuvalle ratkaisemiselle.
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