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Johdanto

Suhteellinen muodonmuutos kontinuumimekaniikassa voidaan méaarittad usealla tavalla
(2, 5, 7, 8, 9]. Kutakin venymémittaa vastaa tietty jannitysmitta. Johdonmukainen me-
nettely jannitysten ja venymien vastaavuuden méérittdmiseksi on asettaa jannitysten te-
hot yhté suuriksi eri mittoja kiytettéessd. Sitd varten on tarpeellista selvittda aluksi ve-
nymien muutosnopeuksia. Systemaattinen menettely on kayttda Lien derivaattoja (Ma-
rius Sophus Lie, 1842-1899, norjalainen matemaatikko) [5, 2] (Hill [2] kéyttd4 nimitysta
konvektiivinen derivaatta), jotka kuvaavat tensoriluonteisten suureiden derivaattoja eri
kantajarjestelmissé lausuttuina.

Kontinuumin liike ja Lien derivaatta

Tarkastellaan kappaleen B liikettéd karteesisessa koordinaatistossa, jonka kiinteét kanta-
vektorit eq, es, e3 toteuttavat ehdot

er-ex = Irx. (1)

Kappaleen liikkeen kuvaus on x = x(X, t) = z’e, alkutilan X = X¥ey ja ajan t funktio-
na. Deformaatiogradientti F méarittda muodonmuutoksen ja rotaation alkutilan pisteessé
X sijainneen ainepisteen Py ympéristossi (Kuva 1)

oxk

F:mek®eL:F’Zek®eL. (2)
Deformaatiogradientin polaarihajoitelma [5, §]
F=RU=VR (3)
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Kuva 1. Kappaleen liike, alkutila ja lopputila.

jakaa deformaation venyméosaan U tai V ja rotaatioon R. Deformaatiogradientin kdan-
teistensori on
L oxK «
F = or eK®ei:G:GhieK®e,~. (4)

Deformoituneen tilan konvektoituneet kantavektorit ovat

g1, 82, 83, j& g17g27g37 (5)
siten etta

gk =Fex = Fie;, g'=FTe,=Cle;, ja gx-g"=g"-g=0. (6
Selvyyden vuoksi alkutilan indekseind kéytetédédn isoja kirjaimia ja deformoituneen ti-
lan indekseiné pienid kirjaimia, vaikka suureet referoidaan samaan koordinaatistoon, ts.
kantajirjestelmiin {ex }. Karteesisen koordinaatiston kovariantit ja kontravariantit kan-
tavektorit ovat samat, mistd syysté niissd kdytetdédn vain alaindekseja. Konvektoituneil-
le kantavektoreille kédytetddn myos isoja indeksikirjaimia osoittamaan, ettd ne kuuluvat
konvektoituneisiin koordinaattiviivoihin.

Lien tai konvektiivisen derivaatan havainnollistamiseksi tarkastellaan aluksi vektorin
aikaderivaattaa pelkin rotaation tapauksessa, ts. F = R. Vektori A = AXgy, jossa
konvektiivinen kantavektori on gx = Reg, derivoidaan ajan suhteen

A= AKgK + AKgK = AKgK + AKQgK = AKgK + QA. (7)
Tensori €2 on rotaationopeus 2 = RR”. Konvektiivinen derivaatta
Ac= Afgr = A - QA (8)

on koordinaatiston mukana kiertyvén havaitsijan toteama vektorin A muutosnopeus. Jos
se on nolla, niin vektorin A muutosnopeus aiheutuu vain rotaatiosta A = QA. Lien
derivaattana konvektiivinen derivaatta méaaritetdan kuvaamalla kiertynyt vektori takaisin
kiinteéén koordinatistoon (pull-back)

Afex =RTA (9)
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ja derivoimalla sitten ajan suhteen
A¥er =RT(A +RRTA) =RT(A — QA) (10)
ja siirtdmalla lopuksi takaisin kiertyvain koordinaatistoon (push-forward)
RAXex = A=A — QA (11)

Kaavan (11) mukaista aikaderivaattaa jiykén rotaation tapahtuessa nimitetdin myos ko-
rotationaaliseksi (corotational) derivaataksi [5, 7].

Toisen kertaluvun tensorin T = TX%g, @ g, = T%e; ® e;, materiaalinen aikaderivatta
on

T=T"gy®g +T*gx ® g, + T gy ® g, = T°+ LT + TL”, (12)
jossa L on nopeusgradientti
. o' Ov;
L=FF'= a—zkei R e = a_:;kei ® e, = Lixe; @ e. (13)
Konvektiivinen (mukana kulkeva) aikaderivaatta
T°=T-LT - TL” (14)

voidaan muodostaa Lien derivaattana seuraavalla tavalla: 'vedetdan’ tensori T takaisin
alkutilaan eli tehddén takaisinveto (pull-back)

FI'TF ' =T"eg®er.
Sitten derivoidaan ajan suhteen
Tley @ e, = F'TFT + FITF 7  F'TF 7 = F (T - LT - TLT)F7. (15)

Sen jilkeen 'tyonnetddn’ derivoitu tensori takaisin deformoituun tilaan eli tehdéén eteen-
tyonto (push-forward)

F(TKLeK X eL)FT = TKLgK QgL = T°=T-LT - TL". (16)

Vastaavalla tavalla muodostetaan kontravariantissa kannassa lausutun tensorin
T = Txrg® ® gl Lien derivaatta. Aluksi tehdiin takaisinveto

F'TF = Txrex ®ey.
Sen jélkeen derivoidaan ajan suhteen
Txrex ® e = FI'TF + FITF + F'TF = F'(T + LT + TL)F (17)
ja suoritetaan eteentyonto
F T (Txrex @ e )F ' =Tk g8 0gl =T, =T+ LT+ TL. (18)

Esimerkiksi Kirchhoffin jinnityksen ¥ = %£lg; @ g; Lien derivaatta on kaavan (16)
mukaan ' KL ' .
F(Xflex e )FT =3 grog =X = -LY - SLT. (19)

Almansin-Eulerin venymétensorin e = exg” ®g’ Lien derivaatta on kaavan (18) mukaan
. 1
é,=F TEF !'=é+L'e+elL = 5(L +1L7) =d, (20)
jossa E = Exrex ® ey on Greenin-Lagrangen venymétensori.
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Jannitysten ja venymien vastaavuudet

Kutakin venyméamittaa vastaa tietty jannitysmitta. Vastaavuuksien méarittamiseksi kay-
tetddn menettelyd, jossa jannitysten tehot eri mittoja kiytettdesséd asetetaan yhtéd suu-
riksi. Lahtokohdaksi valitaan symmetrisen Cauchyn jannityksen o teho venyménopeuden
d suhteen deformoituneessa tilassa [9, 5, 8, 2, 7, 6]

PAdV = o :ddV = oc%dy dV. (21)

Venyménopeus d on nopeusgradientin symmetrinen osa

1 1
d:§(L+LT), W:E(L—LT). (22)
Antisymmetrinen osa w on nimeltdin pyorteisyystensori (spin tensor, vorticity tensor).

Kayttamélld nopeusgradientin lauseketta (13) yhtélo (21) voidaan saattaa muotoon

1 . . 1 . .
PdV =0 : §(F1«“—1 +FTFN)dV = 5[tr(F—TFTa) +tr(a’FTFT)dV =

1 . . .
= 5(aF—T F+o'F T .F)dV = JoF T FdV,. (23)
Nopeusgradienttia vastaava jannitys on ensimméinen Piolan-Kirchhoffin jannitystensori

(PK1)

K

. X
P=JoF T =pPfe ey =Jo"
oxF

Jannitystensori PK1 on epdsymmetrinen, mutta huomataan helposti, ettd se toteuttaa
momenttitasapainoehdon

e ®ek. (24)

FP” = PF”. (25)

Se on lisdksi ns. kahden pisteen tensori, jonka ensimméinen indeksi (komponentin suunta)
viittaa deformoituneeseen tilaan ja toinen (pinnan normaalin suunta) viittaa alkutilaan.
PK1 vaikuttaa deformoituneen tilan pinta-alkioon kohdassa x, vaikka se on laskettu al-
kutilan pintaa kohti kohdassa X niin, etté sen avulla méaritetty jannitysvektori on sama
kuin Cauchyn jannityksen avulla laskettu

PNdA = tda = onda. (26)

dA ja da ovat pinta-alkiot alku- ja deformoituneessa tilassa ja N ja n niiden yksikkonor-
maalit. Pinta-alkioiden vililld pitee Nansonin kaava JF~TNdA = nda.
Yhtélon (20) avulla saadaan sijoittamalla yhtdloon (21)

PAV =0 :F TEF 1AV = Jtr(FTETFlo)dV, =
= JF 'oF T EdV, =S : EdV,. (27)

Greenin-Lagrangen venyméd E vastaava jannitys on toinen Piolan-Kirchhoffin jannitys-
tensori S (PK2)
S=JF'oF T =F 'P=5"ex®e,. (28)

Se on pseudojéannitys siind mielessé, ettéd se on laskettu alkutilan pintaa kohti ja etté siitéd
médritetty jannitysvektori
to = SN (29)
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on pseudojannitysvektori, joka on siirrettava deformaatiogradientin avulla deformoitunee-
seen tilaan, jotta siitéd tulisi todellinen jannitysvektori t

FtodA = tda = onda. (30)

Biot’'n [1] jannityksen tehon maérittdmiseksi todetaan aluksi polaarihajoitelmasta F =
RU = VR saatava nopeuksien viélinen yhteys

F=RU+RU=RU+RR'F =RU + QF,
F=VR+ VR =VR+FR’R =VR +FR'QR, (31)

jossa @ = RR”, Q7 = —Q on antisymmetrinen rotaationopeustensori. Yhtilosti (23)
seuraa aluksi

PdV =P : FdV, = tr(FTP)dV, = tr[(RU 4+ QF)TP|dV; =
= tr(UTRTP + FTQ"P)dV, = (RTP : U + PF’ : Q)dV}.

Jaetaan tensorit RTP ja PFT symmetrisiin ja antisymmetrisiin osiin

1 1
R'P = 5(RTP +PTR) + 5(RTP —P'R) = Bs + By,
1 1
PF’ = §(PFT +FPT) + §(PFT — FPT). (32)

Y1la olevan yhtalon oikeanpuoleisin termi havida PK1-jannityksen momenttitasapainon
(25) takia. Lisdksi U:n symmetrian ja :n antisymmetrian takia jannitystehon lauseke
supistuu muotoon

PAV = By : UdV, (33)

joka esittdd Biot’'n jannitysten tehoa. Siis Biot'n jannitys
Bs = %(RTP +P'R) = %(Us +SU) (34)
ja venytystensori U ovat toisiaan vastaava pari. Toisaalta yhtélostéd (31) saadaan
U=R!(F -QF) =RT(V+VQ-QV)R, (35)
jolloin yhtélostéd (33) seuraa
PdV = Bg: UdV, = r[RT(V4+VQ-QV)'RBg]dV; = Bs : (V+VQ—-QV)dV;. (36)
Biot'n jannitys kierretysséd kannassa Reg on
Bs = RBsR'. (37)

Venytysnopeuksien U ja \Y% yhtélon (35) esittamé yhteys on V:n rotaation mukainen Lien
derivaatta . . '
RUR" =V, =V +VQ-QV. (38)

Logaritminen venymé& on huomattavasti monimutkaisempi tapaus. Kuitenkin tilanne
on varsin yksinkertainen venymén péadsuuntien pysyessd muuttumattomina, kuten seu-
raava tarkastelu osoittaa. Otaksutaan, ettd venytystensorin U pédvenymét ovat Aj, Ay ja
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\3 ja vastaavat paisuunnat yksikkovektorien N, N®) ja N®) mukaiset. Venytystensori
voidaan esittdd silloin muodossa [2]

3
U=> ANOgN® (39)

i=1
ja logaritminen venymé& muodossa

3
U =) (In))N® N, (40)
=1

Yhtalsita (39) ja (40) nimitetddn Lagrangen esitystavan mukaisiksi. Vastaavat Eulerin
esitystavan mukaiset ovat

3
V=RUR" =) An®” @n® (41)
=1
’ 3
IV =R(mUR" =) (In\)n”@n". (42)
=1

Tensorien U ja V péadvenymit ovat samat. Yksikkovektorit n® = RN® = 1,2, 3 ovat
tensorin V pissuunnat. Olkoon R ortogonaalinen tensori (ominaisvektorien N muo-
dostama) niin, ettid N® = R{e;. {e;} on kiintes ortonormeerattu kanta. P#afisuunnan
aikaderivaatta on N = RMe; = RORMWTNG = QNG Venytystensorin (39) ja
logaritmisen venymén (40) aikaderivaatat ovat silloin

3
U=) ANOeNO+oPUu-ua®, (43)
=1
3 .
(nU)* => (ANNHIND @NO + QP 1InU - (nU)Q™. (44)

=1

Vastaavasti padsuunnan n® aikaderivaatta on n® = RN(f) + RN® = RR”n® +

ROPRTN® = QF)In® . Kun rotaation R aikaderivaatta on R = QR, nihdiin, etti
QP =+ RQPRT, (45)

Télloin Eulerin esitystavan mukaisten venytystensorin (41) ja logaritmisen venymén (42)

aikaderivaatat ovat ;

V=> An"@n®+ 0"V _-va® (46)
=1
3 .
V)*=>" (A" @n® + QP mV — (ln V)", (47)

i=1

Deformaatiogradientin lausekkeesta F = VR saadaan
F=VR+VR,F'=R'V
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Kuva 2. Yksinkertainen leikkaus

mista seuraa

L=FF'!=VV1'lqivQv? (48)

ja edelleen

1 1 . . 1
d= 5(L + L") = §(VV—1 + VIV + E(VQV‘I —-Viav) =

—Z)\/\ 'n® gn® +ZQ]L) 2)\/\i ®n(j), (49)
7]
1 T | ~1y 1 -1 -1
:§(L—L):§(VV -V V)+§(VQV +V7QV) =
NS+ A2
—Q® _ Zﬂfj” %Y ‘n® @n), (50)
i#£]

Kaavoista (43) ja (49) nihdisn, ettd jos padsuunnat N eivit muutu, ts. Q%) = 0, niin
R(InU)*R” = ZAAl @ @n® = d. (51)

Kaavoista (44), (45) ja (47) seuraa myos
R(InU)’'R” = (InV)* - QInV + (In V)2 =d. (52)

Siis, kun padsuunnat N eiviit muutu, niin pagsuunnat n® muuttuvat vain jaykéan kap-
paleen rotaation mukaisesti kuten kaavasta (45) ndhddan. Talloin voidaan paatelld, etta
logaritmista venymaéé vastaa Cauchyn jannitys. Yleisempi tapaus on huomattavasti mut-

kikkaampi, ks. [3, 4].

Esimerkki: Yksinkertainen leikkaus

Tarkastellaan esimerkkiné yksinkertaista leikkausta karteesisessa koordinaatistossa
o= X"+ kX2 2P=X%E P2 =X

?
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Kysymyksessid on deformaatio X'X?2-tasossa, joten kiisitelliiin asiaa kaksidimensioise-
na. Deformaatiogradientti, sen kddnteistensori, nopeusgradientti, rotaatiomatriisi ja kier-
tyméanopeusmatriisi ovat

A=y o= ] m= ] 5]

cosf) —sinb 0 -1/
[R]:[SmQ cos 6 ]’ [Q]:{l 0 }9'

Konvektoituneet kantavektorit ovat
g1 =e, g =ke +ey, glzel—k?GQa g =e".

Greenin-Lagrangen venymaé ja venyménopeus ovat

a-yomn-m-3[2 2], 8-(4, %]

Almansin-Eulerin venymaé ja sen konvektiivinen venyménopeus ovat

A= @-wE =50 S| waw=] 0, ).

Oikeanpuoleinen venytystensori ja sen muutosnopeus ovat

ipiTie | cosf  sinf4kcosf | | cosd —sinf
U] = R [F] = [ —sinf cosf —ksinf | | —sinf (1 +sin*6)/cosd
: —sinf —cosf .
vl = [ —cosf sinf(1+2cos™20) } 0
Kiertymiskulman 6 ja parametrin k vélinen yhteys tan § = —k /2 seuraa matriisin [U] sym-

metriachdosta —sinf = sin 6 + k cos 6. Vastaavasti vasemmanpuoleinen venytysmatriisi
ja sen muutosnopeus ovat

B v | cos@—ksin® sinf+kcosf | [ (1+sin®6)/cosf —sinf
V] = [F]E] [ —sinf cos 0 - —sind cosf |’

V)= { —cosf —sinf 9,

sin (1 + 2 cos™20) —cos@] :

V] = V] — [QI[V] + [V][Q] = 6 [ —sinf(1 —2cos™260) cosf(1 —2cos™20) 1 .

cos (1 —2cos™20) sin 0

Tilavuus ei muutu deformaation tapahtuessa, joten J = detF = 1 ja dV = dVj. Jannitysten
teholausekkeet ovat

P=c:d=tr <{ 1-52 k(/)z r { o 012 D — (012 + o) (/2),

021 022

- 1T
: 0 k P11 P12 ;
P=P:F= =P,
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. T
_Q - — 0 k?/2 S Siz . :
P — S . E — tr <|: k/2 kk :| |: 5,21 522 :|> — (512 _'_ 521 + QkSQQ)(k/Q)

T
_ e —siné —cos 0 Bsu Bsi ) =
PBS.Utr<[_COSQ sin9(1+2/00829)1 [Bsm 3522}>9

= <[Bsz2(1 + 2/ cos? ) — Bg11]sin @ — (Bgya + Bga1) cos 0)9,

V.
—sinf(1 —2cos™26) cosf(1 —2cos™26) T Bsi1 Bsio -
cos 0( 1 —2cos™20) sin 0 Bgoy Bsas B

— ((1 — 2cos™? 9)[—3511 sin 6 + (BSlg + 3521) cos 0] + Bggo sin 9)0

Néamé lausekkeet ovat keskendén yhté suuria, mikd nahdééan kun otetaan huomioon jéanni-
tysten viliset yhteydet (23), (27), (34) ja (37) ja PK1-jannitysten momenttitasapainoehto
(25), josta seuraa Py = Py + kPsy. Kirjoitetaan vield nékyviin jannitysten lausekkeet
Cauchyn jéannityksen funktioina

P=JoF 7T el {Pﬂ Prp ] — [‘711 — ko2 o012 ] |

Py Py 091 — koga 09

S—F P el { S11 Sia ] _ { o1 — k(012 + 091) + k%099 012 — kogo ]

Sa1 Sao 091 — koag 022
1 1
Bs =3 (R"P+P'R) = 5(US +SU),
jonka matriisin

Bsii Bsia
B p—
[Bs] [ Bsa1  Bsaz }

alkiot ovat

3
Bgyy, = o31cos6 + 5(012 + 091) 8in 0 + 2095 sin” §/ cos 6,
Bgis = 5(3022 — 011)8in 6 + 013 cos O — 091 5in? 0/ cos b,
1
Bgy = 5(3022 — 011)sin 0 + 091 cos ) — o195in% 0/ cos b,

BSQQ = 092 cosf — 5(0’12 + 0'21) sin 6.

Vastaavasti kiertyneessé koordinaatistossa Biot’'n jannityksen

—_

Bs = - (PR” + RP") = RBsR"
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matriisin alkiot ovat

~ 1
Bsii = o11cos80 + 5(012 + 091) sin 6,

Bgis = 5(011 + 099) sinf + 012/ cos b,
. 1 _
Bgyy = 5(011 + 099) sin @ + 091/ cos b,

1
Bgyy = 022(1+sin29)/0089+5(012+021)Sin9.

Logaritmisen venymén maéérittdmiseksi ratkaistaan aluksi Cauchyn oikeanpuoleisen
venymiitensorin C = FTF ominaisarvot ja -vektorit. Yht#losté

det (C—NT) = (N - 2+ k)N +1=0
seuraa
k? k
)\i2:1+?i 1+(§)2

ja edelleen
k k 1&£sinf

>\172: 1+(§)2:|:§ = W, /\2:)\Il.

Edelld  sinf = —(k/2)//1+ (k/2)?, cosf = 1/y/14 (k/2)? seuraavat yhteydesta

tanf = —k/2. Kayttaméalla merkintoja
a=+/(14+sinf)/2, b=+/(1—sinfh)/2
ominaisvektorit saavat muodon
NO = qe; +bey, NO® = —pe; +ae;,, nY =be, +aey, n® = —ae; + be,.

Matriisit [RP)], [QB)] [RP)] ja [QP)] ovat silloin

w2 2], oo e -0 0 1]

[RE)] = [ 2 —ba C[a®] = [R(E)} [R(E)}T _ g {(1) _01 } |

Logaritmiset venymét voidaan esittéis seuraavasti, jolloin on otettu huomioon Ay = Ay,

2
InU = Z(ln MN® @ NO = (In\)[sinf(e; ® e; — e; @ e5) + cosb(e; @ e; + ezeq)],
=1

2
InV = Z(ln An® @n® = (In))[—sinf(e; ® e, — e, @ €;) + cosf(e; ® ey + eze1)].
i—1

Téssd tapauksessa pddsuunnat muuttuvat aina deformaation tapahtuessa, ts. kun 6 =
—kcos®0/2 # 0. Niin ollen logaritmista venyméé ei vastaa Cauchyn jénnitys, vaan jokin
monimutkaisempi jannityssuure.
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Yhteenveto

Artikkelissa on tarkasteltu tavanomaisten jannitys- ja venymémittojen vastaavuutta kon-
tinuumimekaniikassa. Tarkastellut venyméamitat ovat Greenin-Lagrangen, Almansin-Eulerin,
Biot'n ja Henckyn logaritminen venymé, joiden venyméanopeudet on myo6s méédritetty.
Venymié vastaavat jannitysmitat on johdettu asettamalla jénnitysten tehon lausekkeet
yhtédsuuriksi. Logaritmisen venymén osalta on tarkasteltu vain tapausta, jossa venymén
padsuunnat eiviat muutu deformaation tapahtuessa. Tuloksia on havainnollistettu yksin-
kertaisen leikkauksen tapauksessa.
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