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Pitaako virtuaalisten siirtymien olla infinitesimaalisia?

Juha Paavola ja Eero-Matti Salonen'

Tiivistelma. Artikkelissa kasitelldén virtuaalisen tyon periaatteen opetusta erityisesti
virtuaalisten siirtymien tyypin (&irellinen vai ingnitemmaalinen?) annalta. Aihetta
tarkastellaan kahden yksinkertaisen esimerkkitapauksen avulla soveltaen direllisid virtuaalisia
siirtymid. Ndin saadaan korostetusti esille virtuaalisen ja todellisen tyon Kkisitteiden
eroavaisuudet.
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opetus
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Johdanto

Usein esitetyn toteamuksen mukaisesti virtuaalisen tyon periaatteen tarkedd asemaa
mekaniikassa yleensa ja rakenteiden mekaniikassa erityisesti ei voida yliarvioida.
Periaatteen opetukseen saattaa kuitenkin liittyd tiettyja vaikeuksia. Ongelma on
seuraava. Mekaniikan opetus nojautuu — tai sen ainakin tulisi nojautua — edeltévasti
matematiikan opetuksessa jo saatuihin valmiuksiin. Ndin on tilanne luultavasti mm.
vektorilaskennan ja tavallisten differentiaaliyhtdléiden teorian osalta. Mutta termi
"virtuaalinen ty6" ei varmaankaan herdtd aluksi normaalissa opiskelijassa mitéan
kasitystd vastaavasta matemaattisesta yhteydestd. Terminologia voi pikemminkin
synnyttdd lahinnd mystiikkaa. Tahan sopii ldhteen [1, s. 22] toteamus: "Virtual
displacements have been said to be imaginary, which has seemed to imply that they are
endowed with mystical properties.” Taten opetuksessa olisi hyva poistaa mahdollinen
mystiikka ja tuoda esille kyseessé oleva matemaattinen tausta.

Taman artikkelin tarkoituksena on kuvata erityisesti yhtd virtuaalisen tyon
periaatteen piirrettd: tavanomaista vaatimusta virtuaalisten siirtymien infinitesi-
maali®sesta luonteesta. Kasittelemalla tiettyjen esimerkkien yhteydessa vaihtoehtoisesti
mya0s aarellisiéd virtuaalisia siirtymid virtuaalisen tyon ja todellisen tyon kasitteiden ero
tulee korostetusti esille ja voi ndin ollen lisata periaatteen ymmarrysta.

! Vastuullinen kirjoittaja. eero-matti.salonen@tut. fi

181



Infinitesimaalisiin virtuaalisiin siirtymiin liittyvd tavanomainen virtuaalisen tyon
periaate Kirjataan tdssa seuraavasti (virtuaalinen tydyhtalo)

SVW = 8’WEXt+8'Wim — 0 (l)

eli kappaleeseen (usein sanotaan myos systeemiin) vaikuttavien ulkoisten voimien ja
kappaleessa vaikuttavien siséisten voimien yhteensa tekemé virtuaalinen tyd on nolla.
Dynaamiset tapaukset tulevat mukaan késittelemalla hitausvoimat ulkoisina voimina.
Kirjallisuudessa kaytetyt merkinnat vaihtelevat jonkin verran. Tassa ylépilkulla pyritaan
korostamaan ensinnékin, ettd kyseessa eivat ole kappaletta koskevat todelliset
tyGsuureet, jotka vaatisivat siis aina ajan muutosten mukanaoloa. Liséksi ylapilkku
korostaa, ettd kyseessa ei ole yleensd jonkin suureen W variaatio tai muutos.
Esimerkiksi tunnetusti kappaleeseen tehty ty0 ei ole termodynamiikan sanaston mukaan
kappaleen "ominaisuus" eli tilasuure kuten esimerkiksi kappaleen liike-energia ja ei siis
voida puhua esimerkiksi tydsuureen variaatiosta.

Adrellisten virtuaalisten siirtymien mukainen virtuaalinen tyoyhtalo esiintyy
Kirjallisuudessa harvoin. Tdssa se kirjataan vastaavasti muotoon

AW = AW L AWt =, )

Seuraavassa luvussa selostetaan tarkemmin seka yhtélon (1) ettd (2) termien sisaltoa
partikkelimekaniikassa.

Partikkelisysteemi

Partikkelimekaniikka muodostaa opetuksessa virtuaalisen tyOon periaatteen parhaan
lahtokohdan, koska tarvittava matematiikka on siind yksinkertaisimmillaan. Edetdén
samaan tapaan kuin lahteessa [2, s. 421] kayttden kuitenkin erilaisia merkintdja.
Systeemin partikkeliin i vaikuttaa resultoiva ulkoinen voima F; ja resultoiva sisdinen
voima f;. Systeemin tasapainoyhtalét ovat (N on systeemin partikkelien lukuméaara)

F+fi=0, i=L1..,N. ©)

Nama N vektoriyhtaldd ovat tdysin samanarvoiset skalaariyhtalon

N

> (F+f) ZF—-W +Zf w; =0 4)

i=1

kanssa, jossa vektorit w; ovat mielivaltaisia (engl. arbitrary). Skalaariyhtdlé on siis
saatu kertomalla kukin tasapainoyhtélo (3) puolittain vektorilla w; ja laskemalla saadut
yhtdlot puolittain yhteen. Matemaattisessa mielessdé on siis vain muodostettu
tasapainoyhtéldiden lineaarikombinaatio. Paattely muodosta (4) takaisin muotoihin (3)
perustuu ilmeiselld tavalla juuri "painovektoreiden™ w; mielivaltaisuuteen. Jos sitten
Kirjoitetaan

Wi = Sl’i f (5)
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ja pidetddn suureita or; mielivaltaisina virtuaalisina siirtyming, saadaan tulos
(virtuaalinen tyoyhtalé (1))

8!W = S,W ext + S!W int — 0 ’ (6)
jossa
" N
SWE =S Fedr, @)
i=1

on systeemiin vaikuttavien ulkoistenvoimien tekema virtuaalinen tyo ja

) N
Srwmt = Zfi-SI’i = —Z SIJ 85” (8)
i=1 ij

systeemissd vaikuttavien sisdisen voimien tekema virtuaalinen tyd. Lausekkeen (8)
viimeisen muodon johto ja merkint6jen selitys on esitetty liitteessa A.

Dynaamisessa tapauksessa yhtaloiden (3) oikealla puolella esiintyy ilmeisin
merkinndin termi m;a;. Tama voidaan ottaa huomioon niin haluttaessa toistamatta
johtoa soveltamalla hitausvoima-ajattelua korvaamalla lausekkeen (7) termi F; termill&
Fi —mja; . Jatkossa téssa tullaan tarkastelemaan vain staattisia tapauksia.

Lahteen [2] tyyppinen virtuaalisen tyon periaatteen johtamistapa — siis tapa, jossa
ei aluksi puhuta mitdan virtuaalisista siirtymista — on erittdin suositeltava, koska
manipulaatiossa yhtaloista (3) yhtaloon (4) tulee selvasti esille ensinndkin, ettd mitaan
ajan kulumista ei liity tahan askeleeseen; aika niin sanotusti "jaddytetdan™. Lisaksi
ymmadrretddn, ettd systeemiin vaikuttavien voimien suuruuksiin ja suuntiin ei saa
yhdistdd mitddn muutoksia virtuaalista ty6td muodostettaessa. Ainoa ilman perusteluja
oleva vaihe on tietenkin yhteys (5): miksi vektoreille w; annetaan juuri tallainen
tulkinta (siis niilla on fysikaalisesti pituuden dimensio) ja miksi namé vektorit tulkitaan
infinitesimaalisiksi ja miksi k&ytetadn erityistd sanaa virtuaalinen? Aivan viimeiseen
kysymykseen voitaneen todeta yksinkertaisesti lahdetta [1, s. 3] seuraten tulkinta: "at
this stage our purpose will be served by interpreting the word "virtual” as meaning
arbitrary."

Teos [1, 560 sivua] on omistautunut nimensé mukaisesti kokonaan virtuaalisen tyon
periaatteen selostamiseen ja soveltamiseen rakenteiden mekaniikassa. Tavanomaisista
esityksistd poiketen teoksessa ndytetddn myOs muutaman esimerkin avulla, etta
virtuaalisten siirtymien ei suinkaan tarvitse olla ns. pienid. Tahan liittyen todetaan [1, s.
22]: "Virtual displacements are not necessarily small in magnitude. However, little
seems to be gained and much simplicity seems to be lost by choosing them arbitrarily
large.” Té&ma toteamus antaa siis jo vastauksen artikkelin otsikossa esitettyyn
kysymykseen. Koska aihe on tdrked, tamé& artikkeli késittelee kuitenkin edelleen
kyseista aihepiiria ja myos verraten paljon lahteen [1] esitystavasta poiketen.

Usein alan kirjallisuudessa kaytetdan termin pieni siirtyma (engl small displacement)
sijasta termid infinitesimaalinen siirtyma (engl. infinitesimal displacement); esimerkiksi
lahteet [2] ja [3]. Matemaatikot eivat tunnetusti yleensda hyvaksy kasitettd
infinitesimaali. Voidaan lainata esimerkkind teosta [4, s. 180]: "Earlier we used the
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symbol dy/dx purely symbolically to denote the limit of Ay/Ax for Ax tending to
zero. With our present definition of the differentials dy and dx the derivative dy /dx
can actually be considered as the ordinary quotient of dy and dx. and, however, dy
and dx are now not in any sense "infinitely small" quantities or "infinitesimals™; such
an interpretation would be devoid of meaning.” Kuitenkin vaikuttaa silté, etta fysiikassa
ei tulla helposti toimeen ilman infinitesimaalikasitteen kaytt6d juuri téssa
matemaattisesti epdmadraisessad merkityksessa "mielivaltaisen pieni olematta kuitenkaan
nolla”. Esimerkiksi arvovaltaiset teokset [2] ja [3] kayttavétkin infinitesimaali-
terminologiaa ilman mitéén anteeksipyyntdja. Téhan aiheeseen liittyy myos kiinnostava
suomenkielinen artikkeli [5].
Jos yll& esitetty johto toistetaan korvaamalla valinta (5) valinnalla

W; = Ar;, 9)

jossa siis Arj on nyt partikkelin i aarellinen virtuaalinen siirtymd, saadaan ilmeisin
askelin tulos (virtuaalinen tydyhtélo (2))

AW =AW L AWt =0, (10)

jossa

N
AW ext — ZFI -Al’i (11)
i=1

on ulkoisten voimien tekema virtuaalinen tyo ja

) N
A,Wmt = Zf| ’Ari = —Z SU ASij COSA¢U' + ZSU Sij (1— COSAQJ’) (12)
i=1 ij ij

on sisdisten voimien tekema virtuaalinen ty0. Lausekkeen (12) viimeisen muodon johto
ja merkintdjen selitys on esitetty liitteessa B. Rakenteiden mekaniikassa esimerkiksi
nivelristikko voidaan késitellda approksimaationa partikkelisysteemind. Jatkon
sovelluksissa emme tule tarvitsemaan lausekkeita (8) ja (12). Kuitenkin niiden
viimeisten muotojen vertailu osoittaa, ettd aarellisten virtuaalisten siirtymien kéaytt6 —
vaikkakin sinansé teoreettisesti oikeellinen tapa — selvastikin mutkistaa kasittelyja.

Sovellus

Tehtdavan kuvaus

Kohteena on kuvan 1 esittdmd &arimmaisen yksinkertainen tasosysteemi, joka
muodostuu massapartikkelista ja venymattomasta massattomasta langasta, jonka pituus
on L. Partikkeliin vaikuttaa annettuina ulkoisina voimina pystysuunnassa voima V ja
vaakasuunnassa voima H. On mééritettdvé systeemin tasapainotilaan liittyva kulman @
arvo.
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Kuva 1. Partikkeli-lankasysteemi.

Tehtavan ratkaisu on tietenkin intuitiivisesti itsestdadn selvd jo ilman edes
vapaakappalekuvion kayttoa: ulkoisten voimien resultantin tulee olla langan suuntainen
eli kulmalle & patee yhteys

H_sn9 _iane. (13)
V  cosé

Infinitesimaalisen virtuaalisen siirtyman kdytto

Otetaan tassa systeemiksi pelkkd partikkeli, jonka vapaakappalekuvio on esitetty
kuvassa 2. Koska systeemi muodostuu yhdesté partikkelista, systeemiin ei siis vaikuta
siséisia voimia.

V

Kuva 2. Partikkelin vapaakappalekuvio ja infinitesimaalinen virtuaalinen siirtyma or .

Lankavoima (eli rajoitteeseen L on vakio liittyva rajoitevoima) S on periaatteessa
vield tuntematon. Kuvan 1 geometrian perusteella partikkelin koordinaatit ovat

X =Lcosé,

. 14
y =Lsiné. (14)
Annetaan partikkelille infinitesimaalinen virtuaalinen siirtymé pitamalla suure L
vakiona ja varioimalla kulmaa @ infinitesimaalisella mééaralla 56 . (Jos opetuksessa ei
ole vield esitetty variointiin liittyvdd terminologiaa, voidaan yhtd hyvin puhua
differentiaalista 66 ja differentioimisesta.) Saadaan virtuaaliset siirtymékomponentit
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OX :%69——Lsm08¢9
00

(15)
oy

0y =—=060 = Lcosdd06.
00

Tassd on kéaytetty osittaisderivaattamerkint6jd, koska myohemmin myds suureen L
arvoa tullaan muuttamaan. Partikkeliin vaikuttavien voimien tekema virtuaalinen tyo on
siis

W =V &x+Hdy=L(-Vsind+H cos6)36. (16)

Rajoitevoima S ei siis tee virtuaalista tyota, koska virtuaalinen siirtyma dr = 6xi +dy j
on selvéstikin kohtisuorassa voimaa S vastaan. Virtuaalisen tyon periaate vaatii, ettd
virtuaalinen tyd (16) on arvoltaan nolla. Koska 66 on mielivaltainen, seuraa téstéa
yhtalo

-Vsind+Hcosd=0 a7

eli saadaan ratkaisu (13).
Adrellisten virtuaalisten siirtymien kdytto

Annetaan kulmalle & &arellinen muutos A@. Kuvassa 3 (a) on esitetty partikkelin
vapaakappalekuvio alku- ja lopputilassaan seka aarellinen virtuaalinen siirtyma Ar. On
siis syyta huomata, ettd vaikuttavat voimat V, H ja S ovat séilyttaneet virtuaalisen tyén
periaatteen mukaisesti siirtymissa alkuperéiset suuntansa ja arvonsa.

() (b)

Kuva 3. (a) Systeemi alkutilassa (1) ja lopputilassa (2) muutoksen A& johdosta. (b) Systeemi alkutilassa
(1) ja lopputilassa (2) muutoksen AL johdosta

Kaavojen (14) perusteella partikkelin siirtymékomponentit ovat

AX = L[cos(@ +A0) - cos@] = L[cos@cos A —sin@sin A —cos b,

(18)
Ay =L[sin(6+A6)—sind | = L[sinfcos A +cosdsin AG —sin 6],
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Kuvan 3 (a) perusteella ndhdaan, ettd nyt myos rajoitevoima S tekee virtuaalista tyoté,
vaikka rajoitetta L =vakio ei rikota, sill& siirtym& Ar ei ole endé kohtisuorassa voimaa
S vastaan. Todellisessa liikkeessd, jossa olisi kyse perdkkaisissd aikamuutoksissa dt
tapahtuvista kulmanmuutoksista d@, rajoitevoima S ei tee tyotd, koska voiman suunta
muuttuu ja pysyy jatkuvasti kohtisuorassa liikesuuntaa vastaan. Kuvan 3 (a) tarkastelu
osoittaa, ettd partikkelin siirtymd voiman S suunnassa on

As=L(1-cosAb). (19)

Taten partikkeliin tehty virtuaalinen ty0
A'W =V AX+ HAy + SAs
=V L(cos@cosAf —sindsinAG —coso)
+HL(sinfcosAf +cosfsinAf —sin6)
+SL(1-cosAf). (20)
Toisin kuin lausekkeessa (16) mukaan on nyt ilmestynyt tuntematon suure: voima S.
Taman madrittamiseksi muodostetaan toinen virtuaalinen siirtyméatila muuttamalla
pituuden L arvoa méaérdlla AL ja pitamalla & Kkiinnitettynd. Kyseessa on siis ns.

kinemaattisesti luvaton virtuaalinen siirtymd, jossa systeemin kinemaattista rajoitetta
rikotaan. Tapaus on esitetty kuvassa 3 (b). Nyt kaavojen (14) perusteella

AX :(L+AL)c059— Lcosd = ALcosé,

: . : (21)
Ay =(L+AL)sin@—Lsiné = ALsing
ja suoraan kuvan perusteella
As=—-AL . (22)
Virtuaalinen tyo
A'W =V AX + HAy + SAs
=V ALcosé@+ HALsIin@—SAL
=(Vcosf+Hsind—S)AL. (23)
Asettamalla ehto A'W =0 saadaan tulos
S=Vcos@+Hsing. (24)
Kun tdma sijoitetaan lausekkeeseen (20), saadaan sievennysten jalkeen tulos
A'W = L(-Vsing+Hcosd)sinAg. (25)

Vaatimus tdmén héavidmisestd antaa vihdoin jalleen ratkaisun (13).
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Adrellisten virtuaalisten siirtymien kdyttd,; vaihtoehtoinen kdsittely

Askeinen esimerkki naytti todella osoittavan, ettd infinitesimaalisten virtuaalisten
siirtymien soveltaminen on oleellisesti yksinkertaisempaa kuin &arellisten siirtymien.
Jos kuitenkin heti hyvéaksytdan rajoitevoiman S mukanaolo ja operoidaan suoraan
siirtymékomponenttien Ax ja Ay avulla, késittely palautuu yksinkertaiseksi. Saadaan
virtuaalisen tyon lauseke

A'W =(V —Scosf)Ax+(H —Ssin6) Ax. (26)

Koska siirtymakomponentit ovat mielivaltaisia, saadaan siis seurauksina yhtalot

V —-Scosé@ =0,

. (27)
H -Ssind =0,
joista on helppo ratkaista tuntemattomat S ja 6. Havaitaan, ettd k&sittely on tdssa yhté
suoraviivaista oli sitten kyseessa dadrelliset suureet Ax ja Aytai vaihtoehtoisesti
infinitesimaaliset suureet 8x ja dy . Syyna kasittelyn mutkistumiseen edell& lausekkeita
(14) sovellettaessa oli ilmeisestikin niiden epélineaarisuus suureen @ suhteen.

Kontinuumi

Johdanto

Matemaattisessa kirjallisuudessa puhutaan mm. elementtimenetelmén yhteydessa ns.
heikoista muodoista (engl. weak form). Tall6in numeeristen kasittelyjen lahtokohtana
on aina vain yksi skalaariyhtald (heikko muoto). Heikko muoto synnytetadn vallitsevista
differentiaaliyhtéldista ja reunaehdoista tunnetusti tiettyjen manipulaatioiden avulla
soveltaen ns. paino- eli testifunktioita (engl. weighting function, test function).
(Kyseessa on analoginen askel edellda partikkelisysteemin yhteydessa esitetyn
lineaarikombinaation muodostamisen kanssa, joka tuotti yhden skalaariyhtalon.) Heikko
muoto on yleensa paljon hedelmallisempi lahtdkohta likiratkaisujen maarittdmiseen
kuin suoraan differentiaaliyhtélot. Rakenteiden mekaniikasta tuttu virtuaalisen tyon
periaate on itse asiassa matemaattisessa mielessd juuri erds heikko muoto, jossa
virtuaalisilla siirtymilla on painofunktioiden rooli. Nyt on kuitenkin huomattava, etta
matemaattisessa kirjallisuudessa ei yleensda mitenkdén vaadita, ettd painofunktioiden
tulisi olla infinitesimaalisia. Miksi siis virtuaalisen tyon periaatteen yhteydessa esitetéan
niin usein tdm& vaatimus?

Palkin taivutus

Lahteessd [1, s. 15 ] on esitetty mielenkiintoinen palkin taivutukseen liittyva esimerkki,
jossa virtuaalinen siirtyma on otettu aarelliseksi. Kuva 4 (a) toistaa lahteen esimerkin
kuitenkin niin, ettd palkin kuormitus muodostuu pelkéstdén palkin vasemmalla puolella
vaikuttavasta tasaisesti jakautuneesta kuormituksesta q ([gq]=N/m). (L&hteen
asetelmassa on mukana myo6s palkin keskipisteessda vaikuttava pistekuorma ja
jakautunut kuormitus vaikuttaa palkin oikealla puolella.). Tehtdvdna on maarittaa palkin
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taivutusmomentin arvo M palkin keskipisteessa C kayttden virtuaalisen tyon
periaatetta.

gdx

PYVIYYVIYINEIINIYY

- C 7%73:

do IL/2 Li2
- > -—‘
v
(a) )
gdx
7%;\77 Je 7%7
C
(b)
_1 rd4 1‘ rdd
C
C
. '
f rdd d rdd
(c) (d)

Kuva 4. (a) Vapaasti tuettu jakautuneen kuormituksen q alainen palkki. (b) Virtuaalinen siirtymé. (c)
Palkin poikkileikkaukseen vaikuttavat tyypilliset voima-alkiot ennen virtuaalista siirtymaa. (d) Palkin
poikkileikkaukseen vaikuttavat tyypilliset voima-alkiot virtuaalisen siirtyman jalkeen.

Rakenne on staattisesti maaratty (kun tavanomaiseen tapaan otaksutaan palkin
todellisten siirtymien olevan kuormituksen johdosta niin pienia, ettd tasapainoa voidaan
tarkastella alkuperdisen annetun geometrian mukaisena.) Annetaan kuvan 4 (b)
mukainen Kkinemaattisesti luvaton &arellinen virtuaalinen siirtyma, jossa palkin
kuvitellaan toimivan tavallaan nivelmekanismina ja jossa Kkiertymiskulma 6 on
adrellinen. Palkin siirtyma pystysuunnassa on

w=xsing, 0<x<L/2,

28
w=(L-x)sing, L/2<x<L. (28)

Vaakasuuntaisen siirtymén lauseketta ei tdssa tarvita, koska systeemiin ei vaikuta
vaakasuunnassa virtuaalista tyota tekevid voimia.
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Tarkastellaan ensin jakautuneen kuormituksen tekemé&a virtuaalista tyotd. Saadaan
osuus

2
AW S = IOlequX = '[OL/qusin @dx =qgsin HIOL/ZXdX =qsin 6’%. (29)

Kuvassa 4 (b) on viela korostettu, kuinka voima-alkio qdx sdilyttdd suuruutensa ja
suuntansa virtuaalisessa siirtymassa.

Tarkastellaan sitten systeemin sisdisten voimien tekemaa tyota kuvitellussa nivelessa
pisteessd C. Kuvissa 4 (c) ja (d) on esitetty palkin poikkileikkauksessa (pinnan ulkoinen
normaali osoittaa positiivisen x-akselin suuntaan) pinta-alkioon dA vaikuttavien
tyypillisten voima-alkioiden odA ja 7dA osuuksia. Tdssa o viittaa normaali-
jannitykseen ja 7 leikkausjannitykseen. Kuten Kyseisissd kuvissa on osoitettu nama
voima-alkiot sailyttdvat virtuaalisen tydn periaatteen johtamistavan perusteella
siirtymén yhteydessa suuruutensa ja suuntansa. Mutta tdm& merkitsee ehka hieman
yllattaen, ettd itse taivutusmomentti ei enda saily vakiona siirtyman yhteydessa. Tama
ymmérretddn kuvien (c) ja (d) perusteella siten, ettd voima-alkioiden odA "vipuvarsi* d
on saanut lopputilassa arvon d’'=dcosd. Alkutilassa taivutusmomentin arvo on
ilmeisin merkinndin

M :jAaydA. (30)

Kuvien (c) ja (d) perusteella havaitaan, ettd jos kiertymiskulman lopullinen arvo on @,
mielivaltaisella kulman o arvolla momentin lauseke on

Mc(a) = IAay cosadA = cos aJ'AaydA =cosaM¢. (31)

Taivutusmomentin palkkiin tekemé virtuaalinen tyd kulmanmuutoksen 8« yhteydessa
on

SWIM = _2M(a)da =—2M cosada . (32)

Kerroin 2 syntyy siita, ettd pisteessd C palkin aukeamiskulma kasvaa maarélla 25« .
Integroimalla saadaan sisdisten voimien (eli t&ssd taivutusmomentin) tekemaksi
virtuaaliseksi tyoksi

, 0
AWM = _ZMC.[O cosada =—-2M¢ zsina =—2Mcsind. (33)

Kuvien (c) ja (d) perusteella voidaan vield havaita, ettd otaksumalla leikkausvoimiin
liittyvat voima-alkiot zdA yhta suuriksi ja otaksumalla niiden etdisyydet pisteestd C
yhtd suuriksi, néiden voima-alkioiden tekemat virtuaaliset tydosuudet kumoavat
toisensa. Palkin virtuaalinen tydyhtalo saa siis muodon

, 2
A'W EA’WEXtJrA’W'”tzqsinHL——ZM sind=0 (34)
8 C
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ja taivutusmomentin arvoksi tulee

12
M~=q—. 35
c=q 1 (35)

Tehtdvan kaésittely ottamalla alkutilan suhteen kulman 6 sijasta pelkastdan
infinitesimaalinen kulmasiirtymd &6 tapahtuu ilmeisestikin oleellisesti suora-
viivaisemmin.

Adrellista siirtymaa soveltava ratkaisu voidaan synnyttada myos tarkastelemalla
voimien palkin akselin suuntaisia ja kohtisuoria komponentteja, jolloin tiettyjen
komponenttien tekem& virtuaalinen ty0 hdvidd. Tatd kasittelyd ei viedd tdssa
pitemmalle.

Tarkastellaan tehtdvad edelleen nyt vaihtoehtoisella tavalla ja tietyssd mielessé
matemaattisemmin ilman kuvan 4 (b) "geometriaa”. Palkin taivutukseen liittyva
differentiaaliyhtal on tunnetusti

2
M L g=0. (36)
dx

Muodostetaan vastaava heikko muoto kertomalla tdma yhtélo puolittain painofunktiolla
w(x) ja integroimalla puolittain alueen 0< x < L yli:

jLwidz'\ZA +q]dx:0. 37)

0 dx

Otaksutaan painofunktio lausekkeen (28) mukaiseksi. Kaytetylla painofunktiolla ei
kuitenkaan tarvitse valttamatta olla esimerkiksi tulkintaa pystysiirtymand. Painofunktion
luonteen perusteella jatkon osittaisintegroinneissa tulee soveltaa tiettyd varovaisuutta
pisteen x=L/2 suhteen, joten suoritetaan Kkasittely paloittain. Ensimmainen
osittaisintegrointi tuottaa muodon

— L/2d_\Nd_de+‘

L/2 dM_ L d_wdﬂ ‘L/Z dM
0 dx dx

wW— X+| W—+ qudx:O. (38)
0 dx JL/Zdx dx 0 dx 0

Toinen osittaisintegrointi antaa edelleen

L/2d’w L/2 dw L2 dM
L g | My |2 M
0 dx 0o dx 0 dx
2
L L L L
I d—Wde—‘ d—WM +‘ Wd—M+ wqdx =0. (39)
L/2 gx? L/2 dx L2 dx Y0
Palkin taivutusmomentin reunaehtoina saadaan arvot
M(@0)=0, M(L)=0. (40)

Lausekkeista (28) seuraa lisaksi
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dw d’w

d—:Sine, —220, 0<x<L/2
X dX2 (41)
W _sing, 90, Liz<x<L
dx dx?
javield
w(0)=0, w(L)=0. (42)
Yhtélo (39) saa muodon
W am LYY _wIM +qf wix=0. 43)
dX oo dX [yopo OX oy ot dX [y /2t 0

Téassd on merkitty miinus- ja plusmerkeilld vastaavasti pisteessd x=L/2 esiintyvia
vasemman- ja oikeanpuoleisia raja-arvoja. Nyt w, M ja dM /dx=Q (Q on
leikkausvoima) ovat jatkuvia pisteessa x =L /2, joten jaljelle jaa yhtald

/
—sineMC—sinHMC+qsin9I0L 2xdx:O (44)
eli
12
—ZsineMC+qsin9§=0 (45)

Taten saadaan ratkaisu (35) ilman mitadn kuvan 4 (c) ja (d) esittdmi& yksityiskohtaisia
tarkasteluja. Tulkinta, jossa w on nimenomaaan pystysiirtyma tai vield infinitesi-
maalinen pystysiirtyma, ei yksinkertaistaisi tdssa kasittelya.

Todettakoon vield, ettd eri rakennemallien yhteydessd péatevét yksityiskohtaiset
virtuaaliset tyoyhtalot saadaan systemaattisimmin yleisestd kontinuumin kolmi-
ulotteisesta virtuaalisesta tyoyhtalosta ottamalla huomioon vallitsevat kinemaattiset ja
jannityksia koskevat otaksumat. Edella kuitenkin haluttiin néyttdd vaihtoehtoinen
(heikon muodon) johto kayttden lahtokohtana jo kyseisten otaksumien avulla saatua
taivutetun palkin differentiaaliyhtaloa (36).

Pienet siirtymat

Pyritadn pitdmaan tarvittava matematiikka mahdollisimman yksinkertaisena. Taten tassa
el johdeta virtuaalisia tyoyhtéloita (1) ja (2) yleisessa muodossa, vaan pelkistetdan
asetelmaa radikaalisti. Otaksutaan, ettd vain jannityskomponentti o, ja vastaavasti x-
akselin suuntainen siirtymékomponentti u ovat nollasta eroavia. Vallitseva kontinuumin
tasapainoyhtél6 on talldin tutuin merkinndéin

+ pb, =0. (46)
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Né&in vastaavan virtuaalisen tyon periaatteen johto saadaan lyhyeksi. Johto alkaa
kertomalla yht&lé puolittain painofunktiolla w(x)ja integroimalla saadun yhtalon
molemmat puolet tarkasteltavan kappaleen tilavuuden V yli:

doy -
jv — wdV + jv pbwdV =0 (47)

Yhtélén ensimmadiseen termiin sovelletaan osittaisintegrointia:
ow
_.[v Oy &dv + js n,o,wdS + .[v pbwdV =0. (48)
Téssa n, kappaleen reunapinnan S ulos suunnatun yksikkonormaalivektorin n x-akselin
suuntainen  komponentti. Termi nyox on kappaleen pinnalla vaikuttavan

jannitysvektorin (eli traktion) t x-akselin suuntainen komponentti ty. On saatu heikko
muoto

ow
—jv oy v +jstxwds +jvpbwdv =0. (49)

Jos painofunktio w tulkitaan liséksi siirtymé&komponentin u variaatioksi eli jos w=2au,
saadaan tutumpi esitys

npgsint npasext _ N
SWN 4 W =—jvaxsgdv+jStX6udS+ijb6udv_o, (51)

jossa on kéytetty vield hyvéksi venymén ¢ lauseketta

&= Z—l;, (52)
jonka variaatio
5e = ag—” _ Zﬂ (53)
X X

on ns. virtuaalinen venyma.

Havaitaan kuitenkin, ettd mitddn valttamatonta tarvetta infinitesimaalisen
virtuaalisen siirtyman kayttoon ei ole. Myos valitsemalla w=Au saadaan
yksinkertainen muoto

npgsint npasext _ o
AWM 4 AW =—jVaXAgdv+jStXAudS+jvpbAudv_o, (54)
jossa
Ag:Aa_u:aﬂ. (55)
oXx  OX
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Suuret siirtymat

Tehdaén samantapaiset yksinkertaistukset kuin edellisessa luvussa. Otaksutaan , etta
vain jannitystensorin (toisen lajin Piola-Kirchhoff) komponentti S,, ja vastaava
siirtymakomponentti u ovat nollasta eroavia. Yhtaloén (46) vastineeksi tulee suurten
siirtymien teoriassa (esimerkiksi lahde [6])

0 ou
&|:SXX (1"‘ &j}"'pobx =0. (56)

Tassa ja jatkossa merkintd O viittaa kappaleen alkutilaan. Operoimalla painofunktiolla
w(x) saadaan yhtalon (47) vastine

B, ou
IVO &[Sxx [1+ &ﬂwdv + J-Vo pobwdV =0. (57)

Osittaisintegrointi tuottaa muodon
— SXX (1+ @J@
Vo OX ) OX

Kappaleen pintaan vaikuttavan (pseudo)traktion x-komponentti on téssa

dv + Iso n%s,, (1+ Z—;’des + -[Vo pobwdV =0. (58)

ou
Ty = n)?Sxx (1"' &j ) (59)
joten on saatu heikko muoto
oW du ow
- '[Vo Sy (& + &&jdv + jSOTX wdsS + jvo pebwdV =0. (60)
Greenin venymékomponentin lauseke on tassa
2
ou 1(ou
=—+=| — 61
X ax 2(axj (61)
Sen variaatio on
odu  ou odu
OE,, =—+—— 62
Xax o ox ox (62)
Havaitaan, ettd tulkinta w=6u muuntaa yht&lén (60) "haluttuun™ muotoon
npyint nasext _ _
WMt 4 W = '[Vo S, OE,, dV + '[50 T, 5udS + jVo pbdudv =0. (63)

Sen sijaan aarellinen valinta w= Au johtaa erityyppiseen yhtaloon
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Alwint +A!WeXt = _'[ S

OAU  Ou OAu
VO XX

—+———|dV +|_ T,AudS + bAudV =0,(64
X ox ax] J.So X IVo'O0 (4

jossa jannityskomponentin Sy, kertoimella ei ole en&a havainnollista merkitystd. Syyné
tdhan on lausekkeen (61) epalineaarisuus, jonka johdosta Greenin venyman aarellinen
muutos

_g GXE 2

:8(u+Au)+1{a(U+AU)T ou 1[6UT_5A“+@_“0AU 1(%“]2.(65)
OoX

2 OX

AE
X oX 2

Loppuhuomautuksia

Edelld esitettyjen tapausten perusteella voidaan todeta, ettd painofunktion tulkinta
aarelliseksi virtuaaliseksi siirtymaksi voi usein selvésti mutkistaa kasittelya. Kuitenkin
opetuksessa voi olla syytd soveltaa joissain madrin &arellisid virtuaalisia siirtymid,
koska néin virtuaalisen tyon ja aarellisen tyon késitteiden erot korostuvat. Kysymykseen
miksi esimerkiksi kaytetdan juuri valintaa (5): w=43Jr, voitaneen vastata mm., ettd
korvaamalla merkintd dr merkinnélld dr saadaan analogisia todellisia differentiaalisia
siirtymi& koskevia tyolausekkeita, joka seikka voi helpottaa esiintyvien kaavojen
seuraamista. Artikkelin luonteen johdosta kéytetty matemaattinen kalusto on pidetty
yksinkertaisena. Vaativampien kasitteiden k&yton suhteen voidaan viitata mm. lahteisiin

[7], [8], [9].
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Liite A

Tarkastellaan kuvassa A.1 (a) esitettyjen systeemin kahden yleisen partikkelin i ja j
valisia parittaisia voimia fj; ja fj; ja niiden yhteensa tekemaa virtuaalista tyota.

f."r‘ fﬁ ™

(a) 7717 (b)

Kuva A.1 (a) Parittaiset voimat. (b) Lisdmerkintdja.

Otaksutaan lahteen [2, s. 28] mukaisesti, ettd voiman ja vastavoiman laki on voimassa
eli

f i :—f (Al)

] ij

Liséksi voimien vaikutussuorat ovat partikkelien yhdysjanan suuntaiset. Kuvan A.1 (b)
merkinndin

—r=se (A.2)

jossa partikkelien vélinen etdisyys on s ja e on partikkelista i partikkeliin j suunnattu
yksikkovektori. Merkitaan lisaksi

fij =Se, f;=-Se, (A.3)

jossa siis parittainen voima S on positiivinen, jos partikkelien valilla on "vetoa".
Parittaisten voimien yhteensa tekem@ infinitesimaalinen virtuaalinen ty6 on

8’Wi}nt = fij'6ri +fji'6rj = —fji'Sri +fji -Sl’j = f“-(ﬁrj — 8I’i ) = f“'S(I’J — I’i )
=—Se-d(se)=—Se+(dse+sde)=—S8s—Sse-de=-S3s. (A.4)
On kaytetty hyvéksi tietoa, ettd itseisarvoltaan vakioarvoisen vektorin variaatio on
kohtisuorassa vektoria vastaan tai nolla. Systeemiin vaikuttavien kaikkien parittaisten

voimien yhteensé tekem4 virtuaalinen ty0 saadaan summana

W™ =35, 85 (A.5)
i

Tassd summa on siis yli kaikkien partikkeliparien (kukin pari kerran).

196



Liite B

Tarkastellaan samaa tapausta kuin liitteesséd A, mutta nyt partikkelien i ja j siirtymilla on
infinitesimaalisten arvojen dr; ja dr; sijasta adrelliset arvot Ar; ja Ar; (kuva B.1).

. J
i 5 .
e .4—'—'_'_'_'_'_._._._._._.—'
— < Ar,
.lr\. ©
e —Je
e -+
Kuva B.1 Adrelliset siirtymit.
Edelleen merkitaan
rj—r=se (B.1)
ja liséksi
rj+Ar; —(r + Ar) = (s + As)é (B.2)

A

Tassa siis & on siirtymien synnyttyd partikkelista i partikkeliin j suunnattu
yksikkovektori ja As partikkelien valisen etaisyyden muutos. Kaavasta (B.2) saadaan

Arj—Ar =—(rj —r)+(s+As)é=—se+(s+As)e. (B.3)

Muistetaan jalleen, ettd virtuaalisen tyon periaatteessa voimat sailyttdvét suuntansa ja
suuruutensa, joten siirtymien yhteydessa edelleen

fij:Se, fji:—Se. (B4)
Parittaisten voimien yhteensa tekemé virtuaalinen ty6
AWi}nt :fij'Ari +fji°AI’j =—fji-AI’i +fji°Al’j =fji-(Al’j —Ari)

=—Ses[—se+(s+As)é|=Ssese—Sse-é—SAse-é
=—SASCOSA¢@+ SS(1—COSAQP). (B.5)

Téssd Ag on vektoreiden e ja é vélinen kulma eli se kuvaa partikkelien yhdysjanan
kiertymaa. Partikkelisysteemille saadaan siis kaavan (A.5) tyyliin sisdisten voimien
virtuaaliseksi tyoksi lauseke

AWint _ _Zsij Asjj COSA¢,J- + Zsij Sij - COSA¢”-) (B.6)
ij ij
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