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Ensimmadisten derivaattojen ongelmat
virtauslaskennassa

Jouni Freund ja Eero-Matti Salonen

Tiivistelmd. Artikkelissa kasitelladn muutoksia, joita tarvitaan elementtimenetelman
soveltamisessa, kun siirrytadn tyypillisestd lujuusopin tai rakenteiden mekaniikan probleemasta
tyypilliseen virtausmekaniikan probleemaan. Ensimmaisiin paikkaderivaattoihin liittyvié
ongelmia kuvataan. Artikkeli on opetuksellinen ja kasittelyssa toimitaan lievalla matematiikalla.
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Johdanto

Artikkelissa kuvataan pelkistetysti niitd muutoksia, joita tarvitaan elementtimenetelman
soveltamisessa, kun siirrytddn tyypillisestd lujuusopin tai rakenteiden mekaniikan
probleemasta tyypilliseen virtausmekaniikan probleemaan. Laht6kohtana on
yksiulotteinen tilanne ilman konvektiotermid, josta paadytdan lopulta epalineaariseen
kaksiulotteiseen tapaukseen konvektion kanssa. Kasittelyd havainnollistetaan kolmella
esimerkilla. Artikkelin paapaino on opetuksellinen.

Tarkastellaan nestevirtausta kahdessa dimensiossa ( X, y- tasossa). Liikemaarayhtalot
ovat tutuin merkinngin

80‘ 8ryx
a_)()(+—ay +pr = pay, (l)
Oty 0oy
Py +W+pby = pay, @)
joissa Eulerin esitystavan mukaiset kiihtyvyyskomponenttien lausekkeet ovat
ou ou ou o oV oV
ay=—+U—+V—, a,=—+U—+V—. 3
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Késitellddn liséksi vain kokoonpuristumatonta virtausta, jolloin massan sailymisen
periaate antaa ns. jatkuvuusyhtélon yksinkertaisessa muodossa
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Reunaehtoina esiintyvat tavallisimmin annetut nopeuskomponentit
u=o, v=v, s,lla (5)

ja/tai annetut traktiokomponentit

Nyox +nyTy =1, Mt +ngoy =1, s, (6)

Otaksutaan konstitutiiviseksi yhteydeksi tavanomainen Stokesin kitkalaki, jolloin

U—_+28—u a——+2@r—r—g+a—u (7
x =P IL‘@X: y=—P ﬂay: xy — Tyx = H x oy)
joissa p on staattinen paine ja u viskositeetti. Iimeisten sijoitusten jalkeen paadytaan
kenttayhtél6ihin (Navier-Stokesin yhtélot), joissa tuntemattomina suureina esiintyvét
nopeuskomponentit u ja v seké paine p:

3[2 a—u}+i @+6—u —@+ b, = 8_u+ua_u+v6_u (8)
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—|p| —+—||+—| 20— |———+pb, =p| —F+tu—+v—|, 9

8x[ﬂ[8x 8yH ay[”ay_ oy P p(@t o vayJ ®)
a—u+ﬂ=0. (10)
ox oy

Seuraavassa tullaan lainaamaan useaan otteeseen arvostettua klassikkoldhdetta [1].
Kyseinen teos onnistuu selittdmaén ihailtavan suoraviivaisella tavalla ja tyydyttdvan
vahdisellda matematiikalla numeeriseen lammonjohtumiseen ja virtausmekaniikkaan
liittyvi& oleellisia kysymyksid. Teoksessa sovelletaan kontrollitilavuusmenetelmaa ja
tassa artikkelissa lahtokohtana on elementtimenetelmd. Kuitenkin lahteen [1] esittamat
ongelmat toistuvat myods elementtimenetelméssa. Lahteesséd [1, s. 118] todetaan mm.
seuraavaa:

”Before we proceed to describe a way out of these difficulties, it is
interesting to note that the troublesome hurdles in numerical
difficulties seem to be associated with the first derivatives. The second
derivative is always well behaved and creates no difficulties. On the
other hand, all the complications encountered in Chapter 5 can be
attributed to the first derivative representing the convection term; and
here the first derivative of pressure (in the momentum equations) and
of velocity (in the continuity equation) cause considerable nuisance.”

Tama lainaus siséltdd viittauksia kohtiin, jotka eivat ndy suoraan itse lainauksesta.
Kuitenkin vertaamalla tekstid kaavoihin (8), (9) ja (10) on helposti ymmarrettévissa,
mihin ongelmiin viitataan. Todetaan vield jatkossa kéytettdvan terminologian suhteen
naihin yhtaloihin liittyen seuraavaa.
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Termej4, joissa on mukana kerroin x nimitetdn tassa diffuusiotermeiksi. Kun x on
vakio paikan suhteen (kuten yleensd), termit koostuvat toisista derivaatoista. Nama
termit ovat “ongelmattomia”.

Tyyppid uou/ox jne. olevat termit ovat ns. konvektio- eli advektiotermeja. Ne
aiheuttavat kahdenlaatuisia ongelmia. Ensinndkin termit ovat epdlineaarisia
(tuntemattomat esiintyvét tietynlaisessa tulomuodossa). Ratkaisuyritykset johtavat siten
vaistamatta iteratiiviseen kasittelyyn. Jatkossa konvektiotermit linearisoidaan
tarkastelun helpottamiseksi tilapdisesti kirjoittamalla esimerkiksi dskeinen termi
muotoon Uou/ox, jossa yléviivalla esitetty osuus ajatellaan (hetkellisesti; iteraation
tietyssd vaiheessa) tunnetuksi. Mutta my0s tdmankaltainen yksinkertaistettu
konvektiotermi voi tuottaa huonosti valitussa numeerisessa menetelmassa voimakkaita
epafysikaalisia heilahteluja. Aikaderivaattatermit ou/ ot ja ov/ ot eivét sindnsa ole
erityisen ongelmallisia, paitsi ettd ne tietenkin mutkistavat tilannetta lisdédmalla
tehtdvadn yhden dimension. Tassa artikkelissa aikaderivaattatermit jatetdan
kasittelematta.

Suureet pby ja pb, ovat ns. lahdetermeja. Annettuina suureina ne eivat aiheuta
ongelmia. Kuitenkin joskus ndihin termeihin katketddn virtausmekaniikassa
epélineaarisia osuuksia, jolloin niiden kasittely tdytyy hoitaa sopivasti [1, luku 3.4].

Suureet op/ox ja op/oy ovat ns. painegradienttitermejd. Jatkuvuusyhtélossa
esiintyville nopeuden derivaatoille ei yleensa ole kdytossa erityisia nimityksia. Askeisiin
suureisiin voidaan liitta lahteesté [1, s.113] seuraava lainaus:

”The real difficulty in the calculation of the velocity field lies in the
unknown pressure field. The pressure gradient forms a part of the
source term for a momentum equation. Yet, there is no obvious
equation for obtaining pressure. For a given pressure field, it is true,
there is no particular difficulty in solving the momentum equations.
But, the way to determine the pressure field seems rather obscure.

The pressure field is indirectly determined via the continuity
equation.”

Elementtimenetelmén kannalta on kiinnostavaa todeta seuraavaa. Elementti-
menetelmd sai alkunsa ja sen ensimmaiset sovellukset koskivat lujuusopin ja
rakenteiden mekaniikan probleemeja. Niissé vallitsevat yhtalot ovat samankaltaisia kuin
yhtélot (8) ja (9) sisaltden kuitenkin vain diffuusio- ja ldhdetermeja. Ensimmaiset
derivaatat puuttuvat. Elementtimenetelma toimii tdméntyyppisten yhtéldiden yhteydessa
tunnetusti  hyvin;  taustana on  variaatioperiaatteeseen  (potentiaalienergian
stationaarisuuden periaate) tukeutuva formulaatio, joka voidaan tulkita myos Galerkinin
keinon kaytoksi. Kun elementtimenetelmdd alettiin sitten soveltaa optimistisesti
virtausmekaniikan probleemeihin, tulokset eivét aluksi aina olleet kovin lupaavia. Vasta
lukuisten yritysten jalkeen on ldytynyt keinot Kiertdd ensimmadisten derivaattojen
tuottamat ongelmat. Tamén artikkelin tarkoituksena on selostaa mahdollisimman
yksinkertaisella tavalla ndita keinoja.
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Yksidimensioinen tapaus

Yhtdlot

Tarkastellaan yhtaléiden (8), (9) ja (10) yksidimensioisia versioita ( x-akseli ja ajasta
riippumaton tapaus). Saadaan yhtélot

d du _du dp
R =——|2u— —+——pb=0, 11
” dx(ﬂdxj+pudx+dx p (1)
du
=——=0. 12
P =" (12)

Tdssa on kaytetty elementtimenetelmassa melko tavanomaista tapaa kirjata yhtélot siten,
ettd yhtalon oikea puoli j&& muotoon nolla. Tunnus R seuraa sanasta jaannds (engl.
residual). Kéytetyt yhtéldiden merkkien vaihdot eivat ole oleellisia. Niitd perustellaan
myO6hemmin. Merkinnalla U on edellisessé luvussa selostettu merkitys.

Olkoot yhtal6t voimassa valilla 0 < x < L ja otetaan esimerkkireunaehdot

u (O) = UO (13)
ja
oy (L)E(—p+2,ud—uj =1, (14)
d x=L

joissa siis U, ja T ovat annettuja. Téaméan yhtalosysteemin avulla on paasty
mahdollisimman pelkistettyyn asetelmaan. Toisaalta tilanne on ehk& analyyttisessa
mielessa liiankin yksinkertainen, koska yhtélo (12) antaa reunaehdon johdosta ratkaisun

u(x)=0p. (15)
Kun tdm4 otetaan huomioon yhtélossa (11), jaljelle jaa vain kenttayhtalo
do _ pb=0. (16)
dx

Taten paitsi diffuusio- myds konvektiotermi katoaa. Havaitaan myds, ettd reunaehto
pelkistyy muotoon —p(L) =1, joten paineen ratkaisu saadaan integroimalla, kun
l&éhdetermi pb on annettu. Analyyttisen ratkaisun yksinkertaisuudesta huolimatta
yhtélosysteemi (11) - (14) antaa kuitenkin mahdollisuuden kasitella eréditd numeeriseen
ratkaisuun liittyvia piirteita.

Hidas virtaus

Pelkistetdan aluksi viel&kin késittelya ja jatetddn konvektiotermi pois. Kyseessé on ns.
hidas tai rydémiva virtaus (engl. creeping flow, Stokes’ flow). Saadaan yhtal6t

d du) dp
R, =——|2u— |+——-pb=0, 17
! dx(ﬂdx}_dx r (17
du
R,=——=0. 18
P = "o (18)
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Syntyvat lausekkeet saadaan ndin aluksi mahdollisimman yksinkertaisiksi, jolloin
tarvittavien manipulaatioiden tausta ei huku niin helposti.
Sovelletaan Galerkinin keinoa ja kirjoitetaan heikko muoto

Fo = | (BUR, +3pR, )dx=0. (19)

Liikemé&arayhtalon painofunktioksi on siis valittu nopeuden variaatio du ja
jatkuvuusyhtalon painofunktioksi paineen variaatio op . Yhtalo (19) on kirjoitettu jatkoa
silmallapitéen aluksi ndenndisesti vain yhtend heikkona muotona. Mutta koska variaatiot
du ja op voidaan valita mielivaltaisesti, voidaan esittdd vaihtoehtoisesti ehka
tavallisempaan tapaan kaksi erillist4 heikkoa muotoa:

jOLSuRU dx=0, (20)

["8pRy dx =0 @1)
0 P '

Seuraavana askeleena heikossa muodossa (20) suoritetaan osittaisintegrointi diffuusio-
ja painegradienttitermien suhteen. Saadaan

L L d(. du) dp
jo SUR, dx_j0 Su {—&(md—}&—p }dx

x=L
= (@Zﬂd—u—dg)—up Supb]dx ( p+2,ud jﬁu : (22)
0\ dx dx d dx x=0

Tehtyjen  osittaisintegrointien  valintaperuste  on  seuraava.  Diffuusiotermin
osittaisintegroinnilla saadaan alennettua u:hun kohdistuvaa derivointia, jolloin
elementtiapproksimaatiossa  u:lle voidaan kayttaa vain C°-jatkuvaa esitysta.
Tamantyyppinen manipulaatio on tuttu standardiaskel lujuusopin ongelmien yhteydessa.
Suureen u roolia vastaa silloin siirtymé. Painegradienttitermin osittaisintegroinnilla
saadaan paine mukaan reunatermeihin, jolloin mahdollisen traktioreunaehdon
soveltaminen onnistuu suoraviivaisesti. Jalkimmaéisen heikon muodon (21) suhteen ei
ole tarpeen suorittaa osittaisintegrointia. Jos se tehdaan, saadut diskreetit yhtalot eivat
muutu. Reunalla x=0 u on annettu reunaehdon (13) perusteella, joten asetetaan
du (0)=0 ja vastaava sijoitustermi h&viédd. Reunalla x =L sijoitustermin vastaava
osuus on reunaehdon (14) perusteella t. Nain ollen heikot muodot (20) ja (21) ovat
tassa lopuksi yksityiskohtaisesti
IL(dSu du dsu

Qou, U A Supb |dx—(Fou). =0, 23
ax “ax dax P ”p] (F8u)r 23)

j Sp(——j dx=0. (24)
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Esimerkki 1

Havainnollisuuden saavuttamiseksi otetaan seuraava pelkistetty esimerkkitapaus.
Elementtiverkko koostuu viidestd solmusta ja neljasta tasapituisesta elementistd (Kuva
1).

1 [1] 2 [2] 3 [3] 4 [4] 5
L h [ h f h

Kuva 1. Elementtiverkko.

Elementtiapproksimaatiot ovat
U0 =Ny (X)Ug+ Ny (X)uy + N3 (x)uz + Ny (X)uy + Ng (X)us, (25)

p~ P =N (x)p+Ny(x)py +Ng(x)ps+Ny(x)pg+Ns(x)ps, (26)

jossa suureet N ovat (tdssa ns. globaaleja) muotofunktioita. Nopeuden esityksessa on
otettu jo huomioon Dirichlet-reunaehdon (13) antama solmuarvo solmussa 1. Kyseessa
on siis kummallekin tuntemattomalle samaa Co-jatkuvaa tyyppia oleva elementeittdin
lineaarinen esitys. Tuntemattomia solmuarvoja on yhdeksdn kappaletta. Diskreetit
painofunktiot saadaan varioimalla solmuarvoja:

30 = N, (X)8uy + N3 (X)dug + N4 (X)8uy + N5 (X)dUs , (27)

8P = Ny (X)3py + N (x)8py + N3 (X)3p3 + Ny (X)dp, + Ns (X)3ps. (28)

Solmuihin liittyvat diskreetit yhtalot syntyvat tuttuun tapaan antamalla vuoronperaan
aina vain yhden solmuarvon variaatiolle nollasta eroava arvo; helpoiten muodollisesti
arvo 1. Koska nditd solmuarvovariaatioita on yhdeksan, saadaan siten myds
tuntemattomia vastaava maara diskreetteja yhtaloita.

Téassd ei ole tarpeen k&yda lapi laskelmien yksityiskohtia. Viskositeetti u« ja
l&hdetermi pb otaksutaan vakioiksi. Saadaan yhtalosysteemi

E(Uo —Up) =0, (29)
1, _ 1
ZﬂF(—uo +2u2—u3)+§(—p1+p3)—pbh:O, (30)
1,
(U0 —Us) =0, (31)
1
1
S (U2 —ug) =0, (33)
1 1
Zﬂﬁ(—u3+2u4—u5)+§(—p3 + ps)— pbh =0, (34)
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%(u3 ~u5)=0, (35)

1 1 1 _
Zyﬁ(—uﬂr +u5)+§(—p4—p5)—§pbh—t =0, (36)
1
Tama on vield matriisimerkinndin
_ . )
0 -5 0O 0 O o0 o0 0 O
L T R R _1s
2 h h 2 5o
o 0 0 -X 0o o o o oM™ .
2 u, pbh+—1uy
o 2 1 oA 4 21 4 i 1
h 2 h h 2 u 5o
3
0 % 0 0 O —% 0 0 0 [{ps;= pbh (38)
0
Uy
o o o 1 4 o 2p 1 D pbh
h 2 h h 2 4 0
1 1 Ug
o 0o O = o0 0 0 -=- 0 1 B
2 2 Ps prh+t
o o o o o - 1 2 1 0
h 2 h
o 0o o o o L o 1 o
L 2 2 ]

Yhtélot on listattu samassa jarjestyksessd kuin edelld ja tuntemattomat on listattu
jarjestyksessd, joka nakyy matriisiyhtdlon pystyvektorista. Kerroinmatriisin nédhdéan
olevan télloin symmetrisen. Yhtaldiden (17) ja (18) merkkivalinnat selittyvat
seuraavasti. On ensinndkin haluttu kauneussyistd, ettd lavistgjalla olevat kertoimet
4u/ h esiintyvat nimenomaan positiivisina. Jotta sitten saataisiin lisdksi symmetrinen
kerroinmatriisi, on jatkuvuusyhtalé (18) taytynyt lisaksi varustaa miinusmerkilla.
Saavutettu symmetria perustuu siihen, ettd hitaan virtauksen tapauksessa probleema
voidaan my0s kuvata tietyn potentiaalienergiaa muistuttavan funktionaalin avulla. Tdma
ei kuitenkaan ole kovin téarkedd, koska realistisemmissa tapauksissa mukana on
konvektiota ja silloin symmetriaa ei voida endd saavuttaa.

Otetaan tarkastelun tarkemmaksi kohteeksi erityisesti alueen sisépisteisiin liittyvat
tyypilliset yhtélét kuten (32) ja (33). Jakamalla ne vield pituudella h nahdéaén
valittémasti, ettd kyseessd ovat tutut keskeisdifferenssimenetelmalld saadut
approksimaatiot yhtéldille (17) ja (18) pisteesséd 3. Galerkinin menetelmalld on siis
ilmeisesti tdss@ paljon samankaltaisuutta differenssimenetelman (tai  myds
kontrollitilavuusmenetelman) kanssa. Siten Galerkinin menetelmaan voi myos liittya
samoja puutteita kuin differenssimenetelmaan.

Néissd yhtaloissa on oleellista, ettd diffuusio-osuus tuottaa viereisille solmuarvoille
voimakkaan -1,2,—1-kytkenndn. Sen sijaan painegradientin ja jatkuvuusyhtalon
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approksimaatiossa kytkentd on heikkoa: itse keskeisen pisteen solmuarvo ei ole
ollenkaan mukana. Tamé ei ole tassa niin tarkeéda jatkuvuusyhtaloissa, koska diffuusio-
osuudessa on jo nopeusarvojen hyva kytkentd. Sen sijaan painegradientti on huonosti
edustettuna. Joka tapauksessa voidaan todeta, ettd ensimmadisten derivaattojen ongelma
kytkeytyy oleellisesti mainittuun puuttuvaan naapurisolmuarvojen kytkentdan. Se voi
johtaa ratkaisujen epafysikaalisiin heilahteluihin.

Painegradientin suhteen tdassi on jalleen lainattu lahdettd [1]. Kuva 2 on kopio
l&hteen kuvasta 6.2.

p=100 500 100 500 100 500
—0 o o o O

Kuva 2. Siksak-painejakauma.

Kuva esittdd kaaviollisesti (lukujen arvoilla ei ole oleellista merkitystd) mahdollista
painejakaumaa pisteittdin verkon sisdosassa. Kuvaan 2 liittyen [1, s. 116]:

”Thus, the devastating consequence is that such a wavy pressure field
will be felt like a uniform pressure field by the momentum equation.”

Kahdessa ja kolmessa dimensiossa voi esiintyd kuvan 2 tyyppistd mutkikkaampaa
heilahtelua ilman, ettd lilkemadrayhtalot kokevat painegradientin. Samoin
jatkuvuusyhtalon suhteen voidaan esittad kuvaan liittyvaé analogista tarkastelua.

Esimerkkiprobleemassa saatiin siis edelld Galerkinin keinon avulla yhdeksaa
tuntematonta vastaten yhdeksan systeemiyhtaléa (29) — (37). Niiden ratkaisu ei
kuitenkaan onnistu. Nopeuden solmuarvot l6ytyvat kylla oikein: u, =U;, us =0,
us =Ug, U =0, mutta painearvot eivat ratkea. Tama ymmaérretadn yhtaloitéa
tarkastelemalla: paineet esiintyvét vain neljassa yhtélossa, mutta tuntemattomia paine-
arvoja on viisi.

Elementtimenetelman soveltamisyritykset virtausmekaniikassa etenivét siten, etta
nopeuskomponenteille ja paineelle valittiin taitavasti toisistaan poikkeavaa tyyppié
olevat approksimaatiot. Esimerkiksi ldhteessa [2] on esitetty néit4 valintoja. Taustalla
oleva matemaattinen teoria on vaativaa. Yleispiirteend paineen approksimaatio on
alempaa astetta kuin nopeuskomponenttien. Jos esimerkkitapauksessamme valitaan
paineelle  epdjatkuva, kussakin  elementissa  vakioarvoinen  approksimaatio,
tuntemattomia painearvoja jaa jaljelle nelja. Pitamélle wu:lle edelleen sama
approksimaatio kuin edelld systeemiyhtél6itd tulee kahdeksan. Tadmén systeemin
ratkaisu onnistuu ja saadut painearvot yhtyvédt keskima&rin tarkkaan ratkaisuun.
Kuitenkin erityyppisten ja kahdessa ja kolmessa dimensiossa mutkikkaiden
approksimaatioiden ké&yttd on kompel6d ja epatyydyttdvad. Seuraavassa luvussa
esitetadn suoraviivaisempi tapa paineen kasittelyyn.
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Galerkin-pienimmdn nelion keino

Ns. painotettujen jaannosten menetelman (engl. method of weighted residuals) erds
tarked versio Galerkinin keinon liséksi on pienimman nelion keino. Sovellettuna esilla
olevaan systeemiin (17) — (18) muodostetaan ensin pienimman nelién funktionaali

1(u, p) ZEIOL[TU (R, +7, (Rp)z}dx. (39)

2
Tassa annetut suureet 7, ja 7, ovat ns. painotekijoitd, joilla yhtalojaanndsten nelidita
painotetaan. Tassé on kéytetty ns. lavistajatyyppisté painotusta; yleisempi tapa on myos
mahdollinen. Vaaditaan funktionaalin (39) stationaarisuutta. Variaatiolaskennan
séantdjen avulla paadytaén yhtaloon

Fus = [. (3RutuRy +8R,z,Ry )de=0. (40)

pipttp

Tatd voidaan nimittdd pienimman nelion keinon heikoksi muodoksi. Verrattaessa
Galerkinin keinon heikkoon muotoon (19) havaitaan, ettd painofunktioiden valintaa ei
tarvitse suorittaa: termit Rz, ja 8R,7,, syntyvat automaattisesti.

Pienimméan nelion keinon kaytté sellaisenaan yksinkertaista Co-jatkuvaa
approksimaatiota soveltaen edellyttdd, ettd kenttadyhtéloissd saa olla korkeintaan
ensimmadisid paikkaderivaattoja. Tam& merkitsee usein, ettd taytyy madaritelld uusia
muuttujia ja uusia kenttayhtaloitd. Koska yhtalo (17) sisaltad toisen derivaatan, emme
siis voi soveltaa pienimmén nelién keinoa suoraan yhtalosysteemiin (17) ja (18).
Unohdetaan tdma kuitenkin hetkeksi. Kirjoitetaan Galerkinin ja pienimmén nelion
keinon lineaarikombinaationa uusi heikko muoto

Fg + F s =0. (41)
Kyseessda on ns. Galerkin-pienimmén nelion (engl. Galerkin-least-squares method)

keinon kéyttd. Kun sovelletaan elementeittéin lineaarista approksimaatiota, pienimman
nelion heikossa muodossa (40) kuitenkin elementeittéin

. Jop

dp
R, ~——pb, OR, = : 42
U x P U= Ty (42)
du doéu
R,=——, R, =——. 43
P dx P dx (43)
Taten heikko muoto (40) yksinkertaistuu:
L| dop dp déu du
Fe=| | —1,| ——pb |+——1,— |dx=0. 44
LS IO { dx T“[dx P j dx P dx} ’ (44)

Ottamalla jalleen huomioon, ettd du ja ép ovat riippumattomia, Galerkin-pienimmén
nelion keino tuottaa siis seuraavat kaksi uutta heikkoa muotoa

L|{ déu du dou —
fo [W(Zﬂ”p)d—x‘ o p‘é”pb}d"_(ta””* -0 4
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L du) dép dp dop
op| —— |+t g, =2 pb |dx=0. 46
IO{ p( dijr dx Yax ax P } (46)

Oleellisin muutos on heikkojen muotojen (24) ja (46) suhteen. Jalkimmaiseen on tullut
painetta koskeva diffuusiotyyppinen termi. Tama siis synnyttdd puuttuvan kytkennén
vierekkaisten paineen solmuarvojen vilille.

Koska nopeuden solmuarvoille on jo diffuusion kautta keskinéista kytkent&a, tuntuu
painotekijan ¢, merkitys turhalta verrattuna painotekijan z, merkitykseen ja taten
asetetaan yhtalossa (45) termin 2y rinnalla z, = 0. Dimensiotarkastelu osoittaa, ettd
painotekija 7, voidaan esittaa kussakin elementissda muodossa

2
=3, (47)
U
jossa h on kyseisen elementin pituus ja 7, positiivinen dimensioton kerroin. Kertoimen
7, sopivan arvon valinnalle on téssd vaikea I0ytd4 logiikkaa. Numeeriset kokeilut
osoittavat, ettd tdima arvo voidaan valita t4ssa miltei mielivaltaisesti, kunhan se eroaa
nollasta. Jatkossa konvektiotermin mukaanotto antaa painotekijan z, valintaan tiettyé
logiikkaa.

Approksimaatioiden (42) suhteen voidaan nopeasti katsoen esittdd vakavaa
kritiikkid. Kuinka voidaan noin vain hylata toisen derivaatan osuus yhtal6jaannoksessa?
Tata aihepiiria on kasitelty perusteellisemmin mm. lahteesséd [3]. Jos kaytettdisiin
pelkkaa pienimman nelion keinoa, toisen derivaatan osuutta ei tietenkaan voitaisi jattaa
huomiotta. Mutta kombinaatiossa Galerkin-pienimman nelion keino pienimman nelién
heikko muoto antaa osuuden, joka vahenee verkon tihetessd. Esimerkiksi, jos
lausekkeessa (47) pidetdén kerroin 7, vakiona, painokerroin 7, léhestyy nollaa verkon
tihentyessa. Taten pienimméan nelidn heikon muodon yhteydessa tehtyjen “rikosten”
merkitys katoaa lopuksi teoreettisessa ”aarettomén” tihedssa verkossa, joka on kaytossa
matemaattisten  suppenevuustarkastelujen  yhteydessa.  Toisten  derivaattojen
unohtaminen pienimman nelidsumman termissé saattaa kuitenkin vaikuttaa menetelmén
konvergenssiominaisuuksiin, jos nopeuden approksimaatio ei ole lineaarinen tai
bilineaarinen.

Galerkin-pienimmaén nelion keinon tietynlaisena syntykirjoituksena voitaneen pitéa
Courantin artikkelia [4]. Vasta paljon my6hemmin; esimerkiksi [5], vastaavaa
ajattelutapaa alettiin soveltaa virtausmekaniikassa.

Esimerkki 2

Tarkastellaan esimerkin 1 esittdmaa tapausta nyt heikkojen muotojen (45) ja (46) avulla
asettaen r, =0. Talloin ensimmaiseen heikkoon muotoon liittyvat diskreetit yhtalot
ovat samat kuin esimerkissa 1. Jalkimmadiseen heikkoon muotoon liittyvét diskreetit
yht&l6t sen sijaan muuttuvat. Matriisimuodossa paddytaan yhtélosysteemiin
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Wl ooy 9 0 0 0 o0
h 2 h
1 4u 2u 1
-- = o £ = 0 0 0 0
2 h h 2 ——Ug —7,pb
7, 21, 1 T, o
-4 o u _=- _u 9 0 0 0
h h 2 h Uy pbh+—u0
0o -2 L oA, 2w 1 0 0 ||P2 _1z
h 2 h h 2 u 0
2 1 T 3
0 I a5 2w 1w 0 [{pst= pbh . (48)
2 h h 2 h u 0
4
0 0 o -2¢ L 4w, 2w 1 D pbh
h 2 h h 2 4
1 T 2t 1 T Us 0
0 0 0 - -4 o v -u 1 _
2 h h 2 h | LPs prh+t
2u 1 2u 1
O O 0 0 0 —T —E T —E ‘L'upb
o o o o o L m 1 &
L 2 h 2 h |

Havaitaan, ettd kerroinmatriisi on edelleen symmetrinen. Sisdpisteisiin liittyy
painearvojenkin suhteen -1, 2, -1-tyyppinen kytkentd. Nyt saadaan ratkaisu myos
paineille:

pL=—4hpb—7, p,=-3hpb—7, p3=-2hpb—T,

Arvot yhtyvat analyyttiseen ratkaisuun. Tulokset pysyvat valitusta 7,:n arvosta
riippumatta samoina.

(49)

Konvektio

Diffuusio-konvektioyhtdlo

Ennen konvektiotermin mukaanottoa varsinaisessa liikemaarayhtalossa tarkastellaan
alustavana aputehtdvana ns. skalaarista yksidimensioista diffuusio-konvektioyhtaloa
R¢z—i(dd—¢j+ad—¢—s:0. (50)
dx\ dx dx
Tassd ¢(x) on tuntematon suure ja diffusiivisuus d(x), konvektionopeus a(x) ja
l&hdetermi s(x) ovat tunnettuja suureita. Tamé on elementtimenetelmaé késittelevisséa
oppikirjoissa yleisesti kaytetty malliprobleema, jolla selostetaan yksinkertaisimmillaan
konvektiotermiin liittyvia piirteitd. Otetaan vielad Dirichlet-reunaehdot ¢(0) =g, ja
p(L)=9.

Puhtaan Galerkinin keinon soveltaminen voimakkaan konvektio-osuuden kanssa
johtaa ¢:n solmuarvojen heilahteluun; siis ensimmdisen derivaatan aiheuttama
ongelma. Laakityksend toimii j&lleen Galerkin-pienimman nelion keino. Vastaava
heikko muoto on
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L| do d d dd
Fo +Fis EJO {d—f(d +T¢a2)d_§)‘(’+8gp df: (8g0+d—)zor ajs}dx 0. (51)

Tama syntyy samaan tapaan kuin edelld. Asetelma on vain yksinkertaisempi, koska
l&htokohtana on vain yksi kenttdyhtélo ja tarvitaan vain yksi painotekijé: z,. On siis
taas otaksuttu pienimman nelién keinon yhteydessa elementeittdin lineaarinen
approksimaatio. Yhtalosta (51) huomataan, ettd diffuusiotermiin on tullut lisdys r(paz.
Taman termin sopiva arvo vaimentaa heilahtelut pois. Numeerisen menetelmén
stabiiliustarkastelu osoittaa, ettd painotekijan arvolla on approksimaation kertaluvusta
rilppuva alaraja. Tilanne on siis sama kuin hitaan virtauksen tapauksessa, jossa
ongelmana oli painemuuttuja. Pyrkimalla tulokseen, joka antaa vakiodatan, lineaarisen
approksimaation ja saénnodllisen verkon tapauksessa tarkkaan ratkaisuun yhtyvat

solmuarvot, voidaan painotekijélle johtaa lauseke

T, = pe —coth— pe -1 d cothE—i h (52)
» =2 2 a2 2 2 pe
jossa pe on ns. (elementtikohtainen) Péclet luku (h on elementin pituus)
pe = 21, (53)

Edella elementin kokoon liittyvélle Péclet luvulle on kédytetty merkintdé pe erotukseksi
tavanomaisesta merkinnéssa Pe, jossa pituusmitta kuvaa ratkaisualueen kokoa tai liittyy
muutoin itse tehtdvaan. On mielenkiintoista todeta, ettd kun painotekija (52) kerrotaan
yhtalossa (51) termilla a?, efektiiviseksi diffusiivisuudeksi jaa jaljelle

d pe coth pe (54)
2 2

ja tamé lahestyy arvoa d, kun pe— 0. Kun d ja a riippuvat paikasta, painotekijé
maadritetadan yleensa kullekin elementille kayttéden sopivia keskimaaréisié arvoja. Pienill&
ja suurilla Péclet Iuvun arvoilla, kun |pe|— 0 tai |pe| - oo, paddytédan yksinkertaisiin
esityksiin 7, —> h? /(12d) ja t, —>h/(2]a|) vastaavassa jarjestyksessa. Lausekkeen
(52) ns. kaksoisasymptoottinen approk3|maat|o

h (h 1
=—min| —,— 55
K (Gd |a|j (9)

perustuu ndihin yksinkertaistuksiin.

Konvektio mukana

Otetaan nyt tarkastelun kohteeksi alkuperdinen systeemi (11) ja (12), jossa edellisessé
on siis konvektiotermi mukana:

d du _du dp
R 2 . 9 p-o, 56
u d(ﬂdxj Py Tax P (56)
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du

Ry = i 0. (57)
Jatkuvuusyhtdl6 (57) on nyt kirjattu ilman edelld kaytettyd miinusmerkki&, jonka avulla
saavutettiin hitaassa virtauksessa symmetrinen, diskreetti yhtalosysteemi. Tarkempi
analyysi osoittaa nimittdin ehk& hieman yllattaen, ettd merkinvaihdon jalkeen p&&stédén
stabiliteetin kannalta yksinkertaisempaan tilanteeseen. Konvektio synnyttda jatkossa jo
melkoisesti lisdtermeja. Kuitenkin Galerkin-pienimman nelion keinon kaytdssa

tarvittavat askeleet ovat periaatteeltaan taysin samoja kuin edella.
Galerkinin keinon heikko muoto (19) antaa nyt yhtaldiden (23) ja (24) sijasta yhtalot

dou du _du déu _
L du
op| — [dx=0. 59
) p(dxj 59)

Jalkimmadinen yhtald on olennaisesti sama kuin aikaisemmin. Edelliseen yhtalon
integrandiin on tullut lisdd konvektio-osuus o6u pu du /dx . Sen suhteen ei ole tarvetta
suorittaa osittaisintegrointia.

Pienimman nelion heikossa muodossa (40) nyt

_du dp _ddu d6p
~ —+——pb, OR, = pu——+— 60
uFP N Tax udx dx (60)
du dou
R,=—, OR,=—o-. 61
P dx P dx (61)

Saadaan

dou dop _du dp dou du
Fio= —+— —+——pb dx =0. 62
Ls = -[ [(pu dx i dx jru (pu dx+dx r j+ dx °p dx} (62)

Koska jalleen 6u ja op ovat riippumattomia, syntyy siis seuraavat kaksi pienimman
nelion heikkoa muotoa:

L| _ddu _du dp déu
— —+——pb |+— dx =0, 63
-[o {pu dx (pu d dx ) dx P dx} (63)

[ (e
0 dx dx  dx

Kombinoimalla vastaavasti (58) ja (63) sek& (59) ja (64), Galerkin-pienimmén nelion
keinon lopulliset heikot muodot ovat siis

pbj dx=0. (64)

ddu 9y du+8 _du_d6u +d8u _dp
e ) Pt e vl i
ddu _ _
—(6u+arupujpb}dx—(t6u)le_:0, (65)
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J.L[Spd_u_{_ﬂfupﬁd_u+d§_pru %_@
0 dx dx dx dx “dx dx
Kysymys kuuluu jalleen: miten valitaan painotekijoiden z, ja z, sopivat arvot?
Edelleen tuntuu silt, ettd voidaan ilman ongelmia asettaa 7, =0. Painotekijan 1z,
suhteen edetd&n seuraavasti. Ajatellaan kenttdyhtalod (56) hetkellisesti siten, etta
painetermin osuus tunnetaan ja se toimii ik&an kuin lahdetermina liikeméaarayhtalossa.
Esimerkiksi ldhteessa [1] esitetty ns. SIMPLE-algoritmi toimii iteroinnin tietyssa
vaiheessa ndin. Talléin lilkemaarayhtald on samaa muotoa kuin skalaarinen yhtald (50)
ja saadaan vastaavuudet

rupb}dx =0. (66)

d=2u, a=pu. (67)
Elementtikohtainen Péclet luku on siis

_puh

e : 68
p 2 (68)
Vastaavasti 7, madritetaan kaavan (52) vastineesta:
T, =(Ecoth$—lj 2 =1 cothE—i i_ (69)
2 2 pzl/_l 22 2 pe)pu

Vastaavalla tavalla kuin diffuusio-konvektioyhtaloén yhteydessd, lauseke (69) voidaan
korvata k&ytannon laskelmissa mukavammalla approksimaatiollaan

7, =Dmin[%L, 1 J (70)

Koska lauseke (69) perustuu suoraan diffuusio-konvektioyhtéléanalogiaan, jossa mm.
painetermin mahdollinen vaikutus tilanteeseen on sivuutettu, kerroin 7 ajatellaan
jatkossa numeerisen menetelméan ominaisuuksiin vaikuttavaksi parametriksi. Haasteena
on |oytdd arvo, joka kombinoi stabiiliuden ja tarkkuuden sopivasti. Hieman
yksinkertaistaen, liian suuri arvo johtaa numeeriseen diffuusioon ja liian pieni arvo
epafysikaaliseen heilahteluun.

Huomataan kaavan (68) perusteella, ettd verkon tihentyessa Péclet luvut pienenevét
ja siis vastaavasti pienimman nelion keinon antaman osuudet pienenevat. Jos T on
tdsmélleen nolla eli konvektio haviaa, yhtalon (69) jalkimmdinen muoto ja sen
approksimaatio (70) palautuvat Stokesin probleeman yhteydessd kaytettyyn muotoon
(47). Nain ollen painotus tuottaa termin dop/dx-z,-dp/dx, joka havaittiin edelld
tarpeelliseksi jo ilman konvektiota olevassa virtauksessa.

Tahan lukuun ei ole liitetty esimerkkitapausta, koska se ei toisi mitdan oleellisesti
uutta tassé pelkistetyssa yhden dimension tapauksessa. Luku palvelee kuitenkin l&hinna
kaavan (70) perusteella seuraavaa lukua.
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Kaksi dimensiota

Yhtdlot

Siirrytdén nyt kahden dimension tapaukseen ja kirjataan kaavat (8), (9) ja (10) uusin
merkinnoéin sekd merkinvaihdoin stationaarisessa tapauksessa:

of. aul of (ov au|] (_ou _ou) ap
Ri=— |24 |- L | v S i p| S v S [+ 28 b, =0, (71
“ _’“‘ax} ay[”(ax ay]_ p(” x j ph=0: (1)

__ o (v au)|_af, ev], (v _ev) ap_ . _
R, = 8x_ﬂ[6x+8yﬂ ay{Z,uay +p(uax+vayj+ay pby =0, (72)

R, =+ =0. (73)

Tarvittavat manipulaatiot ovat vastaavia kuin yhdesséd dimensiossa; lausekkeista
vain tulee pitempid. Galerkinin keinossa lahdetdan heikosta muodosta

Fe = [, (3uR, +8VR, +8pRy )dA=0, (74)

jossa integrointi on siis tarkastelualueen yli. Diffuusio- ja painegradienttitermien
suhteen suoritetaan osittaisintegroinnit. Reunaehtojen (5) perusteella asetetaan
nopeusreunalla s, du=0 ja ov=0. Reunaehtojen (6) perusteella sijoitetaan
traktioreunalla esiintyviin reunatermeihin annetut traktiokomponentit t, ja t_y Saadaan

odu, ou 0Odu (ov ou _Ou _ou) oJdu
Fe E.[ —2u—+—p| —+— |+ oup|u—+v—|———p—Oupb,
Al OX ox oy (ox oy OX oy OX

odv (ov ou) Odv . ov _OV _Ov) O0dv
t—u| —t+—— |t 2ut+dvplu—+V— [———p-dvpb,
ox \ox oy oy oy oXx oy oy
ou ov — _
+8p (&%—yﬂdA— Lt (Tdu+T,0v)ds=0. (75)
Pienimmaén nelion keinon heikko muoto on ilmeisin merkinndin
Fls= jA(SRuTuRu +8R, 7y R, +3RyTy Ry )d4 =0, (76)

jossa, kun hylataan jalleen diffuusiotermit,

R, zp(ﬁa_u+vc’9_u}6_p_pbx’ OR, zp(ﬁa&'l +788u]+66p (77)
X

o oy ) ox OX oy ox
_oOv _ov)| 0p _O0v _0dv) 0op
R, = —+V—|+——pb,, OR, = + + , 78
v p(uax Vsj Y. v p[uax V;j ; (78)
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Ry~ M, & gp _Eu B 79
oX oy ox oy
Galerkin-pienimmaén nelién keinon heikko muoto on siis

Kun otetaan huomioon, ettd éu, ov ja dp ovat ovat rilppumattomia, saadaan lopulliset
kolme heikkoa muotoa. Ne jatetdan tassé esittamatta.

Painotekijdt

Painotekijoiden z,, 7, ja 7, sopivien arvojen valinta ei ole kahdessa (tai kolmessa)
dimensiossa itsestddn selvad. Tassé toimitaan seuraavalla ad hoc-menettelyll4. Otetaan
jalleen heti z, =0. Tyypillinen elementti korvataan ladhteessa [6] esitetylla tavalla
tilapdisesti elliptisell& korvike-elementilla (Kuva 3).

_D%/

Kuva 3. Korvike-elementti.

Esimerkiksi kiintedn seindman (jossa nopeus héviad) laheisyydessa virtaus voi olla
rajakerrostyyppistd ja tehokas elementtiverkko voi johtaa reunan suunnassa
pitkdnomaisiin elementteihin. Taten elementin vallitsevien pituusmittojen suuruuksilla
ja suunnilla voi olla oleellista merkitystd. Kuvan 3 x’,y’- koordinaatisto yhtyy korvike-
elementin péaasuuntiin. Olkoot & ja & x'- jay’-akselien suuntaiset yksikkovektorit ja
siis

by =hyg =ty i +eyy]), Dy =hy8 =hy(end +eyy]) | (81)

joissa i ja ] ovat x- ja y-akselien suuntaiset yksikkdvektorit. Vastaavat
nopeuskomponentit olkoot u’ ja v'. Saadaan siis u'=¢€ -V ja v'=8,-V, joissa Von
nopeusvektori. Lisaksi nopeuskomponenttien vélinen riippuvuus

{3}44{3}, (52)
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jossa

[L]:{elx ely}. (83)

€2x e2y

Pienimman nelién funktionaalin liikemaarayhtaloihin liittyva integrandi on

matriisimerkinnoéin
T
Ry Tw v Ry

Tdssa on otaksuttu edelld esitettyd lavistajatyyppistd painotusta yleisempi esitys; siis
mukana painotekijat 7, =17,. Kun toimitaan x’,y’-koordinaatistossa, saadaan

vastaavasti integrandi
T
Ry v O |[Ry (85)
Ry 0 o ||R/]

Tdssd siis nyt nimenomaan valitaan lavistgjatyyppinen painotus. Kuvitellaan
yksidimensioiset virtaustapaukset pdésuunnissa ja saadaan vastaavat Péclet luvut

é -V hyé, -v
pelzphlel . pe, =Ll2%

86
2 2 (86)

seka painotekijat

Tu,Erlzﬁmin %i, _,1 — | vaffzzh—zmin %h_z,% . (87)
2 12u’ plé, -V 2 12p pléy-v]

Liikemaarayhtaldiden komponenttien vélilla on myos riippuvuus

RClss

Vaaditaan, ettd lausekkeet (84) ja (85) tietyssé pisteessa saavat saman arvon; kKyseessa
on ns. invariantti skalaari. Tésta seuraa yhteys

T, Tuy Tln O
=[L L|. 89
IR ®)
Koska kasittely on spekulatiivinen, on ehk& kuitenkin liioittelua ottaa painotekijat
T = Ty, Mukaan. Ainakin alustavasti voidaan tyytya kaavan (89) antamiin arvoihin z,

ja 7, . Joka tapauksessa esitetty menettely antaa painotuksille tiettyd anisotrooppisuutta,
joka tuntuu probleeman luonteen huomioon ottaen mielekkaalta.

Epdilineaarisuus

Konvektiotermeissa esiintyy nopeuksien tuloja, joten tehtavd on epdlineaarinen. Erds
yksinkertainen tapa on pdivittd4 edelld artikkelissa esiintyvien termien kuten Tou / ox
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osuuksia u ns. Picardin iteraatiolla. Yleensd tehokkaammin toimiva menettely on
Newtonin menetelmd, jossa yht&lot linearisoidaan ratkaisun T,v,p kohdalla
suorittamalla heikossa muodossa korvaukset

R, zp(—ﬁg—u—va—u+ua—u+va—u+ﬁa—u+\78—uj+@—pbx' (90)
X

oy ox oy OX oy ] Ox
R, ~p G N VN g s +@—pby, (91)
OX oy oOx oy oXx oy) oy

joissa ylaviiva viittaa siis lahtbarvoon tai edellisella iteraatiolla saatuun arvoon.
Ylaviivalla varustetut suureet ajatellaan vakioiksi varioinnin suhteen, joten

oR, = p Sua—u+8v8—u+ﬁaé—u+1766u +@ (92)
OX oy

OX 6_y ox
oR, = p 8uﬂ+5vﬂ+5@+\7@ +@- (93)
OX oy OX oy oy

Iterointi tunnetusti suppenee nelidllisesti, mikali arvaus O,V on riittdvan lahell&
ratkaisua ja heikko muoto tayttaa tietyt jatkuvuusvaatimukset. Kéytannossa nelidllinen
suppeneminen tarkoittaa oikeiden desimaalien lukumaarédn kaksinkertaistumista
kullakin iteroinnilla. Lopetusehtona voidaan kayttaa esimerkiksi suhteellista muutosta

max(nu—unw ||v—v||wJ<g o
u ' U 7

jossa U on sopivasti valittu vertailunopeus (annettu nopeus reunalla tms.) ja ¢ on
valittu muutoksen maksimiarvo. Kéytannossé vaaditaan, ettd solmuarvojen muutoksen
maksimi alittaa annetun arvon ¢U . Ehdossa (94) ylaviivalla varustetut suureet viittaavat
siis edellisen iteraation arvoihin.

Hyvéan alkuarvauksen léytdminen saattaa tuottaa ongelmia virtausprobleeman
yhteydessé. Eras tapa hoitaa ongelma on jakaa kuormituspolku (tdssa Reynolsin luku tai
tiheys) useaan osaan siten, ettd lahtotilanteena on lineaarinen Stokesin probleema.
Kunkin iteraation lahtéarvaus saadaan riittdvan hyvaksi yksinkertaisesti kuormituspolun
jakoa tihentamalla olettaen, etté ratkaisu riippuu jatkuvasti Reynoldsin luvusta.

Reunaehdoista

Kun jatkuvuusyhtélo (4) integroidaan puolittain alueen yli, saadaan Gaussin lausetta
soveltamalla tulos

_[A[Z—;J(+%jdAzL(nxu+nyv)ds:0, (95)

jossa n, ja nyovat reunan ulos suunnatun yksikkdvektorin komponentit. Jos reuna on

kokonaan tyyppia s,, tulee siis annettujen suureiden U ja V toteuttaa yhtalo (95).
Téssa tapauksessa paine jaa vakiota vaille maaraamattomaksi.
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Tama ymmarretddn fysikaalisesti esimerkiksi seuraavan ajatuskokeen avulla.
Otetaan pelkistetty staattinen tapaus, jolloin reunalla ot =0, Vv =0. Olkoon reunan
jollain osalla ”pieni méntd”, jolla voidaan selvésti vaikuttaa paineen arvoon kuitenkin
(teoriassa) siirtaméattd mantad, koska kyseessd on kokoonpuristumaton ainemalli.
Kyseessa on ns. ”piston action” [7, s. 126]. Paine ei siis maaraydy yksikasitteisesti.

Tavanomainen tapa edetd on Kkiinnittdd paineen taso vaatimalla, ettd paineen
keskiarvo on nolla:

jApdA=o. (96)

Tama voidaan kasittéa esitettyjen heikkojen muotojen kannalta rajoiteyhtéloné ja hoitaa
siten tutun Lagrangen kertojamenettelyn avulla. Varioimalla (96) ja ottamalla kayttoon
Lagrangen kertoja A saadaan yhtalo

A IASpdA: 0, (97)

jossa A on tehtdvan uusi tuntematon (vakio). Rajoiteyhtdld (96) voidaan Kirjoittaa
variaatiohenkisesti vaihtoehtoisessa muodossa

Y jA pdA=0, (98)

jossa &4 on mielivaltainen. Yhteisesti ehdot (97) ja (98) saadaan mukaan lisaéamalla
varsinaiseen heikkoon muotoon termi

FL=5(4], pdA)=82], pdA-+ 4], pdA. (99)

Seuraavassa esimerkissé 3 reuna on kokonaan tyyppia s, ja ratkaisussa sovelletaan
Lagrangen kertojamenettelya.

Esimerkki 3

Erds tavanomainen uusien koodien tai numeeristen menetelmien testitapaus on
Kiertovirtaus suljetussa alueessa (eng. lid driven cavity flow, driven cavity flow), jossa
geometria on yksinkertainen nelio [8], [9], [10], [11]. Teht&vadssa nelidn sivun pituus on
L ja reunaehtona annetaan tangentiaalinen nopeus U yhdella sivulla. Kaikilla muilla
sivuilla  nopeus hdavidd. Annettu nopeus reunalla on epdjatkuva kahdessa
nurkkapisteessd, josta seuraa mm. paineen singulaarisuus [10]. Fysikaalisesti ajatellen
massallinen nestepartikkeli pakotetaan muuttamaan nopeuttaan hyvin lyhyelld matkalla,
mika edellyttdd hyvin suurta painegradienttia. Léhelld nurkkaa paine on kaantéen
verrannollinen etdisyyteen nurkasta eli p~ r1, josta seuraavien mahdollisten
numeeristen ongelmien pohtiminen sivuutetaan esimerkissd. Tehtdvassd traktiota ei
anneta millaan reunanosalla, joten lisdehtona vaaditaan, ettd paineen keskiarvo on nolla.
Ratkaisun luonne riippuu vahvasti Reynoldsin luvusta

_Ubp
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jossa L on tehtdvadn liittyva mitta (tdssa nelion sivunpituus). Pienilla Reynoldsin luvun
arvoilla tehtdva on lahella lineaarista Stokesin probleemaa. Reynoldsin luvun kasvaessa
ratkaisualueen nurkkiin syntyy vastakkaissuuntaisia pyorteitd ja reunoille jyrkkéa
rajakerros. Kaytannossa elementtiverkkoa pitad tihentédd vahvasti reunojen ja nurkkien
kohdalla pydrrerakenteiden yksityiskohtien esiin saamiseksi. Vertailun helpottamiseksi
esimerkkiin on valittu ldhteessa [9] kaytetyt Reynoldsin luvut 100, 1000, 3200, 5000,
7500 ja 10000.

Todettakoon, ettd todellisuudessa virtaus ei ole suurilla Reynoldsin luvuilla endé
valttamatta ajasta riippumatonta eik& edes kaksi-dimensioista, vaan virtaus muuttuu
turbulenttiseksi. Kyseesséd on vain suosittu teoreettinen testitapaus, josta on suuri maara
eri menetelmill& saatuja numeerisia tuloksia.

Kuva 4. Elementtiverkot.

Laskentaesimerkin reunoja ja nurkkia kohden tihennetyt 60x60 ja 90x%90
elementtiverkot esitetddn kuvassa 4. Seka nopeuskomponenteille ettd paineelle kaytetdén
bilineaarista  approksimaatiota ja heikon muodon integraaleihin sovelletaan ko.
approksimaation suhteen tarkkaa kvadratuuria. Syntyvén epélineaarisen yhtaloryhmén
ratkaisussa Reynoldsin lukua kasvatetaan vaiheittain Stokesin probleeman arvosta 0,
jolloin Newtonin menetelman lahtdarvaus kullekin lisdykselle on riittdvan l&hell&
ratkaisua. Laskelmissa kaytettiin kymmentd Reynoldsin lukua véliltd 0-10000 (0, 100,
400, 1000, 2000, 3200, 4000, 5000, 7500, 10000). Iteroinnin lopetuskriteerissa (94)
valittu muutoksen maksimiarvo &=10"°, joka saavutettiin maksimissaan kuudella
iteraatiolla. Laskelmissa kaytettiin stabilointiparametrin  vakioarvoa 7=1/10.
Mathematica-kielelld koodattu ratkaisija perustui tavanomaiseen elementtimenetelman
algoritmiin, jossa systeemiyhtalot kootaan elementtiosuuksista jne.

Elementtiverkkoja 60x60 ja 90x90 vastaavat paine- ja virtafunktioratkaisut esitetdén
kuvissa 5a ja 5b. Vihreat kdyrat kuvaavat virtafunktion arvoa nolla. Néiden kayrien
rajaamissa alueissa virtafunktio saa joko positiivisia tai negatiivisia arvoja, jotka
liittyvat myotapaivaan ja vastapdivaan kiertaviin pyorteisiin. Keskell aluetta sijaitsevan
pyOrteen suunta on myo6tapaivaan. Virtafunktio yw madritettiin ratkaisemalla yhtélot

a—w:u,a—w:—v, (101)
oy OX
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elementtimenetelmalld kayttaen pienimman neliosumman funktionaalia ja bilineaarista
approksimaatiota. Virtafunktion arvo asetettiin nollaksi reunoilla.

Paineen tasa-arvokayrissé sininen véri kuvaa pieninta negatiivista arvoa ja punainen
suurinta positiivista arvoa tietylle Reynoldsin luvun arvolle. Harmaa véri vastaa paineen
arvoa nolla. Harmaan ja sinisen sek& harmaan ja punaisen vérin sekoitukset kuvaavat
paineen arvoa nollan sek& minimin ja maksimin valilld&. Reynoldsin luvun arvolla 0
paineratkaisu on antisymmetrinen geometrisen keskipisteen kautta kulkevan
pystyakselin suhteen. Suurilla Reynoldsin luvun arvoilla paineen maksimi sijoittuu
oikeaan ylanurkkaan ja minimi on geometrisessa keskipisteessd. Partikkelimekaniikan
kasitteitd kayttden pyorteen keskipisteestd ulospdin suunnattu painegradientti edustaa
keskeisvoimaa nestepartikkelin kiertoliikkeessa.

Kuva 5a. Paineen (sininen-harmaa-punainen) ja virtafunktion (musta, vihred) tasa-arvokayrét
Reynoldsin luvun funktiona (60x60 elementtid). Reynoldsin luvut 100, 1000, 3200, 5000, 7500
ja 10000 vasemmalta oikealle ja ylh&alta alaspéin.
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Kuva 5b. Paineen (sininen-harmaa-punainen) ja virtafunktion (musta, vihred) tasa-arvokayréat
Reynoldsin luvun funktiona (90x90 elementtid). Reynoldsin luvut 100, 1000, 3200, 5000, 7500
ja 10000 vasemmalta oikealle ja ylh&alta alaspéin.

Kuvissa 6a ja 6b esitetd&dn nopeuskomponentille v saatu ratkaisu alueen keskipisteen
kautta kulkevalla x-akselin suuntaisella suoralla. Lahteen [9] referenssiratkaisu on
laskettu virtafunktio-pyorteisyys formulaatiolla ja differenssimenetelmalla. Kuvasta
néhdaan ettd suurilla Reynoldsin luvun arvoilla virtaus alueen sisalla on karkeasti ottaen
jaykan kappaleen rotaatiota geometrisen keskipisteen suhteen ja siten nopeuskentti on
hyvin s&anndllinen suurimmassa osassa aluetta. Kuitenkin ratkaisuvirhe/numeerinen
dissipaatio reunojen laheisyydessa vaikuttaa myos ratkaisun sdénndlliseen osaan
“virheellisend reunaehtona”. Tasta johtuen verkkoa pitdd tihentdd vahvasti reunan
ldheisyydessd pyrittdessa hyvaan tarkkuuteen suurilla Reynoldsin luvun arvoilla.
Yhtalon (87) stabilointiparametrin 7 arvo vaikuttaa ratkaisuun siten, ettd numeerinen
dissipaatio ja siitd seuraava virhe kasvaa 7:n kasvaessa. Laskelmissa kaytetty arvo
7=1/10 tuotti selvasti jonkin verran numeerista dissipaatiota. Stabilointiparametrin
arvon pienentdminen vahensi virhettd (keskimaarin), mutta johti epéafysikaalisiin
heilahteluihin paineratkaisussa l&ahelld singulaarisia pisteitd. Kuvien 6a ja 6b perusteella
Reynoldsin luku vaikuttaa samansuuntaisesti ratkaisun tarkkuuteen. Epélineaaarisen
yhtéléryhmén ratkaisussa vaadittu iteraatioiden lukumééra kasvoi myods jonkin verran
stabilointiparametria kasvatettaessa.
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Kuva 6a. Nopeuden y —komponentti (60x60 elementtid) ratkaisualueen keskell& verrattuna

lahteen [9] ratkaisuun (ehyt kdyrd). Reynoldsin luvut 100, 1000, 3200, 5000, 7500 ja 10000
vasemmalta oikealle ja ylh&alta alaspain.
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Kuva 6b. Nopeuden y —komponentti ratkaisualueen keskelld (90x90 elementtid) verrattuna

lahteen [9] ratkaisuun (ehyt kdyrd). Reynoldsin luvut 100, 1000, 3200, 5000, 7500 ja 10000
vasemmalta oikealle ja ylhaalta alaspain.

Kuvassa 7 esitetddn paineratkaisu alueen keskelld kun Re =1000 verrattuna lahteen
[10] referenssiratkaisuun. L&hteen [10] laskelmissa paineen arvo ratkaisualueen
keskikohdassa on asetettu nollaksi, kun taas esimerkin laskelmissa paineen keskiarvo on
asetettu nollaksi, joten kuvan 7 kayréat on siirretty suunnilleen samaan kohtaan vertailun
helpottamiseksi.
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Kuva 7. Paine alueen keskella verrattuna lahteen [10] ratkaisuun (ehyt kéyra). Elementtiverkot
60x60 ja 90x90 vasemmalta oikealle.

Loppuhuomautuksia

Edelld on Kkasitelty laminaarista virtausta. K&ytdnnon virtaukset ovat yleensa
turbulenttisia. Lainaten jalleen lahdettd [1] voidaan ehk& hieman kérjistden todeta, etta
turbulenttisen virtauksen laskenta tapahtuu samoin kuin laminaarisessa virtauksessa; ns.
efektiivinen viskositeetti vain saadaan verrattain mutkikkaalla tavalla. Esimerkiksi ns.
k —e-mallissa efektiivinen viskositeetti mé&aréytyy turbulenssin kineettisen energian k
ja turbulenssin kineettisen energian dissipaation ¢ paikallisten arvojen perusteella.
Néille kahdelle suureelle on omat diffuusio-konvektio-tyyppiset yhtalonsa. Tata aihetta
samoin kuin konvektion ja epalineaarisuuden kasittelya on tarkasteltu perusteellisemmin
kuin tdssé artikkelissa mm. lahteessa [12].

Esimerkkilaskelmissa kéytettiin lineaarista tai bilineaarista approksimaatiota seka
nopeuskomponenteille ettd paineelle ja integraalit elementtien ylitse mééritettiin
tarkasti. Samaa tyyppid olevat approksimaatiot eivdt edusta valttamatta parasta
mahdollista kombinaatiota tarkkuuden, stabiiliuden ja tehokkuuden vélilla. Numeerisen
menetelmdn ominaisuuksiin  voidaan vaikuttaa mm. paineen ja nopeuden
approksimaatioiden kertaluvuilla, paineapproksimaation jatkuvuusominaisuuksilla,
termien ali-integroinnilla, elementtiverkon valinnalla, sekéd stabilointiparametrilla.
Esimerkin 3 yhteydessé tehtdva ratkaistiin kahdella eri verkon tiheydell& ja muutamalla
stabilointiparametrin arvolla pyrkimattd kuitenkaan systemaattisesti parhaaseen
mahdolliseen valintaan.
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