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Erds ohutseinamadisen sauvan Saint-Venantin
vaannon ongelmakohta

Jukka Aalto ja Eero-Matti Salonen

Tiivistelma. Artikkelissa keskitytaan tarkastelemaan ohutseindmaisen sauvan Saint-Venantin
vaannon erasta ristiriitaista tulosta. Ristiriita on seuraava: Suoraan vaantdjannitysfunktion avulla
saatu vaantomomentti ja konsistenttien leikkausjannitysten avulla saatu vadntbmomentti eroavat
oleellisesti toisistaan; jalkimmainen on vain puolet edellisestd. Ristiriidan sisaltda selostetaan
ensin ohuen suorakaidepoikkileikkauksen yhteydessa. Seuraavaksi tarkastellaan vakiopaksuisen
kaarevan poikkileikkauksen ja lopuksi paksuudeltaan muuttuvan kaarevan poikkileikkauksen
tapausta.

Avainsanat: Saint-Venantin vaantd, ohutseinamainen poikkileikkaus, ristiriitainen tulos

Johdanto

Artikkelin toisessa luvussa esitetddn otsikossa mainittu ongelmakohta. Nyt esilla
olevassa ensimmaisessd luvussa kerrataan taustan saamiseksi lyhyesti eréitd vaannon
kasitteita.

Tarkastellaan suoraa prismaattista lineaarisesti kimmoista x-akselin suuntaista
sauvaa ja sen poikkileikkausta (kuva 1). Saint-Venantin véantoteoria eli lyhyesti Saint-
Venantin vaanté formuloidaan perinteisesti voimamenetelmalld vaantojannitysfunktiota
hyvaksi kayttden [1]. Kasittely rajoitetaan koskemaan sauvaa, jonka materiaali on
homogeenista.

Vaantojannitysfunktio &@(y,z) maaritellddn funktiona, jonka avulla leikkausjannitys-
komponentit saadaan kaavoista

Kuva 1. Sauvan poikkileikkausalue A ja sen reuna s.
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Ty = o e = oy 1)
Sille saadaan (liite A) differentiaaliyhtélo
2 2
a—fﬁ—f:—zcw A:ssa, (2
oy oz

jossa G on sauvan aineen liukukerroin ja 6 sauvan vaantyma (poikkileikkauksen
kiertym& pituutta kohti). Yhdesti yhtendisen poikkileikkauspinnan tapauksessa
reunaehdoksi voidaan asettaa

=0 s:lla. (3)
Kun véantojannitysfunktio tunnetaan, voidaan vaantbmomentti maarittda kaavalla
M zszcpdAzzr/, (4)

jossa V on siis funktion @ synnyttaman “kuplan” eli ontelon tilavuus.

Kapea suorakaidepoikkileikkaus

Kuvan 2 (a) esittdmassé tapauksessa on ilmeistd, ettd etdalla alueen paisté riippuvuus
koordinaatista z haviaa ja differentiaaliyhtélo (2) yksinkertaistuu muotoon

2
2 _ _2c0. (5)
dy

Kun reunoilla y =-t/2 jay=t/2 sovelletaan reunaehtoa (3), ratkaisuksi saadaan

2
qﬁ:GG{t——sz. (6)
4
Kaavat (1) antavat vastaaviksi leikkausjannityskomponenteiksi
Ty =0, 7, =2G0y. (7)

z-akselin suuntainen leikkausjannitys on siis suoraan verrannollinen z-akselista
mitattuun etdisyyteen y ja héaviadd poikkileikkauksen keskiviivalla; kuva 2 (b). Alueen
péaissa lausekkeet (6) ja (7) eivat luonnollisesti endé pade ja syntyy myos nollasta eroava
jannityskomponentti z, .

Parabolisen kuvaajan (6) integrointi vélin (—t /2,t/2) yli antaa tuloksen 1/ 6-GOr
ja kun tdma kerrotaan poikkileikkauksen pituudella | saadaan ontelon tilavuus

V= %G 0. (8)
Kaava (4) antaa vaanttmomentin
M = %G 01, 9)

Johdossa on siis jatetty alueen paiden muuttunut tilanne otaksuttavasti vaikutuksiltaan
vahdisend huomiotta ja oletettu kaavojen (6) ja (7) patevan myos paiden alueilla. Tulos
(9) on silti kirjallisuudessa esitetty oikea lauseke, kun suhde t/1 — 0. Kaavaa (9)
kéytetddn yleisesti ohutseinamaisten poikkileikkausten likikaavana.
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Kuva 2. (a) Kapea suorakaidepoikkileikkaus. (b) Jannityskomponentin z,, jakauma.

Kuvan 2 (b) esittdma leikkausjannitys antaa redusoituna akselille y =0 jakautuneen
vaantomomentin (akselin pituutta kohti)

m= E:/ZZ T,, ydy = ZGQJ.;//ZZyZdy =2 GG[yS /3}

Taten ottamatta jalleen alueen pdista syntyvia hairiditd huomioon paadytaan kertomalla
pituudella | nyt resultoivaan vaantdmomenttiin

M =m~|=%GHt31. (11)

t/2
~Lgos. (10)
-t/2 6

Se, ettd tdma tulos on vain puolet oikeasta arvosta (9), on tarkastelemamme ristiriita.
On melko yllattavaa, etta lausekkeen (6) kanssa taysin konsistentti jannitysjakauma (7)
antaa siis oleellisesti virheellisen tuloksen.

Kyseinen outo tulos on esitetty mm. l&hteessé [2, s. 274], jossa mainitaan, etta
syntyvan ongelman on selvittanyt ensimmaisend lordi Kelvin [3, s. 267]. Pyrimme
seuraavassa selittaméan kyseista ristiriitaa eri tavalla kuin lahteessd [3]. Lisaksi
tarkastelu laajennetaan koskemaan kaarevia ja my6s paksuudeltaan muuttuvia
ohutseindmaisia poikkileikkauksia.

Aputuloksia

Johdetaan  erditda  jatkossa tarvittavia yleisid  tuloksia.  Poikkileikkauksen
jannityskomponenttien tulee toteuttaa tasapainoyhtal6 (kuva 1)

or
al +—atXZ =0 A:ssa (12)
oy oz
ja reunaehto
NyTy +1;7 =0 s:lla. (13)

Edellinen esittad x-akselin suuntaista tasapainoyhtéléa (o, =0 Saint-Venantin
vaannossa) ja jalkimmainen traktioreunaehtoa ( z,, = 0). Vaantomomentin lauseke on

M =—IA1XyZdA+IArXZydA. (14)
Tama ei tietenkadn saa riippua momenttipisteen (tdssa origo) asemasta. Toisin sanoen:
leikkausjannityksista kertyvédn voimasysteemin redusoituna mielivaltaisen pisteen

suhteen tulee koostua pelk&stddn voimaparin  momentista eli resultoivien
voimakomponenttien (eli leikkausvoimakomponenttien) tulee havité:
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Qy EJ-ATXy dA:O, QZ EJ.ATXZ dAZO (15)

Suoritetaan t&han liittyen seuraava manipulaatio. Kerrotaan yhtalé (12) puolittain
termilld y ja integroidaan saatu yhtélo alueen yli:

.[A(%y+%y]dA=0. (16)
Osittaisintegrointi tuottaa muodon
-1, (Txyayﬂxzzyjdmj(n Ty + 1Ty ) ds =0 17)
eli
—IATXydA+ISy(nyTXy+nz‘L'XZ)dS:0. (18)

Reunaehdon (13) perusteella ndhd&an, ettd ensimmainen voimakomponentti (15) tosiaan
haviéa. Vastaavalla tavalla voidaan osoittaa voimakomponentin Q, haviaminen.

Suoritetaan lisdksi seuraava manipulaatio. Kerrotaan yhtald (12) puolittain termilla
yz ja integroidaan saatu yhtélo puolittain alueen ylitse:

ot
I Y yz 4222 Otrg yz |dA=0. (19)
Al oy oz
Osittaisintegrointi tuottaa muodon
oyz
—I [Txy Y rsz dA+Js(neryyz+nzrxzyz)ds =0 (20)
eli
—IA(TXyZ + rxzy)dA + L yz(nyrxy + 1,7y, )ds =0. (21)
Reunaehdon (13) perusteella on saatu mielenkiintoinen tulos
—IA Tyyzd4d = J.A 7,,yd4 (22)

eli véantdmomentin lausekkeen (14) kaksi integraalia ovat tdsmélleen yhtd suuret.

Taman luvun oleelliset tulokset on esitetty lahteessa [2, s. 262] kdyttden apuna
vaantojannitysfunktiota. Mielestimme kasittely suoraan jannitysten avulla on
pelkistetympi.

Selitys

Tarkastellaan edelleen kapeaa suorakaidepoikkileikkausta (kuva 3). Esimerkiksi
lahdettd [2] seuraten voidaan todeta, ettd jannityksistd (7) integroimalla saadusta
vaantdmomentista puuttuu alueen paissa komponenteista z,, kertyva osuus. Vaikka
naméa jannityskomponentit ovat pienid, niiden keskindinen momenttivarsi on suuri ja
niilld on merkittdva osuus kokonaisvdantdmomentista.

Kuvassa 3 jannitysten z,, momenttiosuus

IATXZydA:I (II/Z rxzydy)dz I mdz-mI dz —ml—%GQtsl (23)
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Kuva 3. Kapea suorakaidepoikkileikkaus. Jannityskomponentti z,, redusoituna jakautuneeksi
vaantomomentiksi m ja jannityskomponentista <, kertyvat parittaiset poikittaiset lisavoimat.

on esitetty jo redusoituna kaavan (10) mukaan jakautuneeksi momentiksi m josta seuraa
kokonaismomentti (23). Tama tulos on siis saatu otaksuen jannityksen lausekkeen
olevan voimassa koko poikkileikkausalueella. Kaavan (22) perusteella tiedetddn nyt,
etta “unohdetun” jannityskomponentin z,, momenttiosuuden tulee olla seuraava

1
—Jﬁwﬂm=gGm% (24)

eli oikea puoli on yht& suuri kuin kaavan (23) antama oikea puoli. N&in saadaan
resultoivaksi kokonaismomentiksi etsitty tulos

M:%Gm%. (25)

Lausekkeen (24) synty voidaan tulkita havainnollisemmin kuin pelkén kaavan (22)
soveltamisena seuraavasti. Oleelliset, nollasta eroavat jannityskomponentit 7,y
vaikuttavat vain alueen péiden vélittdméssa laheisyydessa ja niiden vaikutussuunta on
y-akselin suuntainen. Kussakin paassa jannitysten z,, redusointituloksen otaksutaan nyt
olevan paatepisteisiin redusoituna pelkkéa poikittainen voimaresultantti, jonka itseisarvo
on GO’ /6 (kuva 3). On syntynyt voimapari, jossa voimien valinen etdisyys on |, joten
tdman voimaparin momentti on juuri puuttuva osuus

%Gm%. (26)
Voimien itseisarvon valinta G@z>/6 on siis tietenkin saatu siten, ettd kertominen
luvulla | tuottaa tdsmélleen halutun puuttuvan osuuden (24).

Todellisuudessa pdiden laheisyydessa vaikuttavien jannitysten redusointitulos juuri
paatepisteisiin pelkkéna resultanttina ole tietenkdan taysin realistinen, mutta suhteen
t /1 — 0 ilmeisesti yh& tarkempi.

Voidaan lopuksi valittémasti kuvan 3 perusteella havaita, ettd esitetyn
voimasysteemin voimaresultantit Q, ja Q, tosiaan haviavat.
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(a) (b)

Kuva 4. (a) Kaareva vakiopaksuinen kapea poikkileikkaus. (b) Detalji.

Kaareva vakiopaksuinen kapea poikkileikkaus
n,¢ - koordinaatisto

Siirrytddn &skeisen Kkasittelyn johdattelemana tarkastelemaan kuvan 4 esittdmaa
kaarevaa poikkileikkaustapausta. Kaytetaan riippumattomia koordinaatteja » ja ¢ ja
vastaavasti yksikkokantavektoreita e, ja e-. Suure 5 on yleisen pisteen kohtisuora
suunnattu etaisyys keskiviivasta ja ¢ on poikkileikkauksen keskiviivaa seuraava kaaren-
pituuskoordinaatti (ks. huomautus 1). Muuttuja # vaihtelee valilla (-t/2,t/2) ja ¢
valilla (0,1), jossa | on siis keskiviivan pituus. Keskiviivan kaarevuussadetta merkitdén
tunnuksella R ja se on positiivinen, kun kaarevuuskeskipiste on # -koordinaatin
negatiivisella puolella.

Huomautus 1. Itse asiassa kaarenpituuden tunnus s olisi muuten téssa osuvampi,
mutta se on varattu jo kuvan 1 esityksen mukaisesti poikkileikkauksen reunan
tunnukseksi. Suureiden # ja ¢ soveltaminen saattaa olla opetuksellisesti jo tuttua eri
merkityksessd kaarevien tasosauvojen késittelystd, jossa siis ¢ :n rooli on sauvan
akselin pituuskoordinaatti. O

Yleisid kaavoja

Tassa luvussa késitelldédn poikkileikkauksia, joissa seindmépaksuus t on vakio. Alla
esitetyt 7, -koordinaatistoon liittyvat kaavat (27)-(30) ovat kuitenkin yleisesti
voimassa. Jannityskomponentteja merkitadan tunnuksilla z,, ja 7,-. Tasapainoyhtalon
(12) voidaan osoittaa muuttuvan (liite B) muotoon

0
9 (1+£) 7, LI g (27)
on R) ™| &
ja reunaehto (13) on nyt
N, Ty + 1T, =0, (28)
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jossasiis n = nye, +N-er.
Vaantojannitysfunktion @(y,{) differentiaaliyhtalo on

9 (1+lja—@ Lo 1 o2 :_zee(ulj (29)
on R)on | o\1+n/R oL R
ja jannityskomponentit saadaan kaavoista
1 00 _ 0 (30)

ST /R T
Approksimaatio

Jannitysfunktion lausekkeen ilmeinen muoto on nyt kaavan (6) perusteella

t2
D=GoO| —-n?|. (31)
4
Tasta tulee kaavojen (30) avulla jannityskomponentit
Ty =0, 7, =2G0n. (32)

Poikkileikkauksen kaarevuuden johdosta kyseessa on approksimaatio, silla yhtald (29)
ei toteudu, jos 1/ R = 0. Tasapainoyhtéld (27) ja reunaehto (28) reunoilla n=-¢/2 ja
n =t/ 2 kyll&kin toteutuvat, joten lausekkeet ovat ilmeisesti kuitenkin melko realistiset.
(Muistetaan, ettd jannitysten on toteutettava my®s kompatibiliteettiehto, jota edustaa
yhtéld (29).)

Véantojannitysfunktion otaksutun lausekkeen (31) avulla saadaan samaan tapaan
kuin suoran poikkileikkauksen tapauksessa arvioimalla syntyvén ontelon tilavuus
valittdmasti vadntomomentin oikea arvo

M =%G 01, (33)
jossa | on siis poikkileikkauksen keskiviivan kokonaispituus.
Pyritddn nyt saamaan sama tulos jannityskomponenttien avulla. Tarkastellaan kuvaa 5,
joka on kuvan 3 mutkikkaampi vastine.

Redusoidaan jannityskomponentista 7,- kertyva voimasysteemi keskiviivalle.
Saadaan jakautunut momentti

3

. t/2 }’I _ t/2 2 7/] . t/2 2 7/]
o Bz o Bzl 2o

3 4 t/2 1
=2Go| L+ 1 = =Gors. (34)
3 4R| ., 6

Integraalissa oleva kerroin 1+ 7/ R selittyy silld, ettd poikkileikkauksen yleinen pinta-
alkio on kaarevuuden johdosta muotoa (1+#/ R)dxnd{. On siis saatu sama vakio-
arvoinen jakautunut vaantémomentti kuin suorakaidepoikkileikkauksen tapauksessa.
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Kuva 5. Voimasysteemi.

Médritetdén lisdksi jakautunut - suuntainen voimakomponentti
2
_ t/2 n _ t/2 n _ t/2 n
A _.[—t/zfxé (l+ Rjd”_ZGej_t/zn(“ Rjdn_ ZGHI—tlz['7+ R )d”

2 3 t/2 3
_oce| | _lgpl (35)
2 3R], 6 R

Nyt siis kaarevalla osalla syntyy nollasta eroava jakautunut voimakomponentti -, joka
ei ole myoskaan vakio, jos kaarevuus vaihtelee (ks. huomautus 2).

Kuvassa 5 on esitetty jakautuneiden suureiden m ja ¢, osuudet. Lisaksi on viela
otettava huomioon jannitysten z,, osuus. Nama jannitykset vaikuttavat oleellisina vain
alueen padissd. Yleistetddn suorakaidepoikkileikkauksella saatu asetelma: otaksutaan
péihin itseisarvoltaan suuruudeltaan 1/ 6-GOr> olevat poikittaiset lisdvoimat (tdssa on
katevinta siirtyd vektorimerkintdihin)

1
Eeeﬁ (&)~ (36)
ja
1
—Eeeﬁ (e,7 )(:l . (37)

On siis otaksuttu, ettd poikkileikkauksen kaarevuus ei vaikuta voimien arvoon.

Nyt olisi siis osoitettava, ettd kuvan 5 voimasysteemi tosiaan tuottaa
kokonaisvadntomomentin (33) ja ettd lisdksi voimasysteemin redusointituloksen
voimaresultantti

Q=0. (38)
Voimajakauma ¢ antaa resultantin
! GO (11 GO c1de, . GOPr ¢l
qufeidczT oRE% =75 J.o dc 9 == [eﬂ]gzo
Gor® Gor
- 6 (eﬂ)(zo + 6 (eﬂ)(zl' (39)
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On kaytetty apuna Frenet’n kaavaade, /d{ =1/ R-e-. Vertaamalla lausekkeita (36),
(37) ja (39) havaitaan voimasysteemin resultantin todella haviavéan.

Madritetddn seuraavaksi voimasysteemin momentti. Momenttipisteeksi on helpointa
valita poikittaisten lisdvoimien leikkauspiste Q, jolloin ndiden voimien momentti
kyseisen pisteen suhteen havida. Lisdksi on helpointa ottaa keskiviivan paikkavektorin
r=r () alkupiste myos pisteeseen Q. Jakautunut vakiomomentti (34) antaa
integroituna koordinaatin ¢ yli nyt vektorimuodossa esitetyn tuloksen

%G@ﬁli , (40)

jossa i on x-akselin suuntainen yksikkovektori. Vastaavasti voimajakaumasta g
saadaan mutkikkaampi esitys

G@t Get d
GO 1 dr Gor® ¢=l G@t
5 Jogc e”dC+—[rxe L " I y xe,d<+0
GG’ j dC——GHtSIl (41)

Manipuloinnissa on sovellettu Frenet n kaavaa ja osittaisintegrointia. Liséaksi on
huomattava, etta arvoilla (=0 ja =/ r ja e, ovat yhdensuuntaiset. Taten termien
(40) ja (41) yhteensé tuottaman vaantémomentin skalaariarvo on oikea:
M =%G€t3l. (42)

Huomautus 2. Tamén luvun kasittelyn yhteydessa on ilmeinen mahdollisuus tiettyyn
virhepaatelmaan, jonka my6s tamén Kirjoittajat aluksi tekivat. Siirtdmalla vain
suorakaidetapauksen jakautunut momentti suoraan kuvan 5 asetelmaan ja ottamalla
nimenomaan piste Q momenttipisteeksi saadaan pelkéstdan vajaa momenttiosuus (40).
Tassa on siis muistettava, ettd poiketen suoran keskiviivan tapauksesta kaarevuuden
johdosta syntyy lisaksi jakautunut voimakomponentti g, jonka momenttivaikutus on
myads otettava huomioon. o

Paksuudeltaan muuttuva kaareva kapea poikkileikkaus

Tarkastellaan nyt tapausta, jossa kapean poikkileikkauksen seindmépaksuus t ei ole
vakio: t=t({) (kuva 6). Tama tapaus olisi voitu sisallyttéda jo edelliseen lukuun, mutta
tassd on pyritty asteittain mutkistuvaan esitykseen.

Kuvassa 6 (b) on esitetty paksuudeltaan muuttuvan tapauksen asetelma, jossa keskiviiva
on suora ja voidaan kéyttdd mukavuussyistd y,z-koordinaatistoa. Jos tehddén
jannitysotaksuma (7), on ilmeistd, ettd jannitysreunaehtoa (13) rikotaan, koska
resultoiva jannitys ei ole reunoilla reunojen suuntainen (kuva 6 (b)). Mukana tulisi
ilmeisesti olla myGs jokin nollasta eroava osuus 7, . Olkoon koordinaatiston origo
tilapdisesti kuvan 6 (b) pisteesséd O. Approksimoidaan paksuuden muutosta téssa kohdin
katkaistulle Taylorin sarjalla
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dt

t(z)=t(o)+GIZ

Sijoitetaan tdma vaantojannitysfunktion (6) lausekkeeseen:
2
@zGH(itz—yzszH it2+1z-ﬂz+£(ﬂzj —y?
4 4 2 dz 4\dz
1, 1 dt 2
~GO| =t +=t-—z— : 44
( 2t j (44)

Tdssa on jatetty viittaus paikalliseen origoon jo pois, jolloin on muistettava, ettd kaavan
oikealla puolella t ja dt/dzovat vakioita. Approksimaatiota on vield yksinkertaistettu
jattamalld z:n suhteen neliollinen termi pois. Jannitysten lausekkeet (1) antavat nyt
oD 1 dr) 1 dt oD
Txy = E = Ge(;faj = EGQtE, Ty = —E =— G@(—Zy) =2 Ggy (45)
Tama on etsitty kohtuullisen realistinen j&nnitysten approksimaatio, jossa on nyt
mukana nollasta eroava termi zyy .
Tehd&én vastaava approksimaatio nyt #,{ - koordinaatistossa:
1, 1 dt

_ - —_— e = 2
¢_G0(4t +2t d(C n j (46)

jossa jélleen t ja dt / d{ ovat tilapaisesti vakioita. Vastaavat jannityskomponentit (30)
ovat

(0)z. (43)

t_)
2 1+n/R dC

1 09 1 1 dt 1 1 dr
TXWZ - = GH —t— | = 0
+n/RoC 1+n/R\2'dc

Tyr = _88_?15 =— G@(—Zn) =2GOn.

(47)

Sijoitus kaavaan (27) osoittaa, ettd tasapainoyhtélo on jalleen voimassa (ks. huomautus
3).

Huomautus 3. Tama vain, jos sijoituksen yhteydessd myos kaarevuussade R
otaksutaan tilapéisesti vakioksi; siis kdytetddn R:lle hyvin karkeaa Taylorin kehitelmé&a.
Todettakoon liséksi seuraavaa. Kasittelyn téssd vaiheessa on kaytetty apuna paikallisia
Taylorin kehitelmid. My6hemmin sitten mééritetadan integroimalla muuttujan # suhteen

Kuva 6. (a) Paksuudeltaan muuttuva kaareva kapea poikkileikkaus. (b) Detalji.
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kullakin ¢ :n arvolla esimerkiksi jakautuneet voimasuureet m, q,, d-. Koska sovellettu
paikallinen origo voidaan valita mielivaltaisesti, saadaankin siis loppujen lopuksi
riippuvuudet m=m(¢), d; =0 (<), g, =9,(£). Samoin naiden suureiden sovellusten
yhteydessd myods t =t({) ja R=R({). O

Komponentin 7y, lauseke (47) voidaan Kirjoittaa muotoon
Ty, =G0 ! td(tlz) . (48)
1+n/R d¢
Esimerkiksi reunalla #=¢/2 yksikkdnormaalin komponentit ovat likimain n, =1 ja
ne =~—d(t/2)/d{. Lyhyt tarkastelu osoittaa nyt, ettd jannitysreunaehto (28) toteutuu
kohtuullisella tarkkuudella.
Véaantojannitysfunktion avulla saadaan sen muodostaman onkalon tilavuuden avulla

samaan tapaan kuin edell& valittdmasti tulos
1o 3
M —gGHJOt dc . (49)

Tama véaantdbmomentin arvo olisi nyt johdettava suoraan poikkileikkauksen
leikkausjannitysten avulla.
Kuvassa 7 on esitetty poikkileikkauksessa vaikuttava voimasysteemi. Alueen paihin

on liitetty jannityksista z,, — siis jalleen ns. unohdetusta osuudesta — syntyvat
poikittaiset lisdvoimat. Niiden arvoiksi on otettu
1 3
Ecae(t e,?) ) (50)
ja
—lea(ﬁe ) . (51)
6 M)zl

On toisin sanoen kaytetty suorakaidepoikkileikkauksen antamia arvoja soveltamalla
vain péiden paikallisia paksuuksia.

e
ql ¢ qqe .

Kuva 7. Voimasysteemi.
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Nyt mukana keskiviivalle redusoituna on jakautunut momentti m, jakautunut
voimakomponentti 0, ja uutena jakautunut voimakomponentti q,, joka siis syntyy
reunaehtojen tarkentamiseksi kehitetyn jannityskomponentin z,, johdosta. Saadaan
(kdytetyt manipuloinnit ovat vastaavia kuin edellisessa Iuvussa)

2 N, dr ct/2 2dt_1 dr®
q”_J.—t/ZTx”(l-l_Ejd —EGQ dC —t/2d —EGH dC_EGQY (52)

Tama synnyttaa resultoivan voiman
! 1 ldt® 1 clade, 1, ¢
joqnendé_EGGIOEendC_—EGQJ.Ot Ed(+EG9[r &), 3

Voimajakauma ¢ on edelleen Iausekkeen (35) mukainen antaa resultantin

Go
[ Gee,dC ==~ [ e c——j 2 ”dc (54)
Taten yhteensa jaa jaljelle voimaosuus
1 3 ¢=l _ 1 3 1 3
60| enL_O =-2Go(le,) _ +2Go(%, ). (55)

Ottamalla nyt viela huomioon poikittaiset lisdvoimat (50) ja (51) havaitaan, ettd kuvan 7
voimasysteemin resultantti haviaa.

Seuraavaksi tarkastellaan voimasysteemin momenttia. Momenttipisteeksi otetaan jélleen
piste Q. Jakautunut momentti m antaa vaantdmomentin

1
j(')md(:EGej('Jﬁdc, (56)

joka on vain puolet oikeasta arvosta (49). Voimajakauma ¢ antaa momentin

| 10 B 1,13 e,
IorqueCdC_EGGIOereCdC_EGGIOt erdC

:—%GQJS%(ﬁr)xe” dC+£G0[t3rxe,7T_l :—EGHJ‘(;;—C(tSr)er df+0

=0 6
3
:_—Gej OILr xe d(——G@j t3dr xe, df
———Gej Er><e d§+—G0j 2dci (57)
= 5 . _
Vastaavasti voimajakauma g, antaa
| | dt®
[ rxae,d = Gej e (58)

Lausekkeissa (57) ja (58) nahdaan kahden termln kumoutuvan ja suureiden - ja q,
yhteiseksi momentiksi tulee siis

1 .
Eeej;ﬁd(u. (59)

Kun otetaan vield huomioon lauseke (56), saadaan yhteensd skalaarinen
vaantémomentti (49).
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Loppuhuomautuksia

Kelvin tarkastelee lahteessa [3] suorakaidepoikkileikkauksen sarjamuotoista analyyttista
ratkaisua ja johtaa taitavalla paattelylld rajatapauksessa t/1— 0 leikkausjannityksista
mééritetyn oikean vaantémomentin lausekkeen (9). Kaésittely on eksakti, mutta raskas.
Tassa artikkelissa esitetty vastaava péattely perustuu l1&hinna kaavan (22) soveltamiseen.
Lahestymistapa ei ehkad ole taysin aukoton. Kuitenkin se yllattdva tulos, ettd ns.
unohdettujen jannitysten osuus on tdsmélleen puolet oikean momentin arvosta, tulee
suoraviivaisesti esille. Siten tata l&hestymistapaa voitaisiin kéyttd4 ainakin opetuksessa
tukemaan poikittaisten lisdvoimien arvojen valintaa.

Kiitokset

Tekijat kiittdvat kasikirjoituksemme arvioijaa huolellisesta tydstd ja perustelluista
muutosehdotuksista.  Niiden ansiosta uskomme lopputuloksen  parantuneen
huomattavasti.

Liite A: Saint-Venantin vaannon yhtaloita

Tassd liitteessd johdetaan lyhyesti artikkelissa tarvittavat Saint-Venantin vaannon
yhtélot x,y, z-koordinaatistossa. Saint-Venantin vdadnnon siirtymaotaksuma on [2]

u=_0y(y,z),
v=-¢(X)z, (A1)
w=p(x)y,

missé ¢(x) on vaantdkulma ja & =de/dx on vaantymé. Tarkastelussa otaksutaan, ettd
¢(x) on paikallisesti x:n suhteen lineaarinen, joten & on vakio. Liukumille saadaan

lausekkeet
7xy EZ—U+%=9(6—W—2j,
ou ow oy
=—+—=0|—+VY|
e =5 ox ( Fo74 yj
Muodostamalla erotus
0
Dy O _ gl 9f0¥W _, _i(a_'/ﬁr y) =20 (A.3)
oz oy oz\ oy oy\ oz
ja kayttaméalla Hooken lakia saadaan tulos
9By L B2y = 29, (A4)
oz G oy G

Tama on leikkausjannitysten avulla lausuttu Saint-Venantin vaannon kompatibiliteetti-
yhtéld. Sijoittamalla siihen vaantojannitysfunktion avulla lausutut leikkausjannitykset

1)
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G

=—— 7 = A5
z-xy az sz ay ( )
ja otaksumalla materiaali homogeeniseksi, saadaan
2 2
0P, TP _ oo, (A6)
oy- oz

Tama on vaantoéjannitysfunktion differentiaaliyhtalé (2).

Liite B: Saint-Venantin vdaannon yhtaloita »,¢ -koordinaatistossa.

Tassa liitteesséd johdetaan lyhyesti artikkelissa tarvittavat Saint-Venantin vaannén
yhtélot 7, ¢ -koordinaatistossa. Kéytetddn apuna keskiviivan (£ -kdyran) pisteeseen P
liittyvé&n kaarevuuskeskipisteeseen K asetettua paikallista sylinterikoordinaatistoa.
Oleelliset vaantoon liittyvat sylinterikoordinaatiston kaavat on esitetty yleisesti alan
Kirjallisuudessa; esimerkiksi [2].

Kuvan B.1 perusteella koordinaateilla y, z, rja ¢ on yhteydet

Yy =Y, +rcosg,

: (B.1)
Z=17+rsing.
Siirtymille x,r,¢— koordinaatistossa saadaan kayttéen liitteen A kaavoja (A.1)

u, =0y,

U, =VCOS¢@+Wsing = @(—zCos¢g+ ysin @), (B.2)

U, =-vsing+wcos¢ = p(zsin ¢ +cos @).

® z
X
e | (R+n)sing N
Vel

Kuva B.1. Yleinen piste Q, vastaava keskiviivan (£ -viivan) piste P, kaarevuus-
keskipiste K ja siihen asetettu sylinterikoordinaatisto X, ', ¢.
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Kaavoja (B.1) soveltaen saadaan edelleen

u, =0y,
U, = @(—2, COSP+ Y, Sin @)+ @(—rsin gcosg+rcosgsin ¢)
= (-2, COSP+ Y, Sin @), (B.3)

U, = @(z,Sing+ Yy, cosg)+o(rsin® g+rcos’ ¢)
=[(z, Sing+y, cosg)+r].
Siirtyméotaksuma tarkasteltavassa sylinterikoordinaatistossa saa taten muodon
u, =0y (r.9),
U, =—p(X)r, (9), (B.4)
U, = (p(X)[I’P¢ (#)+r],

missé
r =-2,C0S¢+Y, Sing,
or (9) 3 g+ Y Sing (B.5)
Iy (#) =2, Sing+y, COSP.
Liukumien y, ja 7,, lausekkeet sylinterikoordinaatistossa ovat
ou, ou,
e = o
B.6
ou, 1au, (8.5
Vo=, T
Y 0x r g
Kéyttaen lausekkeita (B.4) nd&ma saavat muodon
oy
= ——T ,
7/Xr ( ar Prj
(B.7)

Kayttden hyvaksi koordinaattien n ja ¢ sekd sylinterikoordinaattien r ja ¢ vélisia
yhteyksia

dé=Rd¢g, r=R+pn, dr=dp (B.8)
seka vaihtamalla samalla alaindeksit: r —» 7 ja ¢ — ¢ saadaan liukumille tulos

0
o=t 2, )
(B.9)

Muodostamalla erotus

W _ 0 q 0y, |_glo(ow 0]y (1.7
. an[(“R)y“}e{acj(an r“] an{ag“{HRj(rp”m)}} (B.10)

n
=—20(1+-L
@+

ja kayttaméalld Hooken lakia saadaan tulos
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i(Tx”)—i (1+Q)TL4 :—20(1+1). (B.11)
o G~ on R* G R
Tama on leikkausjannitysten avulla lausuttu Saint-Venantin vaannon kompatibiliteetti-
yhtélo 7, -koordinaatistossa.
Vaantojannitysfunktio sylinterikoordinaatistossa méaaritelld&n kaavoilla
10® oD
Ty =21 Tx¢ =T -
r og or
Kayttaméalla yhteyksia (B.8) ja vaihtamalla alaindeksit: r—>#7n ja ¢ — ¢ saadaan
vastaavat kaavat 7, ¢ -koordinaatistossa:
1 o0 o

TR oc T an
Sijoittamalla leikkausjénnitykset (B.13) kompatibiliteettiyhtaloon (B.11) ja otaksumalla
materiaali homogeeniseksi, saadaan vaantojannitysfunktion differentiaaliyhtalolle 7, < -
koordinaatistossa tulos (29):

(B.12)

(B.13)

Olasyo® |, 0 1 9P oepasly. (B.14)
on R°0n| o 1+nl/Rog R
Saint-Venantin vaannon tasapainoyhtélo sylinterikoordinaatistossa on
0
Qe )+ e o, (B.15)
or 0¢

Kéyttamalla yhteyksia (B.8) ja vaihtamalla alaindeksit: r -7 ja ¢ — ¢ saadaan
tasapainoyhtélolle 7, -koordinaatistossa tulos (27):

o
i[(lﬂ)a} =0 (B.16)
onl~ R | ac¢
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