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Pinta-alan variaatio

Eero-Matti Salonen ja Mika Reivinen

Tiivistelmd. Artikkelissa tarkastellaan tasoalueen pinta-alan variaation esittimistéd
vektorilaskennan avulla. Tarve tdhdn syntyy mm. eri ainefaasien rajapintojen sijainnin
madrittimisessd esimerkiksi virtuaalisen tyon periaatetta sovellettaessa, kun kinemaattisena
rajoitteena esiintyy annettu pinta-ala. Yksikkdvektoreiden differentioinnin ja varioinnin eroja
korostetaan.
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Johdanto

Avaruusalueen tai kappaleen tilavuus V voidaan esittdd vektorianalyysisté tutulla tavalla
muodossa (esimerkiksi [1])

1
vzgjsr-nds. (1)

Tassd r on alueen pintaan pééttyva paikkavektori, n alueesta ulospdin suunnattu pinnan
yksikkonormaalivektori ja integrointi on alueen pinnan yli. Kahdessa dimensiossa
tasoalueen pinta-ala A saadaan vastaavasti kaavasta

1
A_Ejsr-nds, 2)

jossa integrointi on alueen reunaviivan yli. Artikkelissa tarkastellaan pinta-alan (2)
variaation lausekkeeseen liittyvid erditd mielenkiintoa omaavia piirteitd. Taustana on
tarve madrittdd esimerkiksi virtuaalisen tyon periaatteen avulla eri ainefaasien
rajapintojen sijainteja. Tehtdvdn kinemaattisina rajoitteina voi esiintyd annettuja
tilavuuksia tai tasotapauksissa annettuja pinta-aloja. Télloin tarvitaan tasotapauksessa
paitsi pinta-alan A lauseketta (2) my0s sen variaation 6A lauseketta.

Variaatio

Kuva 1 esittid tasoalueen reunaviivaa s ja s* paikkavektorin r variaation johdosta
syntyvdd naapurikdyrdd. Merkintdd s kéytetddin tdssd kaarenpituuskoordinaatin
tunnuksena. Paikkavektori voidaan esittdd S:n funktiona, r = r(s), ja samoin siis
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paikkavektorin variaatio 8r =8r(s). Kuvassa nikyy lisiksi reunan yksikko-
tangenttivektori t ja yksikkonormaalivektori n. Intuitiivisesti voidaan kirjoittaa
vélittdmadsti tulos

aAszSr-nds. 3)

Suure dren kuvaa nimittdin aivan ilmeisesti varioinnin johdosta syntyvdn “ohuen”
kerroksen paksuutta ja muutospinta-ala saadaan integroimalla timd alueen reunan yli.
Mutta tulos (3) pitdd saada johdettua myos eksaktisti lausekkeesta (2) ldhtien ja tdta
kisitellddn seuraavassa.

k i X

Kuva 2. Alkuperiéinen ja liioiteltu variaation tuottama geometria.

Tarkastellaan kuvaa 2. Se voisi esittdd kaaviollisesti esimerkiksi kiintedén
seindimddn tukeutuvaa kaasun ympdr6imid sylinterimdistd nesteosuutta, jonka
poikkileikkauspinta-ala on A. Nesteen ja kaasun rajapinnan asema on tehtidvissa
alunperin tuntematon. Varioitaessa vain tille otaksutulle nesteen ja kaasun rajapinnalle
annetaan nollasta eroava virtuaalinen siirtyméd Or. Lausekkeesta (2) ldhtien saadaan
alustava esitys
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1 1 1
SA:Ejséronds+5Lr-6nds—5ro(8rxk) 4)

+%r-(6r x k)

S=Sp, S=S,4
Kaksi ensimméistd integraalia seuraavat suoraan integrandin variaatiosta. Lisédksi
integroimisalue rajoittuu sithen S:n osaan, jolla or on nollasta eroava; tissd siis
alueeseen Sy =0<s <, Alueen péistd johtuvat termit seuraavat vertaamalla varioitua
ja alkuperidistd geometriaa. Paikkavektorit Iy ja I, saavat variaatiot or, ja ory.
Suureiden dry, xk ja —0r, xk havaitaan olevan arvoiltaan vastaavasti yhtd kuin
ulkoinen yksikkonormaalivektori kerrottuna osan pituudella |8ra| tai |8rb|. Edelld
yksikkdvektori K on positiivisen z-koordinaatin suuntainen. Jos or on jatkuva ja
ulottuu koko alueen ympiri, kaavan (4) kaksi integraalia antavat jo sellaisinaan
variaation.
Kaavan (4) ensimmaéinen integraali on jo halutussa muodossa. Toinen integraali

%L resnds (5)

vaatii lisékehittelyd. Ensinndkin yksikkotangenttivektori

dr
t=— 6
s (6)
ja titen yksikkonormaalivektori
n:txkzﬁxk. (7
ds
Tédmin variointi antaa
8n=8£xk:@xk (8)
ds ds
ja integraali lausekkeessa (5) saa muodon
j ro8nds=_|' r.derde:J- désr.erds. 9)
s s ds s ds

Integrandin muokkauksessa on kiytetty tuttuja skalaarikolmitulon kierto- ja
vaihtosddnt6jd. Tdmaén jilkeen sovelletaan osittaisintegrointia:

J'S O rds = —J'Sér-

IS ds(er)ds+

d

zb Srek xr. (10)

Vield yksityiskohtaisemmin saadaan

d dr
—LSr-ds(er)ds :—LSr-kxEds =—[ drekxtds=] srends (1)
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ja tdten lopuksi (sijoitustermissd sovelletaan jdlleen skalaarikolmitulon laskenta-
sdantojd)

* re(5rxk). (12)

Sa

l.[ r-6nds=lj 8r-nds+l
27s 27s 2

Kun tdméa lauseke sijoitetaan yhtélon (4) oikealle puolelle, havaitaan paitepisteisiin
liittyvien termien kumoavan toisensa ja saadaan tosiaankin variaation lauseke (3).
Huomautettakoon vield, ettd jos Or on jatkuva ja ulottuu koko alueen ympéri,
osittaisintegroinnin (10) sijoitustermit lasketaan samassa pisteessd (piste a yhtyy
pisteeseen b) ja osuudet kumoavat toisensa.

Huomautuksia

Edelld on jouduttu késittelemddn erityisesti yksikkdvektorin n variointia. Differentiointi
ja variointi ovat jossain mielessd analogisia operaatioita. Téltd pohjalta on ehkad
yllattdvad — ainakin tdmén kirjoittajille — havaita, kuinka eri tavoin differentiointi ja
variointi vaikuttavat yksikkdvektoreihin. Differentiointi antaa muutoksen dr =tds
johdosta vektorin dn, joka on tunnettuun tapaan kohtisuorassa vektoria n vastaan tai
nolla. Sen sijaan muutos dn muutoksen or johdosta voi olla esimerkiksi nimenomaan
vektorin N suuntainen. Differentioinnin tuottaman vektorin N =n+dn pituus on

tyyppié

1+O(|dr|2), (13)

kun taas varioinnissa vektorin n* =n+38n pituus on tyyppii
1+0(|5r]). (14)

Hieman epdtieteellisesti voitaisiin siis sanoa, ettd differentiointi sidilyttdd yksikko-
vektorin pituuden paremmin kuin variointi.
Kolmessa dimensiossa tilavuuden variaation ilmeinen lauseke on

Y =jsar-nds. (15)

Tdmén tuloksen johtaminen ldhtien liikkeelle kaavasta (1) wvaatii oleellisesti
raskaamman vektorilaskennan harjoitelman kuin edell késitelty tasotapaus eikd johtoa
esitetd tdssa.

Kaavat (1) ja (2) eivét itse asiassa esiinny viitteessd [1] kovinkaan korostetusti.
Kaava (1) on esitetty s. 58 harjoitustehtdviand 3. Kaava (2) ei ndy suoraan ollenkaan.
Kaava (1) syntyy vélittomasti soveltamalla Gaussin lausetta s. 57 siten, etti suureeksi U
valitaan paikkavektori r ja kidytetddn hyvéksi tulostaVer =3. Kaava (2) saadaan
kaavasta (1) ottamalla kappaleeksi suora sylinteri, jonka poikkileikkaus on tarkasteltava
tasoalue.
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Lopuksi voitaneen ehkéd perustellusti kysyd, onko jonkin tasoalueen pinta-ala A
suure, jota voidaan varioida vai onko OA tulkittava vain suureen A ns. virtuaaliseksi
muutokseksi? Emme ota tdhdn kysymykseen tdssd kantaa. Sovellusten suhteen
kuitenkin riittdd, ettd kiytettdvissi on olion A lauseke (3).
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