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Aikariippuvuus pienimman nelion
elementtimenetelmasséa

Jorma Kinnunen ja Eero-Matti Salonen

Tiivistelmd. Artikkelissa selostetaan tiettyja aikariippuvaan pienimman nelion elementti-
menetelm&an liittyvid piirteitd. Liséksi esitetadn erds — Kkirjoittajien tietamzksen mukaan —
uusi sovellusversio. Versiota kuvataan yksidimensioisen lineaarisen konvektiotehtdvan
yhteydessd. Von Neumannin analyysid kéaytetddn vertailussa kahteen vaihtoehtoiseen
formulaatioon. Joitakin numeerisia esimerkkituloksia esitetaén.
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Johdanto

Artikkelissa selostetaan tiettyja aikariippuvaan pienimman nelion elementti-
menetelmaan liittyvié piirteitd. Lisdksi esitetddn erds sovellusversio, jota ei kirjoittajien
tietdmyksen mukaan ole esitetty aikaisemmin alan Kirjallisuudessa.

Pienimman nelién keinoa ei valttdmatta pidetd sopivana aikariippuvien tehtévien
kasittelyssa. Tahén liittyy seuraava lainaus [5, s. 67]: "Whereas the Galerkin method has
almost no restriction on the type of problem that can be considered, the least-squares
method is not well-suited to evolutionary or eigenvalue problems.” Tama viite on
kuitenkin elementtimenetelmén historian kannalta melko vanha ja taysin kéyttokelpoisia
pienimman nelion keinon sovelluksia aikariippuviin tehtaviin on esitetty myéhemmin
alan kirjallisuudessa.

Késittely pelkistetddn tdssd koskemaan seuraavassa kappaleessa esitettya
yksinkertaista demonstraatiotapausta.

Tarkastellaan yksidimensioista aikariippuvaa lineaarista konvektioyhtéal6a

—t+a——s=0, (1)

joka on voimassa paikka-alueessa 2 =(0,L) ja aika-alueessa t >0 tiettyjen reuna- ja
alkuehtojen alaisena. Tuntemattomana on suure u=u(x,t); esimerkiksi jonkin
aineosuuden konsentraatio. Annetut suureet yhtalossd (1) ovat konvektionopeus
a=a(xt) jalahdetermi s =s(x,t). Alkuehto on muotoa

u(x,0)=ug(x), )
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jossa Up on annettu. Reunaehto annetaan vain sisaanvirtausreunalla. Jos a on
esimerkiksi positiivinen, sisédanvirtausreuna on viiva x=0. Dirichlet-tyyppinen
reunaehto on talléin muotoa

u(0,t)=up(t), (3)

jossa Up on annettu. Nimityksen konvektio (engl. convection) sijasta kirjallisuudessa
kaytetddn paljon myds termid advektio (engl. advection), josta seuraa
konvektionopeuden ehk& tavanomaisin tunnus a.

Kaikkein yleisin  lahestymistapa aikariippuvissa tehtdvissa on asettaa
paikkakoordinaatit ja aika ainakin ndenndisesti samanarvoisiin  rooleihin.
Elementtimenetelmdssé se merkitsee paikka-aikamuotofunktioiden kayttoa. Erityisesti
tassa kirjoitettaisiin siis tyyppia

G(x,t):ZNj (x,t)uj (4)
j

oleva approksimaatio. Termit Nj ovat muotofunktioita ja termit Ujsolmuarvoja.
Verrattain tuore teos [2] ké&sittelee syvallisesti pienimmé&n nelion elementtimenetelmé&a.
Paikka-aikaformulaatiota kosketellaan siind kuitenkin vain lyhyesti, vaikka sen todetaan
omaavan tiettyja lupaavia piirteitd. Tassa artikkelissa jatetddn myos paikka-
aikaformulaatio ké&sittelemétta.

Aika-paikka diskretointijarjestys

Tavanomaisin tapa edetd elementtimenetelmdsséd aikariippuvissa tehtdvissd on ns.
semidiskretointi (engl. semi-discretization): diskretointi suoritetaan kahdessa vaiheessa
erikseen paikan ja erikseen ajan suhteen. Ehk& vield kaikkein luontevin tapa on
diskretoida ensin paikan suhteen. Saadaan tavallisten differentiaaliyhtaldiden systeemi.
Se ratkaistaan sitten edelleen jollain diskretointimenetelmalla aikakoordinaatin suhteen
askeltamalla. Menettelystd kéytetddn enlanninkielisessa Kirjallisuudessa usein myds
nimitystd method of lines (MOL). Seuraavassa luvussa selostetaan tallaiseen
kasittelytapaan perustuvaa pienimmén nelion keinon versiota, jota emme ole néhneet
sovelletun aikaisemmin.

Teoksessa [2] on kuvattu kuitenkin melko paljon juuri pdinvastaisessa jarjestyksessé
etenevad diskretointia. Vertailutulosten saavuttamiseksi tullaan tassd esittamaén siten
ensin lyhyesti viitteen [2] késittelytapaa sovellettuna yhtaléon (1). Itse asiassa juuri tata
sovellusta on késitelty vield tarkemmin viitteessa [3, s. 121].

Tehtdva diskretoidaan ensin aikasuunnassa kéyttden yhtalon (1) aikaderivaatalle
differenssiapproksimaatiota

ou 1/ 1 on
—~—(U " —-U 5
Al ®
jossa ylaindeksit n ja n+1 viittaavat tavanomaiseen tapaan aikatasoihin t=t, ja
t=t,,=t,+At. Lisdksi esimerkiksi Crank-Nicolsonin menetelméssa (ns.
6-menetelman erikoistapaus) yhtalon (1) muut termit approksimoidaan keskiarvoina
aikatasoilta t, ja t.q:
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n+1 n
ad g Ll gna T a0 U gma_gn | (6)
2 OX OX

Syntyva yhtélo on

n+l n
lan+1au +iun+l_ Esn+1+isn _EanaL+iUn =0. (7)
2 ox At 2 2 2 ox At

Suluissa oleva termi tunnetaan askelletun ratkaisun perusteella aikaisemmalta
aikatasolta tai aivan alussa alkuehdon perusteella (lahdetermi s on annettu paikan ja ajan
funktio, joten s" on mya0s tunnettu).

Jotta jatkon kaavat saataisiin pelkistettyyn ulkoasuun, jatetddn ylaindeksi n+1
tilapdisesti pois ja sulussa olevaa termia merkitaan lyhyesti tunnuksella 5. On paadytty
differentiaaliyhtaloon

R(u)zlaa—u+iu—§=0. (8)
2 Ox At
Tama on muodollisesti stationaarinen lineaarinen konvektio-reaktioyhtalo (aikatasolla
t =1t,,1). Lyhennysmerkintd 72 viittaa ns. yhtalojaannokseen (engl. equation residual).
On huomattava, ettd yhtalo (8) sisaltdd aikadiskretoinnin johdosta jo approksimaatioita,
vaikka niitd ei ole tdssd merkinnallisesti osoitettu.
Pienimman nelion menettelyn lahtdkohtana on pienimmaén nelion funktionaali

_1 o2
H(u)—EIQﬁ (u)de. 9)
Vaaditaan tdman variaation haviamisté:
5sz 7e57edgzj SRRAN =0. (10)
Io) Q
Lausekkeen (8) perusteella on yksityiskohtaisemmin
or :la@Jriéu. (11)
2 ox At
On siis paadytty heikkoon muotoon
| 10U L sultadi Lty slde-o. (12)
2\2 ox At 2 Ox At

Elementtimenetelméssa otetaan (aikatasolla t =t,,,; ) approksimaatio
0(x) = ZN; (x)u; (13)
ja tdman variaatio saadaan varioimalla solmjuarvoja:
5U(x):§Nj(x)§uj. (14)
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Yhtalon (12) diskreeteiksi vastineiksi saadaan (korvataan u U :lla, otetaan perékkaisesti

ol =N;dou;, i=12,--- ja jaetaan aina viela termilla ou;)
1 dN; 1 1 dN; 1 _
—a—+—N; || zaX—u; +—2N;u; -5 |d2=0 15
IQ(Z dx At 'j(Z dx oAt (15)

tai yksityiskohtaisemmin

2 gN. dN . : dN ; 2
ZJ:_[_Q[a_dNI J-|' a dNI Nj+ a Ni J+(iJ NlNJJd'QuJ

4 dx dx 2At dx 2At dx At
—j (1 dN; ]sd_Q (16)
2 dx At

Tama kehitetddn nyt vield pitemmalle palauttamalla takaisin yldindeksit n ja n+1 ja
termin S sisalto:

2
1
(an+ ) N, de M dN; " +an+1 \ de +( 1

2
+ j i —j Ni N j d.QUr']H'
4 dx dx 2At dx 2At dx

%Iﬂ At .

a"lgn dN n+l N n dN; 2
=3[ |- an; O L a dN'Nj—a—Ni—'+(ij N;N; |deu!
j e 4 dx dx @ 2At dx 2At dx

+I 1a””dﬁJriNi (ls””Jrls”]dQ. (17)
Q{2 dx At 2 2

Naista I|neaar|5|sta algebrallisista  systeemiyhtaloista (i=1,2,---) ratkaistaan
solmuarvotu'™ ! Vastaava askel toistetaan seuraavalla aikatasolla | jne.
Taman luvun formulaatioon ja siihen liittyviin suureisiin tullaan viittaamaan jatkossa

tarvittaessa lyhyesti tunnuksella I.

Paikka-aika diskretointijarjestys

Aloitetaan suoraan yhtalosté (1) ja kirjoitetaan se muotoon (lyhennysmerkinnélld 72 on
nyt siis eri merkitys kuin edelld)

ﬁ(u)zzt—u+a2—i—s:0. (18)

Pienimmaén nelion funktionaalin
1 2
H(u):zj!/e (u)de (19)

variaatio antaa vastaavasti kuin edellisessa luvussa heikon muodon

j057e7e dQ =0, (20)
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jossa

57 =00U , q 00U 1)
ot OX
Tama olisi 72 :n variaatio tdydessa paikka-aikaformulaatiossa. Nyt kuitenkin muutetaan

asetelmaa siten, etté rajoitetaan variaatiota ou siten, ettd se ei riipu ajasta:

Su =u(x) (22)
ja saadaan lausekkeen (21) sijasta
57 —adl (23)
dx

IImeisesti mikdan ei estd tekemé&std esitettyd rajoitusta. Taten paadytaan heikkoon
muotoon

j adﬂ[a—u+aa—u—s)d9 0. (24)
Q2 dx \ ot OX
Esityksen (13) sijasta elementtiapproksimaatio kirjoitetaan nyt muotoon
0(xt)=XNj(x)uj(t). (25)
j

Vastaava variaatio voidaan kirjoittaa SU(X)=XNj(X)Suj kuten kaavoissa (14)
rajoittamalla vain solmuarvojen variaatiot ouj ei-aikariippuviksi. Yhtalon (24)
diskreetit vastineet ovat (korvataan jalleen u G :lla ja otetaan perakkaisesti o0 = N;ou;,
i=12,-):

J. adN 2N ; +aZ—u -s1d2=0 (26)
Q" dx I at dx
tai yksityiskohtaisemmin
dN; du dn; dNj
N; d.Q— a’ dQu a—sd.Q 0. 27
ZQ dx +ZI “dx dx I @7

Kyseessdé on lineaarinen tavallinen (ajan suhteen ensimmaisen kertaluvun)
differentiaaliyhtalosysteemi (i=1,2,---). Naiden systeemien numeerista késittelya (eli
siis jalleen diskretointia) koskevaa kirjallisuutta on pitkalta ajalta valtaisa mééra. Tassa
sovelletaan taas Crank-Nicolsonin menetelméaa. Yhtéloita (27) tarkastellaan aikatasoilla
t=t, and t =t,,1 =t, + At . Aikaderivaatalle kdytetaan esitysta

du; 1
P BN YL
rakdyy (uJ uj ) (28)

ja loput termeista korvataan keskiarvoilla. Saadaan
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dN;
+£J' a”*l—'s”+1d.(2+if a" —Ls"de. (29)
Q 2Jo

N&ma ovat samaa tyyppid kuin yhtélot (17).
Lisévalaistusta tassa tarkastellun pienimmén nelién version siséltdon saadaan
seuraavasti. Yhtalo (24) on hieman kehitettyna

d5u(
a

ou ,ou
— +
2 dx

—+a ——asjd.Q:O. (30)
ot OX

Osittaisintegrointi antaa

Clﬂ[aa—u+ aza—u—astQ =— 5ui£aa—u+ a’ a—u—astQ
2 dx ot OX 0 0

- 0. (31)

Koska ou mielivaltainen, saadaan kenttayhtalo (ns. Eulerin yhtalo)

i(aa—u}ri(az a—uj—ﬁ(as):o. (32)
OX\  ot) ox OX

Otaksutaan liséksi, ettd voimassa on (oleellinen) reunaehto (3). Taméan perusteella
asetetaan 6u(0,t)=0, mutta Su on mielivaltainen reunalla x = L. Yhtélé (31) antaa
nyt lisaksi (luonnollisen) reunaehdon

al 2 M 450, x=L. (33)

ot OX

Yhtélot (33) ja (32) ovat selvésti konsistentteja yhtalon (18) kanssa, koska ne saadaan
manipuloimalla sitd: reunaehto syntyy kertomalla konvektionopeudella a ja kenttayhtalo
edelleen derivoimalla x:n suhteen. Téten esitetty pienimmén nelion versio voidaan
tulkita menettelyksi, jossa ratkaistaan kenttayhtalon (18) sijasta kenttdyhtalod (32)
annetun sisédanvirtausreunaehdon ja alkuehdon alaisena tdydennettynd vield
reunaehdolla (33) ulosvirtausreunalla.

Ylldesitetyn tapainen lisitarkastelu voidaan suorittaa myos lahtien liikkeelle
formulaation | heikosta muodosta (12). Myds siind tulee Eulerin yhtadl66n mukaan —
poiketen siis alkuperéisesta konvektiohtdlostda — toinen paikkaderivaatta. Koska toisella
derivaatalla on epétieteellisesti sanottuna ratkaisuja siloittava ominaisuus, tdma piirre
voi tulla esille tietyll& tavalla numeerisissa ratkaisuissa.

Taman luvun formulaatioon ja siihen liittyviin suureisiin tullaan viittaamaan jatkossa
tarvittaessa lyhyesti tunnuksella Il.
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Galerkinin menettely

Késitella&dn vield lyhyesti Galerkinin menetelmdn mukaista elementtimenetelma-
versiota sovellettuna yhtaloon (1). Tamdan tarkoituksena on l&hinnd saada
vertailutuloksia edelld esitettyihin kahteen pienimmén nelion elementtimenetelmé-
versioon.

Tarkastellaan tavanomaista semidiskreettia Galerkinin menetelmdd. Kirjoitetaan
heikko muoto

IQW(X)(a—u+aa—u—sde 0. (34)
ot OX

On oleellista, ettd vaikka u riippuu seka paikasta ettd ajasta, paino-eli testifunktio w on
valittu ei-aikariippuvaksi. Itse asiassa juuri tdma tavanomaisen semidiskreetin
Galerkinin l&hestymistapa on ollut jonkinlaisena tukena valintaan (23). Jos vield
tehddén tulkinta w = ou askeleessa kohti Galerkinin formulaatiota, saadaan

ou _aou
Jg5u(x)(a+aa——sjd0 0. (35)

X

Heikkojen muotojen (24) and (35) ndhdaan eroavan vain testifunktioidensa suhteen.
Kun sovelletaan approksimaatiota (25), tavalliseksi differentiaaliyhtélosysteemiksi
saadaan (i=1,2,--)
NN do 2 N, i N;sd2 =0 36
%J‘Q iNj QF'F%J‘Qa i? Quj_JQ iS 02=0. ( )

Etenemalla sitten kuten yhtélosysteemin (27) suhteen pdaddytdan algebralliseen
yhtéldsysteemiin

1 n+l de 1 n+l

dJ
=% -], a"N; —dQ+—j N;N; de2 |u
]

2702 dx
<N+l n
dNi 77 +sT o (37)
02 dx 2

Tamaén luvun formulaatioon ja siihen liittyviin suureisiin tullaan viittaamaan jatkossa
tarvittaessa lyhyesti tunnuksella G.
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Von Neumann analyysi

Ns. von Neumannin tai Fourier’n analyysi antaa usein melko véhdisella tyomaaralla
arvokasta tietoa eri aikariippuvien probleemien numeeristen formulaatioiden luonteista.
Tassa tatd analyysia sovelletaan edelld esitettyihin formulaatiohin I, 11 ja G. Taustalla
olevaa teoriaa on selostettu mm. viitteisssa [1] and [3] ja tassa kuvataan vain analyysin
soveltamisen paakohdat.

Tarkastellaan yhtdlod (1) tapauksessa, jossa konvektionopeus a on vakio ja
l&hdetermi s haviéa:

N My, (38)
ot OX
Otaksutaan muuttujien tulomuotoista tyyppia oleva analyyttinen ratkaisu
u(x,t)= A(t)e"‘x. (39)

Tassa i on imaginaariyksikko ja k reaalimuuttuja (ns. aaltoluku, joka yleisesti kaytetty
nimitys on sindnsd huono, koska kyseessa ei ole luku vaan dimension omaava suure).
Kun lauseke (39) sijoitetaan yhtaloon (38), saadaan johdettua yksityiskohtaisempi
muoto

u(xt) = Age e, (40)

jossa A, on mielivaltainen vakio. Ns. eksakti vahvennuskerroin (engl. exact
amplification factor) madritell&&n seuraavasti:

U(X,t+At) Ane_iu(H—At)eikX

=T u(xt) Age Utelkx e “h
Jatkossa seuraavien kaavojen pelkistamiseksi méaritelladn lisaksi dimensioton aaltoluku
S =kh (42)
ja Courantin luku
co = aTAt’ (43)
jossa h on elementin pituus. Suure (41) voidaan kirjoittaa muotoon
Gg =e "%, (44)
Jatkoa silmall&pitden vahvennuskerroin esitetddn vield vaihtoehtoisessa muodossa
Ge =[Gg[e" (45)
jossa itseisarvo
Ge|=1

ja vaihekulma
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fe =—co-f (46)

Seuraavaksi tarkastellaan diskreettejd ratkaisuja. Rajoitutaan soveltamaan vain

kaksisolmuisia (lineaarisia) elementteja. Kuva 1 esittdd vastaavan saannollisen
elementtiverkon solmun i l&hiymparistoé.

j__l i i+1

h h

-

Kuva 1. Osa saannollista elementtiverkkoa.

Kuvan 1 solmuun i liittyva diskreetti yhtalé saa formulaatiossa | muodon (yhtalén
(17) erikoistapaus)

2 2 2
h > _a uMit 4 2_h2+a_ ult 4 h > _a ulit
6(At)" 4h 3(at)° 2h 6(at)” 4h

h u 2h u? n
oy e 3

u? | .,
[ 2 2At E} $i1- (47)
Formulaatiossa Il saadaan yht&lo (yhtalon (29) erikoistapaus)
[ZAt J n—+11 +— J{—%—;—;J uir:il
[zm ’ 2;]“ _a?“in {‘%@%]W’h- (48)

Formulaatiossa G saadaan yhtal6 (yhtélon (37) erikoistapaus)

(L —Eju”_*f N (L +E]uin++11
6At 4 3At 6At 4

h a) , 2h | h a) ,
= —+— U +—U +| ——— |Uj,q. 49
(GAt 4) 17 3At (GAt 4) I+ (49)
VVon Neumannin analyysissé otetaan lauseke
( ) Aoeat |kx (50)

joka on samantyyppinen kuin (40). Paikkatermi expikx on sama kuin lausekkeessa (40)
mutta aikatermid expat ei ole vield kiinnitetty. Lausekkeen (50) arvo lasketaan
yhtéléiden (47), (48) and (49) solmuissa. Tekemalla ndma sijoitukset havaitaan, ett4
kyseisistd yhtaloistd voidaan maéarittdd suureen expaAt arvo. Kirjallisuudessa tétéa
suuretta, joka esiintyy myods maaritelméassa
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G .
l:i(X,'[) Aoeatelkx

=g (51)

nimitetd&n algoritmiseksi vahvennuskertoimeksi (engl. algorithmic amplification factor)
G voidaan esittaé vastaavasti kuin Gg muodossa

G =|G|e". (52)

Tietyssd mielessd diskretoinnin “hyvyyttd” voidaan mitata tarkastelemalla kuinka
l&helld suure G on suuretta Gg .

Suorittamalla laskelmat (ndma olisivat k&sin laskien melko ty6l&ita, mutta hoituvat
tassa helposti Mathematica-ohjelmiston [9] avulla) saadaan formulaatiossa |

4-3c0? +(2+3002)cosﬂ—6ico-sinﬂ
4 +3c0? +(2—3002)cosﬂ

formulaatiossa Il

1+co+(1-co)e'”

G=Gy = (54)

1-co+(1+co)e'”
ja formulaatiossa G
_4+2cos p—3ico-sing

4 +2cos f +3ico-sing

Joitakin saatuja tuloksia on esitetty graafisessa muodossa kuvissa 2, 3 and 4.
Esitystapa on tyyppid, jota on kaytetty viitteessa [6]. Viitteessd [4] on todettu
tdmantapaisista diagrammeista osuvasti seuraavaa: “These diagrams can be viewed as
representing the fingerprints of the various schemes, in that they allow identifying the
different approximations and recognizing their mutual relationships.” Kéyréat on esitetty
napakoordinaatistossa napakulman £ funktiona (tdssa siis dimensioton aaltoluku £ on
napakoordinaatiston napakulma eikd kompleksisen vahvennuskertoimen vaihekulma
6). Sateen pituutena on suhde Gpys|/|Gg| tai 6pis /6 . DIS viittaa indekseihin I, 11 tai
G. Tassd suhteita |Gps|/|Ge| ja 6bis/6c tullaan nimittimaan vastaavasti
amplituudisuhteeksi ja vaihesuhteeksi. Kayrat on katkoviivoitettu siten, ettd
formulaation | viivoitustineys on suurin ja formulaation G pienin. Yhtenéinen
puoliympyrad, jolla on séteend arvo 1, kuvaa virheetontd tulosta. Viiva £ = z/4 esittaa
tiettyd rajaa. Tarkkuuden kannalta nimittdin karkeasti vain alue 0< g <7z/4 on
kiinnostava, koska arvof = /4 vastaa tapausta, jossa aallonpituutta kohti on
kahdeksan elementtid, [3]. Suuremmilla g :n arvoilla verkko ei endd kykene kunnolla
kuvaamaan paikan suhteen voimakkaammin vaihtelevaa kéyttaytymista. Kuitenkin
etenkin amplituudisuhteen tarkastelu arvoon =z asti on tirked4d formulaation
stabiiliuden selvittdmisen kannalta. Kuvat 2, 3 ja 4 on esitetty vastaavasti Courantin
luvun arvoilla co =0.75, co=1.0 ja co=1.5.
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@) | | (b)

@) ' | (b)

(a) (b)
Kuva 4. co =1.5. (a) Amplituudisuhde. (b) Vaihesuhde.

Diagrammeista voidaan todeta yleisesti seuraavaa. Amplituudisuhteen poikkeaminen
arvosta yksi (alle yhden) merkitsee diskreetin ratkaisun amplituudien epdrealistista
vaimenemista ajan mukana. P&invastainen poikkeaminen (yli yhden) merkitsee
diskreetin  formulaation olevan luultavasti epéstabiili; amplituudit kasvavat
holtittomasti. Vaihesuhteen poikkeaminen arvosta yksi merkitsee diskreetin ratkaisun
siirtyvan paikan suhteen ajan mukana eri nopeudella kuin tarkka ratkaisu. Jos arvo on
yli (alle) yhden, diskreetti ratkaisu liikkuu nopeammin (hitaammin) kuin tarkka ratkaisu.

Liséksi tassd; ensinndkin formulaatiot Il ja G antavat aina oikean amplituudisuhteen.
Formulaatio | siséltdd amplituudin vaimennusta. Amplituudisuhteen arvo ei ylita arvoa
yksi. Toiseksi, formulaatiot sisaltavat vaihekulmavirheellisyyttd paitsi formulaatio 11,
joka sattuu antamaan oikean arvon tapauksessa co=1.0. Kun co=1.5,

36



vaihekulmavirheet ovat kaikilla formulaatioilla jo verrattain suuria. Kolmanneksi,
kayrat kuvassa 4 (b) loppuvat arvoon f=27z/3, koska Mathematica-ohjelmisto
rajoittaa kompleksiluvun vaihekulman valille [-z,7] ja tdma heijastuu kuvan
piirtdmisessa.

Kaytannon nakokohtia

Insindoritydssa on normaalisti helpointa kayttdd elementtimenetelman sovelluksissa
valmisohjelmistoja. Niiden laatimiseen ja yll&pitoon on panostettu resursseja, joihin ei
ole yksilttasolla tietenkdan mitdén kaytannon edellytyksiéd. Seuraavassa luvussa esitetyt
kaksi esimerkkitapausta ovat kuitenkin niin pelkistettyja, ettd niiden laskenta on
onnistunut vield siedettavalla tyomaaralla soveltaen kotitekoisia” Mathematica
ohjelmistoon [9] perustuvia ohjelmia. Osa esimerkkilaskelmista on suoritettu
vertailutulosten saamiseksi myo6s laajalti kdytossé olevan Comsol Multiphysics
ohjelmiston (seuraavassa lyhyesti CM-ohjelmisto) [8] avulla. CM-ohjelmistossa on
arvokkaana ominaisuutena mahdollisuus syo6ttdd melko helposti ratkaistavaksi
elementtimenetelman avulla miltei mielivaltaisia differentiaaliyhtélosysteemeja.

Soveltaja voi antaa CM-ohjelmistossa differentiaaliyhtaloitd koskevan ongelmansa
kolmella perustavalla, joista yksi liittyy juuri heikkoihin muotoihin. Tatd versiota on
kaytetty hyvaksi. Osoittautuu, ettd formulaation Il ja G kayttd onnistuu (tiettyyn
pisteeseen asti) juohevasti; lahdetaén liikkeelle vastaavasti heikoista muodoista (24) ja
(35). Sen sijaan formulaation | kasittely menee kompeloksi. Selityksend tdhan on, etté
CM-ohjelmisto tyostdd aikariippuvia probleemeja suoraan vain MOL-menettelylld.
Taten muodot (24) ja (35) sopivat alustavasti hyvin lahtokohdiksi. Esitetty pienimmén
nelion versio Il (mahdollisine yleistyksineen) tuntuu siis kdytannossa versiota |
kayttokelpoisemmalta ainakin CM-ohjelmistoa kaytettéessa.

Esimerkkituloksia
Yleistd

Numeerisessa késittelyssé on syyta siirtyd dimensiottomiin muuttujiin. Otetaan kayttoon
jokin karakteristinen suureen u arvo U. (esimerkiksi alku- tai reunaehtoihin liittyen),
jokin karakteristinen pituus . kuten esimerkiksi tarkastelualueen pituus L ja jokin
karakteristinen aika t. kuten esimerkiksi L/a;, jossa a. on jokin karakteristinen
konvektionopeuden arvo. Operoidaan sitten dimensiottomilla muuttujilla G =u/u,
X=x/l,=x/L, t=t/t,=ta, /L, Yhtalo (1) tulee ketjuderivointia kéyttiaen ensin
muotoon

o(u.l o(u.l
(—‘i)a—°+a ( < )E—S:O. (56)
ot L oxX L
Sieventdmalla paddytaén yhtaloon
U, 2N 4y, (57)
ot a; oX



jossa dimensioton lahdetermi §=sL/(u; &) . Reuna-ja alkuehdot voidaan manipuloida
vastaavaan tapaan dimensiottomiksi.

Kirjallisuudessa ehka tavanomaisin kaytdntd on siirtyd mutkattomasti ilman
suurempia selittelyja suoraan yhtal6ihin, joissa nékyy vain puhtaita dimensiottomia
muuttujia, mutta symbolit ovat samoja kuin dimensiollisissa muodoissa. Korrektimmin
tdhan p&adytdan suorittamalla ensin ylla esitetyn tapaiset askeleet ja vaihtamalla sitten
dimensiottomien suureiden merkinnat sopivasti (poistetaan ylatunnus A). Téssa tullaan
lisaksi kasittelemaan vain tapausta, jossa konvektionopeus a on (positivinen) vakio.
Kun valitaan vield a. = a, paddytaén siten esimerkkiyhtaloon

A + M s=0, (58)
ot ox
jossa konvektionopeus on 1 ja jossa laskenta-alue paikan suhteen on (0,1) :

Tarkkojen ratkaisujen suhteen todettakoon, ettd jos l&hdetermi s hdviad, suureen u
arvo on vakio suorilla (karakteristikoilla), jotka muodostavat kulman 45 astetta x- ja t-
akselien suhteen ja arvo madraytyy siis vastaavasta alku-tai reunaehdosta. Jos
l&ahdetermi on nollasta eroava, ratkaisu saadaan integroimalla pitkin karakteristikoita.

Ensimmadinen esimerkki

Esimerkki on lainattu viitteesté [7]. L&hdetermi on nolla. Alkuehdossa

~10(4x-1)?

Up =€ (59)

Kyseessa on kellokayratyyppinen funktio, jonka symmetriakohta on pisteessa x = 0.25
ja jonka amplituudi on 1. Reunaehdossa Up =0. Teoriassa — mutta ei kaytanndssa —
tassd on pientd epakonsistenssia, koska alkuehto antaa pisteissé x =0 hieman nollasta
eroavan arvon. Tarkka ratkaisu on nopeudella 1 ajan mukana oikealle siirtyva
alkuehdon mukainen funktio.

Kéytetdédn tasaista elementtiverkkoa (50 elementtid), joten h =0.02. Samoin kuten
lahteessd [7] Courantin luvun arvoksi valitaan co =1 eli At =0.02. Diskreetti alkuehto
otetaan valitsemalla solmuarvot lausekkeesta (59). Kuvassa 5 on esitetty alkutilanne
hetkellat =0 ja kuvissa 6, 7 ja 8 formulaatioilla I, Il ja G saadut ratkaisut hetkell&
t = 0.5. Tarkan ratkaisun kuvaaja on esitetty katkoviivoituksella.
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0.z 0.4 0.6 0.8 1
Kuva 5. Ratkaisu hetkella t=0.

Kuva 6. Formulaatio I. Ratkaisu hetkella t =0.5.

0.z 0.4 0.6 0.8 1
Kuva 7. Formulaatio Il. Ratkaisu hetkella t =0.5.
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1.6] t=0.5

4

0.2 0.4 o.

Kuva 8. Formulaatio G. Ratkaisu hetkella t =0.5.

Saadut tulokset ovat kohtuullisessa sopusoinnussa kuvan 3 sormenjalkien kanssa.
Kuvan 6 kayrdssd on nahtavissa lievad amplituudin alenemista ja samoin ehké
siirtymanopeuden alenema. Kuvan 7 ratkaisu yhtyy solmuissa tarkkaan ratkaisuun.
Kuvan 8 tapauksessa on jalleen havaittavissa siirtymanopeuden alenema. CM-
ohjelmisto antaa Generalized-« aika-askellusta kéyttden kdytanndssa kuvien 7 ja 8
mukaiset tulokset.

Toinen esimerkki

Tama esimerkki on lainattu viitteestd [3]. Tehtdvd on muuten samantyyppinen kuin
edellinen tapaus (s =0), mutta alkuehdossa esiintyy jyrkka porras kohdassa x=0.2.
Kaytetaan jalleen tasaista verkkoa h=0.02. Termi uy =1, kun 0<x<0.18, laskee

lineaarisesti arvoon 0, kun x=0.2 ja on 0, kun 0.2<x<1. Reunaehdossa up =1.

Tarkka ratkaisu on nopeudella 1 oikealle eteneva korkeuden 1 omaava jyrkka porras.
Tehtéva on vaativa jyrk&n muutoksen kuvaamisen suhteen.

Courantin luvun arvoksi otetaan lahteen [3] mukaisesti co =0.75, joka merkitsee,
ettd At =0.015. Kuvassa 9 on esitetty alkutilanne hetkellat =0 ja kuvissa 10, 11 ja 12
formulaatioilla I, 1l ja G saadut ratkaisut hetkell&d t =0.6. Tarkan ratkaisun kuvaaja on
esitetty katkoviivoituksella.
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0.z 0.4 0.6 0.8 1
Kuva 9. Ratkaisu hetkella t=0.

0.z 0.4 0.6 0.8
Kuva 10. Formulaatio |. Ratkaisu hetkella t = 0.6.

?

<]
=

Kuva 11. Formulaatio Il. Ratkaisu hetkella t =0.6.
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0.z 0.4 0.6 0.8 1
Kuva 12. Formulaatio G. Ratkaisu hetkella t = 0.6.

Kuvan 2 sormenjalkien perusteella on nyt melko vaikea tehdd mitdan selvia
johtopaatoksia. Galerkinin menetelméssa porras synnyttdd laajalle alueella ulottuvaa
heilahtelua. Pienimman nelion menetelmissé heilahtelua esiintyy mydés, mutta se
vaimenee paikan suhteen. Tdma on ehkda ymmarrettavissa Eulerin yhtaldiden yhteydessa
esitetyn kommentin perusteella. Portaan eksaktimpi approksimaatio vaatisi jo
kirjallisuuudessa esitettyja epélineaarisia l&hestymistapoja kuten esimerkiksi ns. TVD-
menetelmad; esimerkiksi [3]. CM-ohjelmisto antaa kaytdnndssa kuvien 11 ja 12
mukaiset tulokset.

Loppuhuomautuksia

Pienimman nelion formulaatiolla on tarkednd periaatteellisena etuna, ettd siind on
mielivaltaisen  differentiaaliyhtdlésysteemin  yhteydessa  aina  kaytettavissa
automaattisesti variaatioperiaate: pienimman nelion funktionaalin stationaarisuusehto.
Toisaalta voimakkaasti hankaloittavana piirteend on, ettd jos vallitsevissa
differentiaaliyhtélOissé esiintyy toisen (tai korkeamman) Kkertaluvun derivaattoja,
tavanomaisia CO-jatkuvia muotofunktioina ei voida kayttaad. Ongelma voidaan kiertaa
madrittelemallda uusia muuttujia ja lisadifferentiaaliyhtéloitda. Vaadittava teoria ja
kaytanto tulevat kuitenkin verrattain mutkikkaiksi. Naitd aiheita ké&sitelld&dn teoksessa
[2].

Tassé artikkelissa tarkasteltu differentiaaliyhtalé on ollut erityisen yksinkertainen ja
ei ole siséltanyt toisen kertaluvun derivaattaa, joten pienimman nelién
elementtimenetelmén soveltaminen on ollut suoraviivaista. Lainataan viela viitetta [3, s.
92]: “Which discretization is performed first is not an issue for linear spatial operators
with constant coefficients and a Galerkin formulation. However, for future cases
(nonlinear problems, stabilization techniques for transient analysis, etc.) it is preferable
that the time discretization is performed before the spatial discretization.” Olemme
havainneet edelld, ettd kun pienimméan nelion elementtimenetelmdd sovelletaan
lineaariseen tehtdvéaan, saadaan kuitenkin diskretointijarjestyksestd riippuen melko
erilaiset diskreetit formulaatiot | ja Il. Ensin paikka- sitten aikadiskretointijarjestys tuotti
formulaation II, jota voitaneen pit44d von Neumannin analyysin ja esitettyjen (tosin
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rajoittuneiden)  esimerkkilaskelmien  perusteella  verrattavissa  tarkkuudeltaan
formulaatioon 1. Formulaatio Il antaa siten kdytanndssa mahdollisesti helpomman
vaihtoehtoisen l&dhestymistavan valmisohjelmien yhteydesssa. lmeisesti mik&an ei ole
teoriassa esteend yrittdd soveltaa ehdotettua formulaatiota Il myds mutkikkaampiin
aikariippuviin tehtaviin.
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