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Nurjahduspituudesta

Jussi Jalkanen ja Matti Mikkola

Tiivistelmd.  Artikkelissa  kisitellddn  nurjahduspituuden  médrittimiseen  liittyvda
vadrinkdsityksen mahdollisuutta. Kyse on sekaisin menevistd puristetun ja taivutetun sauvan
momenttijakaumista, minkd seurauksena voi syntyd mielikuva, ettd nurjahduspituus néhtéisiin
suoraan sauvan taivutusmomenttikuviosta. Lujuusopin oppikirjoissa asiaan ei kiinnitetd
huomiota, vaikka kirjallisuudesta poimitut esimerkit osoittavat, ettd vadrinkdsitys pédsee
kéytdnndssa tapahtumaan.
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Johdanto

Rakennusten kantavien osien suunnittelussa usein mitoittaviksi tekijoiksi nousevat
erilaiset rakenteen stabiiliuteen liittyvdt ilmidt kuten nurjahdus ja kiepahdus.
Monestikaan ongelmana ei ole materiaalin kestdvyys vaan rakenneosien jaykkyys.
Stabiiliusilmididen merkitys korostuu sitd enemmén mitd hoikempia rakenteita
kaytetddn. Esimerkiksi terdksen kasvanut lujuus mahdollistaa aikaisempaa hoikemmat
rakenteet. Terdksen kimmomoduuli ei ole kuitenkaan kasvanut myotorajan mukana
vaan sdilynyt samana, miké korostaa entisestdén stabiiliusilmididen merkitysta.

Rakenteiden suunnitteluohjeet (normit) antavat periaatteessa yksityiskohtaiset ohjeet
siitd, miten rakenneosien lujuusopillinen mitoitus tulee tehdd. Mikidli kuormat on
maédritetty oikein ja osien sisdiset voimat on osattu laskea, yksittdisen palkin tai pilarin
mitoitus on varsin suoraviivaista. Ongelmaksi saattaa kuitenkin nousta nurjahdusvoiman
tai kiepahduksen kriittisen momentin laskeminen. Ndmé ovat tapauskohtaisia asioita,
jotka riippuvat kulloisestakin rakenteesta. Yleisten periaatteiden lisdksi normeissa ei ole
mahdollista antaa  yksityiskohtaisempaa ohjeistusta, joka toimisi kaikissa
sovelluskohteissa. Vaikkapa Eurokoodi 3:ssa (7Terdsrakenteiden suunnittelu) annetaan
nurjahdusvoiman laskennassa tarvittavalle nurjahduspituudelle joitakin ohjeellisia
sauvan pituuteen kytkoksissd olevia arvoja ja todetaan, ettd muitakin vihemmén
konservatiivisia analyysiin perustuvia nurjahduspituuksia saa kdyttaa.

Tassd artikkelissa késitellddn puristetun sauvan nurjahduspituutta, jolle
suunnittelijan tulisi osata valita kulloisessakin tapauksessa sopiva arvo. Tehtdvad
vaikeuttaa edelld mainitun suoraviivaisten laskentaohjeiden puutteen liséksi joidenkin
lujuusopin oppikirjojen esitystavan mahdollistama paha vdérinkdsityksen mahdollisuus.
Suunnitteluohjeissa ldhdetddn siitd, ettd rakenneanalyysi on yleensd lineaarinen ja
nurjahdukseen liittyvit epélineaarisuudet tulevat huomioiduksi sauvan mitoitusehdoissa.
Nurjahduspituus tarkoittaa lujuusopin peruskurssilta tuttua kasitetta.
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Nurjahduspituus oppikirjoissa

Suoran sauvan nurjahduspituudella tarkoitetaan sen nurjahdusmuodon kahden
perdkkidisen kddnnepisteen (point of contraflexure) vdlimatkaa. Kdidnnepisteet voivat
sijjaita sauvalla tai sen kuvitteellisella jatkeella. Toisaalta nurjahduspituus voidaan
kisittdd myos sellaisen hypoteettisen sauvan pituudeksi, jolle saadaan sama
nurjahduskuorma kuin tarkasteltavalle todelliselle sauvalle. Lujuusopin oppikirjoissa
késitelldén yleensd vain neljdd ns. Eulerin perusnurjahdustapausta (kuva 1). Jos
keskeisesti puristava normaalivoima ja poikkileikkaus ovat vakioita sauvan koko
pituudella, nurjahduspituus riippuu vain sauvan pituudesta ja tuennan jaykkyydesta.
Nurjahduspituus ei riipu sauvan poikittaisesta kuormituksesta tai sen materiaalista.
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Kuva 1. Eulerin perusnurjahdustapaukset ja niiden nurjahduspituudet [1].

Teknisessd taivutusteoriassa kimmoviivan linearisoitu differentiaaliyhtdld kytkee
taipuman v ja taivutusmomentin M, toisiinsa

EIV' =-M,. (1)

Kimmoviivan kddnnepisteessé taipuman toinen derivaatta vaihtaa merkkidnsé eli v' =0,
mistd tietysti seuraa, ettd my0s taivutusmomentti M; on nolla. Asia todetaan nurjahdusta
kisiteltdessd monissa lujuusopin oppikirjoissa ([2] ja [3]) ja esimerkiksi léhteissd [4] ja
[5] sanotaan nurjahduspituuden vastaavan momentin nollakohtien vilistd etdisyytta.
Tédmai on oikein, kunhan kimmoviiva vastaa nurjahdusmuotoa ja momenttia ei sekoiteta
sauvan mahdollisista poikittaisista kuormituksista syntyvédn taivutusmomenttiin.
Linearisoitua kimmoviivan differentiaaliyhtdlod (1) kéytettdessd puristettu sauva
sdilyy suorana kunnes se jollakin kuorman arvolla nurjahtaa. Tdmé nurjahduskuorma ja
sitd vastaava sauvan taipunut muoto ovat yksikdsitteisid, mutta nurjahdusmuodon
taipumien suuruus jad avoimeksi. Siten sauvan nurjahdusmuodosta laskettu vastaava
taivutusmomenttijakauma on myds muodoltaan yksikisitteinen, mutta suuruudeltaan
madrddmiton. Télla momenttijakaumalla ei ole kuitenkaan mitddn tekemistd
poikittaisten kuormitusten aiheuttaman taivutusmomenttijakauman kanssa, jota
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kaytetddn kaikkialla muualla suunnitteluohjeiden mukaisessa rakenteiden mitoituksessa
(kuva 2).
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Kuva 2. a) Nivelpdisen sauvan nurjahdusmuoto vastaa sinikdyrdd, jolloin my0s
nurjahdusmuodosta laskettu taivutusmomenttijakauma on sinimuotoinen. b) Poikittaisten
kuormitusten lisddminen ei muuta sauvan nurjahdusmuotoa tai siitd laskettua
taivutusmomenttijakaumaa. c) Poikittaisista kuormituksista riippuen saadaan erilaisia sauvan
taivutusmomenttijakaumia ja siind nollakohtien vélisid etdisyyksia.

Koska edelld mainituissa lujuusopin oppikirjoissa ei korosteta, mitd momenttia
tarkoitetaan puhuttaessa momentin nollakohdista ja niiden vilisestd etdisyydestd
nurjahduspituutena, syntyy paha véirinkésityksen mahdollisuus. Asiaan tarkemmin
perehtyméton henkilo saattaa luulla, ettd puristetulla ja taivutetulla sauvalla (esimerkiksi
ristikon ylépaarteessa) nurjahduspituus néhtdisiin suoraan sauvan
taivutusmomenttikuviosta. Viirinkdsityksen mahdollisuutta lisdd se, ettd varsinkin
betonirakenteiden mitoitusta késittelevissd kirjoissa puhutaan usein taivutetun palkin
yhteydessd kddnnepisteistd ja niitd vastaavista momentin nollakohdista. Télloin on kyse
palkin  todellisista  taipumista ja poikittaisten kuormitusten aiheuttamasta
taivutusmomentista.

Todellinen alkujaan hieman kéyrd ja epédkeskeisesti puristettu sauva kayttiytyy
tietysti erilailla kuin edelld on oletettu. Voimakkaasti puristetun sauvan kimmoviivan
muoto riippuu  hyvinkin  poikittaisesta  kuormituksesta ja  siten sauvan
taivutusmomenttijakaumasta. Asian huomioiminen johtaa kuitenkin kéytdnnon
suunnittelutydn kannalta laskennallisesti aivan liian raskaaseen tehtdvddn. Tdmin takia
suunnitteluohjeissa  ldhdetddn siitd, ettd rakenneanalyysi on lineaarinen ja
epdlineaarisuudet huomioidaan sauvan mitoituskaavoissa.

Esimerkkeja nurjahduspituuteen liittyvasta vddrinkasityksesta

Ohessa on esitetty joitakin konkreettisia esimerkkejd epéselvisti ilmaistusta tai vdirin
ymmarretystd nurjahduspituudesta. Ne kaikki liittyvdt puurakenteiden suunnitteluun,
koska asiaa on varta vasten selvitetty puurakenteiden yhteydessa.
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Eurokoodi 5:n “Puurakenteiden suunnittelu” [6] kohdan 9.2.1(2) mukaan
“Puristettujen  sauvojen  tehollisena  nurjahduspituutena  kdytetddin  yleensd
momenttipinnan nollakohtien vdlid.” Tarkasti ottaen nurjahduspituus on oikein
maédritelty, mutta samalla teksti on hyvin harhaanjohtava. Puurakenteita mitoittavan
insindorin mieleen ei valttdmattd tule kaiken jokapidivdisen kiireen keskelld, ettd
momenttipinnaksi tulisi ottaa nurjahdusmuotoon liittyvd kuvitteellinen momenttipinta,
eikd suinkaan poikittaisten kuormitusten aiheuttama taivutusmomenttijakauma.
Alkuperdinen englanninkielinen teksti ”For members in compression, the effective
column length for in-plane strength verification should generally be taken as the
distance between two adjacent points of contraflexure” jittdd vield jonkinlaisen
vadrinkdsityksen mahdollisuuden, jonka saksalaiset ovat poistaneet omassa
tasmillisessd kdannoksessddn “Fiir Druckstibe sollte beim Knicknachweis in
Fachwerkebene im Allgemeinen die wirksame Knickldinge als der Abstand zwischen
zwei benachbarten Wendepunkten der Knickbiegelinie zugrunde gelegt werden.”.

Selvdsti ennen eurokoodiaikaa kirjoitetussa kotimaisessa puurakenteiden
suunnitteluun opastukseksi tarkoitetussa kirjassa [7] todetaan, ettd puuristikoiden
yhteydessd nurjahduspituutena voidaan kdyttdd momenttikuvion nollakohtien vilid tai
paarteiden solmupisteiden vélid.

Naulalevyristikoiden suunnitteluun tarkoitetuissa ohjeissa [8] vuodelta 1983
paarteiden nurjahduspituutena neuvotaan kayttdmddn vidhintddn momenttikuvion
nollakohtien vidlid tai paarteiden solmupisteiden vélid. Vastaavassa nykyisessd
naulalevyrakenteiden suunnitteluohjeessa [9] nurjahduspituus méiritellddn, Eurokoodin
hengessd, yleensd taivutusmomentin nollapisteiden véliksi ja tulkinta on ollut, ettd
momenttipinnalla tarkoitetaan nimenomaan poikittaisten kuormitusten aiheuttamaa
taivutusmomenttijakaumaa.

Nurjahduspituutta ei ole késitetty védrin pelkdstdin Suomessa, vaan 16ytyy myos
ulkomainen tapaus. Englantilaisessa kirjassa [10] on laskuesimerkki, jossa ristikkoa
kannattelevan puristetun ja taivutetun pilarin nurjahduspituus on madritetty virheellisesti
poikittaiskuormien aiheuttaman momenttipinnan nollakohdan perusteella.

Yhteenveto

Lujuusopin oppikirjoissa, joissa nurjahduspituuden yhteydessd puhutaan momentin
nollakohdista, tulisi selkedsti korostaa, mitd tdlldi momentilla tarkoitetaan. Muuten voi
syntyd virheellinen késitys, ettd puristetulla ja taivutetulla sauvalla nurjahduspituus
nédhtdisiin suoraan poikittaisten kuormitusten aiheuttamasta taivutusmomenttikuviosta.
Ilmeisesti oppikirjojen tekijoilld on ollut oletuksena, ettd kun késitelldén pelkéstddn
puristettuja pilareita, ei ole vdérinkdsityksen vaaraa, tai sitten asiaa on jotenkin muuten
pidetty itsestdén selvdnd. Kéytdntd on kuitenkin osoittanut, ettd vddrinkésitys pédédsee
syntymdéén, ainakin kun kisitelldén puristettuja ja taivutettuja puurakenteita.
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