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Amfora — Klassinen kuorirakenne

Harri Hakula ja Tomi Tuominen

Tiivistelmad. Tyossi esitetédéin uusi hp-adaptiivinen ratkaisualgoritmi, joka perustuu energia-
ja Sobolev-sddnnollisyystarkastelujen yhdistelyyn. Algoritmin toimivuutta 1D- ja 2D-tapauksissa
demonstroidaan vaikean esimerkkitapauksen, amfora-tehtévin yhteydessé. Elliptisen pyorahdys-
kuoren, jonka reunojen kinemaattiset rajoitusehdot ovat sekamuotoiset, so. kiinteit toisella ja
vapaat toisella, muodonmuutoksia dominoi globaali aaltoilu, kompleksifikaatio, jolle on ominais-
ta aaltoluku, joka on verrannollinen parametriin — log ¢, missé ¢ on kuoren suhteellinen paksuus.
Osoittautuu, ettéd ilmio tapahtuu myos, jos elliptistéd osaa jatketaan hyperbolisella, ja aaltoilu
siirtyy hyperbolisen pinnan karakteriskoita pitkin. Numeeristen kokeiden perusteella tehtédvaan
liittyy my6s numeerinen lukkiutuminen.

Awvainsanat: kuoret, elementtimenetelmi, hp-adaptiivisuus, numeerinen lukkiutuminen

Johdanto

Kuorirakenteet ja erityisesti ohuet kuoret ovat laskennallisesta ndkokulmasta haastavim-
pia yksinkertaisia rakenteita. Kuorenpaksuudella tarkoitetaan tésséd suhteellista suuretta
t = d/L, missd d on kuorenpaksuuden absoluuttinen mitta ja L on esimerkiksi kappa-
leen halkaisija. Rakennetta voidaan pitdd ohuena, jos ¢ < 1. Kuorille on ominaista rikas
perhe reunahéirioité, jotka voivat olla myos siséisid, ja joilla jokaisella on oma, kuoren suh-
teellisesta paksuudesta riippuva karakteristinen mitta. Lineaarisen kuoritehtavén ratkaisu
voidaankin tulkita sopivien karakterististen piirteiden lineaariyhdistelyné.

Kuoren geometria, reunaehdot ja kuormat ovat kaikki tekijoitd, jotka vaikuttavat jon-
kin karakteristisen piirteen aktivoitumiseen ratkaisussa. Siksipa pyordhdyskuoret ovatkin
erinomainen tyokenttd matemaattisessa ohuiden kuorten teoriassa, silli Gaussin pintateo-
rian yleisluokkien, parabolisten, elliptisten ja hyperbolisten pintojen, edustajia on helppo
konstruoida.

Kuoritehtdvien numeerisen ratkaisun suuri haaste on numeerisen lukkiutumisen vilt-
tdminen, mik& onkin johtanut lukuisten erilaisten erikoiselementtien suunnitteluun FEM-
yhteisossi. Aalto-yliopiston teknillisen korkeakoulun matematiikan laitoksen perinteiden
mukaisesti valitsemme toisenlaisen ldhestymistavan ja annamme korkean kertaluvun ele-
mettien eli elementtimenetelmén p-version ratkaista lukkiutumisongelman. Numeeriset
ratkaisut pohjautuvat Tomi Tuomisen lisensiaatintutkimuksessaan kehittamaéan hp-adap-
tiiviseen ohjelmistoon [8].

Tyossé tarkastellaan esimerkkikuorta, amforaa, jossa hallitseva piirre ei kuitenkaan ole
perinteinen reunahéirié, vaan kuoressa tapahtuva globaali ilmio, jota Sanchez nimittéaa
elliptisten kuorten tapauksessa kompleksifikaatioksi [2]. On mahdollista asettaa tehtiva,
jonka rajaratkaisu paksuuden mennessé kohti nollaa ei ole hyvin asetettu Shapiron ja Lo-
patinskin mielessd. Talloin tehtdvin taustalla oleva elliptisen operaattorin koersiivisuus
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Kuva 1: Amfora, profiili ®(x;), pyordhdyspinta.

katoaa rajalla, eivatka ratkaisun olemassaolon ehdot téayty. Positiivisilla kuorenpaksuuksil-
la ratkaisu aaltoilee vapaalla reunalla ja pienenee eksponentiaalisesti siirryttidessd reunan
sisinormaalin suuntaan. Paksuuden mennesséd kohti nollaa maksimiamplitudi kasvaa ra-
jatta ja tehtédva lahestyy puhdasta taivutustilaa kinemaattisista rajoituksista huolimatta
eli taipumaenergian suhde kokonaisenergiaan lahestyy lukua yksi [1].

Amforan tarkastelu ei ole suoraviivaista, silld geometrialtaan yleisen eli Gaussin mie-
lessé eri tyyppisid pintoja sisdltdvén kuoren eksakti analysointi on vaikeaa. Reunahéiri-
oiden menestyksekés luokittelu perustuu oletukseen, ettd pinnan tyyppi on vakio yli tar-
kasteltavan alueen [6]. Analyysid varten tehtdvéd voidaan yksinkertaistaa ddrimmilleen,
esimerkiksi ns. matalan kuoren malli olettaa vakiokaarevuudet. Tdmé tie on meiltd sul-
jettu. Voimme kuitenkin laatia numeerisen koejarjestelyn, missé eri virheldhteité voidaan
tehokkaasti kontrolloida. Voimme approksimoida kuormaa sen Fourierin sarjalla ja muun-
taa aidosti kaksiulotteinen tehtéavéa sarjaksi yksiulotteisia, jotka ratkaistaan adaptiivisesti
hyvin tarkasti. Téméa mahdollistaa pienimpienkin karakteristeiden piirteiden tarkastelun
jopa akateemisilla kuorenpaksuuksilla.

Numeeristen kokeiden perusteella kompleksifikaatio tapahtuu myos kuorissa, joissa el-
liptistd osaa on jatkettu hyperbolisella. Aivan kuten puhtaasti elliptisessikin tapaukses-
sa, normaalien reunahéirididen amplitudit jadvit merkityksettomiksi, mutta hyperbolisen
osan luonne sanelee kompleksifikaation etenemisen pinnan karakteristikoita pitkin. Liséksi
tulokset osoittavat kompleksifikaatioon liittyvdn myos taipumadominoiduille tehtéville
ominaisen numeerisen lukkiutumisen. Toisen asteen standardielementteihin perustuva h-
adaptiivinen algoritmi ei suppene ja viahintddn asteluku p = 4 vaaditaan tehokkaaseen
standardialgoritmiin.

Artikkelin rakenne on seuraava: Esittelemme ensin esimerkkitehtavin geometrian, jon-
ka jilkeen méérittelemme Naghdin kuorimallin sekéd kaksi- ettd yksiulotteisen muodon
pyorahdyskuorille. Tekstin padosan muodostaa adaptiivisen hp-FEM algoritminin kuvaus.
Numeeristen kokeiden tulokset raportoidaan ennen péételmié ja kirjallisuusviitteita.

Amfora

Tarkasteltavat kuoret méaaritellaan kolmiulotteisen avaruuden alueena:

d d
Q={(z,y,2) eR*|(z,y) € w—g<z< 5},

missé d on kuoren absoluuttinen paksuus, ja w on kuoren keskipinta. TyoOssé tarkastellaan
pyordhdyssymmetrisid kuoria, joille keskipinta mééritelladn profiilifunktion ®(x;) avulla
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seuraavasti:
w={(z1,22,23) €ER® | 23+ 25 =2(x1)?, O0<a1 <1, 0<®eC0,1)}.

Gaussin pintateorian luokittelun kohdassa x; voi esittédd profiilin toisten derivaattojen
avulla:

Parabolinen: ®"(z;) =0,
Elliptinen: ®"(z;) <0,
Hyperbolinen: ®”(z;) > 0.

Kuvassa 1 on esitetty mallitehtdvan konstruktio: Varsinaisen rakenteen profiilia ap-
proksimoidaan sini-funktiolla, joka pytrahtédessdan x-askelin ympéri méaarittdda kuoren
geometrian. Amforan pohja mallitetaan kinemaattisilla rajoitteilla, siirtymét estetddn
vastaavalla reunaviivalla. Kahvojen kautta vélittyvat kuormat esitetdéin kiinnityspisteesta
eksponentiaalisesti vaimenevina kuormina.

Olemme erityisen kiinostuneita siité, mitd tapahtuu, kun symmetrinen, vapaan reunan
pisteestd vaimeneva veto vaikuttaa amforan kaulan tangenttitasossa reunan ulkonormaa-
lin suunnassa. Keskeinen parametri on — log ¢, jonka kokonaislukuapproksimaatioiden tie-
detéén télloin olevan verrannollisia ratkaisun aaltolukuun pyorahdyssuunnassa, K, puh-
taasti elliptisessd tapauksessa [2]. Ratkaisuun liittyy my6s toinen, aksiaalinen aaltoluku
K, jonka aiheuttavat hyperbolisen osan indusoimat aaltoilut. Teoreettisia ennusteita lu-
vulle K, ei ole. Kuvassa 2 on esitetty esimerkkikuoren pinnan normaalin suuntaiset siir-
tymat laskennallisessa alueessa.

Kuorimalli

Kaksiulotteinen malli

Kuorimallina kéytetdédn kaksiulotteista Reissner-Naghdin mallia, jossa siirtymét kuoren

pintaa vastaan kohtisuorassa suunnassa oletetaan matala-asteisiksi polynomeiksi. Tulokse-

na on tehtavé, jossa etsitddn viisikomponenttista vektorikenttdd u = (u, v, w, 6,1). Kolme

ensimmaistd komponenttia ovat siirtymésuureet kuoren pituus-, pyérahdys- ja poikittais-

suunnassa. Komponentit 6 ja 1 ovat kiertymét kuoren pituus- ja poikittaissuunnassa.
Kokonaisenergiaa kuvataan kvadraattisella funktionaalilla

Flu) = g A(w,u) — Qu), 1)

missi A esittdd muodonmuutosenergiaa ja Q on kuorman aiheuttama potentiaalienergia.
Muodonmuutosenergia koostuu taipuma- kalvo- ja leikkausenergiasta:

A(u,u) = d*Ag(u,u) + Ay (u,u) + As(u,u). (2)

Alaindeksit B, M ja S tulevat englannin kielen sanoista Bending, Membrane ja Shear.
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Kuva 2: Kuoren pinnan normaalin suuntaiset siirtymét (w-komponentti) laskennallisessa
alueessa [0,1] x [—7/2,7/2], kun ¢ = 1/10° Kuorma vaikuttaa vapaan reunan keskipis-
teessi. Aallot eivit etene syviille elliptiseen osaan. Hyperbolisen pinnan karakteristikat
erottuvat selvisti.

Taipuma-, kalvo- ja leikkausenergioille on annettu lausekkeet

Pplu) = & [ [l + rm(w)’

+1-1 Y m,-(u)ﬂ Ay Ay dz dy, (3)

,j=1

Aula) = 12 [ [v(B() + Faolu)

-0y Biy(w)?| A4z dedy, (4)
Astuw) = 61 =) [ [(pu(w? + pafu)?] Aisa dody, )

misséd v on Poissonin luku, joka kuvaa, kuinka paljon materiaali kuroutuu voimaa vastaan
kohtisuorassa suunnassa suhteessa kuormituksen suuntaiseen venyméén. Téssd Poisso-
nin luvulle kdytetddn arvoa v = 1/3, joka on ldhelld useiden metallien, kuten raudan
(0,29) ja alumiinin (0,34) arvoja. A; ja As ovat Lamén parametrit, jotka madraytyvéat
kuoren geometriasta. Pyordhdyssymmetrisilld kuorilla Lamén parametrit méaaritelladn
pyordahdysfunktion ® avulla:

Al(J?) = \/ 1+ [(I)/(J?)]Q, A2 = (I)(.T)
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Lisaksi méaaritelladn padkaarevuussiteet:

_ A1 (l‘)B
CI)”(I‘) )

Rl(fﬁ) = RQ(I‘) = Al(ZL')AQ(ZL‘)

Taipuma-, kalvo- ja leikkausmuodonmuutoksille x;;, 5;; ja p; on annettu lausekkeet [5]

T Ao Ay Oy
W Lov, 0 o
> Ay By AA, Oz
_Ltoy 100 6 04 ¢ 04
e = = o S T A, Oy Ady On
1 1 0u v 0As
SRy A0y AAy Or
1,1 0v u  0A;
TR A0 Ay oy
1 Ou v 0A; w
T Mt Am oy TR
1 ov uw 0Ay w
B2 A—28—y+A1A26—x+E,
1,1 0v 1 ou u 0A; v 0As
b = O =5 Y Loy T AA, 9y A, 0x
1 0w wu 0
P1 A_1% - E - b
1 0w v
P2 A_Qﬁ—y - E -,
Energianormi ||| - ||| méé&ritellddn muodonmuutosenergian (2) avulla:

Kaytetddn vastaavia merkintéja myos taipuma-, kalvo- ja leikkausenergialle:

Variaatiotehtava

100 o 0A,

E(u) = [|[ul][* = A(a, u)

Bu) = d*Ap(u,u)
M(u) = Apy(u,u)
S(u) = Ag(u,u)

Kuoriyhtaloille haetaan ratkaisua energiaperiaatteen avulla minimoimalla kokonaisener-
giaa (1), mik&d puolestaan johtaa elementtimenetelméssi kayttokelpoiseen variaatiotehté-
vidn: Etsi u € U C [H'(w)]® siten ettd

A(u,v) = Q(v) Vv eU.

(10)

Elementtimenetelméssé haetaan ratkaisua U:n aérellisulotteisesta aliavaruudesta U, C U:
Etsi uy, € U, siten ettéd

A(up,v) = Q(v) Vv ElU.
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Merkintd H'(w) tarkoittaa Sobolevin avaruutta, jossa derivaatat ovat ensimméiseen ker-
talukuun asti L?(w)-integroituvia:

Ou 0u o p2(,y.

HY(w) = {u € L*(w) | I o

Osittaisderivaatat tarkoittavat heikkoja derivaattoja, ja variaatiotehtévélle (10) etsitaankin
ns. heikkoa ratkaisua [3]. Aliavaruudet U ja U, asetetaan tehtdvin reunachtojen mukaan:

U={uc[H (W)’ | kinemaattiset reunaehdot toteutuvat}.

Kuormafunktionaali on muotoa
Q(v) = / f(x,y) v A1Ay dxdy.

Tarkastellaan tehtévid, joissa kuormitus tapahtuu kuoren tangenttitason suunnassa, eli
f(z,y) = [fu(z,v),0,0,0,0]T. Voidaan osoittaa, ettd jos kuorman jakaumalle pitee f €
[L?(w)]?, tehtivilld (10) on olemassa yksikisitteinen heikko ratkaisu u € [H'(w)]’. Vas-
taava pitee myos dérellisulotteisille avaruuksille, kun sovelletaan elementtimenetelméaé.

Yksiulotteinen malli

Kuorimalli saadaan redusoitua yksiulotteiseksi, kun kuormaksi otetaan pycrahdyssuun-
nassa jaksollinen kuorma. Tamé& mahdollistaa kdytdnnossid tarkan ratkaisun hakemisen
juuri pyorahdyssymmetristen kuorien tapauksessa. Kuorma voi olla esimerkiksi u-kompo-
nentin suuntainen, eli f,(x,y) = F(x)cos(ky), k =0, 1,2,.... Talloin ratkaisu on muotoa

u(z,y) =

Sijoittamalla ratkaisu venymélausekkeisiin ja edelleen energialausekkeisiin saadaan ener-
giakomponentit muotoon

PAP@w = @ [ o) + )
(1 -v) 22: Kij(u)2} AL A,y da, (12)
AP (u,u) = 12 /01 [y(ﬁn(u) + Baa(u))?

2

DY @j(u)?] A1 A, da, (13)
AP = 60 =v) [ [ + ()] A1y do (14)
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ja venymaélausekkeet ovat

100
K11 = A_1%’
k 0 0A
Koo = A—2+A1A28—:p’
_ L 1ob k6 4 04
foo= Sl ey T A T A, o
1 ku v 0A, 1 1 0v B
TR T A& ) T RAr
1 ou w
P = A_1%+R_1’
kv u 0Ay w
Bra =

A, A o TRy
1. 10 k 0A
ﬁ12 - _(__U__U_L_Q):ﬁm’

214161’ A2 A1A2 ox
_ 1w uw
PL= A or R,
_ kv v
P2 = A, R

Kuormafunktionaali on téssa tapauksessa

1
QP (v) = / F(z)u A Ay du.
0

Kuormafunktionaalista ja energialausekkeista (12)-(14) on jétetty kerroin 7 (27, kun
k = 0) pois. Tami tdytyy huomioida, kun tuloksia verrataan kaksiulotteisen tehtévin
energioihin.

Elementtimenetelma ja kantafunktiot

Kuoriyhtaloitda ratkaistaan tédssd numeerisesti elementtimenetelmélld. Laskenta-alue 2
jaetaan elementteihin, ja ratkaisua haetaan paloittain méaéariteltynd polynomina. Kan-
tapolynomien kertoimet lasketaan siten, ettd numeerinen ratkaisu olisi paras approksi-
maatio energianormissa. Kertoimet saadaan soveltamalla variaatiomuotoa (11), jolloin
numeerisen ratkaisun kertoimet saadaan yhtéaloryhmaésta

Ax = b,

missd A on tehtdvin jaykkyysmatriisi ja b on kuormavektori. Vektori x sisdltdd kan-
tafunktioiden kertoimet. Jaykkyysmatriisin ja kuormavektorin alkiot saadaan bilineaari-
muodosta ja kuormafunktionaalista:

Aij = A(gij le), b; = Q(¢z)>

missé ¢;:t ovat globaaleja kantafunktioita.
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Adaptiivinen algoritmi
Virheindikaattorit

Adaptiivisessa laskennassa ratkaisua parannetaan vaiheittain minimoimalla virhetta. Tata

varten tarvitaan virheindikaattori, joka kuvaa tarpeeksi hyvin virheen jakaumaa. Tésséa

kaytetadn elementin sisdvapausasteisiin eli kupliin perustuvia indikaattoreita. Koska kupla-
funktioiden kantajana on yksi elementti,voidaan kuplavapausasteet ratkaista aina elemen-

teittdin. Kuplaindikaattori voidaan mééritella kahdella tavalla. Yliméaraiset sisdvapausas-

teet voidaan lisdté ratkaisuun jélkikédteen tai ne voidaan sisdllyttiaé jo ratkaisuavaruuteen,

jolloin tulosta verrataan ilman yliméaraisia kuplia saatuun ratkaisuun.

Lisdkupla-indikaattori

Merkitédén ratkaisuavaruutta (ilman lisdkuplia) U:lla ja lisdttavia kuplavapausasteita
U, :1a. Olkoon uy, variaatiotehtdvin (11) ratkaisu: Etsi u, € U, siten, etté

A(up,v) = Q(v) Vv ElU,.

Lisdtdén ratkaisuun kuplat u) € U,", eli pidetédn ratkaisun osa u;, tunnettuna. T&ll5in
tehtdvind on: Etsi u;l € U," siten, ettd

Alu, +uf,v) = 09(v) Vv elu,. (15)

Kuplafunktioiden kantaja on vain yksi elementti, joten tehtévd (15) voidaan ratkaista
elementeittain:

Auf,v)e = 9(v). — A(uy, v). Vv elU,, (16)

e = 1,...,emq. Koska ratkaisua haetaan tédssd U:n aliavaruudesta, voidaan tehtdvasta
(10) sijoittaa kuormafunktionaali, jolloin (16) saadaan muotoon

Auf,v)e = A(u—uy,v). Vv eu;r (17)

Tehtavéd (17) voidaan siis tulkita niin, ettd approksimoidaan virhettd u., = u — u,
aliavaruudessa Z/{,:r cu.

Kahden ratkaisun erotus indikaattorina

Toinen vaihtoehto arvioida virhettd kuplien avulla on laskea ratkaisun u, € U, lisdksi
ratkaisu rikastetusta avaruudesta, eli etsitddn ay, € Uy, ® U, siten, ettd

A(ay,v) = 9(v) YW el, U, (18)
Virheen approksimaatio saadaan laskemalla ratkaisujen erotus:
Uerr & Auy, = 0y, — Uy,

Haittapuolena téssd menetelméssd on se, ettd globaali tehtdvé joudutaan ratkaisemaan
kahdesti. Kuplien lisd&dminen ei tosin kasvata yksittédisen tehtdvin kokoa, silld sisdvapaus-
asteet kondensoidaan joka tapauksessa pois globaalista tehtavasta. Télla tavoin saadaan
kuitenkin hieman tarkempi virhearvio edelliseen verrattuna, mutta mitédéin oleellista eroa
esimerkiksi lukkiutumisen kannalta ei ole.
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Virhettd mitataan téssé energianormissa, joten maéritelldén elementin K, virheindi-
kaattoreiksi

ns =l llle, a8 = [l Aw ||k (19)

Globaalit virhe-estimaattorit ovat vastaavasti

= D omh)? da nt= D) 02) (20)

€ €

Tissé tarkastellaan virheindikaattoria nt ja n*.

hp -paatos
Virhejakauman arvioimisen lisdksi hp-menetelméssa taytyy padttdéd, missd tihennetddn
verkkoa ja missd muutetaan elementin astelukua. Péépiirteittidin reunahéirividen alueella
tihennetédén verkkoa ja siledlld osalla kidytetdén korkeampi asteisia elementtejé.
Reunahdiritita ei kuitenkaan pyritd suoranaisesti tunnistamaan, vaikka niiden sijainti
ja skaalat tunnetaankin melko hyvin. Ratkaisua arvioidaan elementeittéin sen sileyden pe-
rusteella. Legendre-kertoimien suppenemisnopeudesta paételldéan, kuinka siled ratkaisu on
paikallisesti. Yleisessé tapauksessa arvioitaisiin funktion Sobolev-sddnnéllisyyttd, mutta
koska elementtiratkaisussa on arvioitavana paloittain méériteltyja polynomeja, tyydytéaén
arvioimaan miké on korkein asteluku, jota kulloinkin on kannattavaa kayttaa.

Sobolev-sdadnnollisyyden arviointi

Kattava selostus Sobolev-sddnnollisyyden arvioimisesta on esitetty ldhteessd [4]. Téssé
esitetddn vain kdytdnnon laskennan kannalta keskeiset osat. Analyysi on tehty painote-
tuilla Sobolev-normeilla, painolla w(z) = (1 — x?). Paino on valittu siten, etti reunoilla
ei ole vaikutusta arvioon. Toisin sanoen siité, ettd ratkaisu u € HS(—1,1) ei valttaméatta
seuraa u € H*(—1,1). Tam4& on ilmaistu jatkossa merkinnélld Hy,,.

Tarkastellaan aluksi referenssivilid (—1, 1) funktiota @ € L?(—1, 1). Funktio 4 voidaan
esittdd Legendre-sarjana

(€)= aLi(), (21)
i=0
missd L; on é:nnen asteen Legendre-polynomi. Legendre-polynomit ovat ortogonaalisia,
RPN 2
Li(€)Ly(€)de = 6,j———,
[ B L€ = b5
joten kertoimet a; saadaan muodossa

N B U
o= 25 [ a(OLi©de 22)

1

Kertoimien analysointiin on esitetty kaksi menetelméé: juuri- ja osaméidridmenetelma.
Téassé tarkastellaan juurimenetelmésti saatua testid. Médaritelladn kertoimien a; avulla
jOHO {11}122
log ((2i +1)/(2a:f*))
l; = : .
2logi

(23)
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Teorian mukaan, jos raja-arvo [ = lim;_,, [; on olemassa ja [ > 1/2, niin

we HOVP79(=1,1), O0<e<l—1/2.

loc

Kaksiulotteisessa tapauksessa elementit ovat yleisid kolmioita tai nelikulmioita. Tar-
kastellaan kolmiota K ja funktiota u € L?(K). Funktio esitetiiin Legendre-sarjana kuten
yksiulotteisessa tapauksessa:

u(z,y) = Z a;;Lij(z,y). (24)

1,5=0

Kantafunktioden L;; téytyy olla myos tdssé ortogonaalisia. Madritelldén kuvaus F' re-
ferenssinelioltd @ = (—1,1)% kolmiolle K. Kuvauksessa F yksi nelién sivuista kutistuu
kolmion kérkipisteeksi. Kantafunktiot L;; méadritellain referenssinelion kannan avulla:

Lij(x7y> = (£2j|det JF‘71/2) OF?I('rvy)u (25)

missé Li;(€,n) = Li(€)L;(n) ja Jg on kuvauksen F Jacobin matriisi.
Legendre-sarjan kertoimet a;; lasketaan kuten yksiulotteisessa tapauksessa:

Qi = Cij/ U(xay)[fz‘j(xay) dxdy
K

. / wo F(€,1m) Ly o F(€,n)| det J| dédy (26)

Q
=y [ wo F(Em) e, det Iy ' dedy
Q

Edellisessé on kdytetty merkintdé c;; = %2]—;1 Kertoimien suppenemista tarkastellaan

erikseen - ja m-suunnissa, joten maééaritelldan kertoimet

2 2
2 2 . 2 2
il = E il s | = E il 5T 27
|ovi p |a]| 25 + 1 Ja |BJ| £ |a]| 2% + 1 (27)

Vastaavasti saadaan méériteltyd jonot {l¢;}i>2 ja {l,;}i>o:

_ log ((2i +1)/(2fasf?)) _ log ((2) + V)/CIB)

lei =
d 2log i i 21log j

)

[

(28)

Jos raja-arvot lg = lim;_, 1, ja l,, = lim; , ,; ovat olemassa ja l¢, [, > 1/2, funktio u
kuuluu anisotrooppiseen Sobolev-avaruuteen, missé eri muuttujien derivaatat voivat olla
integroituvia eri asteisiin saakka;

ke ok
we H

loc

(K),
misséa
k‘gzlg—l/Q—e, k:n:ln—l/Z—e.

Menetelmé antaa mahdollisuuden tulkita funktion kéyttaytymista erikseen - ja n-suunnissa.
Tasséd Sobolev-saannollisyytta tarkastellaan vain isotrooppisessa mielessé, eli asetetaan
k = min{ke, k, }, jolloin

u € Hj (K).
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Ratkaisun uy, sileyden arviointi

Sobolev-sdannollisyyden madrittdminen edes likimé#drdisesti edellyttdd, ettd Legendre-
kertoimia on tarpeeksi kédytettdvissd. Téassd numeerinen ratkaisu koostuu polynomeista,
joten yleisesti elementilld e on kidytettivissa p. + 1 kerrointa seké &- ettd n-suunnassa. Lo-
put kertoimet ovat nollia. Numeerinen ratkaisu onkin Sobolev-saénnéllisyyden mielessé
siledi (elementin sisélld), joten sen Legendre-kertoimien suppenemiselle otetaan hieman
erilainen tulkinta. Téassd puhutaan kuitenkin ratkaisun sileydesté, vaikka se ei tarkoittai-
sikaan Sobolev-sileytta.

Tarkastellaan elementtia e. Oletetaan ettd Legendre-kertoimia on molemmissa suun-
nissa m + 1 kappaletta; a;;, ¢,7 = 0,...,m. Méaéritellddn ¢, ja [,,; kuten (28):ssa. Nyt
raja-arvoille valitaan edustajat viimeisista kertoimista:

le := min{le 1, lemt, by = min{lymo1, lym}- (29)

Kahden viimeisen termin viéliltd valitaan pienempi, koska on mahdollista, ettd funk-
tion parillinen ja pariton komponentti kdyttaytyvit eri tavalla. Lukujen [ ja [, avulla
maédritellddn suurin asteluku, jota kannattaa kayttad elementilla:

pe = [min{lg,1,} — 1/2). (30)

Jos elementilld e asteluku on pienempi kuin suurin kannattava asteluku, p. < p., voi-
daan astelukua nostaa. Koska lukua p,. kiytetdéin elementtikohtaisen asteluvun valinnas-
sa, voidaan sen méaaritelmélld vaikuttaa oleellisesti hp-algoritmin toimintaan. Edellé oleva
valinta perustuu siihen, ettd Sobolev-sdannéllisyys mééaritellddn vastaavalla tavalla.

Kayttamaélla esitettyd menetelméd sellaisenaan saadaan ratkaisulle wy, eri sileys kuin
skaalatulle funktiolle c,up, (¢, € R). Yleisessi tapauksessa, jos kertoimia on riittdavésti,
tatd ongelmaa ei ole, silla

;. log (24 1)/@leva) _ ~logle,f

Q- - li7

2log1 2log1

eli lim; ,ol; = lim; . ;. On kuitenkin perusteltua vaatia, ettd funktioille u, ja c,up
saadaan samat onlinaisuudet. Olkoon wu; numeerinen ratkaisu alueen 2 kolmioinnilla.
Mééritelldén alue € ja vastaava kolmiointi kuvauksen G : (z,y) — (¢, ¢yy) avulla:

Q= {(,9) | (,9) = G(z,y), (z,y) € Q}.
Funktio @, méaritelladn skaalamaalla ratkaisua uy:
Uy = cyup 0 G717, 7).

Lasketaan Legendre-kertoimet uy:lle alueen Q kolmiolla K:
dij = Cjj / ﬂh o F(f, 7’])IA/U| det Jﬁ|1/2d§d7’]
Q

— e ; 1y 1/2
=cij | cuuno F(&,n)Li 9] | det Jp|7“dEdn
Q

|Q| 1/2
= Cu(@) Aij,
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missd a;;:t ovat ratkaisun wu;, Legendre-kertoimia. Toisaalta funktion uy, L?-normille saa-
daan

_ 3 e Q Q
il = [ atdaay = [ i (1) aody = S unl
joten B
ij %
[anllog — [lunllog

Tissé ratkaisuja tarkastellaan skaalaamalla niiden L?-normi ykkoseksi. Legendre-kertoimet
lasketaan siis kaavalla

K 1/2 R
a;j = Lcij/ up o F(&,m)L;;dEdn. (31)
2/lunlloa ™ Jo

Edellisessd | K|'/2/2 on periisin termisté | det Jp|'/2, joka todellisuudessa riippuu kolmion
tapauksessa koordinaatista 7. Termi kuitenkin sotkee kertoimien suppenemista, vaikka
ratkaisu olisikin siled, joten se tulkitaan téssé pinta-ala kertoimeksi. Toisaalta télla taval-
la jaljelle jadnyt integraali ei riipu suoraan kolmiosta K, joten se voidaan laskea element-
timenetelmén kantafunktioiden osalta valmiiksi.

Kuoriyhtélossd on viisi siirtymédkomponenttia, ja kaavaa (31) sovelletaan jokaiselle
komponentille erikseen. Myo6s skaalaus suoritetaan komponenteittain. Yksi vaihtoehto oli-
si kéyttdéd kaavan (31) nimittdjassa tekijaéd ||uy||oq, jolloin normiltaan pienemmsét kom-
ponentit vaikuttaisivat viihemmén asteluvun valintaan.

Lisaksi kaavoista (28) nahdéén, ettd Legendre-kertoimia on oltava vihintddn kolme,
jotta menetelméd voidaan kayttda. Tamé tarkoittaa erityisesti sité, etté lineaariseen kan-
taan (p = 1) tdytyy lisitd vahintd4n toista astetta olevia termejd. Téssd kannat p = 1 ja
p = 2 madritellaédn siten, ettd ne sisdltdvit myos astetta p = 3 olevan kuplafunktion.

hp-algoritmi

Perusrakenteeltaan Ap-algoritmi on yksinkertainen: Lasketaan elementtikohtaiset virhear-
viot, muokataan laskentaverkkoa joko tihentdmallad valittuja elementtejd tai nostamalla
elementtien astelukua ja lasketaan numeerinen ratkaisu uudella verkolla. Téssé algoritmiin
halutaan siséllyttad myos vaihtoehto asteluvun laskemisesta. Elementin astelukua voidaan
laskea kahdessa tapauksessa: Jos edellisesséd vaiheessa nostetun elementin asteluku on lii-
an suuri, lasketaan asteluku alkuperéiseksi ja jaetaan elementti. Toisaalta jos jaettavaksi
tarkoitetulla elementilld on alunperin liian suuri asteluku, esim. p. > p. + 1, lasketaan
elementin astetta ennen jakamista. Téssd tapauksessa puolestaan seuraavassa vaiheessa
tarkistetaan, oliko asteluvun laskeminen syntyvissi alielementeissé tarpeellista. Elementin
astelukua voi olla tarpeellista rajoittaa myos globaalisti. Muutoin esitetty algoritmi voi
lopulta suosittaa kulmasingulariteetin vieressé oleville elementeille asteluvun nostoa jo-
kaisella askeleella. Tdmé& nimenomainen ongelma voidaan ratkaista lisdtarkasteluilla, joita
tassa ei késitelld. Jatkossa suurimmaksi elementin asteluvuksi asetetaan p,,q.. = 8.

hp-algoritmin i:s askel:

Oletetaan, ettd vaiheen i — 1 numeerinen ratkaisu u’{l on laskettu elementtijaolla 72_1 ja
p-jakaumalla p*~!. Tavoitteena on laskea ratkaisu ui parantamalla ensin verkkoa ja/tai
muuttamalla p-jakaumaa ratkaisusta ufjl saatavien indikaattorien perusteella. Verkon ja
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p-jakauman késittelyd varten kerdtddn aluksi taulukot elementeisté, jotka on tarkoitus
jakaa, tai joilla on tarkoitus nostaa tai laskea astelukua. Kéytetdin niille merkintoji Jg,
N¢ ja LY vastaavasti. Vastaavasti kiiytetiin merkintoja J*, N¢ ja L' vaiheessa i toteu-
tuneille toimenpiteille. Lisiksi listaan N keritdén elementit, joissa astelukua nostetaan
p-jakauman tasoittamiseksi. Merkintojen selventamiseksi elementtien astelukua siséltavaa
listaa merkitéddn yleisesti p:1ld, jonka voi tulkita esimerkiksi vaiheen ¢ — 1 jakaumaksi, ja
jota muokkaamalla saadaan lopuksi vaiheen i jakauma p’.

1. Lasketaan elementtikohtaiset virhearviot 7., e = 1,..., E. Laskenta lopetetaan, jos
globaali virhearvio n? = Ele n? on pienempi kuin ennalta asetettu virheraja.

2. Kerédtddn muutettavien elementtien listaan M ne elementit e, joille pitee n, >
amax;<;<p ;. Parametriksi voidaan asettaa esimerkiksi av = 1/2.

3. Arvioidaan elementin suurimmat mahdolliset asteluvut edelld esitetyn luvun mu-
kaisesti; p., e =1,..., F.

4. Lajitellaan muutettavat elementit e € M jaettaviin, nostettaviin ja laskettaviin:

(i) Jos pe < Pe ja Pe < Prmaz » niin e — N{.
(i) Jos pe < Pe ja Pe = Prmaz , Niin e — J¢.
(i) Jos pe < pe < pe + 1, niin e — J¢.

(iii) Jos pe > Pe + 1, niin e — J§ ja e — L.

5. Tarkistetaan ja tarvittaessa korjataan vaiheessa i — 1 tehtyja valintoja. Téssé vai-
heessa alustetaan lista Ap := 0, johon kirjataan asteluvun nostamiset ja laskemiset.
. . . 7/_1. A .o N . 'l
N e € e - N
(i) Elementeilld e € N*~*: Jos pe > pPe, niin Ap, := —1 jae — J§
(ii) Elementeilld e € N*=': Jos p. > pe, niin Ap, := —1.

)
(iii) Elementeilli e € L= Jos p. < P, niin Ap, := +1.
(iv) Asetetaan uusi p-jakauma: p := p + Ap.

)

(v) Tasoitetaan p-jakauma ja péivitetddn Ap sen mukaisesti.
6. Péivitetddn verkko ja p-jakauma virheindikaattorien perusteella:

(i) Lasketaan astelukua (p, := p.—1) listan L} elementeissi ja asetetaan L' := L.
(i) Tihennetédéin verkkoa listan Jj perusteella. Uudet elementit kirjataan listaan
J.
(iii) Asetetaan N*:= N¢\ (NN J') ja nostetaan astelukua (p. = p. + 1) listan N?
elementeissid. Tihentdmisessd syntyneissd uusissa elementeissé ei siis nosteta
astelukua.

(iv) Tasoitetaan p-jakaumaa ja kerdtdan paivitetyt elementit listaan ]Sf ¢. Poistetaan
lisiiksi péivitetyt elementit laskettujen listalta: L := L'\ (L' N N*).
7. Asetetaan p' := p ja lasketaan ratkaisu u} uudella diskretoinnilla (7}, p*).

Asteluvun muuttaminen paikallisesti johtaa joskus hyvin epéitasaiseen p-jakaumaan.
p-jakaumaa tasoitetaan nostamalla astelukua elementeissé, joissa sitéd ei alunperin pitéanyt
tehd4 (algoritmissa kohdat 5.(v) ja 6.(iv)). Jos elementin e vahintédén kahden vierekkéisen
elementin, e; ja eq, asteluku on e:n astelukua suurempi, p. < pe,, Pe,, asetetaan p, =

min{pe, , Pe, }-
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Kuva 3: Laskennallinen alue. Alue on transponoitu, joten symmetriareunat ovat vasem-
massa ja oikeassa reunassa (y = +m/2). Katkoviiva esittdd parabolisen viivan sijainnin
(x = 1/2). Kuorman vaikutuskohta on merkitty nuolella (y = 0,z = 1).

Koejdrjestely

Tarkastellaan funktion ®(z) = 1/2+sin(27z)/8, x € [0, 1], madrittamad pyorahdyskuorta
suhteellisen paksuuden vaihdellessa vélilld ¢ € [107%,1072] (Kuva 1). Kinemaattiset ra-
joitukset asetetaan siten, ettd reunalla x = 0 kaikki siirtymét on estetty, mutta reuna
x = 1 on vapaa. Formaalisti kuorma on symmetrinen pistekuorma, joka vaikuttaa vapaal-
la reunalla, esimerkiksi pisteissa (1,0) ja (1, 7). Pistekuormaa approksimoidaan nopeasti
vaimenevalla eksponenttifunktiolla:

f(@,y) = exp(=100((z — 1)* +y7)), (32)

pisteessi (1,0). Kuorma vaikuttaa amforan kaulan tason suuntaisesti eli u-komponenttiin.
Symmetrisen kuorman ansiosta kaksiulotteinen laskennallinen alue voidaan siis puolittaa,
Q=10,1] x [-7/2,7/2], ja symmetriareunaehdot viivoilla y = —7/2 jay = 7/2 (Kuva 3).

Numeerisissa kokeissa kuormaa ei muuteta paksuuden vaihdellessa, minka vuoksi saa-
tujen siirtymien lukuarvot ovat epétavallisen suuria ohuilla kuorilla. Té&mé& ei aiheuta
ongelmia, koska mahdollisten reunahéirididen amplitudien suhteet maksimaalisiin muo-
donmuutoksiin siilyvat muuttumattomina.

1D-muoto

Tehtava voidaan palauttaa yksiulotteiseksi kehittdmaélld kuorma 7-jaksolliseksi Fourierin
kosini-sarjaksi kulmasuunnassa. Télloin alkuperéisen tehtdvén ratkaisu on lineaariyhdiste-
ly eri aaltolukuja vastaavista ratkaisuista. Ratkaisumenetelmé on analyyttis-numeerinen,
yksiulotteiset osaongelmat saadaan ratkaistua adaptiivisesti erittédin suurella tarkuudel-
la jopa niin, ettéd kaksiulotteisissa ratkaisuissa yleensd saavuttamaton t-reunahéirio tulee
taysin huomioitua.

2D-muoto

Tehtévan voi toki ratkaista myts médritelmén mukaisena kaksiulotteisena tehtévana.
Edellakuvatun yksiulotteisen muodon ansiosta kaksiulotteista ratkaisua voi arvioida luo-
tettavasti, vaikka analyyttistd ratkaisua ei tunnetakaan.
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Kuva 4: Aaltoluku paksuuden funktiona: Parametri — log¢. Logaritminen asteikko.

Tulokset

Kuvassa 4 on esitettyné ratkaisun aaltoluvut kuoren paksuuden funktiona. Kuvaajat on
muodostettu laskemalla 400 tehtiviid eri tm arvoilla vlilld [1075, 107%]. Havaitaan, etti
y-akselin suuntaiset aaltoilut noudattavat varsin hyvin ennustettua —logt -riippuvuutta
(Kuva 4(b)). Huomattakoon, ettd tehtdvin symmetrisyyden vuoksi vain parilliset aalto-
luvut K, ovat mahdollisia. Hypyt kuvaajissa on tulkittava siten, ettd suurinta amplitu-
dia vastaava aaltoluku vaihtuu. Muutos on jatkuva, eikd ratkaisun luonteessa tapahdu
dramaattisia muutoksia. Hypyt tapahtuvat yhd nopeammin, kun ¢t — 0. Mik&4n ei esta
hyppyéa tapahtumasta yli seuraavan vuorossa olevan arvon. Muutoksen voi ennustaa seu-
raamalla amplitudien suhdetta jo suuremmilla ¢:n arvoilla.

Aksiaalinen aaltoilu (Kuva 4(a)) kasvaa hitaammin, eikd edes monotonisesti. Kuvista
7 ja 8 ilmenee, ettd aksiaaliset siirtymét ovat muotoa ~ exp(kz)sin(K,z), missd k > 0
vakio ja K, on aksiaalinen aaltoluku. Aksiaalisen aaltoilun luonteesta ei ole eksaktia
teoriaa, mutta siirtymien muoto on tulomuotoinen yhdistelmé sensitiivisen elliptisen ja
sensitiivisen hyperbolisen kuoren ominaisratkaisuista.

Vertailemalla siirtymien amplitudien kasvua kuvapareissa (5, 6) ja (7, 8) havaitaan,
ettd amplitudien kasvu on niin voimakasta, ettd kaikki reunah&iriéilmiot, myos siséiset,
jadavit sen peittoon. Lisdksi vertailemalla kuvapareja (7, 8) ja (9, 10) todetaan, etté
ohuemmissa tapauksissa muodonmuutokset ovat suhteessa suurempia hyperbolisessa osas-
sa.

Kuitenkin, kuvan 10 perusteella on syyta uskoa, ettd singulariteetin propagoituminen
hyperbolisen osan karakteristikaa pitkin méaéardd maksimaalisen amplitudin sijainnin pa-
rabolisella viivalla z = 1/2. Karakteristikaa pitkin kulkevan piirteen leveys ei kuitenkaan
riipu kuoren paksuudesta suoraan vaan ainoastaan aaltolukujen kautta. Kuvan 4(b) voilla
piirteen leveys kasvaa ylérajanaan seuraavan K,:n maidradamai leveys.

Adaptiivinen ratkaisu

Tarkastellaan seuraavaksi adaptiivista 2D-ratkaisua kuoren paksuudella d = 1/1000. Ku-
vassa 11 on esitetty alkukonfiguraatio eli verkko ja p-jakauma, joka alussa on vakio p = 2
kaikissa elementeissid. Havaitaan, ettd algoritmi havaitsee ensin suuret, sileéit piirteet rat-
kaisussa ja korottaa ensin astelukua yli koko alueen. Vasta sitten, kun koko kuoren yli
ulottuva, globaali piirre on riittdvéan hyvin approksimoitu, vapaalla reunalla olevat eks-
ponentiaalisesti vaimenevat komponentit havaitaan ja verkkoa tihennetédan voimakkaasti.

272



010*““‘\“”“”‘

107 0.015 =T
0.05 ¢ ] 0.010 ¢

f 1 0.005; 1
0.00 5 0.000 | |
~0.05 7\/& —0.005 - \/
_010:, ] _00107“““7

-1.51.0-05000510 15 -1.5-1.0-050.0 05 1.0 1.5
(a) Kaikki yhdessi (b) 1. komponentti (u)

0015 == 002
0.010 ¢ ] i

0.000 | ; 0.00 ¢

—0.005 - -0.01 ¢

-0.010 | ~0.02 -

-15-1.0-050005 10 15 -15-1.0-0500 05 10 1.5

(c) 2. komponentti (v) (d) 3. komponentti (w)

0.10

10 e 008 =TT A
i ] 0.06 |

0.05 ] 0.04 -

0.00E 0.02 ¢

| ot
005 —0.04 - \\/
—0.10 [~ -0.06 -

15-10-0.500 05 1.0 1.5 15-10-0.50.0 0.5 10 1.5

(e) 4. komponentti (0) (f) 5. komponentti ()
Kuva 5: Siirtymét viivalla x = 1/2, kun ¢ = 1/100.
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Kuva 6: Siirtymét viivalla z = 1/2, kun ¢ = 1/10°.
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Kuva 7: Siirtymét viivalla y = 0, kun ¢ = 1/100.
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Kuva 8: Siirtymét viivalla y = 0, kun ¢t = 1/106.
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Kuva 9: u- ja w-siirtymét transponoidussa laskennallisessa alueessa [—m/2,7/2] x [0, 1],
kun ¢ = 1/100. u-komponentti on ylempi. Tumma véri ilmaisee pieninté, vaalea suurinta
siirtymaéa.

Kuva 10: u- ja w-siirtymét transponoidussa laskennallisessa alueessa [—7/2,7/2] x [0, 1],
kun ¢ = 1/10°. u-komponentti on ylempi. Tumma viri ilmaisee pieninti, vaalea suurin-
ta siirtyméd. Suurten vaihteluiden takia ddripddt on leikattu pois, mikd nékyy kuvassa
valkoisina alueina. Hyperbolisen osan karakteristikat ovat luettavissa kuvasta.

277



-

_z 0 x
2 2
1 A\/NA\ N
p=6
1
3l p=3
p=4
oF L
-z 0 k4
2 2
1 _
p=6
1
3l p=3
p=4
oF L
1 0 z
2

2

Kuva 11: Adaptiivisen ratkaisun verkkoja ja p-jakaumia, kun ¢ = 1/1000. Alkutila ei sisélla
a priori -tietoa ratkaisun piirteistd. Algoritmi etsii globaalin piirteen ensin nostamalla
astetta yli koko alueen. Viimeisessd vaiheessa vapaan reunan aaltoilu ratkaistaan verkkoa
tihentamalla.
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Kuva 12: Adaptiivisen ratkaisun erdin vaiheen w-komponentti transponoidussa laskennal-
lisessa alueessa [—m/2,7/2] x [0,1], kun ¢ = 1/1000. Algoritmi on asteennosto-vaiheessa,
eikd vapaan reunan ilmioita vield erotu. Tumma véri ilmaisee pienintéd, vaalea suurinta
siirtyméa.

_’—x//k/ —eo & —e_ _e— hop=2
ol /“/.—-— t&\ —e P
E &= x
0.05 ~g {l =
N\ X |
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Kuva 13: Virheindikaattori eri adaptiivisilla strategioilla, kun ¢ = 1/1000. Strategiat:
h,p =2, h,p =4, hp =206, hp,po = 2 (Pmaz = 6), hp,po = 2 (Pmaz = 8). Strategiat
kirjoitetaan notaatiolla, misséd ensin ilmaistaan adaptiivisuuden laji, joko h tai hp, ja
seuraavaksi pilkulla erotettuna joko vakio- tai aloitusaste. Adaptiivinen strategia voittaa
aina lopulta. Logaritminen asteikko. Vaaka-akselilla on vapausasteiden lukumééré.
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Kuvassa 12 on esitetty ratkaisun w-komponentti algoritmin asteennostovaiheesta. Vain
globaali piirre on nékyvissé.

Adaptiivisen hp-ratkaisun vaiheet voi lukea my0s indikaattorin suppenemista kuvaa-
vasta kuvasta 13. Strategiat kirjoitetaan notaatiolla, missd ensin ilmaistaan adaptiivi-
suuden laji, joko h tai hp, ja seuraavaksi pilkulla erotettuna joko vakio- tai aloitusaste.
Molemmat hAp, py = 2-ratkaisut suppenevat ensin nopeasti vastaten globaalia piirretté,
kunnes suppenemisnopeus vaihtuu toiseksi, missé ratkaistavat piirteet ovat paikallisia ja
eksponentiaalisesti vaimenevia. Kuten kuvasta nihdéén, perinteinen 2D-tihennys verkossa
on tehotonta.

Huomionarvoista on myos, ettd h,p = 2-strategia ei suppene kéytannollisesti lain-
kaan, mutta h,p = 4-strategia suppenee, tosin hitaammin kuin hp-strategiat. Kyse on
numeerisesta lukkiutumisesta, jonka vaikutuksen riittdvan korkea asteluku p lieventéa.

Paatelmat

Pyordahdyskuoret muodostavat kidyttokelpoisen tehtéavaluokan seké erilaisten ilmididen
ettd ratkaisumenetelmien tutkimiseen. hp-adaptiivisen algoritmin toimintaa yleisessi ta-
pauksessa voi sopivissa tilanteissa testata palauttamalla tehtévi yksiulotteiseksi (tai sar-
jaksi sellaisia). Tyossi esitelty uusi ratkaisualgoritmi toimii hyvin sekd 1D- ja 2D-muodois-
saan. Tarkasteltu esimerkkitehtédvé, amfora, on perinteisen analyysin kannalta hankala,
koska kuoren geometrian laji vaihtuu elliptisestd hyperboliseen. Numeeristen menetelmien
avulla, kunhan virhe on kontrolloitu ja numeerinen lukkiutuminen on huomioitu, voimme
suurella varmuudella analysoida elliptisen osan ilmién vuorovaikutusta hyperbolisen osan
kanssa. Kompleksifikaatio etenee hyperboliseen osaan pinnan karakteristikoita pitkin ja
normaalien reunahéirididen amplitudit ovat merkityksettomia.
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