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Laminoidun ReiBner—Mindlin-komposiittilaatan
virheanalyysi

Juho Konno

Tiivistelma. Artikkelissa esitetdéin yleinen virheanalyysitekniikka laminoidulle komposiitti-
laatalle kiyttden ensimmaéisen asteen laminaattiteoriaa seki elementtimenetelméai. Osoitamme,
ettd kayttamalla tarkkuudeltaan yhdenvertaisia menetelmié laatta- ja tasoelastisuustehtéville,
myos laminaatille kdytetyn yhdistetyn mallin virhe suppenee optimaalisesti.
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Johdanto

Laminoitujen komposiitti- ja sandwich-rakenteiden kaytto on viime vuosikymmeniné kas-
vanut merkittivéasti rakenteiden mekaniikan sovelluksissa. Komposiittirakenteiden suosion
taustalla ovat niiden painoonsa ndhden erinomainen kuormankantokyky, seké kyky kantaa
kuormaa vield nurjahdustilassa. Varsin usein komposiittirakenteet ovat mallinnettavissa
joko kuori- tai laattamallilla, joista jalkimmaéista tarkastellaan tassa artikkelissa. Esimerk-
keinéd komposiittilaattamallin sovelluksesta rakenteiden mekaniikkaan mainittakoon mine-
raalivillasta ja terédslevystd valmistettujen rakennepaneelien analysointi, seké esimerkiksi
laminoitujen puurakenteiden lujuuden méarittdminen. Tyypillisesti laminoiduissa raken-
teissa voidaan vaikuttaa eri kerrosten kuitusuuntiin, mikéd antaa monesti laajoja mahdol-
lisuuksia rakenteiden optimointiin. Teollisuudessa tyypillisid sovellusaloja ovat esimerkik-
si lentokoneiden kevytrakennetekniikka ja monet muut rakenteiden keveyttd ja lujuutta
vaativat erikoisalat. Varsinkin rakenteet joissa paneeleilta vaaditaan erilaisia kuormitet-
tavuusominaisuuksia eri suuntiin soveltuvat erityisen hyvin komposiittimateriaaleilla to-
teutettaviksi.

Malli komposiittilaatalle pohjautuu ensimméisen asteen laminaattiteoriaan [13], jos-
sa laminaatti mallinnetaan kytkemaélla tasoelastisuustehtéva sekéi laattatehtéva toisiinsa.
Laatan oletetaan noudattavan Reifinerin ja Mindlinin kinemaattisia otaksumia. Esitdmme
ensin tehtdvidn energian minimointiongelmana, ja johdamme vastaavan heikon muodon
tehtavan diskretoimiseksi elementtimenetelmélla. Erityishuomio keskittyy levy- ja laatta-
tehtévien kytkennén analysointiin. Johdamme riippuvuuden kytkentdtermin jatkuvuus-
ja elliptisyysvakioiden seké laatan paksuussuuntaisen rakenteen vilille, minké avulla p&aa-
semme késiksi mahdollisiin numeriikan ongelmakohtiin erilaisille paksuusprofiileille.

Laminoitu ReiBner—Mindlin-laatta

Tarkastelemme laminoitua laattarakennetta, jonka paksuus on ¢, alueessa 0 C R2. Siir-
tyméamenetelmén tuntemattomat muuttujat ovat laatan taipuma w, laatan normaalin
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kiertymévektori 3, seké tasosiirtymévektori u. Laatan kuormitus on jaettu kolmeen osaan,
tason suuntaiseen kuormitukseen f, momenttikuormaan G seké kohtisuoraan kuormaan
g. Ensimmaisen asteen laminaattiteoriassa yhteys tasosiirtymien seké laatan taipumasuu-
reiden vilille saadaan suoraan konstitutiivisten yhtéloiden vilityksella. Jatkossa kreikka-
laisin kirjaimin kirjoitetut alaindeksit saavat arvot 1 ja 2, muiden indeksien saadessa arvot
1, 2 ja 3. Laatan rakenne on esitetty kuvassa 1.

Kuva 1. Komposiittilaatan rakenne

Konstitutiiviset yhteydet yhdelle kerrokselle

Olkoon ¢ tietyn kerroksen koordinaatiston rotaatiokulma. Maéritelldén rotaatiomatriisi

cos¢p —sing 0
T=|sing cos¢ O0]. (1)
0 0 1

Téaméan avulla voimme muuntaa niin konstitutiivisen tensorin kuin jannitykset ettd ve-
nymét lokaaleista koordinaateista globaaleihin. Indeksinotaatiossa konstitutiivisen tenso-
rin C' muunnos voidaan kirjoittaa muotoon [5], missi ylapuolisella aaltoviivalla merkitaan
konstitutiivista tensoria yhden laminaattikerroksen koordinaatistossa.

Cl’jkl = npj}qurﬂsépqrs- (2)

Oletetaan, ettd materiaali on ortotrooppista jokaisessa kerroksessa. Télloin konstitutiivi-
sen tensorin nollasta poikkeavat komponentit voidaan kirjoittaa lokaalien kimmomodulien
E4, E, Poissonin luvun vy, seké liukumodulien G1o, Gag, G31 avulla seuraavasti [6]:

Cin = E1/(1 - V12V21), Cag2 = E2/(1 - V12V21),
Chioe = V12E2/(1 - V12V21)> Cio12 = G12, (3)
Casa3 = Glag, Cs131 = Gi1.

Koko laatan konstituuviset yhteydet

Komposiittilaminaatin mallintamiseksi yhdistdimme Reilner-Mindlin-laattateorian kine-
maattisiin otaksumiin levyteorian mukaiset laatan suuntaiset venymét. Laatassa siis ote-
taan huomioon myos leikkausjénnitykset ensimméisen asteen approksimaationa. Talloin
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saadaan seuraavat ensimmaiset asteen laminaattiteorian mukaiset kinemaattiset otaksu-
mat [14, 9]

€as = €ap (’LL) + Z€ap (ﬁ)7 (4)
Cho = g = B )
€33 — 0. (6)

Hyodyntéden néitd otaksumia sekéd yhdelle kerrokselle kirjoitettua konstitutiivista yh-
teyttd, voidaan jannitys- ja leikkausvoimaresultantit IN ja S, sekd momenttiresultantti
M kirjoittaa integroimalla laatan paksuuden yli. Kédytdmme merkintdéd Cj kerrokseen k
liittyville konstitutiiviselle tensorille globaaleissa koordinaateissa. Oletetaan liséksi, ettd
yksittéiset kerrokset ovat paksuussuunnassa homogeenisia. Talloin resultantit ovat [6]

N =A:e(u)+ B: e(B), (7)
M = B:e(u)+ D: e(B), (8)
S=A"(Vw—-p). (9)

Tensorit A, B, D ja A* on méiritelty seuraavasti

n 2k n
Aopys = Z/ Capysdz = Z(Zk - Zk—1)C§575, (10)
k=1"Y%k=1 k=1
n 2z 1
Bams =3 | Comsadz = 5 (= 1) (1)
k=1 %k=1 k=1
n Z 1
Dans =3 [ Comaide = 5 38 = 1)l (12)
k=1 %k=1 k=1
n 2k n
of = Z/ Cazpdz = Z(Zk - Zk—l)céfa?,ﬁ- (13)
k=1 %k-1 k=1

On huomionarvoista, ettd ndmaé suureet voidaan laskea etukéiteen ilman laatan paksuuden
yli tapahtuvaa numeerista integrointia.

Laattayhtaloiden heikko muoto

Laatan kokonaisenergia voidaan kirjoittaa nyt helposti integroimalla venymien ja voima-
resultanttien tuloa alueen €2 yli. Kayttamaélla muuttujille skaalausta

A— 1A
u—>%u, tl f_>ti2f7
B—B Zoab, — & (14)
) ) D—>tl3D, ’ gG t31g£; )
wew A" 1A o
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saadaan laatan kokonaisenergia skaalattuna kertoimella % muotoon [2]

M(w, w, 8) :%/Qe(u): A e(u)d0
+/Qs('u,): B: g(3)dQ2
1

+§/Qe(ﬁ): D: (B)d (15)

1 *
+ o (Vo= B) A" (Vo - B)i0

_/Qf.udQ_/QGﬁdQ—/ngdQ.

Energian minimointitehtavén heikko muoto on téllsin etsid kolmikko (w,w,B) € U X
W x V C [HYQ)]? x H'(Q) x [HY(Q)]? siten, etti pitee

(A:e(u),e(v))+ (B:e(B),e(v)) =(f,v) YveU (16)
ja
(B: e(u),e(n)) + (D: e(8),e(n))
+tH(A (Vw = B), (Vw —n)) = (g,w) + (G,m), V(w,m) e W xV. (I7)

Niistd ensimmaéinen yhtalo on tasoelastisuustehtivid, ja toinen laatan puhdas taivutus-
tehtava. Namaé tehtavat kytkeytyvét toisiinsa tensorin B siséltdvan termin kautta. Talloin
mikéli voimme osoittaa kytkentédtermin kédytoksen halutunlaiseksi, seuraa yhdistetyn ele-
menttimenetelméalld diskretoidun tehtdvén konvergenssi osatehtévien konvergenssiominai-
suuksista.

Kytkentatermin analysointi

Kantavana ajatuksena on osoittaa kytketyn tehtdvén elliptisyys ja jatkuvuus. Merkitaan
yhden laminaattikerroksen paksuutta

f}k = Zk — Rk—1- (18)
Seuraava tulos pétee mielivaltaiselle laaminaatin paksuusjakaumalle [9)].

Lause 1. On olemassa vakiot Cy, Cy siten, ettd kaikille symmetrisille tensoreille T,0 €
[L2(Q)]* pitee

Gl +llollf) < (A 7,7) +2(B: 7,0) + (D: 0,0) < Co(|I7ll5 + lloll5),  (19)

missi A, B, D ovat edellimainitut konstitutiiviset tensorit, seki C € [L*(2)]** on sym-
metrinen ja posititvisesti definiitti. Merkitsemdalld ohuimman kerroksen ja koko laatan
paksuuden suhdetta 6 = %mink tr, saadaan vakioille risppuvuudet C; ~ nd® ja Cy ~ 1,
missd n on kerrosten lukumddra.

Edellisen perusteella tehtdvén jatkuvuus ei siis riipu lainkaan laminaatin paksuusja-
kaumasta. Alaraja sen sijaan riippuu seké kerrosten méadrasta ettd ohuimman kerroksen
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suhteellisen paksuuden kolmannesta potenssista. Téten elliptisyysvakio huononee radi-
kaalisti, mikali laatassa on erittdin ohuita kerroksia. Toisaalta alarajalle voidaan johtaa
myos yhteys [9]

C1 ~ (mazyty)®. (20)

Téten jos laatassa on yksikin suhteellisen paksu kerros, pysyy elliptisyysvakio vield koh-
tuullisena. Tilanne on hyvin tyypillinen esimerkiksi sandwich-rakenteissa, joissa on yksi
huomattavan paksu kerros keskelld, sekd mahdollisesti useita hyvin ohuita pintakerrok-
sia. Kédytdnnon kannalta on tirkedd tietdd vakioiden kiyttédytyminen, sillé elliptisyysvakio
vaikuttaa suoraan jaykkyysmatriisin hiiricalttiuteen vaikeuttaen yhtaloryhmén ratkaisua.
Toisaalta tilanteet, joissa laminaatti koostuu kymmenisté tai sadoista ddrimmaéisen ohuis-
ta kerroksista ovat jokseenkin harvinaisia, joten voidaan todeta kytkennédn kayttaytyvin
useimmissa sovellusten kannalta relevanteissa tilanteissa hyvin.

Elementtimenetelma kytketylle tehtavalle

Tarkastelemme nyt yhdistetyn tehtédvan diskretointia elementtimenetelmaillé, aloittaen
laattatehtavan késittelysta. Reifiner—-Mindlin-laatalle on kehitetty useita elementtejé, erés
tunnetuimmista on MITC elementtiperhe [7, 10], jossa lukkiutumisongelma viltetdédn leik-
kausvoiman projektion avulla. Lisdksi lukkiutumisen estdmiseen on esitetty muun muassa
epajatkuvan Galerkinin menetelmén hyodyntamistd [1] seké ali-integrointia. Jalkimmaisen
tavan ongelmana on, ettei konvergenssia voida leikkausvoiman osalta taata, ja menetelmé
on herkké lukkiutumaan ohuilla laatoilla. Jatkossa késittelemme yksinkertaisuuden vuoksi
alimman asteen stabiloitua MITC-elementtié [12] nelikulmioille, mutta yhdistetyn mallin
analyysi yleistyy samoin muillekin laattaelementeille.

Stabiloidut MITC-elementit

Kéytetdan merkintédd ICp, nelikulmioverkolle alueessa 2. Télloin elementtiavaruudet ovat

Vi={neV|nlk € [QiK),VK € Ky}, (21)
Wh:{wEW |w\K€Q1(K),VK€/Ch}, (22)
Uy, ={ucU |ulg € [Q:(K)]’,VK € Ky}, (23)

missé Q1 (K') ovat elementin K bilineaariset kantafunktiot. Leikkausvoimaa etsitaéan ava-
ruudesta I'y, joka madritelladn ensin referenssielementilla K

T,(K) = {8 = (31, 8)| 81 = a+ by, 85 = c+ diy, joillekin a,b,c,d € R}. (24)
Nyt jokaiselle elementille K € K;, mééritelldén leikkausvoiman avaruus
Th(K) = {s = (s1,5)| s(z,y) = T 8(Fg'(z,y)), jollekin 8 € T',(K)}.  (25)

Fy on kuvaus referenssielementiltd A elementille K ja Jg on kuvauksen Jacobin matriisi.
Nyt voimme mééritella reduktio-operaattorin Ry, : Vj, — T'p(K) seuraavista ehdoista
elementin K reunajanoilla E':

/E((Rhs —s)-7)=0, (26)

missd T on reunan E tangentti.
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Reduktio-operaattorille pitee R,Vw = Vw [4]. Téten diskreetti tehtdvd on 16ytaa
kolmikko (wp,wy, 3,,) € Uy, x Wj, x Vj, siten etté

(A: e(up), e(vy)) + (B: e(By),e(vn) = (f,vn) Yo, € Uy (27)
ja
(B: e(un),e(nn) + (D: e(B,),€(nn))

L
: KZK Aoz A" (Vun = Rafy). (Ve = Bom)) = (g.1) + (G.m)

V(wh,nh) e Wy, x V. (28)
Tésséd a on vapaa stabilointiparametri ja hx elementin K halkaisija. Korvaamalla jat-
kuvan tehtévin (17) leikkausenergian kerroin ¢ 2 diskreetissi tehtdvissi (28) kertoimella
(t+ah )2 estetidn leikkausenergiaa kasvamasta liian suureksi erittiin ohuilla laatoilla, ja
siten estetddn lukkiutuminen. Menetelmélle pétee seuraava virhearvio, oletettaessa ratkai-

su riittdvan sddnnolliseksi [11, 10], seké yksinkertaisuuden vuoksi laatta jaykéasti tuetuksi.
Esitdmme téassa tuloksen mielivaltaista astetta olevalle stabiloidulle MITC-elementille.

Lause 2. Olkoon §2 konveksi monikulmio ja laatta jaykdsti tuettu. Lisdkst oletetaan kuor-
ma riittdvin sdaanndlliseksi ja merkitidn k:lla polynomiapproksimaation astetta. Olkoon
Q; CC Q kompakti upotus alueeseen ) ja h; verkkoparametri sisialueessa ja hy reunalla.
Tdllown pitee
18 = Ballt + lw — wally + tllg — qullo + [lg — gnll-+ <
CLhi (lglls-20. +tlglls—r00 + 1Glls—1.0.) + ho(llgll-1 + tlgllo + |G o)}, (29)

missd ||q — qnl|-1 on leikkausvoiman luonnollinen duaalinormi.

Yhdistetyn mallin konvergenssi

Lauseen 1 perusteella ndhdédéan, etté kytkenta laatta- ja levytehtavien valilla on luonteel-
taan elliptinen. Téten mikéali molemmille osatehtéaville kiytetddn stabiilia menetelmaé,
on myos kytketty tehtava stabiili. Kytkenta ei myoskéadn vaikuta MITC-elementtien kon-
sistenssivirheeseen, joten on olemassa vakio C' jolle pétee

lun —alls + 118, — RaBlly < C([[w — ally + [|8 — RuBll), (30)

missd @ on Lagrangen interpolantti w:lle. T&ll6in tehtédvan sdénnollisyytté [3, 8] hyvéksi-
kidyttden saadaan virhearvio

lw = wnlls + 18 = Bylls < CR([|Bls41 + llwllsr1)- (31)
Taten Reiflner—Mindlin-komposiittilaatalle saadaan lopulta virhearvio
Lause 3. Olkoon §2 konveksi monikulmio ja laatta jaykdsti tuettu. Lisdiksi oletetaan kuor-
ma rittdvin saannolliseksi ja merkitddan k:lla polynomiapproksimaation astetta. Talloin
pdtee
18 = Bhullr + lw — whllr +tllg — qnllo + llg — gull-1 + lu — uslls <
C{R(9lls—2: + thglls—r0: + [1Fls-1.0:) + ho(llgll—1 +tlgllo + 1Fll0)}, (32)

missd F sisdltdd sekd levy- ettd momenttikuormitukset,

IEIS = I£12+ G- (33)
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Téten siis osatehtdvien konvergenssitulokset periytyvét suoraan yhdistetylle mallille.
Kaytannosséa tdmé merkitsee sité, ettd valitsemalla samaa astetta oleva elementtiapprok-
simaatio seké levy- etté laattatehtaville, saavutetaan komposiittilaatalle my6s optimaali-
nen suppenemisnopeus. Huomionarvoista on kuitenkin reunahéirion aiheuttama hitaampi
suppeneminen reunalla, mikéli kidytetdan korkeamman asteen elementteja. Talloin verk-
koa tulisi joko generointivaiheessa tai adaptiivisesti tihentdé kohti reunahéirion lahdetté.

Johtopadatokset

Komposiittilaattaa voidaan siis mallintaa kytkemaélld hyvin kayttaytyvé laattaelementti
samaa tarkkuutta olevaan levytehtavan elementtiapproksimaatioon. Naytimme, etta kyt-
kennén luonne voidaan liittda laatan paksuussuuntaiseen rakenteeseen, ja kytkentédtermi
kayttaytyy hyvin useimmissa insindorisovellusten kannalta oleellisissa tapauksissa. Samaa
analyysitekniikkaa voidaan soveltaa myts muihin kuin MITC-perheen laattaelementtei-
hin.
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