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Elementtimenetelman lineaarisen yhtalosysteemin
iteratiivisesta ratkaisusta

Juha Hartikainen ja Reijo Kouhia

Tiivistelma. Artikkelissa kisitelldén elementtimenetelmén h-versiossa syntyvén lineaarisen
yhtéalosysteemin iteratiivista ratkaisua. Tavanomaisimmat kéytossé olevat Krylovin aliavaruusi-
teraatioihin perustuvat ratkaisualgoritmit esitetetédn ja niiden valintaan liittyvid kysymyksia
pohditaan. My6s tavanomaisimmat pohjustinmenetelmét esitetdéin. Menetelmid on vertailtu
muutaman esimerkin avulla.
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Johdanto

Elementtimenetelmén h-versio on yksi yleisimmisté osittaisdifferentiaaliyhtéloiden nu-
meerisista ratkaisutekniikoista, jossa diskretointi johtaa algebralliseen yhtéalosysteemiin,
jonka Jacobin matriisi on harva. Matriisi méaritelldadn harvaksi, kun sen nollasta eroavien
alkioiden lukumééra on lineaarisesti verrannollinen yhtaloiden lukumaéaéardaan. Mallien ko-
kojen kasvaessa suorien ratkaisijoiden vaatima muistitilan tarve ylittda helposti tietoko-
neen kapasiteetin tai ratkaisuajat kasvavat kohtuuttoman pitkiksi. Lineaarisen algebralli-
sen yhtélosysteemin iteratiiviset ratkaisijat ovat ideaalisia télldisten harvojen systeemien
ratkaisussa. Muita iteratiivisten ratkaisijoiden etuja suhteessa suoriin ratkaisijoihin on
lueteltu seuraavassa [59, luku 1.2], [61, luku 1.1].

1. Systeemin koko kerroinmatriisia ei valttdméatta tarvitse muodostaa. Elementtime-
netelméssa matriisin ja vektorin kertolasku voidaan suorittaa elementtikohtaisesti.

2. Ratkaisusta saattaa olla jotain etukéateistietoa, jota voidaan hyodyntda iteraation
aloitusvektorin muodostamisessa.

3. Iteraatio voidaan lopettaa, kunnes haluttu tarkkuus on saavutettu. Haluttu tark-
kuustaso voidaan valita samalle tasolle elementtimenetelmératkaisun diskretointi-
virheen kanssa.

On olemassa kuitenkin seikkoja, jotka suosivat suoria ratkaisijoita. Suorat menetelmét
ovat luotettavuudessaan ylivoimaisia iteratiivisiin menetelmiin ndhden. Niiden ratkaisuai-
ka on helposti ennakoitavissa eiké se riipu tehtdvaian liittyvien parametrien valinnasta.
Mikéli ratkaistavana on useita kuormitustapauksia, suorat ratkaisijat hyotyvit jo kertaal-
leen tehdyn hajotelman olemassaolosta. Iteratiivisista ratkaisijoista on myds kehitetty loh-
koversioita, jotka iteroivat samanaikaisesti useita ratkaisuvektoreita. N&itd menetelmié ei
tassa kirjoituksessa kuitenkaan kasitella.
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Projektiomenetelman periaate

Olkoon ratkaistavana lineaarinen algebrallinen yhtélosysteemi
Az = b, (1)

jossa A on reaalinen n x n matriisi, b on kuormitusvektori ja a ratkaisuvektori.

Suurin osa kdytdnndssd toimivista suurten lineaaristen systeemien iteratiivisista rat-
kaisumenetelmistd pohjautuu projektioprosessiin, jossa ratkaisua etsitdéan jostain aliava-
ruudesta, jonka ulottuvuus (dimensio) on huomattavasti ratkaistavan ongelman ulottu-
vuutta pienempi. Yhtdlon (1) likiratkaisu & projektiomenetelméilld voidaan periaatteelli-
sesti esittdd seuraavasti [50, luku 5]:

Etsi € € xg + K siten, ettd » =b — AZ L L, (2)

jossa K ja L ovat m-ulotteisia R™:n aliavaruuksia ja &g on alkuarvaus. Aliavaruutta K
kutsutaan approksimaatioavaruudeksi tai etsintdavaruudeksi, kun taas aliavaruutta £ ni-
mitetddn rajoiteavaruudeksi tai vasemmanpuoleiseksi aliavaruudeksi. Rajoitteita r 1L £
kutsutaan myos Petrovin-Galerkinin ehdoiksi.

Merkitddn V:ll& n x m matriisia, jonka pystyvektorit v muodostavat aliavaruuden
KC kannan, ja vastaavasti W:ll4& n x m matriisia, jonka pystyvektorit w muodostavat
aliavaruuden £ kannan. Té&lloin ratkaisuyrite voidaan kirjoittaa muodossa

T = o+ Vy, (3)

jossa y on m-ulotteinen vektori. Petrovin-Galerkinin kohtisuoruusehdon soveltaminen
yhtéloon (3) tuottaa y:n ratkaisemiseksi yhtélosysteemin

WTAVYy = WTr,, jossa ry=b— Axm,. (4)
Mik&li m x m matriisi W7 AV on sadnnollinen, saadaan ratkaisuyritteelle muoto
E=xo+ V(WIAV) ' Wr,. (5)

Ratkaisun olemassaolo eli, ettd matriisi W AV on sddnnollinen, mielivaltaisille X ja
L kannoille V' ja W on taattu, mikéli [50, propositio 5.1]
1. A on positiivisesti definiitti ja £ = K tai
2. A on sdannollinen ja L = AK.
Luokkaan 1 kuuluvia menetelmii, joissa aliavaruudet K ja £ ovat identtiset, kutsutaan
ortogonaaliprojektiomenetelmiksi ja vastaavia rajoiteyhtélditd Galerkinin ehdoiksi.
Havainnollistetaan iteraatioprosessia yksiulotteisten aliavaruuksien

K =span{v} ja L =span{w} (6)

avulla. T&lloin uusi ratkaisuyrite on muotoa ¢, = ¢y + aw, jossa kertoimelle v Petrovin-
Galerkinin ehto antaa ratkaisun
wlr ™)
o =—
wT Av

Tarkastellaan seuraavaksi matriisin A ominaisuuksista riippuen kolmea eri tapausta.
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1. A on symmetrinen ja positiivisesti definiitti (SPD). Mikéli jokaisella askeleella valitaan
v = r ja w = r, saadaan gradienttimenetelmé, joka minimoi ratkaisuvektorin virheen
A-painotetun normin, n.s. energianormin avulla lausutun funktion

fl@) =z —2.]i = (z - 2.)" Az - z.) (8)

jossa x, on tarkka ratkaisu. Voidaan osoittaa, ettd algoritmi suppenee kohti tarkkaa rat-
kaisua ldahdettidessd mielivaltaisesta aloitusvektorista. Virhevektorin e, = x, — x, pie-
nenemiselle voidaan A-normissa mitattuna johtaa arvio [32, teoreema 2.2.2], [50, teor.
5.2]

)\max - )\min R — 1
e <2 "llle = e 9
lewilla < $2 = eulla = S lleula, )
jossa Amax, Amin Ovat matriisin A suurin ja pienin ominaisarvo ja £ = Apax/Amin S€N

hairioalttius.

2. A on vain positiivisesti definiitti. Mikali A ei ole symmetrinen, mutta sen symmetrinen
osa on positiivisesti definiitti, saadaan valinnalla v = r ja w = Ar iteraatio, jossa jokai-
nen iteraatioaskel minimoi jadnnosvektorin Euklidisen normin avulla lausutun funktion

flz)=]b— Az]3 (10)

jadnnoksen r suunnassa. Jadnnosvektorin pienenemiselle voidaan johtaa arvio [32, teor.
2.2.2], [50, teor. 5.3]

Iriealla < /1= (/o) 7 l2, (11)

S i On A:n symmetrisen osan pienin ominaisarvo ja o = || A||s.

jossa AS ..
3. A on sdanndllinen. Mikéli otaksutaan matriisin A olevan vain ei-singulaarinen, va-
linnat v = A”r ja w = Av minimoivat jainnoksen (10) f:n gradientin vastakkais-
suunnassa. Menettely on myos ekvivalentti gradienttimenetelmélle, kun sitd sovelletaan

normaaliyhtaloon
AT Az = A"b. (12)

Jos A on siannollinen, on AT A symmetrinen ja positiivisesti definiitti ja iteraatio sup-
penee.

Krylovin aliavaruusiteraatiot

Krylovn aliavaruus

Talla hetkella tarkein menetelméperhe suurten lineaaristen systeemien ratkaisemiseksi pe-
rustuu Krylovin! aliavaruuksien kiyttéon [3, 50, 61]. m-ulotteisen Krylovin aliavaruuden
virittavat vektorit, jotka saadaan rekursiivisesti kertomalla vektori v matriisilla A:

Kn(A,v) =span {v, Av, A%y, .., Am_lv} .
! Alexei Nikolajevits Krylov (15.8.1863-26.10.1945), veniildinen laivanrakennusinsingéri, sovellettu ma-
temaatikko. Hénen ominaisarvotehtévan ratkaisua késittelevd vendjankielinen artikkelinsa on vuodelta

1931 (AN SSSR, Otdel. mat. i estest. nauk., 1931, VII, Nr. 4, 491-539). Hiinen lisikseen tunnetaan
ainakin kaksi kuuluisaa Krylov nimistd matemaatikkoa: N.M. Krylov (1875-1955) ja V.I. Krylov.

96



Jatkossa m-ulotteista Krylovin aliavaruutta KC,, (A, rg), jossa rg = b — Az, ja o on
iteraation aloitusvektori, merkitddn lyhyesti vain IC,,, mikéli sekaannuksen vaaraa ei ole.
Keskeinen ongelma on K,,:n kannan laskeminen. Kanta 7o, Arg, A%ro, ..., A" 'ry ei ole
numeerisesti mielekés, silld vektorit A*r, osoittavat k:mn kasvaessa yhi enemmén A:n suu-
rinta ominaisarvoa vastaavan ominaisvektorin suuntaan, jolloin pyoristysvirheiden johdos-
ta niistd tulee ldhes lineaarisesti riippuvia.

Rajoiteyhtilon muoto, t.s. avaruuden £,, valinta vaikuttaa ratkaisevasti iteraatiopro-
sessiin. Yleisimmin kéytossd olevat keinot perustuvat (i) ortogonaaliprojektioon L,, =
K., (ii) minimijaénnosstrategiaan £, = ALK, tai (iii) siihen, ettd rajoiteavaruus vali-
taan AT:n avulla muodostetuksi Krylovin aliavaruudeksi £,, = ICm(AT, T0).

Arnoldin algoritmi

Arnoldin algoritmia voidaan kayttdd Krylovin aliavaruuden K, ortogonaalisen kannan
muodostamiseksi seuraavasti.
1. Valitse aloitusvektori vy siten, ettd ||vq|2 = 1.
2. Toista, kun j =1,2,...,m:
(a) laske h;j = v Av;, kuni=1,2,...,7;
(b) laske s = A’Uj — Zg:1 hijvi;
(c) laske hjy1; = |[|s]|2;
(d) jos hji1; =0, lopeta, muutoin jatka;
(e) laske v, = 8/hji1.
Arnoldin algoritmissa vektorit v, kerrotaan matriisilla A ja tuloksena syntyvé vektori s
ortonormeerataan kaikkien edellisten vektoreiden v; suhteen tavanomaisella Grammin-
Schmidtin menetelméalld. Arnoldin algoritmi muodostaa matriisiin A liittyvan ylemmén
m + 1 x m Hessenbergin matriisin H,,

[ b by has oo Bamer him |
hor haa hoz -+ hom-1  hom
a, |t e (13
0 0 0 e hm—l,m hmm
| 0 0 0 - 0 Pomt1,m |
Olkoon V' = [vy,..., vg] Arnoldin algoritmin tuottamien ortonormaalien kantavektorei-
den muodostama n x k£ matriisi. Tall6in voidaan helposti osoittaa, etta
AV, =V H, =V Hy 4 D U160, (14)
VAV, =H,, (15)

jossa m x m matriisi H,, saadaan matriisista H,, poistamalla siitd alin vaakarivi ja
vektori 2,, on m x m identiteettimatriisin m:s pystyrivi.

Kéytédnnossia Arnoldin algoritmi toteutetaan kdyttaden modifioitua Grammin-Schmidtin
menetelmédd, Householderin algoritmia tai jotain muuta matemaattisesti ekvivalenttia
mutta numeerisesti stabiilimpaa menetelmédd. Arnoldin algoritmi kéyttden modifioitua
Grammin-Schmidtin ortogonalisointia on seuraava.

1. Valitse aloitusvektori v, siten, ettd ||vi|2 = 1.

2. Toista, kun j =1,2,...,m:

(a) laske s = Avj;
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(b) toista, kuni=1,...,:
o laske hij = ST’UZ',
[ pa1v1ta §=8— hijvi;
(c) laske b1, = s
(d) jos hji1; =0, lopeta, muutoin jatka;
(e) laske v = s8/hji1.

Arnoldin algoritmi esitettiin 1951 ominaisarvotehtdvin ratkaisuvaiheena redusoida
tdysi matriisi Hessenbergin matriisiksi [2]. Hessenbergin matriisin ominaisarvot aprok-
simoivat hyvin alkuperéisen matriisin ominaisarvoja, vaikka m < n. Tunnettu ominai-
sarvoratkaisija ARPACK [41] perustuu Arnoldin algoritmiin.

Arnoldin algoritmia voidaan kéiyttda hyviksi usealla eri tavalla. Esitetddn seuraavas-
sa kaksi vaihtoehtoista tapaa, joista toinen perustuu ortogonaaliprojektioon ja toinen
jadnnoksen minimointiin.

Taydellinen ortogonalisointialgoritmi — FOM

Ortogonaaliprojektiomenetelmé saadaan, kun valitaan £ = K = K,,(A, 7). Asettamalla
vy = 1o/||7o]|2 ja merkitsemélla 5 = ||ro||2 saadaan

Vﬁ’f‘o = ﬁV:',;Lvl = 621 (16)

Systeemin (1) ratkaisun approksimaatio m-dimensioisessa aliavaruudessa xo+ K,, (A, 7o)
on siten
Ty =20+ Vi, = o + H,'(B1). (17)

Taméa menetelmé tunnetaan kirjallisuudessa nimelld tédydellinen ortogonalisointimene-
telmé, josta kdytetéddn lyhennettda FOM (Full Orthogonalization Method).

[teraation suppenemista mitataan yleensé jadnnosvektorin normista, jonka suora las-
kenta vaatisi matriisin ja vekrorin vélisen tulon muodostamisen. Télta voidaan kuitenkin
vilttya, silla on helppo osoittaa, ettéa

r, =b— Az, = —hm+1’mi§ymvm+1, (18)

josta seuraa, etta
llle = Pt |6 Yom - (19)

FOM:n vaatima tyoméédrd on kertaluokkaa O(m?n) ja muistitila luokkaa O(mn).
Mikali yhtaloryhmén koko on suuri, aliavaruuden kokoa m rajoittaa kdytdnnossd muis-
titilan mé&ara. Muistin tarvetta voidaan vdhentdd, jos iteraatio aloitetaan periodisesti
uudelleen tai jos ortogonalisointiprosessi katkaistaan tai suoritetaan epatéaydellisesti. Uu-
delleenaloitettu FOM-iteraatio on periaatteeltaan seuraava.

FOM(m)
1. Muodosta Ty = b— Aaio, 6 = ||T‘0||2, v = To/ﬁ.
2. Aloittaen vektorista v; muodosta Arnoldin algoritmilla Hessenbergin matriisi H,,.
3. Ratkaise y,, = H_ '3, jalaske x,, = o+ V,,y,,. Lopeta, mikili jainnos (19) on
riittavan pieni. Muulloin jatka.
4. Aseta xg = x,, ja palaa kohtaan 1.
Katkaistuja ja epétiydellisid ortogonalisointialgoritmeja ei téssé esityksessa késitella.
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Yleistetty pienimman jaannoksen menetelma — GMRES

Yksi tunnetuimmista ja kidytetyimmistd epdsymmetristen lineaaristen yhtélosysteemien
iteratiivisista ratkaisumenetelmistd on Saadin ja Schultzin 1986 esittdma yleistetty pie-
nimmén jadnnoksen menetelmé — GMRES (Generalized Minimal RESidual). Kuten FOM-
menetelméd, GMRES etsii ratkaisua aliavaruudesta xo + IC,, (A4, 7). Témén aliavaruuden
mielivaltainen n-ulotteinen vektori & voidaan kirjoittaa m-ulotteisen vektorin y avulla
muodossa

r=xz0+ V,y, (20)

ja jadnnos eli residuaalivektori muodossa

r=b—Azx=b—-—A(xo+ V,y)=10— AV,y

= fvy = Vo Hpy = Vo1 (86 — Huy). (21)
Koska V,,.1:n pystyvektorit ovat ortonormaaleja, saadaan jadnnoksen normille lauseke
fly)=1b— Ao+ Vauy)lz = 1841 — Huyl: (22)

GMRES-approksimaatio m-ulotteisessa Krylovin aliavaruudessa xq + IC,,, on siten
Ty =20+ Vi, (23)

jossa y,, minimoi yhtédlossa (22) madritellyn funktion f.
GMRES-menetelmén muistitilan tarve ja laskentatyon méédrd ovat samaa luokkaa

FOM-menetelmén kanssa. Kédytannossa iteraatio joudutaan uudelleenaloittamaan, jolloin
saadaan GMRES(m)-algoritmi.

GMRES(m)
1. Muodosta 7o = b — Az, 5= ||ro||2, v1 = r0/P.
2. Aloittaen vektorista v; muodosta Arnoldin algoritmilla (m + 1) x m Hessenbergin
matriisi H,,.
3. Ratkaise y,, = argmin|3i; — H,,y| ja laske ®,, = o + V,,9,,. Lopeta, mikili
jadnnos on riittavan pieni. Muulloin jatka.
4. Aseta xg = x,, ja palaa kohtaan 1.

Lanczosin menetelma

Arnoldin algoritmi perustuu matriisin muuntamiseen Hessenbergin matriisiksi. Lanczosin
menetelméssd matriisi redusoidaan tridiagonaalimatriisiksi. Tarkastellaan kuitenkin en-
sin symmetristd tapausta, jolloin Arnoldin algoritmin Hessenbergin matriisista H ,, tulee
tridiagonaalinen

aq 62 0 0 0
Po p Bz - 0 0
0 g v 0 0
T, - | P SR (24)
0 0 0 MR € 7oy | Bm
[0 0 0 - Bu am |

jossa on kéytetty tavanomaista merkintdéd o; = hy;, 8; = h;—1;. Lanczosin algoritmi kan-
nan v; ja tridiagonaalimatriisin T',,, muodostamiseksi kaytettédessid modifioitua Grammin-
Schmidtin ortogonalisointia on seuraava.
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1. Valitse aloitusvektori vy, ||v1]l2 =1, aseta Gy = 0 ja vg = 0.
2. Toista j =1,2,...,m;
(a) laske s = Av,; — Bjv,_1;
(b) laske a; = sTv;;
(c) pdivitd s = s — a;v;;
(d) laske B; = ||s||2; jos B; = 0, lopeta;
(e) laske v, = s/0;.
Lanczosin menetelmé symmetrisen lineaarisen systeemin Ax = b ratkaisuun voidaan
siten periaatteessa esittdd muodossa

Ty = To + mema Ym = T;Ll(ﬁ’l/l)a (25)
jossa T, on tridiagonaalimatriisi T, = tridiag(f5;, a;, Bir1) ja kanta V,,, = [v1,. .., 0]
on muodostettu lahtien vektorista 7o = b — Ax( ja sen normista 5 = ||7¢]|2.

Liittogradienttimenetelma

Liittogradientti- eli konjugaattigradienttimenetelmé (CG = Conjugate Gradient) on yk-
si tunnetuimmista iteratiivisista menetelmistd symmetrisen ja positiivisesti definiitin li-
neaarisen systeemin ratkaisemiseksi. Se on ortogonaaliprojektiomenetelmé, jossa ratkai-
sua etsitddan Krylovin aliavaruudesta KC,,(A, ry) vaatimalla jadnnoksen ortogonaalisuus
tdmén saman avaruuden suhteen. Téten uusi jaénnos r,,; = b— Ax; 1 on ortogonaalinen
Lanczosin prosessin generoimien vektoreiden vy, ..., v; virittdmén aliavaruuden suhteen.
Téaten r;,1 on yhdensuuntainen vektorin v;,; kanssa. Liittogradienttimenetelmé on siten
laheistd sukua symmetriselle Lanczosin menetelmélle. Lahteessd [23, luku 11] liittogra-
dienttimenetelmé on johdettu Lanczosin algoritmin avulla. Esitetddn tdssd menetelmén
klassinen kehittely ilman todistuksia.
Hakusuunnan d; avulla ratkaisuvektori voidaan kirjoittaa muodossa

LTir1] = I; + azdz (26)
Lasketaan sitten uusi jadnnosvektori
i1 = b — Awi+1 =T, — CLZAdZ (27)

Koska jadannosvektorit ovat ortogonaalisia, on oltava

riri, =0, (28)
jolloin kertoimelle a; saadaan
’I‘ZTT‘Z‘ (29)
a; = .

Uusi hakusuunta d;;; on lineaarikombinaatio vektoreista r;.; ja d;, joten se voidaan
kirjoittaa muodossa

dl'+1 = bldz + Tit1- (30)

Hakusuunnat konjugoivat, eli diTAd ; =0, jos i # j. Téten kertoimelle b; saadaan lauseke

T

g = — 4 31
d] Ad, (31
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Kertoimien a; ja b; laskemisessa voi vilttda kahden pistetulon muodostamisen, silla
havaitsemalla yhteys

ja, ettd yht#lon (27) nojalla Ad; = —a; (741 — 7;), saadaan

,,..,T r r ,,,T r
g T T :

Lopuksi algoritmi voidaan kirjoittaa seuraavassa muodossa.

Liittogradienttimenetelma (CG)
1. Laske ro = b — Az, aseta dg = 7( ja laske 79 = 'rgdo.
2. Iteroi = 0,1, 2, ..., kunnes menetelmé suppenee:
(a) laske: s = Ad;, a; =7;/d!s;
(b) pa1v1ta Lir1 = Ty + aidi, Tiy1 =T, —Q;S;
(c) laske: 71 = Pl ripr, bi=Ti1/T;
(d) péivitd: d;q = bid; + 7i4.

Jokaisella iteraatioaskeleella on suoritettava yksi matriisin ja vektorin kertolasku, muo-
dostettava kaksi pistetuloa ja kolme vektorin péivitysoperaatiota eli n.s. axpy-operaatiota
(skalaari a kertaa vektori x 4 vektori y). Suppenemista voidaan seurata residuaalivektorin
normin avulla. Iteraatio voidaan lopettaa, kun

\/7Ti < 61re1\/7TO =+ €abs; (34)

jossa €01 ja €a,5 Ovat iteraation suhteellinen ja absoluuttinen suppenemistoleranssi.
Liittogradienttimenetelméan suppenemisnopeudelle voidaan johtaa lauseke

Vi —1\"
IIwk—w*llA=||6k||A§2<\/E T ) lleolla, (35)

jossa k on matriisin A héiridalttius. Huomaa myos, ettéd || ex||a = [[7k]|a-1. Residuaalin
Euklidiselle normille ja virheen energianormille voidaan liséksi johtaa relaatio

Irellz 1 llella

Irolla = vk lleolla”

Mikéli matriisin héirialttius on suuri, jiédnnoksen normiin pohjautuva iteraation lope-
tusehto voi olla epéluotettava ja johtaa lilan aikaiseen iteraation lopetuspéadtokseen. Luo-
tettavassa lopetusehdossa tulisi myo6s tutkia ratkaisuvektorin & muutosta.

Arvio (35) on varsin pessimistinen. Mikdli matriisin héiricalttiuden lisdksi tiedetéén
jotain sen ominaisarvospektristé, arviota voidaan parantaa. Menetelmén suppenemista ja
kiyttdytymistd laskettaessa darelliselld tarkkuudella on késitelty esim. lahteissé [32, luvut
3 ja 4] sekd [45, luku 6.4]. Haluttaessa ratkaisun jadnnoksen suhteellisen virheen olevan
luokkaa €, saadaan yhtélostéd (35) ylaraja-arvio iteraatioiden lukuméarille

(36)

1 2
k~—=vkln=-. (37)
2 €

Liittogradienttimenetelmaélle voidaan johtaa useita erilaisia versioita, jotka ovat mate-
maattisesti ekvivalentteja, mutta voivat numeerisesti kayttaytya hieman eri tavalla.
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Liittogradienttimenetelmé on téysin luotettava vain mikéli A on SPD-matriisi. Kuten
edella esitetystd algoritmista havaitaan, voidaan sitd soveltaa my6s indefiniittisiin tapauk-
siin. Talléin on kuitenkin vaarana numeerinen epéstabiilius, silld kohdassa 2(a) paramet-
rin a; laskennassa voi nimittéja olla miltei nolla. Symmetrisille indefiniiteille tapauksille
on suositeltavaa kiyttdd luotettavampia menetelmid kuten MINRES tai SYMMLQ [46].
Néitd algoritmejd ei kuitenkaan esitetéd téssé kirjoituksessa.

Liittogradienttimenetelmén esittivit toisistaan riippumatta 1952 Lanczos [40] sekd
Hestenes ja Stiefel [35]. T&ll6in menetelmdd pidettiin erdéné suorista ratkaisutekniikoista.
[teraatiovektoreiden ortogonaalisuuden hévidminen laskettaessa rajallisella tarkuudella
havaittiin pian ja menetelmé hylattiin kahdeksi vuosikymmeneksi, kunnes 1970-luvun
alussa havaittiin, ettd ortogonaalisuuden katoaminen ei estd menetelmén konvergenssia
[48]. Tésté alkoi menetelmddn kohdistuva yhé lisdéntyva kiinnostus ja kiytto suurten
lineaaristen systeemien ratkaisussa.

Kaksipuolinen Lanczosin menetelma

Lanczosin menetelmé redusoi symmetrisen matriisin symmetriseksi tridiagonaalimatriisik-
si ja generoi Krylovin aliavaruuden IC,,,( A, vo) kantavektorit v,;. Kaksipuolinen Lanczosin
menetelmé redusoi epdsymmetrisen matriisin tridiagonaalimatriisiksi ja generoi edelld-
mainitun aliavaruuden kantavektoreiden liséiksi avaruuden KC,,(A”, vo) kantavektorit w;,
jotka ovat toistensa suhteen bi-ortogonalisia, eli

’U)T’Uj = 5ij7 (38)

(2

jossa 0;; on Kroneckerin symboli. Lanczosin menetelmé kolmitermisen iteraatiokaavan
vektoreiden v; ja w; seké tridiagonaalimatrisiisin T' muodostamiseksi ja on siten tyo-
méaaraltdan sekd muistitilan tarpeen kannalta optimaalinen. Bi-ortogonaalisuuden vuoksi
se on myoOs luonteeltaan erilainen kuin Arnoldin algoritmi. Algoritmina Lanczosin bi-
ortogonalisointimenetelmé on seuraava.
1. Valitse aloitusvektorit 01, w; # 0 ja aseta vy = wg = 0.
2. Toista, kun j =1,2,...,m:
(a) laske p; = 'J;jr'ﬁj, jos p; = 0 lopeta; muulloin
(b) valitse luvut 3;,; siten, ettd B, = p;;
(c) normeeraa v; = 9,/7v; ja w; = w;/f;;
(d) laske aj = wl Avj;
(e) laske 9,41 = Av; — ajv; — f;v,-1;
(f) laske ’lI)j+1 = AT’LU]‘ — o ;W; — YW1,
Kertoimien f3; ja ; valinta vaiheessa (b) on mielivaltainen. Yleensé valitaan v; = \/W ,
jolloin B; ja «y; ovat itseisarvoiltaan yhtd suuret.
Merkitdéan kantavektoreiden v; ja w; muodostamia n x m-matriiseja V ;114 ja W ,,:114.
T#lloin iteraatiokaava voidaan kirjoittaa muodossa (vertaa Arnoldin algoritmiin kaavaan

(14))

AVm == Vm+1 Tm = Vm Tm + me'Uerlijr;u (39)
AW, =W, T, = W, TT + Bpwniis, (40)
wrAv,, = T,, (41)

jossa m X m matriisit T, = tridiag(v;, o, Biy1) ja TZ; saadaan matriiseista T,, ja T
poistamalla niistéd alin vaakarivi.
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Kaksoisliittogradienttimenetelma

Kaksipuoleista Lanczosin menetelméaéd kayttden ratkaisu voidaan esittdéd periaatteessa
muodossa
Ty =To+ Vi, (42)

jossa ratkaisuvektori y,, voidaan valita usealla eri tavalla. Yksi mahdollisuus on kéyttéa
Petrovin-Galerkinin ehtoa ja pakottaa jadnnokset ortogonaalisiksi vektoreita wg, k =
1,...,m vastaan, jolloin saadaan

Wir,=Wrro— WEAV .y, = Bi1— Ty, (43)

jossa 8 = ||7oll2. Yhtélosysteemi (43) voidaan ratkaista mikali tridiagonaalimatriisi T,
on sdannollinen. On kuitenkin huomautettava, ettd T, voi olla singulaarinen tai liki
singulaarinen, vaikka Lanczosin prosessi olisikin hyvin maééritelty, eli p; # 0 kohdassa
2(a). Kaksoisliittogradienttimenetelmé voidaan johtaa kaksipuoleisesta Lanczosin mene-
telmésta samalla tavoin kuin liittogradienttimenetelmé symmetrisestd Lanczosin algorit-
misté.

Kaksoisliittogradienttimenetelma (Bi-CG)
1. Laske rg = b — Axq; aseta dg = 7ry;
valitse 7 siten, ettd 75 = 'ngo # 0, ja aseta dy = 7.
2. Toista + =0, 1,2, ..., kunnes supennut:
(a) laske: s = Ad;, §=A"Td;, a; = Ti/(iiTs;
(b) pa1v1ta L1 = Ty -+ aidi, Tiy1 =T, —Q;8, 'Fz‘—i—l = 'f;z — a,.§,
(c) laske 7,11 = fiTHriH, pi = Ti~+1/7'i; 5
(d) péivitd dip1 = rip1 + pidi,  dip1 = T + pid;.
Kaksoisliittogradienttimenetelmé on vaikeuksissa, mikéli sen pohjana oleva tridiago-
naalimatriisi on huonokuntoinen. Menetelméssé on kaksi mahdollista kohtaa epdonnistua,
joko kohdassa 2(a) sisétulo d' ATd ~ 0 tai kohdassa 2(c) #'r ~ 0. Parannettu versio me-
netelméstid on Freundin ja Nachtigalin 1991 esittdmé& kvasi-minimija&nndsiteraatio QMR
(Quasi-Minimal Residual) [28, 29]. Siind vektoria y,, ei ratkaista yhtalostd (43), vaan
kiytetddn pienimmén nelion keinoa

Yy = argmin||fi; — Ty, (44)

silld jaannos 7, voidaan lausua muodossa

'm =Ty — Avmym = VkJrl(Bil - Tmym) (45)
Jaannoksen normi toteuttaa siten ehdon
[7mlle < N Visllz - 1821 — Trmyllo- (46)

Yhtélolla (44) on aina ratkaisu riippumatta siitd, onko tridiagonaalimatriisi T, singu-
laarinen. Taten QMR-menetelmén iteraatiot ovat hyvin méériteltyjd, jos taustalla oleva
Lanczosin iteraatio onnistuu.

Kaksoisliittogradienttimenetelmé voidaan johtaa myos liittogradienttimenetelméana laa-
jennetulle symmetriselle systeemille

eol(2)-(5) “
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jossa b on mielivaltainen vektori. Kaksoisliittogradienttimenetelmé ratkaisee siten saman-
aikaisesti kaksi systeemié, jolloin puolet laskentatyostéd haaskaantuu tehtévadn, jota ei
valttamétta haluta ratkaista.

Niin Bi-CG kuin QMR menetelmét vaativat operoimista matriisin transpoosilla, jo-
ka ei ole aina helposti saatavilla. Sonneveld julkaisi 1989 kaksoisliittogradienttimene-
telméstd johdetun version, jossa matriisin transpoosilla operoimista ei tarvita [55]. Me-
netelmé kulkee nimelld nelidity liittogradienttimenetelmd (CGS = Conjugate Gradient
Squared) ja se suppenee kaksoisliittogradienttimenetelméidn nahden kaksinkertaisella no-
peudella, mikéli ratkaistava systeemi ei ole héirivaltis (katso kuva 3b). Valitettavasti mo-
nissa tehtédvissd CGS-menetelmé suppenee hyvin epétasaisesti, joka johtaa usein numeeri-
seen epéstabiiliuteen. CGS-menetelmé vaatii kaksi matriisi-vektori-operaatiota ja kahden
pistetulon muodostamisen iteraatioaskelta kohden. Se on siten verrattavissa kaksoisliitto-
gradienttimenetelmén tyoméaédraan.

Van der Vorst julkaisi 1992 [58] CGS-menetelmisté stabiloidun version artikkelis-
sa, joka on ISL:n luokituksessa matematiikan alalla 1990-luvun viitatuin.? TAmé# me-
netelmé tunnetaan lyhenteelld Bi-CGSTAB. Se voidaan tulkita kaksoisliittogradientti-
menetelméan ja GMRES(1) menetelmien yhdistelmiksi. Kuten alla olevasta algoritmista
voidaan havaita, vaatii Bi-CGSTAB-menetelmé iteraatioaskelta kohden kaksi matriisi—
vektori-operaatiota ja nelja vektorien pistetuloa, miké on kaksi pistetuloa enemmén kuin
CGS-algoritmissa. Néiden operaatioiden lisdksi tarvitaan myos jadnnoksen normin muo-
dostaminen, mikéli suppenemista mitataan jadnnoksesta.

Bi-CGSTAB on yksi suosituimmista iteraatiomenetelmista epédsymmetrisen lineaarisen
yhtalosysteemin ratkaisemiseksi. Se ei kuitenkaan konvergoi hyvin, mikéali matriisin omi-
naisarvot ovat kompleksisia. Tamé ongelma voidaan usein helposti poistaa kédyttamalla
pohjustinta. Menetelmésta on myos kehitetty kompleksista spektrié silmalldpitden muun-
neltuja versioita [31, 54].

Stabiloitu kaksoisliittogradienttimenetelma (Bi-CGSTAB)
1. Laske alkujaénnos rqg = b — Ax; valitse 7; laske py = #Lry; aseta dy = 7.
2. Iteroi v =0,1,2,..., kunnes supennut:
(a) laske: v; = Ad;, a; = pl-/'FT'vl-, s =17, — a;v;
(b) laske: w = As, w; = w’s/wlw;
(C) pa1v1ta Lir1 = Ty +a;r; +w;s, Tiv1 = 8 — W;W;
(d) laske: ||ris1]]o;
(e) laske: p;iy1 = 7~‘T7‘i+1 and b1 = (piy1/pi)(@i/wi);
(f) péivitd: dipq = ripq + biv1(d; — w;v;).

Koska kertoimien p ja w on oltava nollasta eroavia, Bi-CGSTAB-iteraatiossa on kolme
mahdollista virhetilannetta: 7 v; ~ 0, w”s ~ 0 tai 7~ r; ~ 0. Todennékoisyyttd kohda-
ta néitd virhetilanteita voidaan pienentédéd valitsemalla 7 sopivasti tai kdayttamalla hyvaa
pohjustinta. Menetelmin muunnokset [31, 54] ovat téssd suhteessa hivenen luotettavam-

pia.

Muita menetelma

Numeerisen matematiikan kirjallisuudessa on esitetty suuri joukko muitakin iteraatiome-
netelmid. Mainittakoon téssé Eirolan ja Nevanlinnan yksirangiseen péivitykseen perustu-

’http://www.in-cites.com/papers/dr-henk-van-der-vorst.html
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va menetelmé [22] sekd Broydenin péivityskaavaan perustuvat menetelmét [19], joita on
vertailtu GMRES-menetelméén ldhteessd [62).

Pohjustetut iteraatiot

Periaate

Kaytdannon ongelmissa edelld esitetyt iteraatiot ovat sellaisenaan kuitenkin aivan liian
hitaasti suppenevia. Suppenemista voidaan parantaa kayttdmaélla pohjustinoperaatiota.
Esimerkiksi yhtélon (1) ekvivalentti pohjustettu systeemi on

M{'AM;'y = M'b, (48)

jossa M ja M, ovat vasemman- ja oikeanpuoleiset pohjustinmatriisit. Kayténnossa
talldistd jakoa ei useinkaan tarvita vaan iteraatiomenetelmé johdetaan muodossa, jos-
sa vain yksi pohjustinoperaatio on tarpeen. Yhtilo (48) antaa kuitenkin mahdollisuuden
erilaisiin pohjustinstrategioihin. Operaattoreiden M 'A, AM ' ja M;'AM;" jossa
M = M,M,, spektrit ovat identtiset, joten vasemman- ja oikeanpuoleisen tai jaetun
pohjustuksen kéyton voi olettaa tuottavan samankaltaisesti suppenevan iteraation. Huo-
mattakoon, ettd ominaisarvospektri ei yksistaan médraa konvergenssia [50].

Pohjustimen muodostaminen on optimointiongelma: sen pitéisi olla hyva likiarvo A:lle,
nopeasti muodostettavissa ja silla operoimisen olisi oltava mahdollisimman vihén lasken-
tatyota vaativa. Néitéd toisilleen ristiriitaisia ominaisuuksia ei voida samanaikaisesti to-
teuttaa, vaan on tyydyttdava kompromisseihin.

Useimmille pohjustetuista iteraatiomenetelmistéd pohjustinoperaation on oltava vakio.
Muuttuvan pohjustimen mahdollistavia menetelmid on mydos kehitetty. Ehkd tunnetuin
néistd on GMRES-menetelmén joustava muoto [45, luku 7.6], [50, luku 9.4].

Yleiskdyttoiset pohjustinstrategiat voidaan jakaa seuraaviin luokkiin [23]:

1. klassisiin iteraatioihin perustuvat pohjustimet, kuten Jacobi ja SSOR,
epataydelliset harvat LU-hajotelmat, ILU (Incomplete LU) tai symmetrisille posi-
tiivisesti definiiteille systeemeille IC (Incomplete Cholesky),

3. polynomipohjustimet,

4. eksplisiittiset harvat kddnteismatriisipohjustimet,

5. moniverkko- tai algebralliset monitasopohjustimet,

6. muut pohjustinstrategiat, esim. EBE (= Element-By-Element).

K&ytdnnon rakenneanalyysin tehtédvissd polynomi- ja klassisiin iteraatioihin perustuvat
pohjustimet ovat liian tehottomia. Tarkastellaan seuraavaksi epataydelliseen hajotelmaan,
kadanteismatriisiaproksimaatioon ja monitasomenetelmiin perustuvia pohjustimia.

o

Epataydelliseen hajotelmaan perustuvat pohjustimet

Epéataydelliseen hajotelmaan perustuvat pohjustimet ovat ehké kaikkein tunnetuimpia ja
kaytetyimpid. Niistd on olemassa lukuisia erilaisia versioita — jo pelkéstdéan, miten pohjus-
timen harvuusrakenne on mééritelty. Yksinkertaisin strategia on kiayttaa hajotelman osille
L ja U samaa harvuusrakennetta kuin matriisille A. Tama epétdydellinen hajotelma, joka
tunnetaan lyhenteelld ILU(0) tai symmetrisille tapauksille IC(0), on helppo ohjelmoida ja
nopea laskea. Mutta usein se johtaa hyvin karkeaan aproksimaatioon, minké seurauksena
iteraatio suppenee hitaasti. Voidaan osoittaa, etté toisen kertaluvun elliptisille ongelmille
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ILU(0)-pohjustettu iteraatio ei ole asymptoottisesti pohjustamatonta iteraatiota parem-
pi. Téamé tarkoittaa sité, ettéd ILU(0)-pohjustinoperaation M ~' A hiiridalttius on samaa
luokkaa kuin itse matrisiin A.

Useita vaihtoehtoisia ILU-hajotelmia on kehitetty, joissa harvuusrakenne maaraytyy
joko staattisesti tasoluvun mukaan tai dynaamisesti hajotelman muodostusvaiheessa jatta-
mélla pienet alkiot pois pohjustimen harvuusrakenteesta. Meijerink ja Van der Vorst [44]
osoittivat, ettd ILU-hajotelma on olemassa mielivaltaiselle harvuusrakenteelle, jos ker-
roinmatriisi on M-matriisi®. N&in on usein limmonjohtumistehtivin kaltaisille ongelmil-
le. Rakenteiden mekaniikan tehtédvissa jaykkyysmatriisit eivit padsdantoisesti kuitenkaan
ole M-matriiseja.

Symmetristen ja positiivisesti definiittien matriisien tapauksessa voidaan epatiaydellisen
hajotelman olemassaolon varmistavat tekniikat luokitella kolmeen padkategoriaan [8]. Yk-
sinkertaisin tapa varmistaa epétédydellisen hajotelman olemassaolo on suorittaa hajotelma
matriisille, jonka koko diagonaalia tai sen yksittéisia alkioita on kasvatettu hajotelman
tekovaiheessa. Toinen tapa on muodostaa epéatiydellinen hajotelma matriisista A muo-
dostetulle, sité lahelld olevalle M-matriisille [53]. Vaikka néité kahta menetelméé soveltaen
epatdydellisen hajotelman teko onnistuu aina, on tuloksena usein huono pohjustin, jon-
ka seurauksena kiihdytiniteraatio suppenee hitaasti. Kolmas, monimutkaisin ja yleisesti
suositeltavin tapa on muotoilla hajotelma-algoritmi siten, ettd se tuottaa kaikille har-
vuusrakenteille SPD-pohjustimen. Télldisid pohjustimia ovat esittéineet mm. Ajiz ja Jen-
nings [1], Tismenetsky [57] ja Kaporin [37]. Niiden ideaa voitaisiin nimittda stabiloiduksi
hylkéysstrategiaksi. Néissd menetelmissa epatiydellinen Choleskyn hajotelmamatriisi L
on hiirityn matriisin M = A + C tarkka hajotelmamatriisi M = LL”, ja jossa C on
positiivisesti semidefiniitti “hylkdysmatriisi”. Tamén hajotelman muodostaminen ei voi
epdonnistua milladn alakolmiomatriisin L harvuusrakenteella.

Kaporin [37] johtaa pohjustimen uuden hajotelmamuodon

A=LL"+ LR" + RL" (49)

avulla, jossa R on aito alakolmiomatriisi, joka on rakenteellisesti ortogonaalinen L:n kans-
sa, eli L;;R;; = 0, Vi, j. Hajotelma on olemassa mielivaltaiselle SPD-matriisille A ja mie-
livaltaiselle hajotelmamatriisin L harvuusrakenteelle. Mikéli lasketaan hajotelmaan (49)
pohjautuvan pohjustimen virhematriisi, saadaan

E=T1-L'AL"=-R'L'"-L'R. (50)
Ajizin ja Jenningsin pohjustin voidaan esittdd muodossa [37]:
A=LL"-D+ R+ R", (51)
jossa D on ei-negatiivinen diagonaalimatriisi. Tamén pohjustimen virhematriisi on
E=I-L'"AL"=L'(D-R-R"L " (52)

Vertaamalla Kaporinin pohjustimen virhematriisia (50) Ajizin ja Jenningsin vastaavaan
(52) voidaan todeta, ettd virhematriisin alkiot ovat Ajizin ja Jenningsin pohjustimelle
luokkaa || L™!||%|| R||, kun taas Kaporinin pohjustimelle vain | L™'||| R||. Valittavasti | L™ ||

3Matriisi sanotaan olevan M-matriisi jos sen diagonaalin ulkopuoliset alkiot ovat ei-negatiivisia ja
kaikki sen kd#dnteismatriisin alkiot ovat positiivisia.
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voi olla hyvin suuri, jos héairidaltista matriisia A yritetddn approksimoida tarkasti. Télloin
hylkiiysparametrien pienentyessi || L~!|| lihestyy arvoa || A~Y/?||. Kaporinin pohjustimen
voi olettaa siten tuottavan huomattavasti nopeammin suppenevan iteraation. Tamé& on
myos selvésti ndhtédvissé kirjoituksen lopussa esitetyistd numeerisisista esimerkeista.
Kaporinin pohjustimen haittapuolena on varsin suuri véliaikaisen mustitilan tarve
ja sen vaatima suuri tyoméarda. Tilantarvetta ja tyomédrdd voidaan kuitenkin hieman
vahentad kayttamalld toista hylkdysparametria hajotelmavaiheen véliaikaisille suureille.
Toisaalta, viliaikaisvaiheen pieniné hylédttyjen alkioden vuoksi on suoritettava diagonaa-
linen kompensaatio Ajizin ja Jenningsin pohjustimen tapaan, jotta epétdydellinen ha-
jotelma olisi olemassa. Tlloin pohjustimen M = LL" miérittelee yhtilon (49) sijasta

lauseke
A=LL" - D+ LR" + RL", (53)

jossa D on ei-negatiivinen diagonaalimatriisi.

Epéasymmetrisessd tapauksissa ei ole menetelméd, joka takaisi hajotelman olemas-
saolon lukuunottamatta tapauksia, joissa kerroinmatriisi on M-matriisi. Saadin [49] ke-
hittdma ILUT-pohjustin on varsin kidyttokelpoinen elementtimenetelmissa syntyville epa-
symmetrisille matriiseille. Siiné epétaydellisen hajotelman kokoa rajoitetaan tilaparamet-
rilla p, joka tarkoittaa jokaiselle riville sallittavan lisdalkioiden maksimilukumééaraé. Poh-
justinta merkitddn jatkossa ILUT (1), p), jossa 1 on hylkdysparametri.

Kaanteismatrisiipohjustimet

Harvat kéa#dnteismatriisipohjustimet ovat hajotelmapohjustimia huomattavasti helpom-
min rinnakkaistettavissa. Naissé tekniikoissa muodostetaan eksplisiittisesti harva matriisi
M joka suoraan approksimoi kifnteismatriisia A~' [5, 33, 50]. T#ll6in pohjustinope-
raatio M ! on vain matriisin kertominen vektorilla, joka on helposti rinnakkaistettavissa
oleva operaatio. Toisaalta, télldisen pohjustimen muodostaminen voi olla tyolédsté ja sup-
peneminenkin voi olla implisiittisid menetelmiéd hitaampaa.

Kadnteismatriisipohjustintekniikat nojaavat otaksumaan, ettd on mahdollista muodos-
taa hyvi approksimaatio harvan matriisin A kédnteimatriisille A™', joka myos on harva.
Hyvéan ja harvan kéénteismatriisiapproksimaation olemassaolo ei ole mitenkédén taattu,
silld harvankin matriisin kdédnteismatriisi on yleensi téysi.

SPAI-menetelménd?® tunnetaan strategia, jossa harva matriisi H = M ' ~ A™' rat-
kaistaan rajoitetusta minimointiongelmasta

min |[|[I — AH|p rajoitteella H € S, (54)

jossa S on harvoista matriiseista koostuva joukko. Matriisinormina kaytetddan Frobeniuk-
sen normia

I AllF = (55)

tai jotain sen painotettua muotoa. Minimointiongelman (54) ratkaisu jakaantuu luonnol-
lisesti n:n pienen lineaarisen systeemin ratkaisuun

IT— AH|[Z = |lir, — Ahyll3, (56)
k=1

4SPAI = Sparse Approximate Inverse

107



jossa hj on matriisin H k:s pystyrivi. Téten osatehtévat voidaan ratkaista rinnakkaislas-
kentana. Huomataan, ettd (54) muodostaa oikealta operoivan pohjustimen. Vasemmalta
pohjustaville iteraatioille voidaan ratkaista ensin oikeanpuoleinen kénteismatriisiapprok-
simaatio A:n transpoosille, ja ottamalla sen transpoosi, sillé | I—HA|p = [|[I— AT H”||p.
On olemassa myd6s kadnteismatriisipohjustintekniikoita, jotka muodostavat approk-
simaation kddnteismatriisin hajotelmalle, esimerkiksi konjugointiin perustuva AINV [11]
tai minimointiin perustuva SPAI-menettelyn kaltainen FSAT® [39]. Mikili hajotelmaan pe-
rustuvaa kddnteismatriisipohjustinta kaytetddn symmetriseen ja positiivisesti definiittiin
ongelmaan, on pohjustimen symmetrian ja positiivisuuden toteuttaminen helppo taata,
toisin kuin SPAI-tekniikoissa.
FSAI-menettely muodostaa alakolmiomatrisin G' ratkaisemalla rajoitetun minimoin-
tiongelman
min ||I — GL||r rajoitteella G € S, (57)

jossa L on A:n Choleskyn hajotelman alakolmiomatriisi ja S on niiden alakolmiomatriisien
joukko, jolla on tietty diagonaalin sisédltdvé harvuusrakenne. Kédnteimatriisipohjustin on
siten H=M "= G"G.

Minimoitiongelma (57) voidaan ratkaista matriisia L tuntematta operoimalla pelkés-
taan matriisilla A [39]. FSAI-pohjustimen ongelmana on G:n harvuusrakenteen méérit-
taminen.

AINV-menetelmé [9] perustuu Grammin-Schmidtin A-ortogonalisointiprosessiin eiké
vaadi etukédteen madrattya harvuusrakennetta. Mielivaltaisesta n-ulotteisesta lineaarises-
ti riippumattomasta vektorikannasta ldhtien AINV-algoritmi muodostaa vektorijoukot

{z;}7, ja{w;}",, jotka ovat A-biortogonaalisia. Madritellaan matriisit Z = [z1,. .., 2,]
ja W = [wy,...,w,]. Télléin
W?TAZ = D = diag(p1, p2, .-, Pn), (58)

jossa p; = w! Az; # 0. Tistd saadaan A~':n hajotelma

"L z;w?t
Al =zDp W =) T (59)
i—1  Di
Jos A-ortogonalisointiprosessia sovelletaan tavanomaisiin kantavektoreihin 44, ..., 2,, ha-

vaitaan helposti, ettd Z ja W ovat ylikolmiomatriisit Z = U~ ja W = L7, jossa U
ja L muodostavat A:n kolmiohajotelman A = LDU.

Pohjustinta muodostettaessa Z lasketaan epatéiydellisesti poistamalla vektorin paivi-
tysoperaatiossa pienet alkiot, jolloin Z ~ Z, W ~ W ja D =~ D. Titen kifinteismatriisin
hajotelmapohjustinon H = M ' = Z D' W', Menetelmi soveltuu yhtélailla symmet-
riseen tapaukseen, jolloin W = Z. Menetelmistd on kehitetty SPD matriiseja varten
stabiloitu muoto [11]. Numeeriset esimerkit [11, 12, 13] ovat osoittaneet menetelmén toi-
mivan hyvin erilaisissa sovelluskohteissa.

Byckling ja Huhtanen [18] ovat esittédneet uuden tavan konstruoida harva kddnteismat-
riisipohjustin, jonka avulla voidaan muodostaa my6s tavanomainen hajotelmapohjustin.

Moniverkko- ja monitasopohjustimet

Klassiset iteraatiot kuten Jacobi ja Gauss-Seidel ovat sellaisenaan liian hitaita element-
timenetelmén suurten yhtélosysteemien ratkaisemisessa. Menetelmien ominaisuuksia tar-

SFSAI = Factorized Sparse Approximate Inverse
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kemmin tutkittaessa ne ovat kuitenkin nopeita ratkaisun korkeataajuuksisisten kompo-
nenttien vangitsijoina. Ratkaisun matalataajuuksiset komponentit suppenevat hitaimmin
ja tekevit kyseisten iteraatiomenetelmien kdyton suurten elementtimenetelmésséd synty-
vien yhtélosysteemien ratkaisussa kannattamattomaksi.

Moniverkkoratkaisijan idea on kéyttda useita diskretoinnin tasoja vangitsemalla rat-
kaisun matalataajuuksiset komponentit harvimmassa verkossa. Moniverkkoratkaisijaa voi-
daan kayttad lineaarisen systeemin ratkaisualgoritmina yksistéénkin eiké vain pohjustime-
na jollekin Krylovin aliavaruusiteraatiolle. Moniverkkoalgoritmin kaksi oleellista vaihetta
ovat: (i) relaksaatiovaihe, jossa ratkaisun korkeataajuuksiset komponentit vangitaan yk-
sinkertaisella iteraatiolla, esim. Jacobin tai Gauss-Seidelin iteraatiolla (relaksaatiota suori-
tetaan useilla diskretointitasoilla), ja (ii) korjausvaihe, jossa ratkaisun matalataajuuksiset
komponentit vangitaan ratkaisemalla ongelma hyvin harvassa verkossa.

Moniverkkoalgoritmi esitetdén useissa lahteissé (esim. [4, 56]) muodossa, jossa prosessi
aloitetaan mielivaltaisesta alkuarvauksesta hienoimmassa verkossa relaksoiden ja siirtyen
kohti karkeinta verkkoa, jossa suoritetaan korjaus ja palataan takaisin korjaten ja relak-
soiden kohti hienointa verkkoa. Vieldkin tehokkaampi ja luonnollisempi tapa on johtaa
hienoimman verkon iteraatiolle alkuarvaus karkeimman verkon ratkaisusta [47].

Yksinkertainen kaksiverkkoalgoritmi voisi olla seuraavanlainen.

Ratkaise systeemi harvassa verkossa Aix, = b;.

Interpoloi hienon verkon arvot harvasta verkosta ¢, = F;.

Suorita muutama relaksaatioiteraatio hienossa verkossa.

Muunna jaannos ro = f, — Asxo harvempaan verkkoon r; = Crs.

Ratkaise harvan verkon korjaus A;Ax; = r;.

Siirré korjaus hienoon verkkoon ja lisdé edellisiin hienon verkon arvoihin Azy =
FAz,, xisi=gymha o Ag,,

7. Siirry kohtaan 3.

Matriisi F' on interpolaatio hienoon verkkoon ja vastaavasti C on “keskiarvoistus” har-
vaan verkkoon, joka on F':n transpoosi. Huomattakoon, ettd kaksitasomenetelmé ei ole
systeemin suoraa ratkaisua tehokkaampi menetelmé, mutta kelpaa moniverkkoalgoritmin
idean esittelyyn.

Voidaan osoittaa, ettd moniverkkoalgoritmin suppenemisnopeus ei ole riippuvainen
tehtdvén koosta, miké on suuri etu tavanomaisiin iteraatioihin verrattuna. Liséksi moni-
verkkoalgoritmi on asymptoottisesti optimaalinen tyoémééarén suhteen.

Elementtimenetelmén yhteydessi on FETI-monitasoratkaisija (FETI = Finite Ele-
ment Tearing and Interconnecting) saavuttanut suosiota [24, 25]. Siind elementtiverkko
“leikataan” alirakenteisiin ja ndmé alirakenteet kytketddn nurkistaan toisiin Lagrangen
kertojien avulla. Se on erityisesti suunniteltu rinnakkaislaskentaan, silla jokaisella iteraa-
tiolla tarvitaan jokaisen alirakenneprobleeman ratkaisu ja Lagrangen kertojien ratkaisu.
Alirakenneongelma ratkaistaan yleensé suoralla ratkaisijalla ja Lagrangen kertojat iteroi-
daan liittogradienttimenetelmallé.

Myos puhtaasti algebrallisia monitasomenetelmié on kehitetty [17, 52].

Moniverkko- ja monitasoalgoritmit eivét valttamatta tarvitse kithdytiniteraatiota, vaan
ovat jo itsessddn tehokkaita iteratiivisia menetelmié lineaarisen systeemin ratkaisemiseksi.

SERSE

Pohjustetut algoritmit

Pohjustinoperaation liittdminen edellé esitettyihin algoritmeihin on yksinkertainen muu-
tos. Esitetddn seuraavassa kolmen yleisimmén iteraation vasemmalta pohjustavat versiot.
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Pohjustettu liittogradienttimenetelmaalgoritmi (PCG)
1. Muodosta pohjustin M (tai suoraan M ).
2. Alusta rq = b — Ax; suorita pohjustinoperaatio dg = M trg; laske 7 = rgdo.
3. Iteroi ¢ = 0,1, 2, ..., kunnes menetelmé suppenee:
(a) laske: s = Ad;, a; = 7;/d!s;
(b) péiviti: ;11 = x; + a;d;, T = T — ;8
(c) pohjusta: z = M tri;
(d) laske: i1 = vl 2z, bi=Ti/T
(6) pa1v1ta di+1 =z + bldz
Edullinen tapa tutkia liittogradienttimenetelmén suppenemista perustuu skalaariin 7
kohdassa 2(d). Se tosin mittaa jainnoksen suuruutta M ~'-painotetussa normissa: /7 =
(r"M'r)/2 = ||r|| 1. Edelld esitetty algoritmi vaatii iteraatioaskelta kohden yhden
pohjustinoperaation, yhden matriisin ja vektorin kertomisen, kaksi pistetuloa ja kolme
vektorin paivitystd. Mikéali halutaan mitata todellisen jadnnoksen pienenemisté, joudu-
taan iteraatioaskeleella laskemaan liséksi jddnnoksen normi.

Pohjustettu ja stabiloitu bi-konjugaatti gradienttimenetelma

1. Muodosta pohjustin M (tai suoraan M ).

2. Laske alkujaannos ro = b — Axg; valitse 7; laske pg = FTTO; aseta dg = 7q.

3. Iteroi 2 =0,1,2, ..., kunnes supennut:

(a) pohjusta: z = M 'd;;
(b) laske: v; = Az, a; = p;/T v;, 8=1;—av;
(c) pohjusta: § = M 's;
(d) laske: w = A3, w; = w’s/w! w;
(e) péivitd: ;11 = @; + ;2 + w;§, T = 8§ — ww;
(f) laske: ||7iq1|l2;
(g) laske: piyy = 7 i1 ja by = (pigr/pi)(ai/wi);
(h) paivitd: dip1 = riv1 + bipa(di — w;v;).

My6s pohjustetussa Bi-CGSTAB-iteraatiossa on kolme mahdollista virhetilannetta:
o, ~0,w’s ~ 0tai 7' r; ~ 0. Paras tae vilttdd ndmé virhetilanteet on kéyttdd hyvii
pohjustinta.

Kirjallisuudessa suosittu valinta 7-vektorille on alkujaannés ry. Bulgakov [17] suosit-
telee kiytettiviksi vektoria # = M 'r(. Jos alkuarvauksena @z, kiytetidn nollasta eroa-
vaa satunnaisvektoria, ndmé kaksi vaihtoehtoista menettelyd tuottavat miltei identtisen
iteraatiohistorian. Mikéli aloitusvektorina kéytetddn nollavektoria ja kuormitusvektoris-
sa b on vain muutama nollasta eroava komponentti, valinta # = 7 ei ole suositeltava.
Kayttokelpoinen valinta on télléin 7 = rg 4+ a, missd a on satunnaisesti valittu vektori.

)

Pohjustettu GMRES(m)
1. Muodosta pohjustin M (tai suoraan M ).
2. Laske Ty = Mﬁl(b — AZB()), 6 = ||’I°0||2, V1 = 'I“Q/ﬁ.
3. Muodosta m-ulotteinen kanta:
(a) aloittaen vektorista v; muodosta Arnoldin algoritmilla (m + 1) x m Hessen-
bergin matriisi H,,;
(b) ratkaise y,, = argmin||3i, — H,,y||» ja laske z,, = o+ V,,¥,,; lopeta, mikali
jadnnos on riittavan pieni, muulloin jatka;
(c) aseta &y = x,, ja palaa kohtaan 3(a).
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Vasemmalta pohjustava GMRES-iteraatio on siten suoraviivainen yleistys GMRES-
menetelméstd. Oikealta pohjustava versio on esitetty esim. ldhteessé [50, luku 9.3.2].

Esimerkkitapauksia

Laskennat on suoritettu CSC — Tieteen tietotekniikan keskus Oy:n HP ProLiant DL785
G5 laskentapalvelimen yhdelld neliytimiselld AMD Opteron 8360 SE suorittimella (kello-
taajuus 2,5 GHz). Palvelimessa on kahdeksan suorittimen kesken jaettu 512 Gt keskus-
muisti. Lineaarisen systeemin ratkaisualiohjelmat on kid&nnetty Portland Groupin Fortran
kaantéjalla kayttden -fastsse -optimointivalitsinta lukuunottamatta muutamaa erikois-
tapausta.b

[teratiivisten menetelmien laskenta-aikoja on vertailtu myts muutamaan suoran me-
netelmén ratkaisuaikoihin. Kaikki ajat on ilmoitettu sekunneissa. Symmetrisille systee-
meille on tavanomaisen alkioittaisen aktiivisarakeratkaisijan [7, 36] (merkitty symbolilla
SKY) lisdksi kdytetty lohkomaista aktiivisarakeratkaisijaa [43] (SKYB). Lohkostrategias-
sa matriisi paloitellaan alimatriiseihin ja hajotelmavaiheen skalaarioperaatiot muunnetaan
matriisioperaatioiksi, jolloin voidaan kayttad hyviksi 3-tason BLAS (matriisi-matriisi-
operaatiot) aliohjelmia. T#lloin voidaan saavuttaa huomattava laskenta-ajan nopeutumi-
nen erityisesti hierarkisen muistijéarjestelmén koneissa.

Kaikissa esimerkeisséd on SKYB-ratkaisijassa kédytetty lohkon kokona 95 x 192 (diago-
naalilohko 95 x 95), jotka mahtuvat hyvin laskentapalvelimen 1 Mt:n suuruiseen toisen
tason véalimuistiin.

Ennen iteratiivista ratkaisua yhtélosysteemi on skaalattu siten, etté kaikki diagonaa-
lialkiot ovat ykkosen suuruisia. Témé& menettely tunnetaan myos Jacobi-pohjustuksen
nimelld. Suppenemista on mitattu vain jadnnoksesta ja torelansseina on kéytetty arvoja
el = 1077 ja €ups = 10712,

Kaksiulotteinen lamménjohtumisongelma
Tarkastellaan kaksiulotteista lammonsiirtymisongelmaa
—div(k grad u) 4+ pcv - gradu = 0, (60)
alueessa (z,y) € (0, L) x (0, L) ja reunaehdoilla
0, kain =0, ja y=0,

u=1 (x/L)ug, kun y=1, (61)
(y/L)ug, kun z = L.

Kulkeutumisen ja johtumisen voimakkuuseroa kuvaa Pécletin luku Pe, joka méaritelladn
Pe = pc|U|L/E. (62)

Kaikki materiaaliparametrit, lammonjohtavuus k&, tiheys p ja lampdokapasiteetti ¢ ovat
vakioita. Lisdksi virtausnopeus on otaksuttu vakioksi ¢ = —(cos ai + sin aj)Pek/(pcL),

6Tteratiiviset ratkaisualgoritmit ovat pé#sosin tekijoiden ohjelmoimia lukuunottamatta GMRES-
kithdytintd ja ILUT-pohjustinta, jotka ovat Yousef Saadin SPARSKIT-ohjelmistosta, sekd SAINV- ja
RIC2S-pohjustimia, jotka ovat Miroslav Tuman SPARSLAB-kokoelmasta. Yhtéléiden permutointiohjel-
mat ovat ldhteisté [30, 42]
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Kuva 1. Pohjustetun liittogradienttimenetelmén suppeneminen bilineaarisilla elementeilld diskretoidussa
kaksiulotteisessa lammonjohtumisongelmassa (Pe = 0). (a) Elementtiverkon tiheyden vaikutus iteraation
suppenemiseen, kun pohjustimena on Ajizin ja Jenningsin RIC1 pohjustin ja hylkdysparametrilla arvo
1073, jonka tuottamassa pohjustimessa on 3,5-3,6 kertaa enemmiin alkioita kuin itse matriisissa. (b)
Pohjustimen vaikutus, kun pohjustimena on IC(0) tai RIC1 pohjustin kolmella eri hylkdysparametrin
arvolla kun n = 358801 (600x600 -verkko).

jossa a on kulkeutumissuunnan ja x—akselin vélinen kulma. Mikéli kulkeutumista ei ole
(Pe = 0), puhtaan ldmmonjohtumisongelman ratkaisu on u(x,y) = (x/L)(y/L)uo, ja
talloin elementtimenetelmératkaisu on tarkka.

Alue on jaettu tasaviliseen k x k -elementtiverkkoon. Mikali l&mmon kulkeutumi-
nen otetaan huomioon, elementtimenetelméané on kéytetty Petrovin-Galerkinin tapaa ja
elementtind nelisolmuista bilineaarista elementtié, jossa painofunktiot on muodostettu
Brooksin ja Hughesin esittamalld tavalla [15].

Tarkastellaan ensin liittogradienttimenetelmén kayttaytymistd pelkdn lammonjohtu-
misongelman ratkaisussa. Kuvassa la on esitetty iteraation suppeneminen, kun pohjusti-
mena on Ajizin ja Jenningsin kehittdma luotettava IC pohjustin hylkdysparametrin arvol-
la ¢ = 1073, jolloin pohjustinmatriisin M alkioiden lukumééri on noin 3,5-3,6 kertainen
matriisin alkioiden lukumé#rddan verrattuna. Elementtind on kéytetty nelisolmuista bili-
neaarista elementtid, jolloin matriisin A nollasta eroavien alkioiden lukumééra nz(A) on
luokkaa 5n, jossa n = (k—1)(k —1). Iteraation suppenemisen hidastuminen ratkaistavan
systeemin koon kasvaessa on selvésti ndhtévissé.

Epéataydellisilla hajotelmapohjustimilla laskettaessa saadaan iteraatio suppenemaan
verkosta riippumattomalla nopeudella, mikéli pohjustimen tdyttymisaste suhteessa tdaydel-
liseen hajotelmaan on aina sama. Téaydellisessé Choleskyn hajotelmamatriisissa L on al-
kioita luokkaa n3/2. Esimerkiksi kuvan la 200 x 200 -elementtiverkon tapauksessa (n =
39601) pohjustimessa on alkioita 8,7 % tdydelliseen hajotelmamatriisiin verrattuna, kun
vastaavasti 1000 x 1000 -verkon (n = 998001) tapauksessa luku on vain 1,8 %.

Laskentojen ratkaisuaikoja on esitetty taulukossa 1, jossa p-aika tarkoittaa pohjusti-
men muodostamisaikaa ja i-aika kiihdytiniteraation vaatimaa laskenta-aikaa. Pohjustimen
parantamisen vaikutus iteraation suppenemiseen on esitetty kuvassa 1b ja vastaavia rat-
kaisuaikoja taulukossa 2. Ajizin ja Jenningsin pohjustimesta kdytetddn symbolia RIC1 ja
Kaporinin stabiloidusta “toisen kertaluvun” pohjustimesta symbolia RIC2S ldhteen [37]
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Taulukko 1. Kaksiulotteisen limmonjohtumisongelman (Pe = 0) ratkaisuaikoja Ajizin ja Jenningsin RIC1
pohjustinta kdyttéden erilaisilla elementtiverkon tiheyksilla.

verkko k n P pohj. tih. it p-aika i-aika p+i SKYB SKY
400 159201 5-107% 4.4 51 0,6 4,6 5,2 11,5 17.9
600 358801 1074 8,0 37 2,3 118 14,1 53,9 103,2

1000 998001 5-107° 10,7 48 13,6 62,7 76,3 4479 6626,0*
1500 2247001 5-1075 10,8 66 24,4 249.6 274,0 § §
2000 3996001 5-107° 10,8 94 71,9 4227 4936 - -

* Ratkaisija-aliohjelma on ké#nnetty -02 -optimointivalitsimella.

Taulukko 2. Kaksiulotteisen lamménjohtumisongelman (Pe = 0) ratkaisuaikoja kolmea eri pohjustinta
kéayttden, kun n = 358801 (600x 600 -verkko).

pohjustin  pohj. tih. P it p-aika i-aika @ p+i
* - - 1085 - 453 45,3
I1C(0) 1,0 - 550 0,1 47,1 472
RIC1 1,0 1071 369 02 299 30,1
RIC1 1,6 1072 202 04 20,2 20,6
RIC1 3,6 1073 79 0,7 18,9 19,6
RIC1 8,0 1074 37 2,3 11,8 14,1
RIC1 14,6 2.107° 20 50 10,6 15,6
RIC1 19,0 1075 15 74 12,5 19,9
RIC2S 2,0 1072 202 1,3 239 252
RIC2S 5,3 1073 37 8,6 14,0 226

* Pohjustamaton liittogradienttimenetelm4.

mukaisesti.
Mikéli alue diskretoidaan lineaarisilla kolmioelementeilld, saadaan kerroinmatriisi jon-
ka ominaisarvot ja siten héiridalttius voidaan laskea analyyttisesti. Hairicalttius on

1 +cos(m/k)

1 —cos(n/k)’ (63)

joka verkolla k = 600 antaa arvoksi k = 1,459 -10°. T&llin arvio (37) antaa iteraatioiden
midriksi 3211 (e = 1077). Pohjustamaton liittogradienttimenetelmi suppenee kuitenkin
1543:1la iteraatiolla. Suppenemiseen vaikuttavat hairidalttiuden lisiksi my6s ominaisar-
vospektrin muut kuin uloimmat ominaisarvot. Kyseisessd tehtédvéssd on symmetriasta
johtuen suuri joukko kaksinkertaisia ominaisarvoja.

Tutkitaan vield IC(0), RIC1 ja RIC2S pohjustetun liittogradienttimenetelmén sup-
penemista kiytettdessd korkeampiasteisia elementteja. Taulukossa 3 on esittety tulok-
set laskettaessa kvadraattisilla 6-solmuisilla (P2) ja bikvadraattisilla 9-solmuisilla (Q2)
elementeilld ja 300 x 300 -verkolla seké bikuubisilla 16-solmuisilla (Q3) elementeilld ja
200 x 200 -elementtiverkolla. Tuntemattomien lukumééré on kaikissa tapauksissa 358801.
Havaitaan, ettd korkeamman asteen elementteja kéytettiessd kerroinmatriisissa on huo-
mattavasti enemmaén alkioita, vaikka tuntemattomia on sama mééara.
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Taulukko 3. Kaksiulotteisen lammonjohtumisongelman (Pe = 0) ratkaisuaikoja kolmea eri pohjustinta ja
elementtityyppia kidyttden, kun n = 358801 ja nollasta eroavien alkioiden lukumééré elementeittédin: P2
—nz(A) = 2235027 ~ 6n, Q2 — nz(A) = 3037841 ~ 8,5n, Q3 — nz(A) = 4640485 ~ 13n.

elementti pohjustin ¥ pohj. tih. it p-aika  i-aika p+i SKYB

P2 1C(0) - 1,0 1373 0,0 2182 2182 1428
RIC1 1072 1,1 226 0,3 351 35,4
RIC1 1073 2,7 99 0,8 28,8 29.6
RIC2S 1072 1,3 127 4,3 21,6 25,9
RIC2S 1073 3,8 44 10,1 17,0 27,1

Q2 1C(0) - 1,0 2014 0,3 260,8 261,1 146,5
RIC1 1072 1,0 236 0,5 387 392
RIC1 1073 2,3 97 1,2 26,3 27,5
RIC2S 1072 1,1 118 2.4 28,5 30,9
RIC2S 1073 33 38 174 16,9 34,3

Q3 1C(0) - 1,0 5102 0,3 1084,9 1085,2  260,3
RIC1 1072 0,9 266 0,7 954 96,1
RIC1 1073 1,8 137 1,6 76,2 77,8
RIC2S 1072 0,9 134 3,0 38,2 41,2
RIC2S 1073 2,4 43 228 24,0 46,8

Kulkeutumisen huomioonottaminen johtaa epdsymmetriseen matriisiin. Kuvassa 2 on
esitetty GMRES(15) menetelmén suppeneminen virtausnopeuden muuttuessa kdyttden
joko yksinkertaista staattisen harvuusrakenteen ILU(0) tai dynaamisesti muodostettua
ILUT (¢, p) pohjustinta. Pelkkd lammonjohtumisongelma (Pe = 0) osoittautuu yllattavin
vaativaksi ongelmaksi. Kun Pécletin luku on 10* tai suurempi, ILU(0) pohjustetun GM-
RES(15) iteraation suppeneminen pysihtyy. Kulkeutumisen dominoimat tapaukset eivit
nayté olevan ongelma ILUT (¢, p) pohjustinta kiytettdessd, vaan suppeneminen suurilla
Pécletin luvun arvoilla tapahtuu hyvin nopeasti. Kuvan esimerkissa hylkdysparametrilla
on arvo 1072 ja tilaparametri p = 100, miké johtaa pohjustimiin, joissa on noin kaksin-
kertainen madrd alkioita itse matriisiin verrattuna.

Kuten kuvasta 2 voidaan todeta, on pohjustimen vaikutus merkittava. GMRES ite-
raation suppeneminen ILU(0) pohjustimella on yllattdvan huono verrattaessa sitd Bi-
CGSTAB menetelméén, kuva 3a. ILU(0) pohjustin vaatii miltei kymmenkertaisen méaran
iteraatioita verrattuna sellaiseen ILUT pohjustimeen (¢» = 10~! kuvassa 3a), jossa on vain
20 % enemmén alkioita.

Kuvassa 3b on esitetty eri iteraatiomenetelmien suppeneminen kaytettéaessa ILUT poh-
justinta, jossa on noin kaksinkertainen maidra alkioita itse matriisiin verrattuna (¢ =
1072). On huomattava, etti GMRES iteraatio vaatii iteraatioaskelta kohti vain yhden
matriisi-vektorikertomisen ja pohjustinoperaation, kun taas CGS ja Bi-CGSTAB vaati-
vat niitd operaatioita kaksinkertaisen méadran. Bi-CG ja QMR menetelmissd kunkin ite-
raatioaskeleen padoperaatiot ovat vektorin kertominen matriisilla ja sen transpoosilla seké
pohjustimella ja sen transpoosilla operoiminen. Téssé esimerkissd CGS ja Bi-CGSTAB
ovat laskenta-ajassa mitattuna nopeimmat menetelmét.

114



[7ill2/|IToll2 7|2/ |Iroll2

1 I
102 102 f
1074 1074 |
1076 1076
108 . ' . 108
0 2500 5000 7500 10000 0 50 100 150 200 250
iteraatio iteraatio

(a) (b)

Kuva 2. GMRES(15)-iteraation suppeneminen kaksiulotteisessa ldmmonsiirtymisongelmassa erilaisilla
Pécletin luvun Pe arvoilla, kun pohjustimena on (a) ILU(0) tai (b) ILUT(1072,100) ja n = 159201
(400%400 -verkko). Virtaussuunnan ja z-akselin vilinen kulma on o = 60°.
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Kuva 3. (a) Bi-CGSTAB menetelmén suppeneminen ILU(0) ja ILUT(,100) pohjustimilla eri
hylkiysparametrin ¢ arvoilla. (b) Eri iteraatiomenetelmien suppeneminen ILUT(1072,100) pohjustimella.
Molemmissa esimerkeissé on Pécletin luku Pe = 100 ja tasainen 400x400 -elementtiverkko, n = 159201.
Virtaussuunnan ja z-akselin vilinen kulma on a = 60°.
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“ L =10 mm

AIN g Ti Ag-Cu AIN
Ag-Cu iy E, [GPa] 118.6 944 315
b v, [ 036 036 0.25
Ti 27 10%, [[]  6.441 17.995 2.85

5

®
x Yy

Kuva 4. Kolmen materiaalikerroksen kappale.

Taulukko 4. Kahden suoran ratkaisijan ratkaisuaikoja kahdelle lampojénnitysongelmalle.

SKYB [43] SKY [7, 36]
ongelma n rms-nauha h-aika t-aika h-aika t-aika
kolme mat. 20 x 20 x 20 27777 1355 20,7 0,5 1477 0,5
kolme mat. 40 x 40 x 40 206757 5105 2151,5 8,4 - -
kokillitela 230423 1552 2772 7.4 - -

Lampéjannitysongelmia

Hopea-kupari juotteella (Ag-Cu) liitetyn keraamin (AIN) ja titaanilevyn (Ti) muodos-
tama sérmio on esitetty kuvassa 4, jossa on annettu myos isotrooppisiksi ja lineaarises-
ti kimmoisiksi otaksuttujen kerrosten materiaaliparametrit. Kappale muodostuu alueesta
(z,y,2) € (0,L)x(0,L)x (0, H). Materiaalin rajapinnat ovat zy-tason suuntaiset vaakata-
sot z =2H/5 ja z = 3H/5. Kappale on tuettu siten, etté jaykin kappaleen liike on estetty:
siirtymét kaikkiin suuntiin on estetty pisteessi (z,y,z) = (0,0,0), sekéd x-suuntaan pis-
teessd (L, L, H), y-suuntaan pisteessi (L, 0,0) ja z-suuntaan pisteessé (L, L,0). Kuormi-
tuksena on tasainen lampotilan muutos koko rakenteessa. Alueeseen on luotu tasavilinen
kahdeksansolmuisista trilineaarisista elementeisté koostuva k x k x k -elementtiverkko.

Taulukossa 4 on esitetty suorien ratkaisijoiden vaatima LDL”-hajotelman tekoaika
(h-aika) ja kuormavekrorin redusointiin ja takaisinsijoitukseen kulunut laskenta-aika (t-
aika). Taulukon luvuista havaitaan selviisti “dimensionaalisuuden kirous”— nauhanleveys
kasvaa hyvin suureksi, jolloin tilantarve on suuri ja laskenta-aika kasvaa suhteessa n%s.

Taulukoissa 5 ja 6 on esitetty pohjustetun liittogradienttimenetelmén vaatimia rat-
kaisuaikoja kolmella eri kappaleen paksuudella, jolloin elementtien sivusuhde muuttuu
satakertaiseksi. Téstd on seurauksena suppenemisen hidastuminen kaikilla muilla paitsi
Kaporinin RIC2S pohjustimella. Taulukoissa on annettu myos oikealle katsovan stabiloi-
dun AINV menetelmén (SAINV) tulokset. Suppeneminen SAINV pohjustimella on RIC1
pohjustimen luokkaa, tosin pohjustimen muodostamisaika on huomattavasti suurempi. On
syytd muistaa, ettd kddnteismatriisipohjustimet ovat soveliaampia rinnakkaislaskennassa.
SAINV pohjustimen tapauksessa vapausasteet on uudelleennumeroitu minimiastemene-
telmén mukaisesti (MMD = Multiple-Minimum-Degree). SAINV pohjustin kérsii eniten
elementin sivusuhdevairistyméasta.

[teratiiviset ratkaisijat ovat tiheimmé&n elementtiverkon tapauksessa kuitenkin ker-
taluokkaa nopeampia kuin suorat ratkaisijat. Kuten taulukon luvuista havaitaan, on
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Taulukko 5. Kolmen materiaalin kappaleen lampd6jannitysongelman ratkaisuaikoja kolmea eri pohjustinta
kédyttden, kun n = 27777 (20 x 20 x 20 -verkko).

H/L pohjustin P pohj. tih. it p-aika i-aika p+i
1,0 RIC1 1072 0,8 215 0,3 8,1 8,4
RIC1  5-1073 1,0 188 0,7 12,7 134
RIC1 1073 2,2 113 1,4 139 153
RIC2S 1072 0,8 110 2.8 4.6 7.4
RIC2S 5-1073 1,2 84 5,4 55 10,9
RIC2S 2-1073 2,0 59 21,6 48 26,4
SAINV 1072 1,2 199 6,9 9,8 16,7
0,1 RIC1 1073 1,1 415 0,7 232 239
RIC1 1074 2,8 174 1,8 195 21,3
RIC2S 1073 1,0 88 5,0 58 10,8
RIC2S 1074 2,8 45 34,1 4,0 381
SAINV 1072 1,6 354 9,6 31,0 40,6
0,01 RIC1 1076 3,1 395 2,2 356 378
RIC2S 107° 1.4 376 75 204 279
RIC2S 10~6 2,7 71 19,7 55 252
RIC2S 7-1077 2,9 46 21,9 3,3 252
SAINV 1072 7,2 1092 733 207,6 280,9

hylkdysparametrin valinta ongelmallista. Muuttamalla kappaleen sivusuhdetta kohti ohu-
empaa rakennetta, on hylkdysparametriksi valittava yhé pienempi luku, jotta saataisiin
samankokoinen pohjustin.

Kaikissa edeltévissd esimerkeissd Kaporinin RIC2S pohjustimen viliaikaistulokset on
laskettu tarkasti, eli hylkdysparametrilla 1), on ollut arvona nolla. Kayttamalla télle pa-
rametrille nollasta poikkeavaa arvoa pohjustimen muodostamisaikaa ja tilapdisen muisti-
tilan tarvetta voidaan pienentdé. Taulukon 6 esimerkeissé on viliaikaistulosten hylk&ays-
parametri valittu vélilta /1000 - /50, jolloin pohjustimen teho on pysynyt hyvana. Eri-
tyisesti on huomattava nopea suppeneminen vaikeimmassa tehtévéssd, kun H/L = 0, 01.

Toisessa lampojannitysongelmassa tarkastellaan soft-kalanterin kokillitelaa. Mallin da-
ta on saatu Pentti Varpasuolta (Fortum Nuclear Services Ltd.). Mallin elementtiverk-
ko koostuu 69768 trilineaarisesta kahdeksansolmuisesta elementistéd. Tuntemattomia on
230423. Mutta rakenteen hoikkuuden vuoksi jaykkyysmatriisin RMS-nauhanleveys on
vain 1552, kun yhtélét on uudelleennumeroitu téssa tapauksessa kadnteistd Cuthill-McKee
algoritmia paremman tuloksen antavalla Gibs-King algoritmilla. Mallissa on seitsemén eri
materiaalia, joiden kimmokertoimet vaihtelevat vililla 110-186 GPa ja ldmpopitenemis-
kertoimet valilla 9,3 -10765-1,08 - 1075.

Probleema on varsin haastava pohjustetuille iteraatioille; katso taulukko 7 ja vertaa
taulukkoon 4. Tamé johtuu elementtien suuresta sivusuhdepoikkeamasta; elementit ovat
hyvin ohuita sivusuhdepoikkeaman ollessa pahimmillaan luokkaa 3 - 107 ja parhaim-
millaankin luokkaa 6 - 10~2. Kaporinin stabiloitu RIC2S pohjustin on téissi esimerkissi
huomattavasti tehokkaampi kuin Ajizin ja Jenningsin RIC1 pohjustin. Tosin sekin haviaa
ratkaisuajassa suoralle ratkaisijalle. Tiheimmén pohjustimen muodostamisaika on suoran
ratkaisijan hajotelman tekoajan luokkaa.
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Taulukko 6. Kolmen materiaalin kappaleen lampdéjannitysongelman ratkaisuaikoja kolmea eri pohjustinta
kiyttiden, kun n = 206757 (40 x 40 x 40 -verkko).

H/L pohjustin P 12 pohj. tih. it p-aika i-aika p+i
1,0 RIC1  5-107° 1,0 477 9,6 127,7 1373
RIC1 1073 2,2 287 13,9 1214 1353
RIC2S 5-107% 1074 1,1 193 30,0 79,3 109,3
RIC2S 1072  107° 2,8 102 3078 61,4 3692
SAINV 1072 1,1 443 55,9 180,5 2364
0,1 RIC1 1073 1,1 866 4,1 3188 3229
RIC2S 5-1073 107° 0,5 388 16,9 92,5 1094
RIC2S 1073 107° 1,0 166 22,1 61,5 83,6
RIC2S 107 1077 3,3 88 5774 58,6  630,0
SAINV 1072 1,6 847 106,1  455,7 561,8
0,01 RIC1 10-6 3,6 1377 22,8 1261,1 12839
RIC1 10~8 9,0 182 1125  341,8 4543
RIC2S 107° 1077 1,7 812 47,2 4250 472,2
RIC2S 107 1078 3,2 80 66,6 52,9  119,5

Taulukko 7. Soft-kalanterin kokillitelan ldmp6jannitysongelman ratkaisuaikoja kahta eri pohjustinta
kéyttden, kun n = 230423 (69768 trilineaarisesta kahdeksansolmuisesta elementtis).

pohjustin P 1o pohj. tih. it p-aika  i-aika p+i
RIC1 1074 3,3 2005 25,9 2360,4 2386,3
RIC1 107° 8,1 824 95,7 1851,1 1946,8
RIC1 1076 15,6 297  305,1 660,2  965,3
RIC2S 1073 107 1,1 1864 594  779.6  839,0
RIC2S 2-107% 107 2,7 435 167,5 3082 4757
RIC2S 107* 107 3,9 229 273,1 2175  490,6
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Kuva 5. Soft-kalanterin kokillitelan lampdjénnitysongelman (a) geometria ja (b) iteraatioiden suppene-
minen, kun n = 230423 (69768 trilineaarisesta kahdeksansolmuisesta elementtii).

Elderin tehtiva

Elderin tehtéva on kaksiulotteinen vertailutesti, jossa simuloidaan nesteen lampolaajene-
misesta tai konsentraatioeroista aiheutuvan tiheysvaihtelun seurauksena syntyvaa virtaus-
ilmiota. Tarkastellaan kuvassa 6 esitetyssd suorakaiteenmuotoisessa veden kylldstaman
huokoisen maan tayttadmaéssa alueessa tapahtuvaa suolapitoisen veden virtauksen Elderin
tehtévid [60]. Tehtdvin lahteessd [34] esitetty matemaattinen malli koostuu huokosveden
ja suolapitoisuuden jatkuvuusyhtaloista

n (Hf% + Ccaa—(;) +n (kegradp + (. grad C) - J¢ + div J¢ = 0, (64)
na—f +gradC - J¢+ (kegradp + (. grad C) - J . +divJ . = 0, (65)
sekéd Darcyn ja Fickin yhtéloista
Ji= 2 radp — (1= C)p + C) g (66)
J.=—nD a1 gradC' — aoC(1 = C)(pc — pw) 9], (67)

missd p on huokosveden paine, C' huokosveden molaarinen suolapitoisuus, J; huokosve-
den Darcyn nopeus, J. suolaisuuden diffuusionopeus, 1 huokoisuus, x¢(p) huokosveden
kokoonpuristuvuus, (.(C) huokosveden tiheyden suolaisuuskerroin, k huokoisen aineen
lapéisevyys eli permeabiliteetti, ;(C') huokosveden viskositeetti, py(p, C) ja pe(p, C') puh-
taan veden ja liuenneiden suolojen ominaistiheydet, g putoamiskiihtyvyys, D diffuusio-
dispersiokerroin ja a;(p,C) ja ap materiaalikertoimia. Tehtdvén parametrit on esitetty
taulukossa 8 ja lahteessé [34].

Tehtévan oleelliset reunaehdot on esittey kuvassa 6 ja taulukossa 8; muutoin reunat
ovat ldpédiseméttomia. Alkuhetkelld huokosvesi on suolaton ja hydrostaattisessa tilassa:
C=0jap=po+ pwg(H — y). Liséksi tehtdva on isoterminen.

Symmetriaa hyodyntden ratkaisualueeksi valittiin tarkastelualueen vasen puolikas eli
(z,y) € (0,L/2) x (0, H), ja se diskretoitiin 343044 lineaarisella kolmioelementtilld, jol-
loin vapausasteiden lukumééaréksi saatiin n = 343643. Epélineaarinen tehtéava ratkaistiin
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a =150 m b =300 m c=150m

p(O7H):p0 C<a§x§a+buH>:Cl p(LvH):po

H =150 m

CO<z<L0)=0

L =600 m

Kuva 6. Elderin tehtédvan ratkaisualue ja oleelliset reunaehdot; muutoin reunat ovat lapéiseméattomis.

Taulukko 8. Elderin tehtdvin parametrejé.

huokoisuus 7, [-] 0,1
lipiisevyys k, [m?] 4,8 10713
dispersiokerroin D, [m?/s] 3,6-1076
molaarinen suolapitoisuus Ci,, [-] 0,27*
painereunaehto pg, [Pa] 101325
isoterminen lampétila 7', [°C| 10

* vastaa suolaisen veden tiheyttd 1200 kg/ m?®

kayttden Newtonin-Raphsonin menetelméé ja tdysin implisiittistd yhden askeleen Eulerin
menetelmid integroimalla 4 vuoden tarkastelujakso 80 aika-askeleella ja askeleen pituudel-
la 0,05 vuotta. Linearisoitu systeemi ratkaistiin ILUT (%, 60)-pohjustetulla Bi-CGSTAB
-menetelmélld erilaisilla hylkdysparametrien ¢ arvoilla. Pohjustin péivitettiin jokaisella
iteraatiolla.

Kuvassa 7 on esitetty huokosveden suolapitoisuuden kehittyminen vuoden vélein. Tar-
kastelun alkuhetkelld olleen puhtaan huokosveden suolapitoisuus kasvaa véahitellen alueen
yldreunan rajatulta pituudelta b olevasta ldhteestd kdynnistden huokosveden tiheyseroista
atheutuvan virtauksen ja sen mukana tapahtuvan suolojen kulkeutumisen.

Laskentojen iteraatioiden tuloksia on esitetty taulukossa 9. Tulosten perusteella ratkai-
suaika nayttaisi saavuttavan optimin, kun pohjustimen keskiméérdinen tiheys on hieman
yli 3, ja ettd tehtdvan luonteesta johtuen yksittdisen linearisoidun tehtévén ratkaisun ite-
raatioiden madra kasvaa selvésti, kun pohjustimen tiheys on pienempi kuin 2. Vertailun
vuoksi yhden tehtdvdn suoran ratkaisijan [20] vaatima ratkaisuaika on noin 1800 s eli
satakertainen iteratiiviseen ratkaisijaan ndhden.
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Kuva 7. Elderin tehtédvin huokosveden suhteellinen suolapitoisuus pitoisuuden Cj, suhteen méérittyni
ajanhetkilla ¢ = 1 vuosi, t = 2 vuotta, ¢t = 3 vuotta ja ¢ = 4 vuotta. Symmetrian vuoksi vain puolet

ratkaisusta on esitetty.

Taulukko 9. Elderin tehtidvian ILUT (¢, 60)-pohjustetun Bi-CGSTAB -menetelmén ratkaisuaikoja erilai-
silla hylkdysparametreilla, kun n = 343643 (343044 lineaarista kolmioelementtid) ja aika-askelten lu-
kuméird 80. Taulukossa on esitetty linearisoitujen tehtéivien ratkaisujen iteraatioiden keskiarvo (ka. it),
yksittiisen tehtéviin iteraatioiden maksimi méérd (maks. it), kaikkien iteraatioiden miéérd yhteensé (yht.
it), yksittdisen tehtdvin pohjustimen keskiméiriinen muodostamisaika (ka. p-aika) ja kiihdytiniteraation
keskiméérdinen laskenta-aika (ka. i-aika) sekd koko tehtévin kokonaisratkaisuaika (p+i).

P pohj. tih. ka. it maks. it yht. it ka. p-aika ka. i-aika p-+i
1-1072 1,2 38 359 49608 0,7 18,6 28727
5-1073 1,5 36 259 37209 0,9 22,0 23895
1-1073 2,6 20 121 20367 2,0 19,2 21420
51074 3,3 18 61 15529 2,7 14,9 15706
1-1074 5,4 9 32 8617 6,5 12,9 18424
5-107° 6,3 7 26 7247 9,0 10,1 20034
1-107° 7.3 8 24 6427 12,3 12,9 20642
1-1076 8,1 11 24 6171 16,7 18,8 20081
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Taulukko 10. Iteratiiviset lineaarisen systeemin ratkaisijat kaupallisissa ohjelmissa.

ohjelma iter. men. pohjustin soveltuvuus
ABAQUS V6.8 FETI SPD ?
ANSYS R11.0 AML symm., indef.
CG Jacobi, IC, ? SPD
QMR ? symm., indef.
FINNSAP CG Jacobi, SSOR SPD
IC ja EBE tyyppinen IC SPD
LUSAS CG IC SPD
MSC.NASTRAN CG Jacobi, 1C SPD
Bi-CG, CR  Jacobi epasym.
NISA CG IC SPD
ROBOT CG IC, AML SPD

AML = Algebraic Multi Level
CR = Conjugate Residual [50, luku 6.8]

Iteratiiviset ratkaisijat kaupallisissa rakenneanalyysiohjelmistoissa

[teratiiviset lineaarisen systeemin ratkaisumenetelmét 16ytyvat nykyédéan miltei kaikkien
rakenneanalyysiohjelmien valikoimasta. Taulukossa 10 on esitetty muutamassa yleisessé
rakenneanalyysiohjelmassa olevia iteratiivisia ratkaisumenenetelmia. Osa tiedoista perus-
tuu vain ohjelmien manuaaleihin, joissa saattaa olla vihén teknisté tietoa kéytetyisté algo-
ritmeista ja terminologia voi olla harhaanjohtavaa. Yleisin pohjustintyyppi néyttéisi ole-
van epatdydellinen Cholesky (IC). Useimmissa ohjelmissa iteratiivisen ratkaisijan kdytto
on rajoittunut symmetrisiin positiivisesti definiitteihin tapauksiin. Nastran-ohjelmassa on
mahdollisuus liittd4 mukaan kédyttdjan oma ratkaisija.

Lopuksi

Artikkelissa on esitetty katsaus elementtimenetelméssid syntyvéan lineaarisen yhtilosys-
teemin iteratiivisiin ratkaisumenetelmiin. Eritysesti on keskitytty elementtimenetelmén
h-versioon, jossa muodostuva lineaarinen yhtélosysteemi on harva. Yleisimméat Krylovin
aliavaruusiteraatiot ja tavanomaisimmat yleiskdyttoiset pohjustinstrategiat on esitelty.
[teratiivisen ratkaisun térkein osa on hyvin pohjustimen muodostaminen. Pohjustimen
muodostamisessa tarvittavien kontrolliparametrien valinta vaatii kokemusta, silld niihin
vaikuttavat ongelman parametrit ja elementtien geometria.

[teratiivisia menetelmié voidaan menestyksellisesti kiayttad myos p-elementtimenetel-
méssd sekd reunaelementtimenetelmésséi, jossa syntyvd yhtéalosysteemi on taysi ja epa-
symmetrinen. Talloin matriisi-vektorikertolaskun suorittaminen tapahtuu yleensd nopeaa
multipoolimenetelméé tai nopeaa Fourier muunnosta kidyttéen.
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