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Elementtimenetelmän adaptiivinen verkontihennys
laattarakenteiden analysoinnissa

Jarkko Niiranen ja Mari Vuorinen

Tiivistelmä. Tässä artikkelissa selvitetään Abaqus-ohjelmiston automaattisten adaptiivisten
verkontihennysmenetelmien toimintaperiaatteita sekä tutkitaan niiden toimintaa ohuilla laatta-
rakenteilla. Tutkimus painottuu adaptiivisesti tihennetyn ja tasaisesti tihennetyn verkon anta-
mien tulosten vertailuun. Vertailun kohteena on erityisesti ratkaisun tarkkuus suhteessa element-
tien vapausasteiden lukumäärään. Vertailusuureina käytetään laatan muodonmuutosenergiaa,
maksimitaipumaa sekä von Mises -maksimijännitystä. Tutkimustapauksia on kahdeksan ja ne
pitävät sisällään erilaisia geometrioita, reunaehtoja, kuormituksia, paksuuksia sekä jäykkyyksiä
ja siten myös hyvin eri tavoin muuttuvia jännityksiä. Testien perusteella adaptiivisen verkonti-
hennyksen tarjoama hyöty riippuu edellä luetelluista tekijöistä sekä valitusta vertailusuureesta,
ja myös valitusta virheindikaattorista ja tihennysmenetelmästä.
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Johdanto

Rakennesuunnittelussa elementtimenetelmän (finite element method, FEM ) käyttö al-
koi 1950-luvulla lentokoneteollisuudessa [7][luku 1]. Elementtimenetelmän matemaatti-
nen tutkimus alkoi varsinaisesti 1960-luvulla, jolloin menetelmä myös sai nykyisen ni-
mensä [17][luku 1]. Tietokoneiden, mallinnus- ja laskentaohjelmistojen sekä ylipäänsä nu-
meerisen mallinnuksen kehityksen myötä elementtimenetelmästä on tullut differentiaa-
liyhtälöiden ratkaisemisen sekä tietokoneavusteisen insinöörisuunnittelun (computer aided
engineering, CAE ) yleisimpiä työkaluja [7, 22, 17, 8, 9, 27, 26, 14].

Yksinkertaistetusti elementtimenetelmän perusideana on ratkaista matemaattinen on-
gelma pilkkomalla ratkaisualue osiin. Numeerisena menetelmänä elementtimenetelmä an-
taa likiarvoratkaisun matemaattiselle mallille, joka kuvaa idealisoitua, matemaattis-fy-
sikaalisesti mallinnettua todellisuutta. Jopa hyvin pitkälle yksinkertaistettuihin mate-
maattisiin malleihin perustuvien tehtävien ratkaiseminen onnistuukin useimmiten vain
numeerisesti ja likimääräisesti, mikä puolestaan johtaa lähes aina diskretointivirheeseen
eli poikkeamaan yksinkertaistetun mallin tarkasta ratkaisusta [8][luku 1],[11]. Todellis-
ten rakenteiden suunnittelussa on aina mukana poikkeamia todellisuudesta suunnittelu-
ja analysointiprosessin kaikissa vaiheissa: idealisointi- ja mallinnusvaiheen yksinkertais-
tukset voivat yhdessä diskretointivirheen kanssa johtaa suuriin kokonaisvirheisiin, jotka
saattavat olla rakenteen kantokyvyn ja kestävyyden kannalta hyvinkin kriittisiä [7][s. 5].
Tästä syystä eri vaiheiden yksinkertaistusten vaikutuksia on kyettävä analysoimaan ja
niiden suuruutta on kyettävä kontrolloimaan. Virheanalyysistä onkin tullut myös mer-
kittävä osa rakenneanalyysiä [7, 16, 24].
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Virhekomponenteista diskretointivirheen analysointi on kenties virheanalyysin helpoi-
ten kontrolloitavin osuus ja sitä on myös tutkittu paljon [7, 13, 12, 6, 8, 9, 27, 26].
Elementtimenetelmässä diskretointivirhettä voidaan tunnetusti pienentää lisäämällä va-
pausasteiden lukumäärää, joko tihentämällä verkkoa tai korottamalla elementtien astet-
ta. Näin ratkaisu tarkentuu, mutta samalla laskentatehtävä muuttuu raskaammaksi. In-
sinöörisuunnittelussa ei yleensä pyritäkään mahdollisimman tarkkaan ratkaisuun vaan
parhaaseen kompromissiin ratkaisun laadun sekä laskenta-ajan ja muiden resurssien välillä
[11]. Rajallisten resurssien vuoksi onkin järkevää kohdentaa erityisesti elementtiverkon ti-
hennys ainoastaan niihin osa-alueisiin, joissa laskennan tavoitteiden kannalta oleelliset
suureet ovat merkittävässä osassa tai muuttuvat nopeasti [16, 22]. Laskentasuureiden ja
tehtävän ratkaisun käyttäytymiseen mukautuvia adaptiivisiksi kutsuttuja elementtime-
netelmiä on tutkittu ja kehitetty jo 70-luvun lopulta lähtien [6][luku 1],[25],[5][luku 1], ja
automaattisia adaptiivisia menetelmiä esiintyy jo kaupallisissakin ohjelmistoissa.

Yksi laaja-alaisimmista ja yleisimmin käytetyistä ohjelmistoista on 3D-mallinnus- ja
FEM-laskentaohjelmisto Abaqus. Tämän työn päätarkoituksena on perehtyä Abaqus-
ohjelmiston adaptiivisiin verkontihennysmenetelmiin: Tutkimuksen painopiste on esimerk-
kitapausten analysoinnissa, joten laattateorian ja adaptiivisten menetelmien osuus on py-
ritty rajaamaan laskennan kannalta oleellisiin näkökohtiin. Testitapaukset on valittu vas-
taamaan sekä aikaisempia tutkimuksia [10, 18, 21] että yksinkertaisia osatehtäviä, joita
esiintyy käytännön suunnittelussa. Ennen tutkimustulosten esittelyä kolmessa seuraavas-
sa luvussa kerrataan lyhyesti laattamallien, elementtimenetelmän ja adaptiivisen verkon-
tihennyksen perusperiaatteita sekä esitellään näihin liittyviä Abaqus-ohjelmiston peruso-
minaisuuksia.

Tämä artikkeli perustuu osittain Mari Vuorisen kandidaatintyöhön Adaptiiviset ver-
kontihennysmenetelmät lujuuslaskentaohjelmistossa (2008, TKK).

Laattamallien perusyhtälöt

Siirtymäsuureet ja muodonmuutokset

Tarkastellaan kolmidimensioista laattarakennetta

P = Ω× (− t

2
,
t

2
), (1)

joka on sijoitettu karteesiseen koordinaatistoon siten, että x- ja y-akselit sijaitsevat laatan
keskipinnalla Ω ⊂ R2 ja z-akseli osoittaa taipuman w positiiviseen suuntaan. Laattaa
kuormittaa jakaantunut, keskipintaa vastaan kohtisuora, z-akselin suuntainen kuorma f
ja laatan paksuus on t, joka oletetaan suuruudeltaan selvästi pienemmäksi kuin laatan
muut dimensiot.

Olkoon laatan siirtymäkenttä u = (ux, uy, uz), missä indeksit x, y, z viittaavat kartee-
sisiin koordinaatteihin ja ui = ui(x, y, z), i = x, y, z. Yleisimmin käytetyt, klassiset laatta-
mallit noudattavat Kirchhoffin–Loven tai Reissnerin–Mindlinin laattateoriaa [8][luku 14],
[19][luku 2]. Geometrisesti lineaarisessa Reissner–Mindlin-laattateoriassa siirtymäkenttä
voidaan esittää muodossa

ux = −zβx(x, y), uy = −zβy(x, y), uz = w(x, y), (2)

missä kiertymävektorin β = (βx, βy) komponentit βx ja βy merkitsevät kiertymiä y- ja
x-akselin ympäri, suunnistuksen seuratessa taipuman muutosta. Kirchhoff–Love-laatta-
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teoriassa taipuma ja kiertymä on kytketty toisiinsa yhtälöllä

∇w − β = 0, (3)

mistä seuraa siirtymäkomponenteille lausekkeet

ux = −z
∂w(x, y)

∂x
, uy = −z

∂w(x, y)

∂y
, uz = w(x, y). (4)

Siirtymien avulla saadaan lineaarisen elastisuusteorian mukaiset muodonmuutokset

εx =
∂ux

∂x
, εy =

∂uy

∂y
, εz =

∂uz

∂z
,

γxy =
∂ux

∂y
+

∂uy

∂x
, γyz =

∂uy

∂z
+

∂uz

∂y
, γxz =

∂ux

∂z
+

∂uz

∂x
, (5)

joita koskien on huomautettava, että Kirchhoff–Love-mallin poikittaisille leikkausmuo-
donmuutoksille pätee γxz = 0 = γyz.

Jännitysresultantit, tasapainoyhtälöt ja reunaehdot

Laatan tasapainoyhtälöitä varten seuraavaksi määritellään laatan jännitysresultantit, eli
taivutusmomentit Mx ja My, vääntömomentti Mxy sekä leikkausvoimat Qx ja Qx:

Mx =

∫ t/2

−t/2

z σx dz, My =

∫ t/2

−t/2

z σy dz, Mxy =

∫ t/2

−t/2

z τxy dz, (6)

Qx =

∫ t/2

−t/2

τxz dz, Qy =

∫ t/2

−t/2

τyz dz, (7)

missä jännitys oletetaan symmetriseksi, σij = σji, i, j = x, y, z. Virtuaalisen työn periaat-
teen avulla laatan tasapainoyhtälöt voidaan esittää Reissner–Mindlin-mallille muodossa

∂Qx

∂x
+

∂Qy

∂y
+ f = 0,

∂Mx

∂x
+

∂Mxy

∂y
−Qx = 0,

∂My

∂y
+

∂Mxy

∂x
−Qy = 0. (8)

Kirchhoff–Love-laattamallin tapauksessa yhtälöt pelkistyvät muotoon

∂2Mx

∂x2
+

∂2Mxy

∂x∂y
+

∂2My

∂y2
+ f = 0. (9)

Reissnerin–Mindlinin laattamallin reunaehdoiksi [20] saadaan kova jäykkä tuenta (hard
clamped),

w(s) = 0, βn(s) = 0, βs(s) = 0, (10)

pehmeä jäykkä tuenta (soft clamped),

w(s) = 0, βn(s) = 0, Ms(s) = 0, (11)

kova vapaa tuenta (hard simply supported),

w(s) = 0, βs(s) = 0, Mn(s) = 0, (12)

151



pehmeä vapaa tuenta (soft simply supported),

w(s) = 0, Mn(s) = 0, Ms(s) = 0, (13)

sekä vapaa reuna (free)

Qn(s) = 0, Mn(s) = 0, Ms(s) = 0; (14)

Kirchhoffin–Loven laattamallin reunaehdot [20] ovat puolestaan jäykkä tuenta (clamped),

w(s) = 0,
∂w(s)

∂n(s)
= 0, (15)

vapaa tuenta (simply supported),

w(s) = 0, Mn(s) = 0, (16)

sekä vapaa reuna,

Mn(s) = 0,
∂Ms(s)

∂s
−Qn(s) = 0. (17)

Lisäksi Kirchhoff–Love-mallissa vapaalla reunalla olevissa nurkkapisteissä c pätee ehto
Ms1(sc) = Ms2(sc), missä indeksit 1 ja 2 viittaavat siihen, että normaalivektorien suunnat
poikkevat toisistaan lähestyttäessä nurkkapistettä sen eri puolilta. Reunaehtolausekkeissa
w(s) tarkoittaa laatan keskipinnan taipumaa reunaviivan koordinaattiarvolla s, βn tar-
koittaa laatan keskipinnan normaalin kiertymää reunan tangentin ympäri, βs puolestaan
tarkoittaa kiertymää reunan normaalin ympäri. Vastaavasti Mn tarkoittaa momenttia
reunaviivan tangentin ympäri ja Ms momenttia reunan normaalin ympäri. Reunaehtojen
osalta on hyvä huomata, että Kirchhoffin–Loven laattamalli ei erottele pehmeää ja kovaa
vaihtoehtoa jäykässä tuennassa eikä myöskään vapaassa tuennassa.

Lineaarisesti elastisen laatan jännitykset

Tässä yhteydessä laatan materiaali oletetaan homogeeniseksi ja isotrooppiseksi; jännitysten
ja muodonmuutosten oletetaan kytkeytyvän toisiinsa noudattaen Hooken lakia:

σx =
E

1− ν2
(εx + νεy), σy =

E

1− ν2
(εy + νεx),

τxy = Gγxy, τyz = Gγyz, τxz = Gγxz, (18)

missä E on materiaalin kimmokerroin, ν on Poissonin vakio ja materiaalin liukumoduuli
on

G =
E

2(1 + ν)
. (19)

On vielä huomattava, että jännitystilaksi on oletettu tasojännitystila, jolloin σz = 0.
Näillä oletuksilla Kirchhoff–Love-laatan jännitysresultantit voidaan lausua taipuman avul-
la muodossa

Qx = −D(
∂3w

∂x3
+

∂3w

∂x∂y2
), Qy = −D(

∂3w

∂y3
+

∂3w

∂y∂x2
), (20)

Mx = −D(
∂2w

∂x2
+ ν

∂2w

∂y2
), My = −D(

∂2w

∂y2
+ ν

∂2w

∂x2
), Mxy = −D(1− ν)

∂2w

∂x∂y
, (21)
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missä taivutusjäykkyydelle on käytetty merkintää

D =
Et3

12(1− ν2)
. (22)

Reissner–Mindlin-laatan jännitysresultanteiksi saadaan taipuman ja kiertymien avulla
lausuttuna

Qx = Gt(
∂w

∂x
− βx), Qy = Gt(

∂w

∂y
− βy), (23)

Mx = −D(
∂βx

∂x
+ ν

∂βy

∂y
), My = −D(

∂βy

∂y
+ ν

∂βx

∂x
), Mxy = −Gt3

12
(
∂βx

∂y
+

∂βy

∂x
). (24)

Tässä yhteydessä ei perehdytä tarkemmin mallien muihin ominaispiirteisiin, eroihin eikä
pätevyyteen suhteessa kolmidimensioiseen elastisuusteoriaan [8][luku 17.3], [20].

Esimerkkitapauksissa tullaan tarkastelemaan von Mises -jännitystä, joka kuvaa raken-
teen muodon vääristymistä ja on riippumaton käytetystä koordinaatistosta [15][s. 117].
Kolmidimensioisen jännityskentän von Mises -jännitys määritellään yhtälöllä

σm = {1

2
[(σx − σy)

2 + (σy − σz)
2 + (σx − σz)

2 + 6(τ 2
xy + τ 2

yz + τ 2
xz)]}1/2, (25)

joka laattojen tapauksessa hieman yksinkertaistuu oletuksen σz = 0 seurauksena. Lisäksi
isotrooppisen, lineaarisesti kimmoisen Kirchhoff–Love-laatan tapauksessa yhtälöiden (4),
(5) ja (18) perusteella τyz = 0 = τxz.

Elementtimenetelmän virhearviot ja adaptiiviset menetelmät

Elementtimenetelmän tarkkuus ja virhearviot

Koska elementtimenetelmässä jatkuva systeemi korvataan äärellisellä määrällä vapausas-
teita, syntyy diskretointivirhe [7][luku 3], [27][luku 13]

eh = ‖u− uh‖, (26)

missä u on jatkuvan systeemin ratkaisu ja uh on diskreetin systeemin ratkaisu sekä ‖ · ‖
tarkoittaa valittua matemaattista normia, jolla virhettä mitataan. Tyypillisesti virhear-
viot mitataan energianormissa, joka rakenneanalyysissä vastaa rakenteen muodonmuu-
tosenergiaa [18]. Virhe voidaan määrittää sekä yhdelle elementille että koko ratkaisua-
lueelle tai jollekin osa-alueelle. Elementtimenetelmän diskretointivirhettä voidaan tun-
netusti pienentää joko korottamalla elementtien astetta tai tihentämällä elementtijakoa.
Ensimmäistä lähestymistapaa kutsutaan p-menetelmäksi ja jälkimmäistä h-menetelmäksi
[7, 8]. Molemmissa menetelmissä vapausasteiden eli laskentasolmujen lukumäärä lisääntyy.
Nämä menetelmät voidaan myös yhdistää hp-menetelmäksi [8, 7, 23].

Elementtimenetelmän diskretointivirhettä voidaan arvioida etukäteen sen tiedon avul-
la, joka ratkaistavasta tehtävästä ja käytetystä menetelmästä tiedetään etukäteen, jolloin
puhutaan a priori -virhearviosta [7][luku 4]. Se antaa teoreettista tietoa ratkaisun tark-
kuudesta ja menetelmän soveltuvuudesta [20]. A posteriori -virhearviot puolestaan pe-
rustuvat virheindikaattoreihin, jotka muodostetaan vasta tehtävän ratkaisemisen jälkeen,
pelkästään elementtiratkaisun ja tehtävän lähtötietojen avulla. Näin siis virheindikaatto-
reiden avulla ratkaisuapproksimaatio kertoo itse omasta tarkkuudestaan. A posteriori -
virhearviot ovat tärkeitä välineitä tulosten luotettavuuden arvioinnissa [7][luku 5], [24, 16].
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A priori -virhearviot ovat yleensä kvalitatiivisia ja globaaleja; a posteriori -virhearviot an-
tavat myös kvantitatiivista ja lokaalia tietoa [20]. Suure, johon a posteriori -virhearvio
perustuu, voi olla periaatteessa mikä tahansa, mutta suure tulee valita laskentaongelman
mukaan ja sen tulee olla mitattavissa sekä kustannustehokkaasti laskettavissa [7, 16].

A posteriori -virheindikaattorin tarkkuutta ja tehokkuutta mitataan tehokkuusindek-
sillä (effectivity index ) [6][luku 1], [27][luku 13.6]

ι =
ẽh

eh

, (27)

jossa ẽh on virheindikaattorien avulla saatu virhe-estimaattori, todellisen virheen eh app-
roksimaatio. Yleensä pyritään todellista virhettä suurempaan arvioon, jolloin siis ι ≥
1. Erityisesti tehokkuusindeksin tulisi riippua mahdollisimman vähän elementtiverkon
tiheydestä, ainakin sen tulisi pysyä rajoitettuna elementtiverkon tiheyttä muutettaessa.

Superconvergent Patch Recovery -virheindikaattorit

A posteriori -virheindikaattorit mahdollistavat ratkaisun tarkentamisen alueissa, joissa
laskentasuureissa on suuria vaihteluja ja virhe näinollen suuri. Adaptiivisesti elementti-
verkkoa tihentämällä ja harventamalla (h-menetelmä) tai elementtiastetta nostamalla ja
laskemalla (p-menetelmä) verkon tiheys tai elementtien asteluku mukautetaan approksi-
moitavaan ratkaisuun. Adaptiivisen laskennan tarkoituksena on saavuttaa tietty tarkkuus
mahdollisimman pienellä määrällä vapausasteita ja siten vähäisillä laskentakustannuksilla
[11, 16].

Adaptiivisessa verkontihennyksessä lasketaan ensin melko harvalle verkolle element-
tiapproksimaatio ja sitä vastaavat virheindikaattorit ja -estimaattorit. Tämän jälkeen vir-
heindikaattorien ja tihennysstrategian perusteella verkkoa tihennetään muodostamalla ko-
konaan uusi elementtiverkko tai tihentämällä vanhaa verkkoa. Uudella verkolla lasketaan
taas uusi elementtiapproksimaatio ja vastaavat virheindikaattorit. Verkontihennystä jat-
ketaan kunnes haluttu tarkkuus on saavutettu.

Abaqus-ohjelmistossa [1][luku 12.3.2] sovelletaan Zienkiewiczin ja Zhun kehittämää hy-
vin yleisesti käytettyä virheindikaattorityyppiä, jota nimitetään Superconvergent Patch
Recovery (SPR) -menetelmäksi [28, 29, 30, 18, 6], [27][luku 13.4]. SPR-menetelmässä
virheindikaattorit muodostetaan yleensä jännityssuureiden avulla. Virhearviota varten
jännityskentän approksimaatiolle rh, joka vastaa alkuperäistä elementtiratkaisua uh, hae-
taan parannettu (recovered) approksimaatio r∗h alkuperäisen jännitysapproksimaation rh

erikoistarkkojen (superconvergent) pistearvojen ja SPR-jälkikäsittelymenetelmän avulla.
Tarkastellaan esimerkkinä jännitysapproksimaation rh yhtä komponenttia rh, jon-

ka voidaan tässä yhteydessä olettaa merkitsevän myös jotakin siitä johdettua voima-
suuretta, esimerkiksi momenttikomponentin Mx elementtiapproksimaatiota. Parannetun
jännitysapproksimaation r∗h vastaavaa komponenttia r∗h etsitään muodossa

r∗h(x, y) =
∑

i

Ni(x, y)r∗i , (28)

missä muotofunktiot Ni ovat siirtymäapproksimaatiolle uh käytettyjä muotofunktioita ja
solmuarvot r∗i ovat tuntemattomia. Tuntemattomat solmuarvot määritetään muodosta-
malla kuhunkin solmuun i liittyvien elementtien muodostamassa elementtitilkussa (ele-
ment patch) vastaava jännityskomponentin parannettu tilkkuapproksimaatio

r∗p(x, y) =
∑

j

Pj(x, y)aj, (29)

154



missä polynomifunktiot Pj muodostavat muotofunktioiden Ni astetta vastaavan (täydel-
lisen) polynomikannan seuraavan esimerkin mukaisesti: kaksidimensioisessa tapauksessa
lineaariselle kolmioelementille saadaan polynomit P1(x, y) = 1, P2(x, y) = x̄, P3(x, y) = ȳ,
kun käytetään merkintöjä x̄ = x − xi, ȳ = y − yi. Tuntemattomat kertoimet aj ratkais-
taan sovittamalla approksimaatiot rh ja r∗p pienimmän neliön mielessä elementtitilkun
erikoistarkoissa pisteissä (xk, yk), mikä vastaa lausekkeen∑

k

(
rh(xk, yk)− r∗p(xk, yk)

)2
=

∑
k

(
rh(xk, yk)−

∑
j

Pj(xk, yk)aj

)2
(30)

minimointia tuntemattomien aj suhteen. Tyypillisesti erikoistarkat pisteet ovat tilkun
elementtien Gaussin pisteitä, joissa jännitykset saavat tarkimmat arvonsa. Lopuksi pa-
rannetun jännitysapproksimaation solmuarvot r∗i saadaan keskiarvona kuhunkin solmuun
liittyvien tilkkuapproksimaatioiden antamista solmuarvoista.

Todellista virhettä eh approksimoidaan parannettua jännityskenttää vastaavalla vir-
heellä e∗h [29, 30], [27][luku 13.6]:

eh = ||u− uh|| ≈ ||u∗
h − uh|| = e∗h, (31)

missä u∗
h viittaa parannetun jännityskentän r∗h mukaiseen ratkaisuun, vaikka itse siir-

tymäkentälle ei (alkuperäisessä) SPR-menetelmässä eksplisiittisesti muodostetakaan pa-
rannettua approksimaatiota. Yhtälössä (31) oikean puolen virhearvio lähestyy vasemman
puolen todellista virhettä elementtiapproksimaation tarkkuuden kasvaessa eli verkkoa ti-
hennettäessä.

Adaptiivinen verkontihennys

SPR-menetelmän virheindikaattoreiden laskennan jälkeen adaptiivinen verkontihennys
kulkee yleensä pääpiirteittäin seuraavasti [18]: Suhteellisen virheen η approksimaatio η∗

saadaan yhtälöstä

η =
eh

‖u‖
≈ e∗h
‖u∗

h‖
= η∗, (32)

missä ‖u‖ on ratkaisun energianormi ja ‖u∗
h‖ parannettujen jännitysarvojen avulla saatu

energianormin arvio (estimated energy norm), sekä eh on todellisen virheen energianormi
(error norm) ja e∗h on parannettujen jännitysarvojen avulla saatu virheen energianormin
arvio (estimated error norm). Adaptiivisen verkontihennyksen tavoitteena on saavuttaa
ratkaisu, jossa suhteellinen virhe saavuttaa enintään määrätyn arvon η̃, siis η ≈ η∗ ≤ η̃.
Tästä saadaan paikallinen luvallinen virhenormi (local allowable total error norm)

ea = η̃
‖u∗

h‖√
Ne

, (33)

missä arvioitu elementtilukumäärä Ne saadaan nykyisen elementtilukumäärän Nc avulla:

Ne = Nc(
η∗

η̃
)2/p. (34)

Tässä p on käytettävän elementin antama virheen suppenemisnopeus energianormissa,
eh = O(hp), joka voidaan määrittää numeerisesti tai a priori -virheanalyysin avulla. Ele-
menttikohtaiseksi tihennyskertoimeksi elementille i saadaan

ζi =
e∗h
ea

, (35)
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jonka avulla elementin vanhasta koosta ho
i lasketaan uusi koko

hn
i =

ho
i

(η∗i )
1

1+µ

, (36)

missä vakio µ ilmaisee tihennyksen nopeuden: µ = p, tai jos ratkaisun singulaarisuuden
aste λ on tiedossa, µ = λ [18].

Laattaelementit ja adaptiivisuus Abaqus-ohjelmistossa

Laattaelementit Abaqus-ohjelmistossa

Abaqus-ohjelmistossa ei ole erikseen laattaelementtejä vaan laattojen laskenta suoritetaan
kuorielementeillä [2][luvut 3.1, 3.6.1], [1][luku 23.6.1]. Kuorielementit jaotellaan tavan-
omaisiin kuorielementteihin (conventional) ja kontinuumikuorielementteihin (continuum)
[1][luku 23.6.1]. Pääosa tavanomaisista kuorielementeistä on yleiskäyttöisiä (general pur-
pose), osa ohuita (thin) ja osa paksuja (thick) kuorielementtejä [1][luku 23.6.2]. Ohuet kuo-
rielementit noudattavat Kirchhoffin–Loven teoriaa ja paksut kuorielementit Reissnerin–
Mindlinin teoriaa. Yleiskäyttöisissä kuorielementeissä kuoret käsitellään Reissnerin–Mind-
linin kinemaattisten oletusten mukaisina ja paksuuden pienentyessä siirrytään Kirchhoffin–
Loven teoriaan (discrete Kirchhoff constraint) [1][luku 23.6.2], [26][luvut 11 ja 12]. Ohjel-
miston käyttöohjeen mukaan laattarakenteiden elementtityyppinä voidaan käyttää kuo-
rielementtejä, kun laatan paksuus on alle kymmenesosa laatan lyhimmän sivun mitasta
[4][luku 5] – tämän rajan ylittävät laatat suositellaan mallinnettavan kolmiulotteisilla so-
lidielementeillä. Laatoissa, joiden paksuuden suhde lyhimmän sivun mittaan on alle 1/15,
voidaan käyttöohjeen mukaan käyttää ohuita kuorielementtejä [1][luku 23.6.2].

Tässä työssä ensimmäiselle tutkimustapaukselle käytettiin kolmioelementtejä, joita
Abaqus-ohjelmassa merkitään koodeilla STRI3 ja STRI65 (ohut, tavanomainen kuoriele-
mentti). Muissa tutkimustapauksissa käytettiin elementtejä S4RS ja S3RS (yleiskäyttöinen,
tavanomainen kuorielementti). S4RS-elementissä ohuiden laattojen lukkiutumista pyritään
estämään käyttämällä ali-integrointia sekä nollaenergiamuotojen kontrollointia [2][luku
3.6.6].

Abaqus-ohjelmiston adaptiiviset menetelmät

Abaqus-ohjelmiston adaptiivinen uudelleenverkotusmenetelmä (adaptive remeshing) [1][lu-
vut 12.1, 12.3], [3][luvut 17.12, 17.20] valitaan verkontihennyssäännön (remeshing rule)
avulla [1][luku 12.3.3], [3][luvut 17.12.1, 17.20.1]. Siinä laskentamallille määritellään alue
ja kuormitustapaus, johon sääntöä käytetään, sekä virheindikaattorin tyyppi (error in-
dicator) [1][luku 12.3.2], [3][luku 17.20.2], elementtien kokoa säätelevä tihennysmenetelmä
(sizing method) [1][luku 12.3.3], [3][luku 17.20.3], ja rajoitteet (constraints) [1][luku 12.3.3],
[3][luku 17.20.4]. Verkontihennyssäännön avulla ohjelma tihentää verkkoa iteratiivisesti,
käyttäjän asettaman iteraatiokierrosten lukumäärän ja verkontihennyssäännössä määri-
tellyn tarkkuuden mukaisesti.

Virheindikaattorit

Virheindikaattorit antavat arvion virheen suuruudelle kussakin elementissä. Abaqus-ohjel-
mistossa käytetään indikaattorityyppejä, jotka perustuvat edellisessä luvussa kuvailtuun
SPR-menetelmään [28, 29, 30], [1][luku 12.3.2], [3][luku 17.20.2]. Ohjelmistossa voidaan
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valitaan, käytetäänkö elementin energiatiheyteen, von Mises -jännitykseen, ekvivalenttiin
plastiseen venymään, plastiseen venymään, virumaan, lämpövuohon, sähkökentän vuo-
hon vai sähkökentän potentiaalin gradienttiin perustuvia virheindikaattoreita. Näitä indi-
kaattoreita voidaan myös yhdistää [1][luku 12.3.2]. Tässä työssä on käytetty lineaarisesti
elastiselle laattatehtävälle sopivaa elementin energiatiheyteen perustuvaa ENDENERI-
indikaattoria sekä von Mises -jännitykseen perustuvaa MISESERI-indikaattoria.

Tihennysmenetelmät

Tihennysmenetelmälle, jolla elementtien uudet koot määritellään, ohjelmistossa on kak-
si vaihtoehtoa: niin sanottu minimi/maksimimenetelmä (minimum/maximum control)
sekä tasaisen virhejakautuman menetelmä (uniform error distribution) [1][luku 12.3.3],
[3][luku 17.20.3]. Oletusarvoisesti Abaqus käyttää tasaisen virhejakautuman menetelmää
ENDENERI-virheindikaattorin kanssa ja minimi/maksimimenetelmää MISESERI-indi-
kaattorin kanssa.

Minimi/maksimimenetelmä asettaa kaksi tavoitearvoa virheindikaattorille: toinen kont-
rolloi elementtien kokoa niillä alueilla, joilla virheindikaattorin taustalla oleva ratkaisusuu-
re saa suuria arvoja ja toinen kontrolloi niitä alueita, joilla ratkaisusuure saa pieniä arvoja.
Virhetavoitteiden vaihtelua näiden arvojen välillä voidaan säätää suuntakertoimella (bias
factor) arvojen heikko (weak) ja vahva (strong) välillä. Heikolla suuntakertoimen arvolla
elementtikoko kasvaa hyvin nopeasti siirryttäessä poispäin alueista, joissa ratkaisusuure
saa suurimmat arvonsa. Vahvalla suuntakertoimen arvolla elementtikoon muutos on hi-
tainta. Oletusarvoisesti Abaqus asettaa suuntakertoimen arvon enemmän vahvan puolel-
le. Tavoitevirheiden suuruudet käyttäjä voi asettaa itse, tai voidaan käyttää ohjelmiston
oletusasetuksia, jolloin tavoitevirhe lasketaan edellisten iteraatioiden perusteella.

Tasaisen virhejakautuman menetelmä pyrkii samansuuruiseen virheeseen koko ratkai-
sualueella. Myös tässä menetelmässä tavoiteltava virheindikaattorin arvo on käyttäjän
asetettavissa, tai voidaan käyttää ohjelmiston oletusasetuksia, jolloin tavoitevirhe laske-
taan edellisten iteraatioiden perusteella.

Rajoitteet

Verkontihennyssäännön rajoitteet koskevat elementtien kokoa ja tihennysmenetelmän agg-
ressiivisuutta [1][luku 12.3.3], [3][luku 17.20.4]. Elementtien kokoa rajoitetaan asettamal-
la niille minimi- ja maksimikoot (size constraints): Oletusarvoisesti ohjelmisto asettaa
minimiarvoksi yhden prosentin oletuselementtikoosta ja maksimiarvoksi oletuselement-
tikoon kymmenkertaisena. Tihennysmenetelmän aggressiivisuus säädetään tihennys- ja
harvennustekijöiden (refinement and coarsening rate factors/limits) avulla: tihennyste-
kijä kontrolloi verkon tiheyttä tai pienten elementtien luomista; harvennustekijä kontrol-
loi verkon harvuutta tai suurten elementtien luomista. Ohjelmiston käyttöohjeessa suo-
sitellaan käyttämään rajoituksia etenkin singulaaristen pisteiden yhteydessä, sillä adap-
tiivinen verkontihennysprosessi saattaa tihentää verkkoa liian agressiivisesti singulaarisen
pisteen ympäristössä [1][luku 12.3.1]. Tässä työssä on käytetty ohjelmiston oletusarvoja,
jotka on käyttöohjeen mukaan suunniteltu estämään sekä verkon liiallista harvuutta että
laskennallisesti kallista tiheyttä.
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Esimerkkitapaukset

Tämän luvun kahdeksan esimerkkitapauksen avulla tutkitaan Abaqus-ohjelmiston ver-
kontihennysmenetelmiä, painopisteenä adaptiivisen ja tasaisen verkontihennyksen vertai-
lu. Laskennassa on käytetty ohjelmistoversiota Abaqus/CAE 6.7-1.

Testitapaukset on valittu vastaamaan sekä aikaisempia tutkimuksia [10, 18, 21] että yk-
sinkertaisia osatehtäviä, joita esiintyy käytännön suunnittelussa. Ensimmäisenä esimerk-
kitapauksena käytetään tasaisesti kuormitettua L-kirjaimen muotoista laattaa; toisena
esimerkkitapauksena on neliölaatta tasaisella kuormituksella; kolmannessa ja neljännessä
tutkimustapauksessa neliölaatan kuormitus on osittainen; viidennessä neliölaattaa kuor-
mittaa pistemäinen kuormitus; kuudes testitapaus on viivakuorman alainen neliölaatta;
seitsemännessä laatassa on muuttuva jäykkyys ja kahdeksannessa muuttuva paksuus.

Jokaiselle esimerkkitapaukselle luotiin aluksi tasainen, melko harva elementtiverkko,
jolle suoritettiin laskenta-analyysi. Tasaista verkontihennystä jatkettiin, kunnes tulokset
alkoivat vakiintua tai kunnes tietokoneresurssit loppuivat. Tutkimustapaukselle 1 tasai-
nen verkontihennys suoritettiin sekä lineaarisilla että kvadraattisilla elementeillä. Muille
tutkimustapauksille käytettiin vain lineaarisia elementtejä.

Seuraavaksi jokaiselle tapaukselle suoritettiin adaptiivinen verkontihennys eri mene-
telmin, ja laskennan tuloksia verrattiin tasaisten tihennysten antamiin tuloksiin. Adap-
tiivinen verkontihennysprosessi loppui joko kymmeneen iteraatioaskeleeseen tai kun ver-
kontihennyssäännössä annetut ehdot täyttyivät.

Vertailusuureista muodonmuutosenergiaa tarkastellaan tutkimustapauksissa 1–5, 7 ja
8. Tämän lisäksi tapauksille 1 ja 5 vertailusuureena käytetään myös maksimitaipumaa,
tapauksissa 2–4 tarkastellaan lähellä laatan nurkkaa saavutettavaa von Mises -jännityksen
maksimiarvoa ja tapauksien 7 ja 8 osalta tarkastellaan von Mises -jännitystä laatan kes-
kellä. Vertailusuureiden osalta tarkastelun kohteena on erityisesti tasaisen ja adaptiivisen
verkontihennyksen antaman vertailusuuresarvon tarkkuus elementtien lukumäärän suh-
teen. Tapauksissa 1–3 ja 6 vertaillaan myös eri virheindikaattoreilla saatuja adaptiivisesti
tihennettyjä verkkoja.

Tapaus 1: tasaisesti kuormitettu L:n muotoinen laatta

Ensimmäisenä tutkimustapauksena on L-kirjaimen muotoinen laatta [10], yksinkertainen
esimerkki laatasta, jossa on singulaarinen piste, johon syntyy jännityskeskittymiä. Tämä
tapaus kuvaa hyvin virhekeskittymiä ja laskentatarkkuuden sekä adaptiivisen verkonti-
hennyksen merkitystä [18]. Laatan reunat on vapaasti tuettu (kova), laatan sivunpituu-
det ovat 2 m sekä 1 m ja laatan paksuus on 10 mm. Elementteinä käytettiin lineaarisia
(STRI3) ja kvadraattisia (STRI65) Kirchhoff–Love-laattateoriaa noudattavia kolmioele-
menttejä.

Tälle testitapaukselle adaptiivinen verkontihennys suoritettiin usein eri menetelmin
ja kriteerein: lineaarisilla ja kvadraattisilla elementeillä; tasaisen virhejakautuman me-
netelmällä ja minimi/maksimimenetelmällä sekä perustuen ENDENERI- ja MISESERI-
indikaattoreihin.

Virheindikaattoreista ENDENERI-indikaattorilla päästiin parhaisiin tuloksiin sekä li-
neaarisilla että kvadraattisilla elementeillä. Tihennysmenetelmistä minimi/maksimimene-
telmän huomattiin käyttäytyvän oletusrajoituksilla melko aggressiivisesti: Iteraatiokier-
rosten edetessä adaptiiviset verkot ja tulokset eivät tahtoneet vakiintua vaan verkonti-
heys ja sen myötä tulokset vaihtelivat suuresti iteraatiokierrosten välillä. Tästä huolimat-
ta menetelmä antoi tasaista verkontihennystä tarkempia tuloksia suhteessa elementtien
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lukumäärään. Minimi/maksimimenetelmä lienee parhaimmillaan, kun käytetään suhteel-
lisen vahvaa bias factor -arvoa, vain muutamaa iteraatiokierrosta sekä tarkoin säädettyjä
rajoituksia. Kokeilujen perusteella lopulliset vertailut päädyttiin suorittamaan tasaiseen
virhejakautumaan perustuvalla ENDENERI-indikaattorin verkontihennyssäännöllä.

Sekä kvadraattisilla että lineaarisilla elementeillä, ja kaikilla adaptiivisilla kriteereillä,
verkko tihentyi laatan singulaariseen nurkkaan sekä myös hieman laatan reunoille. Tyypil-
linen adaptiivisesti tihennetyn verkon muoto on esitetty kuvassa 1, ja se vastaa aikaisem-
pia, joskin eri menetelmillä laskettuja, tutkimustuloksia [10]. Kuvassa 2 on esitetty muo-
donmuutosenergia elementtien lukumäärän funktiona. Myös maksimitaipuma elementtien
lukumäärän funktiona noudattelee hyvin samanlaista käyrästöä. Kuvasta nähdään, että
lineaaristen elementtien adaptiivisella verkontihennyksellä saatiin noin 10 000 elemen-
tillä tarkemmat tulokset kuin tasaisen verkontihennyksen noin 380 000 elementillä. Myös
kvadraattisilla elementeillä adaptiivinen verkontihennys antoi muodonmuutosenergialle
selvästi tarkemmat tulokset kuin tasainen tihennys: noin 400 elementin adaptiivisesti ti-
hennetty verkko (kuva 1) antoi tarkemman tuloksen kuin noin 170 000 elementin tasainen
tihennys.

Tapaus 2: tasaisesti kuormitettu neliölaatta

Toisen tutkimustapauksen laatassa jännitysarvot muuttuvat nopeasti reunojen läheisyy-
dessä Reissner–Mindlin-laattateorian pehmeän vapaan tuennan (soft simply supported)
seurauksena [18]. Tehtävän tarkassa ratkaisussa on siis reunahäiriö eli ratkaisu on epäsään-
nöllinen reunan läheisyydessä. Laatan paksuus on nyt 20 mm ja sivunpituus on 1 m. Ele-
mentteinä käytettiin Reissner–Mindlin-laattateorian mukaisia, lineaarisia neliö- (S4RS) ja
kolmioelementtejä (S3RS).

Tässä testitapauksessa tihennys keskittyy kohti laatan reunoja, mikä vastaa Leen ja
Hobbsin tuloksia [18]. Esimerkit eri menetelmien adaptiivisesti tihennetyistä verkoista on
esitetty kuvissa 4 ja 5. Tasaisen virhejakautuman menetelmällä adaptiivisesti tihennet-
ty verkko tihentyi hieman laatan reunoihin, laatan keskellä oli suurempia elementtejä ja
suurin osa alueesta oli melko tasaista verkkoa, mikä käy ilmi kuvan 4 esimerkkiverkos-
ta. Minimi/maksimimenetelmällä reunojen tihennys oli voimakkaampaa; voimakkainta
MISESERI-indikaattorilla, jolla tihennys keskittyi erityisesti nurkkiin ja reunojen keskia-
lueelle, mikä nähdään selvästi kuvan 5 esimerkkiverkosta. Nämä tihennyskeskittymät vas-
taavat nimenomaan niitä alueita, joissa von Mises -jännitysjakautuman arvoissa tapahtuu
suuria muutoksia.

Kun vertailusuureena käytettiin muodonmuutosenergiaa, adaptiivisesti ja tasaisesti
tihennetyillä elementtiverkoilla saavutettiin suunnilleen yhtä tarkkoja tuloksia suhtees-
sa elementtien lukumäärään. Tämän vuoksi vertailusuureena käytettiin myös von Mi-
ses -jännityksen maksimiarvoa laatan nurkan läheisyydessä. Adaptiivisella verkontihen-
nyksellä jännitys lähestyi tarkkaa arvoa selvästi pienemmällä elementtimäärällä kuin ta-
saisella tihennyksellä: Tasaisella tihennyksellä reuna-alueen jännitysjakautuma alkoi saa-
da oikean muotonsa vasta noin 8000 elementillä, kun taas adaptiivisella tihennyksellä
jännitysjakautuman oikea muoto saavutettiin jo noin 1300 elementillä. Kuvassa 3 on esi-
tetty von Mises -jännityksen maksimiarvon tarkkuus elementtien lukumäärän suhteen
MISESERI-indikaattorilla ja minimi/maksimimenetelmä. Kuvasta nähdään, että maksi-
miarvolle saadaan 95 prosentin tarkkuus tasaisella tihennyksellä noin 8000 elementillä ja
adaptiivisella tihennyksellä noin 800 elementillä.
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Step: staattinen painekuorma
Increment      1: Step Time =    1.000

ODB: Qvadraattinen−Energia−Uniform−iter6.odb    Abaqus/Standard Version 6.7−1    Mon Mar 31 13:04:02 FLE Daylight Time 2008

X

Y

Z

Kuva 1. Tapaus 1; tasainen kuorma, vapaa tuenta. Adaptiivisesti tihennetty, noin 400 kvadraattisen
elementin verkko, jonka tarkkuus ylittää 170 000 elementin tasaisesti tihennetyn verkon tarkkuuden.
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Kuva 2. Tapaus 1; tasainen kuorma, vapaa tuenta. Muodonmuutosenergian tarkkuuden kehitys element-
tien lukumäärän suhteen.
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Tapaus 3: osittain kuormitettu neliölaatta pehmeällä tuennalla

Kolmannen tutkimustapauksen geometria ja tuenta noudattavat edellistä tapausta, mut-
ta kuormitus on keskittynyt laatan keskellä sijaitsevaan neliöön, jonka sivun pituus on
kahdeksasosa koko laatan sivunpituudesta [21]. Elementteinä käytettiin samoja element-
tityyppejä kuin edellisessä tapauksessa (S4RS ja S3RS).

Tälle tapaukselle adaptiivinen prosessi tihensi verkkoa kuorman alueelle, kuormite-
tun ja kuormittamattoman alueen rajapintaan sekä ristin muotoiselle alueelle kuorma-
alueesta reunaan. Esimerkit adaptiivisesti tihennetyistä verkoista on esitetty kuvissa 6
ja 7. Kuvista nähdään, että tasaisen virhejakautuman menetelmällä tihennys keskittyy
kuorma-alueen lisäksi reunoille, mutta tihennys on kuitenkin kauttaaltaan melko tasaista.
Minimi/maksimimenetelmässä tihennys kuorma-alueen ympäristössä on hieman voimak-
kaampaa mutta reunatihennys puolestaan maltillisempaa keskittyen reunojen keskiosiin.

Kuvassa 8 on esitetty von Mises -jännityksen maksimiarvon tarkkuus elementtien lu-
kumäärän suhteen MISESERI-indikaattorilla ja minimi/maksimimenetelmällä. Kuvasta
nähdään, että maksimiarvolle saadaan 98 prosentin tarkkuus tasaisella tihennyksellä noin
5000 elementillä ja adaptiivisella tihennyksellä noin 300 elementillä. Kun vertailusuuree-
na käytettiin muodonmuutosenergiaa, adaptiivisen verkontihennyksen etu ei tullut näin
selvästi esille.

Tapaus 4: osittain kuormitettu neliölaatta kovalla tuennalla

Neljäs tutkimustapaus vastaa kolmatta tapausta sillä erolla, että reunoilla on nyt kova
vapaa tuenta [21]. Elementteinä käytettiin samoja elementtityyppejä kuin tapauksissa 2
ja 3 (S4RS ja S3RS).

Tämän tapauksen tulokset vastaavat osin edellistä tapausta: Verkko tihentyi nyt kuor-
mitusalueelle ja ristin muotoiselle alueelle kuormitusalueelta reunaan. Tihennys vastaa siis
tapausta 3 sillä erolla, että reunahäiriöstä johtuva reunatihennys on vähäisempää, mikä
nähdään vertaamalla kuvia 6 ja 9. Adaptiivisen tihennyksen etu tasaiseen tihennykseen
on lähes samaa luokkaa kuin tapauksen 3 kuvassa 8.
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Kuva 3. Tapaus 2; tasainen kuorma, pehmeä vapaa tuenta. Von Mises -jännityksen maksimiarvon tark-
kuus elementtien lukumäärän suhteen tasaisella ja adaptiivisella tihennyksellä (MISESERI-indikaattori
ja minimi/maksimimenetelmä).
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Step: Step−01
Increment      1: Step Time =    1.000

ODB: Tasak_L_Enden−Unif−01mm−iter5.odb    Abaqus/Standard Version 6.7−1    Fri May 29 11:34:50 FLE Daylight Time 2009

X

Y

Z

Kuva 4. Tapaus 2; tasainen kuorma, pehmeä vapaa tuenta: ENDENERI-indikaattori ja tasaisen virheja-
kautuman menetelmä; Adaptiivisesti tihennetty, noin 4900 lineaarisen elementin verkko, jonka tarkkuus
ylittää 8000 elementin tasaisesti tihennetyn verkon tarkkuuden.

Step: Step−01
Increment      1: Step Time =    1.000

ODB: Tasak_L_Mises−MinMax−01mm−iter6.odb    Abaqus/Standard Version 6.7−1    Thu May 28 15:36:40 FLE Daylight Time 2009

X

Y

Z

Kuva 5. Tapaus 2; tasainen kuorma, pehmeä vapaa tuenta: MISESERI-indikaattori ja
minimum/maximum-menetelmä; Adaptiivisesti tihennetty, noin 1300 lineaarisen elementin verk-
ko, jonka tarkkuus ylittää 8000 elementin tasaisesti tihennetyn verkon tarkkuuden.
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Step: Step−01
Increment      1: Step Time =    1.000

ODB: Tiili_L_Enden−Unif−01mm−iter5.odb    Abaqus/Standard Version 6.7−1    Wed May 20 09:40:48 FLE Daylight Time 2009

X

Y

Z

Kuva 6. Tapaus 3; osittainen kuormitus, pehmeä vapaa tuenta: Adaptiivisesti tihennetty, noin 8000
lineaarisen elementin verkko; ENDENERI-indikaattori ja tasaisen virhejakautuman menetelmä.

Step: Step−01
Increment      1: Step Time =    1.000

ODB: Tiili_L_Mises−MinMax−01mm−iter4.odb    Abaqus/Standard Version 6.7−1    Wed May 20 10:14:20 FLE Daylight Time 2009

X

Y

Z

Kuva 7. Tapaus 3; osittainen kuormitus, pehmeä vapaa tuenta: Adaptiivisesti tihennetty, noin 5000
lineaarisen elementin verkko; MISESERI-indikaattori ja minimum/maximum-menetelmä.
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Kuva 8. Tapaus 3; osittainen kuormitus, pehmeä vapaa tuenta. Von Mises -jännityksen maksimiar-
von tarkkuus elementtien lukumäärän suhteen tasaisella ja adaptiivisella tihennyksellä (MISESERI- ja
ENDENERI-indikaattori ja minimi/maksimimenetelmä).

Tapaus 5: pistekuormalla kuormitettu neliölaatta

Viides tutkimustapaus muistuttaa edellistä esimerkkitapausta: nyt kuitenkin kuormituk-
sena on laatan keskellä vaikuttava pistekuorma ja laatan paksuus on 10 mm. Elementteinä
käytettiin Kirchhoff–Loven laattateorian mukaisia lineaarisia neliö- (S4R5) ja kolmioele-
menttejä (STRI3).

Adaptiivinen tihennys vastasi tapausta 4 siten, että verkko tihentyi kuorman vaikutus-
pisteen läheisyyteen sekä ristin muotoiselle alueelle kuormituspisteestä laatan reunoille.
Minimi/maksimimenetelmällä verkon tihentymistä esiintyi myös reunojen keskialueilla,
mikä näkyy kuvan 10 esimerkkiverkosta.

Kun vertailusuureena käytettiin muodonmuutosenergiaa ja maksimitaipumaa, kahden
prosentin virhemarginaali saavutettiin jo hyvin harvoilla verkoilla niin adaptiivisella kuin
tasaisellakin tihennyksellä.

Tapaus 6: viivakuormalla kuormitettu neliölaatta

Kuudennen tutkimustapauksen laatta vastaa tapausta 4, mutta laatan yhtä reunaa kuor-
mittaa viivakuorma. Viivakuorma vaikuttaa keskellä reunaa ja sen pituus on puolet reu-
nan pituudesta. Kuormitettu reuna on tuettu siten, että kiertymä laatan reunan ympäri
on estetty. Muut reunat on tuettu kovalla vapaalla tuennalla. Elementteinä käytettiin
samoja elementtityyppejä kuin tapauksissa 2–4 (S4RS ja S3RS).

Verkon tihentyminen kohti kuormitusaluetta sekä ENDENERI- että MISESERI-indi-
kaattoreilla näkyy selvästi kuvista 11 ja 12. Tässäkin tapauksessa ENDENERI-indikaat-
torin mukainen tihennys leviää laajemmalle alueelle kuin MISESERI-indikaattorilla.
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Step: Step−01
Increment      1: Step Time =    1.000

ODB: Tiili−Hard_L_Enden−Unif−01mm−iter5.odb    Abaqus/Standard Version 6.7−1    Wed May 20 10:52:37 FLE Daylight Time 2009

X

Y

Z

Kuva 9. Tapaus 4; osittainen kuormitus, kova vapaa tuenta. Adaptiivisesti tihennetty, noin 9300 lineaa-
risen elementin verkko; ENDENERI-indikaattori ja tasaisen virhejakautuman menetelmä.

Step: Step−01
Increment      1: Step Time =    1.000

ODB: Pistek_L_Enden−MinMax−01mm−iter6.odb    Abaqus/Standard Version 6.7−1    Wed May 20 15:11:40 FLE Daylight Time 2009

X

Y

Z

Kuva 10. Tapaus 5; pistekuorma, kova vapaa tuenta. Adaptiivisesti tihennetty, noin 1300 lineaarisen
elementin verkko; ENDENERI-indikaattori ja minimi/maksimimenetelmä.
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Tapaus 7: tasaisesti kuormitettu neliölaatta vaihtuvalla jäykkyydellä

Seitsemännen tutkimustapauksen laatan geometria ja tuenta ovat neljännen tutkimusta-
pauksen mukaiset, mutta laatta on tasaisesti kuormitettu ja laatan kimmokerroin vaihtuu
laatan puolivälissä: kimmokertoimen arvo 205 GPa putoaa porrasmaisesti neljännekseen.
Elementteinä käytettiin samoja elementtityyppejä kuin tapauksissa 2–4 (S4RS ja S3RS).

Tässä tapauksessa verkko tihentyi kimmokertoimen vaihtumislinjalle sekä reuna-alu-
eille. ENDENERI-virheindikaattorilla tihennys oli tasaisempaa ja reuna-alueiden tihen-
nys voimakkaampaa kuin MISESERI-indikaattorilla, jolla tihennys keskittyi selvemmin
kimmokertoimen vaihtumislinjalle.

Kun vertailusuureena käytettiin muodonmuutosenergiaa, adaptiivisesti ja tasaisesti
tihennetyillä elementtiverkoilla saavutettiin suunnilleen yhtä tarkkoja tuloksia suhteessa
elementtien lukumäärään. Kun verrattiin maksimijännitystä laatan keskellä, pienemmän
kimmokertoimen alueella, MISESERI-indikaattorilla suoritettu verkontihennys tuotti hie-
man tarkemman tuloksen kuin tasainen tihennys. ENDENERI-indikaattorilla suoritettu
verkontihennys tuotti suunnilleen saman tarkkuuden suhteessa elementtien lukumäärään
kuin tasainen tihennys.

Tapaus 8: tasaisesti kuormitettu neliölaatta vaihtuvalla paksuudella

Kahdeksannen tutkimustapauksen laatan geometria, tuenta ja kuormitus noudattavat
neljättä tutkimustapausta, mutta nyt laatan paksuus on 10 mm, ja se vaihtuu puolivälissä
kymmenkertaiseksi. Elementteinä käytettiin samoja elementtityyppejä kuin tapauksissa
2–4 (S4RS ja S3RS).

Tässä tutkimustapauksessa verkko tihentyi paksuuden vaihtumislinjalle ja linjan lä-
heisyyteen. Ohuemmalla laatan osuudella verkko oli tiheämpää kuin paksummalla, ja
ohuella osuudella verkko tihentyi paksuuden vaihtumislinjan lisäksi reuna-alueille. Jälleen
ENDENERI-virheindikaattori tuotti tiheämpää ja tasaisempaa verkkoa kuin MISESERI-
indikaattori.

Kun vertailusuureena käytettiin muodonmuutosenergiaa, adaptiivisen verkontihen-
nyksen hyöty ei ollut merkittävä. Kun verrattiin maksimijännitystä laatan keskellä, pie-
nemmän paksuuden alueella, adaptiivinen verkontihennys tuotti selvästi paremman tark-
kuuden suhteessa elementtien lukumäärään. MISESERI-indikaattorilla saatiin hieman
tarkempia tuloksia ENDENERI-indikaattorilla. Tasainen tihennys vaati noin 95 prosentin
tarkkuuteen pääsemiseksi noin 5000 elementtiä, sama tarkkuus saavutettiin adaptiivisella
verkontihennyksellä noin 1300 elementillä; MISESERI-indikaattorilla ja tasaisen virheja-
kautuman menetelmällä. Noin 90 prosentin tarkkuus vaati tasaisella tihennyksellä noin
2000 elementtiä ja adaptiivisella tihennyksellä noin 500 elementtiä.
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Kuva 11. Tapaus 6; viivakuorma reunalla, kova vapaa tuenta. Adaptiivisesti tihennetty verkko;
ENDENERI-indikaattori ja minimi/maksimimenetelmä.

Kuva 12. Tapaus 6; viivakuorma reunalla, kova vapaa tuenta. Adaptiivisesti tihennetty verkko;
MISESERI-indikaattori ja minimi/maksimimenetelmä.
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Yhteenveto ja johtopäätökset

Tässä työssä käsiteltyjen esimerkkitapausten perusteella Abaqus-ohjelmiston SPR-me-
netelmään perustuvilla adaptiivisilla verkontihennysmenetelmillä voidaan saada huomat-
tavia parannuksia laskentatarkkuuteen pienillä laskentakustannuksilla. Toisaalta mene-
telmien antama hyöty on myös pitkälti tapauskohtaista, ja se riippuu esimerkiksi siitä,
miten tarkkoja tuloksia halutaan saavuttaa sekä mitä indikaattorityyppiä ja tihennysme-
netelmää käytetään.

Abaqus-ohjelmiston adaptiivisten SPR-menetelmien hyödyllisyys suhteessa vapausas-
telukumäärään näyttää riippuvan erityisesti siitä, mitkä suureet katsotaan laskennan kan-
nalta oleellisiksi: Kun vertailusuureena käytettiin muodonmuutosenergiaa, adaptiivisen
verkontihennyksen taloudellisuus tuli selvästi esille esimerkkitapauksessa 1, jossa myös
maksimitaipuman vertailu toi adaptiivisen verkotuksen edut esille. Kun vertailusuureena
käytettiin von Mises -jännityksen maksimiarvoa, adaptiivisen verkontihennyksen hyöty oli
merkittävä esimerkkitapauksissa 2, 3, 4 ja 8. Näissä tapauksissa muodonmuutosenergian
vertailu ei kuitenkaan tuottanut vastaavaa johtopäätöstä. Adaptiivisen verkontihennyksen
riippuvuus indikaattorityypistä ja tihennysmenetelmästä nähdään selvästi vertailemalla
tapauksista 1, 2, 3 ja 6 esitettyjä esimerkkiverkkoja.

Lopuksi on kuitenkin vielä syytä huomauttaa, että tämän työn esimerkkitapauk-
sista seuraavia johtopäätöksiä ei voida suoraan yleistää koskemaan kaikkia adaptiivi-
sia virheindikaattori- ja virhearviotyyppejä tai verkontihennysmenetelmiä, joista SPR-
menetelmä ja Abaqus-ohjelmiston tihennysmenetelmät sopivat kuitenkin yleispätevyy-
tensä vuoksi hyväksi esimerkiksi.

Kiitokset

Suomen Akatemia on rahoittanut ensimmäisen kirjoittajan työskentelyn tutkijatohtorin
projektilla Ohuiden rakenteiden adaptiiviset elementtimenetelmät (päätös 128467).
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[7] I. Babuška and T. Strouboulis. The Finite Element Method and its Reliability. Cla-
rendon Press, 2001.
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