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Perusteita ja esimerkkeja laattarakenteiden
mallinnuksesta elementtimenetelmalla

Jarkko Luntta ja Jarkko Niiranen

Tiivistelmd. Tissi artikkelissa tarkastellaan elementtimenetelméin soveltamista yksinkertais-
ten laattarakenteiden analysointiin. Tavoitteena on néyttdd esimerkkitapausten avulla, miten
laatan geometria ja reunaehdot sekd elementtityypin valinta vaikuttavat taipuma-, jannitys- ja
energiasuureiden laskentatarkkuuteen. Liséksi artikkelissa kerrataan lyhyesti Kirchhoff-Love- ja
Reissner—Mindlin-laattamallien ja elementtimenetelmén perusperiaatteita seké esitellddn niihin
liittyvid Abaqus-ohjelmiston perusominaisuuksia.
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Johdanto

Elementtimenetelma (Finite Element Method, FEM) on nykyajan insinooritieteissa hy-
vin laajalti kdytetty menetelmé erityisesti mekaniikan sovelluksissa ja rakenteiden kéyt-
taytymisen analysoinnissa. Elementtimenetelmén soveltaminen rakenteiden lujuusanalyy-
siin sai alkunsa 1950-luvun lentokoneteollisuudessa [6][Luku 1], menetelmédn matemaat-
tinen pohja luotiin 1960-luvulla, kun l6ydettiin elementtimenetelmén yhteys klassiseen
Ritzin likim&ardismenetelmédn — joskin tdmén suuntaisen laajennuksen Courant esit-
ti jo vuonna 1943 [12][s. 14], [19]]s. 3]. Yhteys Ritzin menetelméén yhdessé tietokonei-
den kehittymisen myotd mahdollisti elementtimenetelmén soveltamisen sauvarakenteiden
lisdksi my6s monimutkaisempiin rakenteisiin kuten laatta- ja kuorirakenteisiin, jotka ovat
edelleen keskeisia tutkimus- ja sovelluskohteita. Nykyajan elementtimenetelméén pohjau-
tuvat rakenneanalyysiin soveltuvat kaupalliset ohjelmistot (muun muassa Abaqus, Adi-
na, Ansys, Comsol, Lusas ja Nastran) mahdollistavat vaativien rakenteiden perinteisen
jannitysanalyysin liséksi usein myos monifysikaaliset tarkastelut kuten lammon siirtymi-
sen tai sihkomekaanisten ilmididen mallintamisen [10][luku 1].

Téassa tyossé tarkastellaan elementtimenetelmén soveltamista yksinkertaisten laatta-
rakenteiden analysointiin Abaqus Student Edition -ohjelmistoversiolla, josta on saatavilla
ilmainen opiskelijalisenssi tietyin rajoituksin. Tamén artikkelin esimerkkitapauksissa ra-
joitutaan Abaqus/Standard-elementtikirjaston ohuiden kuorielementtityyppien vertailuun
laattarakenteissa. Tavoitteena on osoittaa yksinkertaisten esimerkkien avulla, miten laa-
tan geometria ja reunachdot sekéd elementtityypin valinta vaikuttavat laskentatarkkuu-
teen suhteessa vapausasteiden lukuméérédin. Ennen esimerkkitapauksia ja laskentatulok-
sia kolmessa seuraavassa luvussa kerrataan lyhyesti laattamallien ja elementtimenetelmén
perusperiaatteita seké esitelldan niihin liittyvid Abaqus-ohjelmiston perusominaisuuksia.

Pyrkimyksené téssé artikkelissa on esittdd edelld mainitut asiat siind yksinkertai-
suudessa, etté esitystd voi seurata myos rakennetekniikan tai lujuusopin opiskelija, jolla
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on vain perustiedot rakenteiden mekaniikasta. Erityisesti elementtimenetelmén perusteet
kaydaan lapi vain yleisella tasolla — pitden kuitenkin silméalld esimerkkitapauksissa esiin-
tyvia kasitteitd ja menetelmié.

Tama artikkeli perustuu osittain Jarkko Luntan kandidaatintyohon Laattarakenteiden
mallinnus elementtimenetelmdlld (2009, TKK).

Laattamallien perusyhtalot

Siirtymdasuureet ja muodonmuutokset
Tarkastellaan kolmidimensioista laattarakennetta

t t
P=Qx( 2,2), (1)
joka on sijoitettu karteesiseen koordinaatistoon siten, ettd x- ja y-akselit sijaitsevat laatan
keskipinnalla € C R? ja z-akseli osoittaa taipuman w positiiviseen suuntaan. Laattaa
kuormittaa jakaantunut, keskipintaa vastaan kohtisuora, z-akselin suuntainen kuorma f
ja laatan paksuus on ¢, joka oletetaan suuruudeltaan selvésti pienemmaéksi kuin laatan
muut dimensiot.

Olkoon laatan siirtymékenttd u = (uy,u,,u,), missi indeksit z,y, z viittaavat kar-
teesisiin koordinaatteihin ja u; = w;(z,y,2), i = z,y,2z (kuva 1). Yleisimmin kiytetyt,
klassiset laattamallit noudattavat Kirchhoffin—Loven tai Reissnerin—Mindlinin laattateo-
riaa [7][luku 14], [13][luku 2]. Geometrisesti lineaarisessa Reissner—Mindlin-laattateoriassa
siirtyméakenttéd voidaan esittdd muodossa

Uy = —zﬁm(x,y), Uy = _zﬁy(x7y)a Uy = w(w,y), (2)

missé kiertymévektorin 8 = (f,, 3,) komponentit 3, ja (3, merkitsevit kiertymid y- ja
xr-akselin ympéri, suunnistuksen seuratessa taipuman muutosta. Kirchhoff-Love-laatta-
teoriassa taipuma ja kiertymé on kytketty toisiinsa yht&lolla

Vw—-3=0, (3)
misté seuraa siirtymakomponenteille lausekkeet

_ow(z,y) _Ow(z,y) _
Ug = =2y Uy = 2 oy u, = w(z,y). (4)

Siirtymien avulla saadaan lineaarisen elastisuusteorian mukaiset muodonmuutokset

8_8% 5_% 6_8uz
oo Y oy Tt 0z
_8ux % :%+auz’ fyxzz%_{_auz (5)

Ty = oy Oz’ T2, oy 0z Oz’

joita koskien on huomautettava, ettd Kirchhoff-Love-mallin poikittaisille leikkausmuo-
donmuutoksille pétee 7., = 0 = 7,..
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Jannitysresultantit, tasapainoyhtalot ja reunaehdot

Laatan tasapainoyhtéloitéd varten seuraavaksi maaritelldédn laatan jannitysresultantit, eli
taivutusmomentit M, ja M, vadntomomentti M,, sekd leikkausvoimat @, ja @, (kuva

1):

t/2 t/2 t/2
M, = zoy,dz, M, = zoy,dz, My, = / 2 Tyy d2, (6)
—t/2 —t/2 —t/2
t/2 t/2
Qm = / Tz dZ, Qy = / Tyz dZ, (7)
—t/2 —t/2

misséd jannitys oletetaan symmetriseksi, o;; = 0;, 4,7 = ,y, 2. Virtuaalisen tyon periaat-
teen avulla laatan tasapainoyhtélot voidaan esittdéd Reissner-Mindlin-mallille muodossa

0Q, 0Q, oM,  O0M,, oM,  OM,,
=0 — @ =0, - Q,=0. 8
Ox + oy =0 Ox + oy ¢ dy + Ox @ (®)
Kirchhoff-Love-laattamallin tapauksessa yhtélot pelkistyvéit muotoon
o?M, 0*M, 0?M,
+ Ly —t+ f=0. (9)

0x? 0xy 0y?

Reissnerin-Mindlinin laattamallin reunaehdoiksi [15] saadaan kova jaykka tuenta (hard
clamped),
w(s) =0, B.(s) =0, Bs(s) =0, (10)

pehmed jaykké tuenta (soft clamped),
w(s) =0, fu(s) =0, My(s) =0, (11)
kova vapaa tuenta (hard simply supported),
w(s) =0, Bs(s) =0, My,(s)=0, (12)
pehmed vapaa tuenta (soft simply supported),
w(s) =0, My(s) =0, M(s)=0, (13)
sekd vapaa reuna (free)
Qn(s) =0, My(s) =0, My(s)=0; (14)

Kirchhoffin-Loven laattamallin reunaehdot [15] ovat puolestaan jaykké tuenta (clamped),

w(s) =0, an(s) =0, (15)
vapaa tuenta (simply supported),
w(s) =0, My(s)=0, (16)
sekd vapaa reuna,
M) =0, 22 =0 (17)



Lisdaksi Kirchhoff-Love-mallissa vapaalla reunalla olevissa nurkkapisteissd ¢ pétee ehto
M, (s¢) = Ms,(s.), missd indeksit 1 ja 2 viittaavat sithen, ettd normaalivektorien suunnat
poikkevat toisistaan ldhestyttéessa nurkkapistettéd sen eri puolilta. Reunaehtolausekkeissa
w(s) tarkoittaa laatan keskipinnan taipumaa reunaviivan koordinaattiarvolla s, 3, tar-
koittaa laatan keskipinnan normaalin kiertyméé reunan tangentin ympéri, 3 puolestaan
tarkoittaa kiertym#éd reunan normaalin ympéri. Vastaavasti M,, tarkoittaa momenttia
reunaviivan tangentin ympéri ja My momenttia reunan normaalin ympéri. Reunaehtojen
osalta on hyva huomata, ettd Kirchhoffin—Loven laattamalli ei erottele pehmeéé ja kovaa
vaihtoehtoa jaykéssd tuennassa eikd myoskédidn vapaassa tuennassa.

Lineaarisesti elastisen laatan jannitykset

Téssé yhteydessa laatan materiaali oletetaan homogeeniseksi ja isotrooppiseksi; jannitysten
ja muodonmuutosten oletetaan kytkeytyvén toisiinsa noudattaen Hooken lakia:

E E
= 1_1/2(€$+V€y), oy = T

Tay = GVay, Tyz = GVyzs Toz = Gaz, (18)

o (ey +veg),

misséd E on materiaalin kimmokerroin, v on Poissonin vakio ja materiaalin liukumoduuli
on

E
G=—"—. 19
2(1+v) (19)
On vield huomattava, ettd jannitystilaksi on oletettu tasojéannitystila, jolloin o, = 0.
Niillé oletuksilla Kirchhoff-Love-laatan jannitysresultantit voidaan lausua taipuman avul-

la muodossa

Pw  Pw Pw  Pw

»=—D(— , = —D(— , 20

0*w 0%w 0*w 0*w 0*w
M, =—-D(—= —), M,=-D(—= —), My, =—-D(1—-v)——, 21
(a$2+yay2) Y (ayz_l_yaxg) Y ( V)axay ( )

missa taivutusjaykkyydelle on kidytetty merkintéda
Et?

D=—+. 22
12(1 — v?) (22)

Reissner-Mindlin-laatan jénnitysresultanteiksi saadaan taipuman ja kiertymien avulla
lausuttuna

ow ow
Qm - Gt(% - ﬁx)a Qy - Gt<a_y - ﬁy)7 (23)
B 0B | 0By B 98, | 0B, _ Gt? 0B, | 0P,

Téssé yhteydesséa ei perehdytéd tarkemmin mallien muihin ominaispiirteisiin, eroihin eika
pétevyyteen suhteessa kolmidimensioiseen elastisuusteoriaan [7][luku 17.3], [15].
Esimerkkitapauksissa tullaan tarkastelemaan von Mises -jannitysté, joka kuvaa raken-
teen muodon véiristymistd ja on riippumaton kéytetystd koordinaatistosta [9][s. 117].
Kolmidimensioisen jannityskentén von Mises -jannitys mééritelladn yhtalolla

om = {5100 = 0y)* + (0 = 02)* + (00 — 0:)* + 6(r3, + 7 + )2, (25)
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joka laattojen tapauksessa hieman yksinkertaistuu oletuksen o, = 0 seurauksena. Liséksi
isotrooppisen, lineaarisesti kimmoisen Kirchhoff-Love-laatan tapauksessa yhtéloiden (4),
(5) ja (18) perusteella 7, = 0 = 7.

Kuva 1. Laatan siirtymét, jannitykset ja jannitysresultantit.

Elementtimenetelman perusperiaatteita

Vapausasteet, muotofunktiot ja variaatiomuoto

Elementtimenetelmén perusidea on 16ytda ratkaisu monimutkaiseen ongelmaan korvaa-
malla se yksinkertaisemmalla tehtavéalla [8][luku 1]: Ongelman yksinkertaistaminen tar-
koittaa tarkasteltavan rakenteen jakoa pienempiin osa-alueisiin eli elementteihin (ele-
ment), jotka liittyvét toisiinsa solmupisteiden (node) vélitykselld. Elementtien ja solmu-
jen muodostamaa kokonaisuutta kutsutaan elementtiverkoksi (element mesh). Esimer-
kiksi laattatehtdvin elementtiverkko voi muodostua yksinkertaisesti kolmioista ja niiden
nurkkapisteista.

Elementtimenetelméssa tehtdvan muuttujalle, esimerkiksi Kirchhoffin—Love-laatan tai-
pumalle w = w(z,y), etsitdén ratkaisuapproksimaatiota muodossa

wh(xv y) = Z ai¢i(x7 y)v (26)

7

missd funktiot ¢; ovat ratkaisuyritteen kantafunktioita tai muotofunktioita (basis func-
tion, shape function, interpolation function), esimerkiksi yksinkertaisia polynomifunktioi-
ta. Kukin kantafunktio on méaéritelty nollasta poikkeavaksi vain paikallisesti: tyypillisesti
kantafunktio poikkeaa nollasta vain kantafunktiota vastaavaan solmupisteeseen liittyvien
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elementtien alueella tai jopa vain yhdesséa elementissé. Nain siis yhden elementin alueella
ratkaisuapproksimaatio koostuu vain koko tehtédvén kantafunktiojoukon murto-osasta.

Kertoimet a; yhtalossé (26) ovat menetelmén lopullisen yhtéloryhmén tuntemattomia
kertoimia eli vapausasteita (degree of freedom, DOF'). Tyypillisesti muotofunktiot liittyvét
elementin solmupisteisiin p; = (x;,y;) siten, ettd

Gilpy) =L kuni=j ja @i(p;) =0, kuni+#j. (27)

Talloin yhtalon (26) mukaan wy,(p;) = a; eli tuntematon kerroin a; antaa approksimaation
wy, arvon solmupisteessé p;. Talloin puhutaan solmuvapausasteista (nodal degree of free-
dom) ja solmumuotofunktioista (nodal shape function). Esimerkiksi Reissnerin-Mindlinin
laattamallissa muuttujina ovat taipuma seké kiertymét ja siis vapausasteina tyypillisesti
taipuman ja kiertymien solmupistearvot.

Variaatiolaskennan keinoilla yhtélon (26) mukainen ratkaisuyrite johtaa tehtédvin lo-
pulliseen yhtédloryhméén, josta vapausteiden arvot ratkaistaan. Yhtéloryhméan kerroin-
matriisin mudostamisen ldhtokohdaksi voidaan ottaa virtuaalisen tyon yhtélo, joka saa
esimerkiksi Kirchhoff-Love-laattamallin tapauksessa muodon

/ / (04 0ey + 0y 0y + Ty 074y) dz dA = / fowdA. (28)
—t/2 Q

Jakamalla alueen () késittdva integraali elementtien E yli laskettaviksi osaintegraaleiksi
saadaan muodonmuutosten (5) ja jénitysresultanttien (6) avulla tasapainoyht&lo

82&0 0*ow 9%ow
Z/ Mya—y2+ o a )dA = Z/féwdA (29)

Sijoittamalla seuraavaksi yhtdlon (26) taipuma-approksimaatio wy, yhtélon (21) siirty-
méamuotoisten momenttien lausekkeisiin saadaan momenteille elementtiapproksimaatiot,
jotka sijoitetaan edelleen yhtdloon (29). Valitsemalla vield taipuma-approksimaation (26)
kukin kantafunktio ¢; vuorollaan variaatiofunktioksi dw saadaan lopulta kasattua ele-
menttimenetelmén lineaarinen yhtaloryhmé: kerroinmatriisin eli jaykkyysmatriisin alkiot
muodostuvat yhtélon (29) vasemman puolen mukaisesti integraaleista, jotka sisdltavit
materiaalivakioita ja muotofunktioiden toisen asteen derivaattoja; kuormavektorin alkiot
muodostuvat yhtéalon (29) oikean puolen mukaisesti kuormituksen ja muotofunktioiden
integraaleista. [12, 10, 8, 9, 19, 18, 7, 6]

Ratkaisun tarkkuuden mittaaminen ja parantaminen

Elementtimenetelméalld saadut tulokset ovat aina approksimaatioita tehtéavéan tarkalle rat-
kaisulle eli todellisen mallin kayttaytymiselle. Tulosten tarkkuus riippuu erityisesti va-
pausteiden lukumééristé eli muotofunktioiden asteluvusta ja elementtien lukumééristé,
joten elementtimenetelmén antaman ratkaisuapproksimaation tarkkuutta voidaan pa-
rantaa joko korottamalla muotofunktioiden astetta tai tihentdmélla elementtijakoa. En-
simmaistd ldhestymistapaa kutsutaan p-menetelméksi ja jalkimméistd hA-menetelméksi
[6, 7], jota kdytetddn myos tAmén tyon esimerkkitapausten analysoinnissa. NAmé mene-
telmét voidaan myos yhdistdd hp-menetelméksi [7, 6, 16]. Usein kdytdnnon sovelluksis-
sa kaytetddn kuitenkin vain ensimmaéisen, toisen ja kolmannen asteen muotofunktioita
siséltavid elementtejé.
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Koska elementtimenetelméssé jatkuva systeemi diskretoidaan eli korvataan aérellisella
méérilla vapausasteita yhtalon (26) mukaisesti, syntyy diskretointivirhe [6][Luku 3]

en = ||lu — uyll, (30)

missd w on jatkuvan systeemin ratkaisu ja w, on diskreetin systeemin ratkaisu seka
|| - || tarkoittaa valittua matemaattista normia, jolla virhettd mitataan. Tyypillisesti vir-
hearviot mitataan tehtdvin energianormin suhteen, miké rakenneanalyysissid vastaa ra-
kenteen muodonmuutosenergian tarkastelua [19][luku 13.1]. Toinen yksinkertainen ja in-
sinoorilaskennassa hyvin tyypillinen tapa ratkaisun tarkentumisen mittaamiseksi on seura-
ta tietyn suureen — esimerkiksi taipuman tai jonkun jénnityskomponentin — maksimiarvon
muuttumista verkkoa tihennettéssa.

Jannitysarvot laskentaohjelmistoissa

Elementtimenetelméédn perustuvissa lujuuslaskentaohjelmistoissa jannitysarvot ovat tyy-
pillisesti saatavissa elementtikohtaisesti kiyttdjan valitsemissa pisteissd. Usein tulostus-
pisteiksi valitaan elementin integrointipisteet, koska niissé jénnitykset saavat tarkim-
mat arvonsa [8][luvut 3.10, 4.7], [9][luvut 3.12, 6.10]. Myos solmupisteet voidaan valita
jannitysarvojen tulostuspisteiksi, mitd voidaan pitédé joissakin tapauksissa suositeltavana
— esimerkiksi silloin, kun jannitysten huippuarvojen tai laskennan kannalta oleellisten ar-
vojen tiedetdén sijaitsevan rakenteen reunoilla. Solmupisteiden jannitysarvot ohjelmistot
tyypillisesti ekstrapoloivat integrointipisteiden jannitysarvoista, minké seurauksena sol-
muarvot ovat integrointipistearvoja epatarkempia. On vield syytd huomauttaa, etta siir-
tymésuureisiin perustuva elementtimenetelmé antaa ylipdédnsé jannityksille epéatarkempia
arvoja kuin siirtymésuureille, koska jannitykset saadaan médritelméansd mukaan siirty-
mistd derivoinnin avulla kuten edellisen luvun yhtéaloista kay ilmi.

Kuvassa 2 on havainnollistettu reunoiltaan vapaasti tuetun ja tasaisesti kuormite-
tun laattarakenteen elementtimenetelmaélld saatuja jdnnityksid: yhtendiset viivat kuvaa-
vat jannityksen approksimaatiota lineaarisilla (neliot) ja kvadraattisilla (ympyréit) muo-
tofunktioilla, kun laatta on jaettu leveyssuunnassa kahteen nelikulmaiseen elementtiin;
katkoviivalla on merkitty tiheélla elementtiverkolla saatua referenssiratkaisua. Kuvaajista
on selvésti havaittavissa edelld mainittu jdnnityssuureita koskeva elementtiapproksimaa-
tion luonne.

Laattarakenteiden mallinnuksesta Abaqus-ohjelmistolla

Abaqus-ohjelmisto on saavuttanut erityisesti tutkijoiden keskuudessa suosiota, koska Aba-
qus mahdollistaa uusien materiaalien ja elementtityyppien lisddmisen osaksi ohjelmistoa
[10][s. 4]. Téssé yhteydessé esitelladan kuitenkin vain lyhyesti laattarakenteiden analysoin-
tiin soveltuvat kuorielementtityypit seké kuormien méarittelyssa ja jannitysten tulkinnas-
sa huomioitavat perusominaisuudet.

Abaqus/Standard-kuorielementit

Abaqus-ohjelmistossa ei ole erikseen laattaelementteja vaan laattojen laskenta suoritetaan
kuorielementeilld [2][3.1, 3.6.1], [1][23.6.1]. Kuorielementit jaotellaan tavanomaisiin kuo-
rielementteihin (conventional) ja kontinuumikuorielementteihin (continuum) [1][23.6.1].
Padosa tavanomaisista kuorielementeista on yleiskdyttoisia (general purpose), osa ohuita
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Kuva 2. Elementtimenetelméills saatu jéannitysjakauma reunoiltaan vapaasti tuetulle ja tasaisesti kuor-
mitetulle laatalle; tarkastelusuunnassa laatta on mallinnettu kahdella nelikulmioelementill&.

(thin) ja osa paksuja (thick) kuorielementtejd [1][23.6.2]. Ohuet kuorielementit noudat-
tavat Kirchhoffin—Loven teoriaa ja paksut kuorielementit Reissnerin-Mindlinin teoriaa.
Yleiskéyttoisissa kuorielementeissd kuoret késitellidn Reissnerin-Mindlinin kinemaattis-
ten oletusten mukaisina ja paksuuden pienentyessé siirrytaén Kirchhoffin—Loven teoriaan
(discrete Kirchhoff constraint) [1][23.6.2], [18][luvut 11 ja 12]. Ohjelmiston kdyttoohjeen
mukaan laattarakenteiden elementtityyppinéd voidaan kayttad kuorielementtejé, kun laa-
tan paksuus on alle kymmenesosa laatan lyhimmén sivun mitasta [3][luku 5] — tdmén rajan
ylittdvét laatat suositellaan mallinnettavan kolmiulotteisilla solidielementeilld. Laatoissa,
joiden paksuuden suhde lyhimmén sivun mittaan on alle 1/15, voidaan kdyttoohjeen mu-
kaan kéyttdd ohuita kuorielementtejé [1)[23.6.2].

Liitteen taulukossa 1 on esitetty Abaqus-elementtikirjaston tyypillisimmét rakennea-
nalyysissi kiytettavit tavanomaiset kuorielementit. Naistd Abaqus/Standard-elementti-
kirjastoon kuuluvat kolmioelementit S3/S3R (yleiskdyttoinen), STRI3 ja STRI65 (ohut)
sekd nelikulmioelementit S4/S4R (yleiskayttoinen), S4R5, S8R, S8R5 ja SOR5 (ohut).
Kaikkien néiden elementtien muut ominaispiirteet on esitetty taulukossa 1. Seuraavan
luvun esimerkkitapauksissa kidytetadan elementteja S4R5, S8R5, STRI3 ja STRI6S.

Kuormien ja jannitysten maarittely

Kuorman méaérittelemiseksi ja jannitysten tulkitsemiseksi on tiedettavi, miten laatan ala-
ja yldpinta on ohjelmistossa méaéritelty. Kuormituksen méarittelemisté varten on valittava
pinta, jolla kuormituksen halutaan vaikuttavan; graafisessa kéyttoliittyméssa ruskea véri
vastaa yldpintaa ja vihred alapintaa. Jénnitysten graafisessa tulostuksessa ohjelmistossa
kédytetadn oletusarvona alapinnan integrointipisteistd saatuja jannitysarvoja. Tekstimuo-
toisessa numeerisessa tulostuksessa laatan alapinnan arvot on merkitty Locl-merkinnélla
ja yldpinnan arvot Loc2-merkinnélld [1]]23.6.1].

Esimerkkitapaukset

Esimerkkitapausten analysointi on suoritettu ohjelmistoversiolla Abaqus/CAE Student
Edition 6.6-2, jonka elementtikirjastossa on kiytettivissa Abaqus/Standard-elementit (tau-
lukko 1). Téssé tutkimuksessa verrataan eri elementtityyppien taipuma-, jinnitys- ja ener-
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giasuureiden tarkkuuden parantumista elementtiverkkoa tasaisesti tihennettéessé, jolloin
kyseessé on edelld mainittu A-menetelmé. Testitapaukset poikkeavat toisistaan oleellisesti
vain laatan geometrian ja reunaehtojen osalta. Nailld yksinkertaisilla esimerkeilld onkin
tarkoituksena osoittaa, etté pieniltd vaikuttavat muutokset laatan geometriassa, reunaeh-
doissa ja elementtityypisséd vaikuttavat oleellisesti laskentasuureiden tulostarkkuuteen.

Suorakaidelaatat A, B ja C

Kolmen ensimmaéisen esimerkkitapauksen geometria ja reunaehdot on esitetty kuvassa 3:
tapaus A on yhdelté sivultaan jéykésti tuettu ulokelaatta; tapauksissa B ja C laatan kaksi
vastakkaista sivua on vapaasti tuettu ja yksi sivu on jaykésti tuettu. Kaikissa tapauksissa
laattaa kuormittaa tasaisesti jakautunut kuorma f = 1 kPa. Materiaaliarvot vastaavat
homogeenista ja lineaarisesti kimmoisaa terésté: Poissonin vakio on v = 0.3 ja kimmo-
kerroin on £ = 210 GPa. Laattojen paksuus on ¢ = 10 mm, jolloin paksuuden suhde
lyhimpé&én sivuun on 1,/100.
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Kuva 3. Suorakaidelaattojen geometria ja reunaehdot.

Testitapausten mallinnuksessa on kiytetty ohuita kuorielementtejia S4R5, S8R5, STRI3
ja STRI6H: elementit S8R5 ja STRI6GS ovat toisen asteen elementtejéd, kun taas S4R5 ja
STRI3 kayttavit lineaarisia muotofunktioita; elementit S4R5 ja S8R5 ovat nelikulmioele-
menttejd, STRI3 ja STRI65 ovat puolestaan kolmioelementteji. Laskennassa on kiytetty
saannollisen muotoisia nelikulmioverkkoja ja ohjelmiston automaattisen verkotustoimin-
non luomia epésadnnollisen muotoisia kolmioverkkoja. Laskennan tulokset on esitetty ku-
vissa 4-8, joista selvidd, miten valitut tarkastelusuureet muuttuvat elementtiverkkoa ti-
hennettidessd. Kuvaajien pystyakselilla on tarkasteltava vertailusuure ja vaaka-akselilla
vapausasteiden kokonaislukumééra. Tutkimuksessa rajoituttiin elementtiverkkoihin, joi-
den solmupisteiden lukumééra on alle 1000 kappaletta, joka on Abaqus Student Edition
-versiossa rajoitteena.

Jannitykset ja muodonmuutosenergia tapauksissa B ja C

Aluksi tarkastellaan tapausten B ja C von Mises -maksimijannityksen tarkentumista (ku-
va 4). Jannitystulokset suppenevat molemmissa esimerkkitapauksissa kohti tiettyé raja-
arvoa; kvadraattisilla elementeilld saadut tulokset suppenevat kuitenkin huomattavasti
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nopeammin lineaarisiin elementteihin verrattuna. Jannitysarvojen tarkentumisessa havai-
taan myos tapauskohtaisia eroja: tapauksessa C lineaarisilla elementeilld suppeneminen on
selkedsti hitaampaa kuin tapauksessa B. Tapauksessa B, jossa laatta on lyhyemmaélta si-
vultaan jaykésti tuettuna, ero lineaarisen elementin S4R5 ja kvadraattisen SSR5-elementin
tarkimpien arvojen vélilla on 3,6 prosenttia. Tapauksessa C, jossa laatta on jaykésti tuettu
pidemmalta sivultaan, vastaava ero on 7,3 prosenttia.

Kuvissa 5 ja 6 on vield vertailtu muodonmuutosenergian suppenemista kvadraattisilla
elementeilld: Molemmisssa esimerkkitapauksissa muodonmuutosenergia tarkentuu selvasti
nopeammin nelikulmioelementilla S8R5.
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Kuva 4. Suorakaidelaattojen B ja C von Mises -maksimijannityksen tarkentuminen eri elementtityypeilla.

0,5220
.3
&D /\g
g 4
@ 0,5180 —
g 0
= /
=]
£
"8 0,5140 / —&—Tapaus B STRI65 —a—Tapaus B S8R5
S
=

0,5100

0 1000 2000 3000 4000 5000

Vapausasteiden lukumaéra

Kuva 5. Suorakaidelaatan B muodonmuutosenergian tarkentuminen kvadraattisilla elementeillé.

Taipumat ja jinnitykset tapauksissa A ja B

Seuraavaksi tarkastellaan taipumien (kuva 7) ja von Mises -jannitysten (kuva 8) kayt-
taytymistd tapauksissa A ja B suhteellisten virheiden avulla. Vertailuarvoina on kaytetty
tuloksia, jotka on saatu 300 S8R5-elementin verkolla.
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Kuva 6. Suorakaidelaatan C muodonmuutosenergian tarkentuminen kvadraattisilla elementeill4.

Kuvasta 7 ndhdéaén, ettd taipuma-arvot suppenevat erittdin nopeasti, erityisesti ta-
pauksessa A. Ongelmana ulokelaatta onkin yksinkertainen, silld 1dhes koko laatan alueel-
la suureet muuttuvat oleellisesti vain pituussuunnassa. Léhelld tukea jannitysten arvot
kuitenkin muuttuvat myos leveyssuunnassa.

Vertaamalla kuvia 7 ja 8 ndhddén edelld mainittu elementtimenetelmén perusomi-
naisuus: jannitysarvot ovat yleisesti epédtarkempia kuin siirtymét, joten jannitysten ar-
vot suppenevat taipumien arvoja hitaammin. Taipumia tarkasteltaessa lineaarisilla ele-
menteilld saadut tarkimmat tulokset poikkeavat noin 0,4—0,6 prosenttia vertailuarvosta.
Jannitysten arvoille vastaavat virheprosentit ovat yli nelinkertaiset.
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Kuva 7. Suorakaidelaattojen A ja B maksimitaipuman suhteellisen virheen suppeneminen eri elementti-
tyypeilld.

Vino laatta

Kahden viimeisen esimerkkitapauksen [5] geometria on esitetty kuvassa 9; laatan kaikki
sivut on vapaasti tuettu, ensimmaéisessi tapauksessa kulma a = 30° ja toisessa a =
60°. Molemmissa tapauksissa laattaa kuormittaa tasaisesti jakautunut kuorma f = 6904
N/m?, sivunpituus on a = 0, 0254 m, paksuus on ¢ = 0,254 mm, Poissonin vakio v = 0, 3
ja kimmokerroin £ = 211 GPa. Mallinnuksessa on kédytetty ohutta kuorielementtia SSR5.
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Kuva 8. Suorakaidelaattojen A ja B von Mises -maksimijénnityksen suhteellisen virheen suppeneminen
eri elementtityypeilla.

Laskentatulokset on esitetty kuvissa 10 ja 11, joista selvidd, miten valitut tarkaste-
lusuureet muuttuvat elementtiverkkoa tihennettiessia. Kuvassa 10 on esitetty laatan mak-
simitaipuman suhteellinen virhe logaritmisella asteikolla. Taipuman referenssiarvo on saa-
tu sarjaratkaisusta, jossa on mukana sarjan kuusi ensimmaéistd biharmonista termié [14]]s.
96]. Kuvaajista ndhdaén, ettd elementtiverkkoa tihennettéessa taipuman suhteellinen vir-
he pienenee nopeammin 60 asteen tapauksessa (nelitt) ja virhe on myods kauttaaltaan
alemmalla tasolla kuin 30 asteen tapauksessa (ympyréit). TAmé johtuu siité, ettd tehtavin
tarkka ratkaisu on 30 asteen tapauksessa laatan geometriasta johtuen epasdénnéllisempi
kuin 60 asteen tapauksessa: Laatan kahdessa kuperassa kulmassa eli kulman o vastin-
kulmissa m — o momentissa on singulaarinen jannityshuippu, joka on sitd voimakkaampi
mitd suurempi on kyseinen kupera kulma. Ratkaisun singulariteetit johtavat elementtiap-
proksimaation virhekeskittymiin, silla diskretointivirhe keskittyy erityisesti niille alueille,
joissa tarkan ratkaisun sdannollisyys on alhaista astetta. Virheen suppenemisnopeus ei siis
riipu elementtien vinosta muodosta (kuva 9, ylhdalld), mika ndhdéain suppenemiskayrésta
(kolmiot), joka on laskettu 30 asteen tapaukselle kédyttden epasddnnollisia verkkoja, jot-
ka eivit sisdlld vinoja elementtejd (kuva 9, alhaalla). Néilld verkoilla virhe on kuitenkin
kauttaaltaan alemmalla tasolla, vaikka virhesuoran kulmakerroin ei muutukaan oleelli-
sesti verrattuna vinoihin elementteihin. Téstd voidaan paatelld, ettd vinojen elementtien
kayttod tulisi pyrkid vélttaméan, mutta virheen suppenemisnopeuteen vaikuttaa kuiten-
kin ratkaisun sddnnollisyys eli tédssé tapauksessa laatan geometria. Kuvan 10 viimeisella
verkontihennykselld virhe ei endéd mainittavasti pienene, miké johtuu siité, etta referens-
siratkaisuna on kéytetty sarjaratkaisua, jonka tarkkuus on myd6s rajallinen; elementtiap-
proksimaation tarkkuus on taipuman osalta tiheimmaélld verkolla jo samaa luokkaa kuin
referenssiratkaisun tarkkuus.

Momentin singulaarisuus néakyy selvasti kuvan 11 kéyrista, joissa on esitetty tapauksen
a = 30° momenttikomponenttien M, ja M, kuvaajat sarjaratkaisulle (katkoviiva), jossa on
mukana sarjan kolme ensimmaisté termid [14][s. 98]. Samassa kuvassa on myos harvimmal-
la (ympyrét) ja tiheimmaélld (neliot) elementtiverkolla seké tiheimmaélla epasdaannollisella
(kolmiot) elementtiverkolla lasketut momenttikomponenttien kuvaajat, joista ndhdéén,
ettd erityisesti momentin M, elementtiapproksimaatiot ovat kaikki vield varsin epétark-
koja.
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Jos ratkaisun tarkkuutta haluttaisiin kasvattaa niin, etté se pystyy kuvaamaan parem-
min momentin nopean muutoksen kuperien kulmien alueella, verkkoa olisi tihennettava
kohti néité singulaarisia kulmia [5]. Téhén tarkoitukseen olisi hyodyllista kayttaa adaptii-
visia menetelmié, jotka virheindikaattorien avulla tihentavit verkkoa automaattisesti koh-
ti virhekeskittymia ja pyrkivat nédin saavuttamaan halutun tarkkuuden mahdollisimman
harvalla verkolla [7, 4, 11, 17]. Toisaalta on myds hyvi huomata, ettd diskretointivirheen
lisdksi laskennassa on aina mukana mallinnuksen tuoma virhe: Vield suhteellisen ohuel-
lakin laatalla Kirchhoff-Love-laattamalli ei ylipddnsd kuvaa niin hyvin kolmidimensioista
elastisuustehtavad kuin Reissner-Mindlin-malli [7][luku 17], [5, 15]. Erityisesti tdssé vinon
laatan tapauksessa, kun kulma o pienenee, Kirchhoff-Love-teorian mallinnusvirhe kasvaa
nopeammin kuin Reissner—-Mindlin-teorian virhe [5].

Kuva 9. Vinon laatan geometria seké harvimmat ja tiheimmét verkot sdannolliselld ja epasdéannollisella
verkotuksella.
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Kuva 10. Vinon laatan maksimitaipuman suhteellisen virheen suppeneminen.
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Kuva 11. Vinon laatan taivutusmomentit kuperien kulmien véliselld janalla tapauksessa a = 30°: har-
vimman ja tiheimmén elementtiverkon tulokset seké referenssiratkaisu; vaaka-akselilla etéisyys kuperasta
kulmasta.

Yhteenveto ja johtopaatokset

Tamén artikkelin yksinkertaisten esimerkkitapausten perusteella voidaan sanoa, etté laa-
tan reunaehdoilla, geometrialla ja elementtityypin valinnalla on selvd vaikutus lasken-
nan tulostarkkuuteen. Erityisesti voidaan nostaa esille elementtimenetelmén perusominai-
suuksia noudattavat tulokset: jannitysten arvot tarkentuvat taipuma-arvoja hitaammin;
korkeampiasteisilla elementeilld tulokset tarkentuvat nopeammin suhteessa vapausastei-
den lukumé&draén; laskentasuureiden muutosnopeudet ja erityisesti ratkaisun sdannolli-
syysaste vaikuttavat oleellisesti tulosten tarkkuuteen.

Esimerkiksi ulokelaatan A tapauksessa taipumien arvot suppenevat nopeasti kaikilla
elementeilléd, kun taas suorakaidelaatan C tapauksessa jannitykset suppenevat suhteellisen
nopeasti vain kvadraattisilla elementeilld. Vinon laatan tapauksesta puolestaan kéy ilmi
tehtdvén tarkan ratkaisun epasadnnollisyyden vaikutus suppenemisnopeuteen, sekd myos
elementtien muodon vaikutus laskentatulosten tarkkuuteen. Kaiken kaikkiaan tdmén ar-
tikkelin testitapauksissa kaytetyista ohuille laatoille soveltuvista elementeistéd tarkimpiin
tuloksiin padstiin kvadraattisella nelikulmioelementilld SSR5.

Lopuksi on vield syytd huomauttaa, ettéd erityisesti vinon laatan tapauksessa ja mo-
nimutkaisemmissa rakenteissa olisi hyodyllista kayttaa adaptiivisia elementtimenetelmia,
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jotka tihentédvét elementtiverkkoa virheindikaattorien avulla automaattisesti kohti virhe-
keskittymié ja pyrkivat nédin padsemédn haluttuun tarkkuuteen optimaalisella verkonti-
heydella. Lisédksi yleisené johtopéaétoksend voidaan vield todeta, ettd kdytdnnoén insindori-
sovelluksissa ei tulisi kdyttaa liian harvoja elementtiverkkoja, koska silloin ei valttaméatta
saada luotettavaa tietoa siité, pysyvatko rakenteen jannitykset ja muut suunnittelun kan-
nalta oleelliset suureet sallituissa rajoissa. Erityisesti jos kédytetddn vain yhtéd element-
tityyppid ja yhtd verkontiheyttéd seké tarkastellaan vain yhtéd laskentasuuretta, tulokset
saattavat johtaa virheellisiin suunnittelupéitoksiin.
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Liite

Taulukko 1. Abaqus-kuorielementit (conventional shell elements, [2][3.1, 3.6.1], [1][23.6.1]).

Geometria Lyhenne Versio Aste Kéaytto Solmut DOF Al NEMK

kolmio S3/S3R e/s 1 yleinen 3 6 - -
kolmio S3RS e 1 yleinen 3 6 - -
kolmio STRI3 S 1 ohut 3 6 - -
kolmio STRI65 s 2 ohut 6 5(6) - -
nelikulmio S4/S4R e/s 1 yleinen 4 6 X X
nelikulmio  S4R5 S 1 ohut 4 5(6) x x
nelikulmio S4RS e 1 yleinen 4 6 X X
nelikulmio S4RSW e 1 yleinen 4 6 X X
nelikulmio S8R S 2 paksu 8 6 X -
nelikulmio S8R5 S 2 ohut 8 5(6) x -
nelikulmio  S9R5 S 2 ohut 9 5(6) x -

s = Abaqus/Standard-elementtikirjasto, e = Abaqus/FEzplicit-elementtikirjasto
1 = lineaarinen elementti, 2 = kvadraattinen elementti

DOF = vapaustelukumééra solmua kohti

Al = ali-integrointi

NEMK = nollaenergiamuotojen kontrollointi
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