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Laattarakenteiden laskennallisten menetelmien
virheanalyysi ja adaptiiviset elementtimenetelmät

Jarkko Niiranen

Tiivistelmä. Tässä artikkelissa luodaan yleiskatsaus laattarakenteiden laskennallisen analy-
soinnin perusperiaatteisiin. Artikkelissa käsitellään yleisiä laskennallisten menetelmien virhe-
komponentteja, tyypillisimpien laattamallien asymptoottista pätevyyttä, elementtimenetelmän
matemaattista virheanalyysiä ja adaptiivisia elementtimenetelmiä. Elementtimenetelmän vir-
heanalyysin ja adaptiivisen uudelleenverkotuksen perustuloksia havainnollistetaan myös numee-
risilla esimerkeillä.
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teet, adaptiivinen uudelleenverkotus

Johdanto

Insinöörisuunnittelun päätavoitteina voidaan pitää turvallisuutta ja kestävyyttä – vaikka
taloudellisten rajoitteiden ja ympäristönäkökohtien merkitys onkin kasvanut merkittävästi
erityisesti viimeisen vuosikymmenen aikana. Kuitenkin siitä huolimatta, että autojen,
siltojen, lentokoneiden ja ydinvoimaloiden täytyy nykyään kohdata maailmanlaajuisten
markkinoiden vaatimukset, niiden täytyy edelleen täyttää myös tarkoin säädetyt vaati-
mukset kestää mekaanisia kuormituksia ja rasituksia. Toisaalta on myös hyvä huomata,
etteivät turvallisuus ja kestävyyskään ole puhtaasti suunnittelun teknisiä yksityiskoh-
tia vaan niihin kytkeytyy lähes aina myös eettisiä, sosiaalisia, poliittisia ja taloudellisia
näkökulmia – erilaisten normien, määräysten ja virhetoleranssien kautta. [9][luku 1].

Nykyaikaisessa rakenteiden suunnittelussa ohuet rakenteet toimivat pääasiallisina ra-
kenneosina etenkin monissa keveyttä, kestävyyttä ja esteettisyyttä vaativissa kohteis-
sa. Klassisten alojen kuten rakennus- ja yhdyskuntatekniikan sekä konetekniikan ohel-
la sovellusten kirjo on kasvanut nopeasti myös monilla muilla aloilla. Ohuita rakenteita
kuten kuoria, laattoja, kalvoja, palkkeja ja köysiä voidaan yhdistää uusiin toiminnalli-
siin, älykkäisiin ja kerroksellisiin materiaaleihin, jolloin niiden avulla voidaan muodos-
taa älykkäitä sähkömekaanisia systeemejä. Näitä systeemejä voidaan käyttää esimerkiksi
toimieliminä, antureina tai vaimentimina monien eri tieteenalojen uusissa teknologisissa
sovelluksissa: esimerkiksi ilmailualalla, biokemiassa, kirurgiassa tai mikroelektroniikassa.
Tämä nopeasti kasvava ja poikkitieteellinen sovelluskenttä yhdessä tarkkuus- ja tuotta-
vuusvaatimusten kanssa on johtanut edistyksellisten tietokoneavusteisten suunnittelu- ja
laskentamenetelmien hyödyntämiseen. Tämän seurauksena myös monilla uusilla aloilla on
syntynyt tarve tehokkaille ja luotettaville ohuiden rakenteiden simulointi- ja analysointi-
menetelmille.

Laskentamenetelmien ja niihin perustuvien ohjelmistojen käytön lisääntyminen on
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myös osaltaan kasvattanut niille asetettavia laatuvaatimuksia; tarkkuus, tehokkuus ja
luotettavuus kiinnostavat sekä tutkijoita että soveltajia. Erityisesti mallinnus- ja lasken-
tamenetelmien tulosten tarkkuuden tehokkaaseen mittaamiseen, kontrollointiin ja paran-
tamiseen on pyritty kehittämään uusia menetelmiä [2][luku 1]. Näin myös siksi, että las-
kentamenetelmien ja niihin perustuvien ohjelmistojen kirjo on kasvanut sekä määrällisesti
laajaksi että laadullisesti kirjavaksi.

Tässä artikkelissa luodaan yleiskatsaus tarkkuus- ja luotettavuusanalyysin perusperi-
aatteisiin, joihin törmätään laattarakenteiden elementtimenetelmään perustuvassa lasken-
nallisessa analysoinnissa. Aluksi aihetta taustoitetaan käsittelemällä yleisiä laskennallis-
ten menetelmien epätarkkuustekijöitä ja virhekomponentteja. Seuraavaksi esitellään tyy-
pillisimpiä laattamalleja ja esitellään joitakin perustuloksia mallien pätevyydestä asymp-
toottisen analyysin näkökulmasta. Lopuksi käydään läpi elementtimenetelmän diskretoin-
tivirheen analysoinnin yleisiä periaatteita sekä myös adaptiivisia menetelmiä ja laattae-
lementtejä koskevia erityispiirteitä.

Tämä artikkeli perustuu osittain kirjoittajan Lectio Praecursoria -esitelmään A priori-
ja a posteriori -virheanalyysi laattamallien elementtimenetelmille sekä väitöskirjan joh-
danto-osaan [55].

Insinöörisuunnittelun epätarkkuustekijät ja virhekomponentit

Matemaattisen mallinnuksen laskennallisia menetelmiä voidaan pitää laajan sovelletta-
vuutensa, tehokkuutensa ja myös monimutkaisuutensa takia modernin insinöörisuunnitte-
lun kovana ytimenä. Taulukossa 1 on esitetty tyypillisen insinöörisuunnittelun päätöksen-
tekoprosessin kaaviokuvaus [10][luku 1]: Aluksi määritellään fysikaalinen ongelma ja sen
mukaiset suunnittelukriteerit; seuraavaksi ongelmasta muodostetaan yleinen matemaat-
tinen malli – idealisoitu, mahdollisesti hyvinkin epätäydellinen, kuvaus todellisuudesta.
Yleensä monimutkaisia matemaattisia malleja ei voida ratkaista tarkasti vaan niiden rat-
kaisemiseen tarvitaan laskennallisia approksimaatiomenetelmiä. Riippuen laskentaresurs-
sien saatavuudesta ja kustannuksista yleistä matemaattista mallia joudutaan usein yksin-
kertaistamaan perustuen insinöörikokemukseen, intuitioon ja yleisiin mallinnusperiaattei-
siin. Lopuksi yksinkertaistettuun matemaattiseen malliin perustuva tehtävä ratkaistaan
likimääräisesti numeerisilla menetelmillä, ja saatua ratkaisua käytetään suunnitteluun liit-
tyvään päätöksentekoon: mallin geometriaa tai materiaalia voidaan muuttaa, yksinkertais-
tettua mallia voidaan tarkentaa jne. Periaatteessa koko yllä kuvatun suunnitteluprosessin,
alusta loppuun, tulee pystyä mukautumaan eri osavaiheista saatuun palautteeseen [10].
Näin prosessin edetessä tulokset tarkentuvat vähitellen hallitusti ja kustannustehokkaasti
– erityisesti, jos eriasteiset mallit ovat hierarkkisia sekä mallit ja numeeriset menetelmät
toisistaan riippumattomia [62, 19].

Suunnittelu- ja mallinnusprosessin jokaisessa vaiheessa avainasemassa on virhe: fysi-
kaalisen todellisuuden ja yleisen matemaattisen mallin välinen idealisointivirhe; yleisen
ja yksinkertaistetun matemaattisen mallin välinen mallinnusvirhe; yksinkertaistetun mal-
lin ja sen numeerisen approksimaation välinen diskretointivirhe. Tässä yhteydessä ei ote-
ta huomioon muita mahdollisia prosessiin liittyviä virhekomponentteja kuten teollisten
tuotteiden valmistusvirheitä, rakenneosien asennusvirheitä, laskentaohjelmistojen ohjel-
mointivirheitä tai inhimillisiä virheitä laskentatulosten tulkinnassa. On hyvä huomata,
että monilta osin insinöörisuunnittelun virhekomponenttien analysoinnissa on otettava
huomioon myös erilaisia todennäköisyys- ja tilastollisuusnäkökohtia [5].

Käytännön insinöörisuunnittelussa yksittäisten virhekomponenttien suhteen joudu-
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Taulukko 1. Insinöörisuunnittelun päätöksentekoprosessin virhekomponentit (vrt. [10][luku 1]).

Yleinen taso Virhekomponentti
Rakennesuunnittelu

Fysikaalinen ongelma ja suunnittelukriteerit
Rakennetekninen suunnittelutehtävä
l ⇒ Idealisointivirhe
Yleinen matemaattinen malli
Kolmidimensioinen elastisuusteoria
l ⇒ Mallinnusvirhe
Yksinkertaistettu matemaattinen malli
Elastinen laattamalli
l ⇒ Diskretointivirhe
Numeerinen menetelmä
Laattaelementtimenetelmä
�
�
Päätökset ja palaute
Muutokset rakenteessa, malleissa, elementtimenetelmässä
l
Arvostelu ja hyväksyntä

taan usein tekemään kompromisseja ja todellisuudessa pyritäänkin parhaaseen kompro-
missiin ratkaisun laadun sekä mallinnuksen ja laskennan viemän ajan sekä muiden re-
surssien (esimerkiksi tietokoneiden keskusyksikköaika, tietokoneen muistintarve sekä oh-
jelmisto- ja henkilöstökustannukset) välillä [18]. Näin ollen esimerkiksi suunnitteluproses-
sin mallinnusvaiheessa käytettävän alustavan numeerisen laskennan diskretointivirheelle
ei välttämättä aseteta niin tiukkoja vaatimuksia kuin lopullisen mallin laskentatuloksil-
le. Mallin validoinnin vaatimasta laskennasta pyritään siis usein selviämään minimikus-
tannuksilla, kun taas lopullisten laskentatulosten verifiointiin voidaan käyttää selvästi
enemmän resursseja. Nykyisillä numeerisen laskennan menetelmillä ja tietokoneresursseil-
la moniin laskentatehtäviin onkin mahdollista saada niin hyvin verifioituja, tarkkoja ja
luotettavia ratkaisuja, että poikkeavuus todellisuudesta jää pelkästään idealisoinnin ja
mallinnuksen tasolle. Tällöin mallin validointi nousee avainasemaan. On kuitenkin huo-
mattava, että laskennan tavoitteet on aina määriteltävä tarkasti, jotta verifiointi voidaan
suorittaa nimenomaan asetettujan tavoitteiden suhteen [9][luku 1].

Seuraavissa luvuissa taulukon 1 käsitteet linkittyvät laattarakenteiden laskennalliseen
analysointiin seuraavasti: yleisenä matemaattisena mallina käytetään kolmidimensioista
elastisuusteoriaa; sen yksinkertaistetut matemaattiset mallit ovat nyt Reissner–Mindlin-
laattamalli ja Kirchhoff–Love-laattamalli (tai Kirchhoff–Germain-laattamalli); elementti-
menetelmä on tässä yhteydessä tarkasteltava numeerinen menetelmä.
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Dimensioreduktio ja laattamallien tarkkuus

Kolmidimensioiseen elastisuusteoriaan perustuva rakennemalli voidaan yksinkertaistaa
eritasoisiksi dimensionaalisesti redusoiduiksi rakennemalleiksi: yksidimensioiseksi sauvak-
si tai köydeksi [54]; kaksidimensioiseksi kalvoksi tai laataksi [54, 31, 36]; kaksidimensioi-
seksi matalaksi kuoreksi tai yleiseksi kuoreksi [54, 31, 32, 28]. Kaikki nämä mallit liittyvät
läheisesti toisiinsa – esimerkiksi tietyin oletuksin kuorimalli eriytyy laataksi ja kalvoksi,
kun kuoren kaarevuus saa arvon nolla [28][luku 4].

Tässä luvussa esitellään ensin laattarakenteiden mallinnuksen perusperiaatteet ja -
oletukset, joilla on selvät seuraukset mallien pätevyyteen ja myös myöhemmin käsiteltä-
vään elementtimenetelmän virheanalyysiin. Tässä yhteydessä käsitellään laattarakenteil-
le yleisimpiä Reissner–Mindlin- ja Kirchhoff–Love-dimensioreduktiomalleja. Esimerkkinä
laattamallien hierarkkisuudesta mainittakoon, että Reissner–Mindlin-laattamalli voidaan
tulkita yksinkertaisimpana hierarkkisena laattamallina [10, 1, 59, 57, 19].

Kinemaattiset oletukset ja muodonmuutokset

Seuraavaksi kuvaillaan lyhyesti Reissner–Mindlin- ja Kirchhoff–Love-laattamallien fysi-
kaalinen tausta sekä perussuureet ja materiaaliarvot. Erityisesti käydään läpi dimensiore-
duktion polku kolmidimensioisesta kontinuumimallista kaksidimensioisiin laattamalleihin
– kinemaattisista oletuksista jännitysresultanttien kautta tasapainoyhtälöihin ja reunaeh-
toihin. Lopuksi lineaarisen elastisuusteorian konstitutiivisten oletusten avulla jännitysre-
sultantit lausutaan vielä siirtymäsuureiden avulla.

Matemaattisesti laattarakenne määritellään kolmidimensioisen avaruuden tulojoukko-
na

P = Ω× (− t

2
,
t

2
) , (1)

missä Ω ⊂ R2 on laatan keskipinta ja t � diam(Ω) laatan paksuus.
Olkoon laatan siirtymäkenttä u = (ux, uy, uz), missä indeksit x, y, z viittaavat kartee-

sisiin koordinaatteihin ja ui = ui(x, y, z), i = x, y, z. Geometrisesti lineaarisessa Reissner–
Mindlin-laattateoriassa oletetaan, että seuraavat siirtymäsuureita koskevat ehdot ovat
voimassa:

(K1) Alkutilassa laatan keskipintaa vastaan kohtisuorassa olevat suorat säikeet säilyvät
suorina muodonmuutoksen aikana.

(K2) Alkutilassa laatan keskipintaa vastaan kohtisuorassa olevat suorat säikeet eivät veny.

(K3) Laatan keskipinnan pisteet siirtyvät ainoastaan laatan keskipintaa vastaan kohti-
suorassa z-suunnassa.

Näillä oletuksilla Kantorovičin menetelmä [54][luku 10] antaa siirtymäkentän muodossa

ux = −zβx(x, y) , uy = −zβy(x, y) , uz = w(x, y) , (2)

missä w on laatan keskipinnan (z-suuntainen) taipuma, βx ja βy merkitsevät kiertymiä
y- ja x-akselin ympäri, suunnistuksen seuratessa taipuman muutosta. Tämän luvun lo-
pussa käsitellään kinemaattisiin oletuksiin liittyviä lisätermejä, jotka antavat z2- ja t2-
riippuvuuden siirtymäkomponentille uz.
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Muodonmuutokset voidaan nyt esittää lineaarisen muodonmuutostensorin avulla muo-
dossa

e(u) =
1

2

(
∇u + (∇u)T

)
, ∇u =

∂ux/∂x ∂ux/∂y ∂ux/∂z
∂uy/∂x ∂uy/∂y ∂uy/∂z
∂uz/∂x ∂uz/∂y ∂uz/∂z

 . (3)

Komponenttimuodossa muodonmuutokset ovat

exx = −z
∂βx

∂x
, eyy = −z

∂βy

∂y
, ezz = 0 , (4)

exy = −z

2
(
∂βx

∂y
+

∂βy

∂x
) , exz =

1

2
(
∂w

∂x
− βx) , eyz =

1

2
(
∂w

∂y
− βy) . (5)

Kirchhoff–Love-laattateoriassa asetetaan vielä yksi kinemaattinen lisäoletus:

(K4) Alkutilassa laatan keskipintaa vastaan kohtisuorassa olevat suorat säikeet säilyvät
muodonmuutoksen aikana kohtisuorassa laatan keskipintaa vastaan.

Tämä ehto kytkee taipuman w ja kiertymän β = (βx, βy) toisiinsa:

∇w − β = 0 , (6)

mistä seuraa siirtymäkomponenteille lausekkeet

ux = −z
∂w(x, y)

∂x
, uy = −z

∂w(x, y)

∂y
, uz = w(x, y) . (7)

Siirtymäkomponentin uz mahdollista z2-riippuvuutta käsitellään myöhemmin tämän lu-
vun lopussa. Vastaavat muodonmuutokset ovat nyt

exx = −z
∂2w

∂x2
, eyy = −z

∂2w

∂y2
, ezz = 0 , (8)

exy = −z
∂2w

∂x∂y
, exz = 0 , eyz = 0 . (9)

Tässä yhteydessä huomautetaan, että leikkausmuodonmuutokset exz ja eyz nollautuvat
nimenomaan oletuksen (K4) eli yhtälön (6) ansiosta.

Tasapainoyhtälöt jännitysresultanteille ja reunaehdot

Jännitysresultantit eli momentit ja leikkausvoimat määritellään seuraavasti:

M =

(
Mxx Mxy

Myx Myy

)
ja Mij = −

∫ t/2

−t/2

z σij dz , i, j = x, y , (10)

Q =

(
Qx

Qy

)
ja Qi =

∫ t/2

−t/2

σiz dz , i = x, y , (11)

missä jännitystensori oletetaan symmetriseksi, σij = σji, i, j = x, y, z. Virtuaalisen työn
periaatetta varten määritellään vielä lineaarinen venymätensori

ε(β) =
1

2

(
∇β + (∇β)T

)
, (12)
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josta käytetään usein nimitystä käyristymätensori. Vertaamalla määritelmiä (3) ja (12)
huomataan, että pätee eij = −zεij, i, j = x, y. Virtuaalisen taipuman δw ja virtuaalisen
kiertymän δβ avulla virtuaalisen työn energiatasapaino saadaan nyt muotoon∫

Ω

M : ε(δβ) dx dy +

∫
Ω

Q · (∇δw − δβ) dx dy =

∫
Ω

F δw dx dy , (13)

missä on oletettu, että laatan reunoilla ei esiinny tunnettuja jännitysresultantteja eikä
nollasta poikkeavia siirtymäsuureita. Kuormaresultantti F sisältää z-suuntaiset pinta-
kuormat sekä mahdolliset z-suuntaiset tilavuuskuormat

Fb =

∫ t/2

−t/2

Fz dz , (14)

missä tilavuuskuormatiheys Fz = Fz(x, y, z) oletetaan usein riippumattomaksi koordi-
naatista z, tai ainakin mahdollinen riippuvuus oletetaan parilliseksi [64]. Tämän luvun
lopussa käsitellään vielä erikseen x- ja y-suuntaisten pintakuormien vaikutusta.

Laattatehtävä on nyt saatettu kaksidimensioiseen muotoon, jossa muuttujat riippuvat
ainoastaan koordinaateista x ja y, eivätkä siis (eksplisiittisesti) koordinaatista z. Seuraa-
vaksi osittaisintegroinnilla yhtälöstä (13) saadaan tasapainoyhtälöt, jotka ovat voimassa
laatan keskipinnalla Ω: Reissner–Mindlin-mallille pätee

−div Q = F , (15)

div M + Q = 0 , (16)

missä div on tensoridivergenssi; Kirchhoff–Love-mallille saadaan tasapainoyhtälö

div div M = F , div M =

(
∂Mxx/∂x + ∂Mxy/∂y
∂Myx/∂x + ∂Myy/∂y

)
. (17)

Myös tässä tapauksessa leikkausvoima määritellään momenttitasapainon (16) avulla, jotta
voimatasapaino (15) pätee.

Reunaehtoja varten oletetaan, että Reissner–Mindlin-mallissa laatalla on kova jäykkä
tuenta reunan ∂Ω osalla ΓCH

, pehmeä jäykkä tuenta osalla ΓCS
⊂ ∂Ω, kova vapaa tuenta

osalla ΓSH
⊂ ∂Ω ja pehmeä vapaa tuenta osalla ΓSS

⊂ ∂Ω. Reunan osa ΓF ⊂ ∂Ω on vapaa
tuennasta. Tällöin homogeeniset reunaehdot voidaan esittää muodossa

w = 0 , β = 0 ∀(x, y) ∈ ΓCH
,

w = 0 , β · n = 0 , s ·Mn = 0 ∀(x, y) ∈ ΓCS
,

w = 0 , β · s = 0 , n ·Mn = 0 ∀(x, y) ∈ ΓSH
,

w = 0 , n ·Mn = 0 , s ·Mn = 0 ∀(x, y) ∈ ΓSS
,

n ·Mn = 0 , s ·Mn = 0 , Q · n = 0 ∀(x, y) ∈ ΓF ,

(18)

missä n on reunan ulkonormaalivektori ja s vastaava tangenttivektori, kun taas n ·Mn
on taivutusmomentti ja s ·Mn vääntömomentti.

Kirchhoff–Love-malli ei erottele pehmeitä ja kovia reunaehtoja:

w = 0 , ∇w · n = 0 ∀(x, y) ∈ ΓC ,
w = 0 , n ·Mn = 0 ∀(x, y) ∈ ΓS ,

n ·Mn = 0 , ∂2

∂s2 (s ·Mn) + n · div M = 0 ∀(x, y) ∈ ΓF ,
(s1 ·Mn1)(c) = (s2 ·Mn2)(c) ∀c ,

(19)

missä indeksit 1 ja 2 viittaavat siihen, että normaali- ja tangenttivektorien suunnat muut-
tuvat lähestyttäessä vapaalla reunalla ΓF mahdollisesti sijaitsevaa nurkkapistettä c sen eri
puolilta.
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Konstitutiiviset oletukset

Kinemaattisten oletusten lisäksi lineaarisesti elastisille laatoille asetetaan seuraavat ta-
vanomaiset konstitutiiviset oletukset: Materiaalin oletetaan olevan

(C1) lineaarisesti elastinen (määritelty Hooken lain avulla),

(C2) homogeeninen (riippumaton koordinaateista x, y, z),

(C3) isotrooppinen (riippumaton suunnasta).

Lisäksi oletetaan, että

(C4) poikittainen normaalijännitys häviää, σzz = 0.

On hyvä huomata, että oletus (C4), josta seuraa Kirchhoff–Love-mallin tapauksessa ta-
sojännitystila, on muodollisesti ristiriidassa kinemaattisesta oletuksesta (K2) seuraavan
ehdon εzz = 0 kanssa, joka siis puolestaan viittaa tasomuodonmuutostilaan. Myöhemmin
esiteltävät mallinnusvirheen asymptoottisen analyysin perustulokset kuitenkin oikeutta-
vat oletuksen (C4).

Oletusten (C1)–(C4) seurauksena konstitutiiviset yhtälöt voidaan esittää muodossa

σxx =
E

1− ν2
(exx + νeyy) , (20)

σyy =
E

1− ν2
(eyy + νexx) , (21)

σxy = 2Gexy , σxz = 2Gexz , σyz = 2Geyz , (22)

missä materiaalivakiot ovat Youngin moduli E, Poissonin vakio ν ja leikkausmoduli

G =
E

2(1 + ν)
. (23)

Yhtälöiden (10) ja (11) jännitysresultantit sekä tasapainoyhtälöt (15)–(17) voidaan nyt
lausua siirtymäsuureiden avulla. Esimerkiksi momenttitensori voidaan nyt esittää yk-
sikkötensorin I, taivutusjäykkyyden

D =
Et3

12(1− ν2)
(24)

ja kiertymän avulla muodossa

M = D
(
(1− ν)ε(β) + ν tr ε(β)I

)
. (25)

Reissner–Mindlin-mallin leikkausvoima puolestaan saadaan taipuman ja kiertymän avulla
muotoon

Q = Gt(∇w − β) . (26)

Jos laatan paksuus oletetaan vakioksi, konstitutiivisista yhtälöistä seuraa, että Kirchhoff–
Love-mallin tasapainoyhtälö (17) voidaan esittää taipuman avulla biharmonisessa muo-
dossa

D∆2w = F . (27)
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Laattamallien matemaattista tarkkuusanalyysiä varten laattatehtävä skaalataan siten,
että

F = Gt3f , (28)

missä kuormitus f on riippumaton paksuudesta t [31, 8, 64]. Näin Reissner–Mindlin-
laatalle saadaan yksikäsitteinen nollasta poikkeva ratkaisu rajatapauksessa t → 0. Raja-
ratkaisu on vastaava Kirchhoff–Love-tehtävän ratkaisu [23][Lause 3.1]. Skaalatun tehtävän
momentti ja leikkausvoima määritellään vastaavasti:

m(β) =
M(β)

Gt3
ja q(w,β) =

Q(w,β)

Gt3
. (29)

Asymptoottinen tarkkuusanalyysi

Reissner–Mindlin-laattateorian mukaista mallia pidetään yleisesti Kirchhoff–Love-laatta-
mallia tarkempana, erityisesti paksuhkoille laattarakenteille [31, 8]. Useinkaan ei kuiten-
kaan perustella analyyttisesti tai matemaattisesti, missä suhteessa mallien tarkkuudet
poikkevat toisistaan. Seuraavaksi esitellään joidenkin viimeaikaisten tutkimusten päätu-
loksia laattamallien tarkkuudesta [8, 64, 33]. Näissä tutkimuksissa laattamallin tarkkuut-
ta mitataan pääasiassa asymptoottisessa mielessä: Kun laatan paksuus lähestyy nollaa,
laattatehtävän ratkaisun on lähestyttävä vastaavan kolmidimensioisen elastisuustehtävän
ratkaisua.

Arnold, Madureira ja Zhang [8] ovat analysoineet laattamallien käyttökelpoisuutta
tarkastelemalla reunoiltaan jäykästi tuettua laattaa, jota kuormittaa z-suunnassa muut-
tumattoman tilavuusvoiman fz lisäksi laatan ylä- ja alapintojen x-, y- ja z-suuntaiset
pintavoimat gi, i = x, y, z. Pintavoimia koskien tehdään seuraavat oletukset:

gz(x, y,− t

2
) = gz(x, y,

t

2
) = gz(x, y) , (30)

gi(x, y,− t

2
) = −gi(x, y,

t

2
) = gi(x, y) , i = x, y . (31)

Fysikaalisesti näistä symmetria- ja antisymmetriaehdoista seuraa, että laatan kuormitus
on luonteeltaan taivuttava, ei venyttävä.

Seuraavaksi laattatehtävä luokitellaan kokonaiskuormituksensa mukaan seuraavasti:
Joko ehto

div g +
1

t
gz + fz 6= 0 (32)

pätee, tai päinvastoin,

div g +
1

t
gz + fz = 0 , (33)

missä on käytetty merkintää g = (gx, gy). Ehtoyhtälöiden vasemman puolen kuormitus-
lauseke saadaan kirjoittamalla Kirchhoff–Love-mallille tasapainoyhtälön (13) oikean puo-
len mukainen kuormitustermi yleisessä muodossaan ottaen huomioon kaikki pintakuor-
makomponentit [64]. Erityisesti voidaan huomauttaa, että poikittaiskuormituksessa oleva
laatta, jolle pätee g = 0, gz + tfz 6= 0 (vrt. (13)), selvästi toteuttaa ehdon (32).

Jatkossa merkintä U ∗, esimerkkinä U ∗ = (u∗x, u
∗
y), viittaa kolmidimensioisen elasti-

suusteorian mukaisen mallin ratkaisuun, kun taas UM viittaa vastaavaan laattamallin an-
tamaan ratkaisuun. Yläindeksi M viittaa siis joko Reissner–Mindlin-malliin tai Kirchhoff–
Love-malliin, esimerkkinä yhtälön (2) tai (7) mukainen siirtymä UM = (ux, uy).
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Näillä merkinnöillä voidaan nyt tiivistää laattamallien tarkkuus asymptoottisessa mie-
lessä seuraavasti: Jos ehto (32) pätee, molemmille malleille pätee

||U ∗ −UM ||
||U ∗||

≤ Ctp , (34)

missä muuttuja U , vastaava normi ||·|| ja suppenemisnopeus on listattu taulukossa 2. Nor-
mi ‖ · ‖L2(P) tarkoittaa neliöintegraalia eli L2-normia, kun taas normi ‖u‖E(P) tarkoittaa
energiatasapainoyhtälön (13) vasenta puolta vastaavan muodonmuutosenergian mukaista
energianormia. Siinä tapauksessa, että ehto (33) pätee, Reissner–Mindlin-mallin ratkai-
su suppenee energianormin suhteen nopeudella O(t1/2), kun taas Kirchhoff–Love-mallin
ratkaisu on identtisesti nolla [8].

On vielä hyvä huomata, että Kirchhoff–Love-mallissa siirtymäkomponentille uz tar-
vitaan z2-riippuvuus (vrt. (7)), jotta taulukon 2 kahden viimeisen rivin tulokset ovat
voimassa. Reissner–Mindlin-mallin kohdalla vastaaviin tuloksiin siirtymäkomponentille
uz (vrt. (2)) tarvitaan sekä z2- että t2-riippuvuuden tuovat lisätermit. Tällöin Reissner–
Mindlin-malli esittää hierarkkista (1, 1, 2)-mallia eikä yhtälön (2) mukaista (1, 1, 0)-mallia;
tässä kaksi ensimmäistä hierarkkisuusindeksiä 1 viittaavat siirtymäkomponenttien ux ja
uy z-riippuvuuteen, kun taas viimeinen indeksi (2 tai 0) viittaa siirtymäkomponentin uz

z-riippuvuuteen.

Taulukko 2. Epäyhtälön (34) mukaiset suppenemisnopeudet Reissner–Mindlin- ja Kirchhoff–Love-
laattamalleille ehdon (32) ollessa voimassa [8].

Muuttuja ja normi Suppenemisnopeus
‖U‖

‖(ux, uy)‖L2(P) O(t)

‖uz‖L2(P) O(t)

‖∇(ux, uy)‖L2(P) O(t1/2)

‖∂2(ux,uy)

∂z2 ‖L2(P) O(t)

‖∇uz‖L2(P) O(t)

‖∂2uz

∂z2 ‖L2(P) O(t1/2)

‖u‖E(P) O(t1/2)

Kaiken kaikkiaan voidaan siis todeta, että erityisesti z-suuntaisesti kuormitettu Reiss-
ner–Mindlin-laattamalli ja Kirchhoff–Love-laattamalli käyttäytyvät asymptoottisessa, kva-
litatiivisessa mielessä identtisesti. Kuormitusten lisäys x- ja y-suuntiin ei vaikuta tulok-
siin, jos ehto (32) on voimassa. On kuitenkin syytä huomata, että epäyhtälön (34) vakion
C osalta mallien asymptoottinen käyttäytyminen on toisistaan poikkeavaa [33]. Jos puo-
lestaan ehto (33) on voimassa, Kirchhoff–Love-malli ei ole lainkaan käyttökelpoinen.
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Vastaava asymptoottinen analyysi, jossa on otettu huomioon myös reunakuormituk-
set, löytyy Zhangin tutkimusartikkelista [64], kun taas laattamallien kvantitatiivisia ero-
ja esimerkiksi reunaehtojen ja leikkausvoiman osalta on analysoitu Szabón ja Babuškan
kirjassa [10][luku 17] ja sen viitteissä.

Elementtimenetelmän tarkkuus ja virheanalyysi

Laattarakenteiden matemaattinen mallinnus johtaa siis edellisen luvun mukaisiin osittais-
differentiaaliyhtälöihin, jotka ratkaistaan yleensä numeerisesti ja likimääräisesti element-
timenetelmään perustuvilla tietokoneohjelmistoilla. Elementtimenetelmän tarkkuutta eli
diskretointivirhettä analysoitaessa oleellisessa osassa – sekä teoreettisen analyysin että
käytännön laskennan kannalta – on ratkaistavan tehtävän tarkan ratkaisun matemaatti-
nen säännöllisyys [9][luku 2.3]. Nimittäin diskretointivirhe keskittyy voimakkaasti niille
alueille, joissa ratkaisun säännöllisyys on alhaista astetta. Erityisesti ratkaisun singulari-
teetit johtavat virhekeskittymiin. Tässä yhteydessä on syytä huomauttaa, että tehtävän
tarkka ratkaisu on usein tuntematon, joskin sen säännöllisyydestä voi joissakin tapauk-
sissa olla etukäteistietoa.

Elementtimenetelmän tarkkuuta voidaan tunnetusti parantaa joko tihentämällä verk-
koa, jolloin puhutaan h-menetelmästä, tai käyttämällä korkeampiasteisia elementtejä, jol-
loin kyseessä on p-menetelmä. Nämä menetelmät voidaan myös yhdistää hp-menetelmäksi
[10, 9, 58]. Elementtimenetelmän perinteisten a priori -virhearvioiden mukaan tiheää ele-
menttiverkkoa ja alhaista astelukua käytetään siellä, missä ratkaisu on epäsäännöllinen,
kun taas harvaa elementtijakoa ja korkeaa astelukua käytetään alueilla, joissa ratkaisu on
säännöllinen.

Jotta laskentaresurssit eli verkontiheys ja elementtien asteluku voidaan kohdentaa oi-
kein eri osa-alueille, tarvitaan adaptiivisia uudelleenverkotusmenetelmiä sekä a posteriori
-virheenilmaisimia, jotka antavat elementtikohtaista tietoa virheen suuruudesta. Virhein-
dikaattoreista muodostuvat myös a posteriori -virhearviot, joita voidaan käyttää apuna
tehtäessä päätöstä elementtiapproksimaation tarkkuuden riittävyydestä.

A priori- ja a posteriori -virhearviot

Elementtimenetelmän matemaattinen virheanalyysi jakautuu siis kahteen kategoriaan [3,
21, 23, 30, 10, 63]: A priori -virhearviot voidaan nähdä pääasiassa laadullisina mittareina,
kun taas a posteriori -virhearviot tarjoavat sekä laadullista että määrällistä tietoa. Lisäksi
a priori -virheanalyysi on usein luonteeltaan koko ratkaisualuetta koskevaa; a posteriori
-virheanalyysi puolestaan antaa usein tietoa myös paikallisesta virheestä.

Näiden virheanalyysien pääero on kuitenkin niiden vaatimassa etukäteistiedossa. A
priori -virhearviota varten tarvitaan tietoa tehtävän tarkan ratkaisun säännöllisyydestä,
joten analyysin avulla voidaan pääasiassa vain arvioida käytettävän menetelmän teo-
reettista tehokkuutta. A posteriori -virhearviota varten riittää tehtävän lähtötiedot ja
elementtimenetelmän antama ratkaisuapproksimaatio, ja siitä muodostetut a posteriori
-virheindikaattorit, joiden avulla virheen suuruutta voidaan arvioida. Lisäksi paikallisten
virheindikaattoreiden avulla elementtiverkkoa – verkon tiheyttä ja elementtien astelu-
kua – voidaan uudelleenverkotuksessa mukauttaa kohti optimaalista verkotusta ottamalla
huomioon virheen jakautuminen ja erityisesti virhekeskittymät. Näin siis virheindikaatto-
reiden avulla ratkaisuapproksimaatio kertoo itse omasta tarkkuudestaan ja vieläpä ohjaa
muuttamaan elementtiverkkoa ratkaisun tarkkuuden ja laskentakustannusten kannalta
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optimaaliseksi. Tämä menettely mahdollistaa diskretointivirheen automaattisen ja kus-
tannustehokkaan pienentämisen.

Kaiken kaikkiaan a posteriori -virheanalyysi ja adaptiiviset menetelmät palvelevat
käytännön tarpeita, kun taas a priori -virheanalyysi on teoreettisen tarkastelun työkalu.
Yhdessä nämä lähestymistavat osoittavat käytettyjen menetelmien luotettavuuden ja joh-
tavat tehokkaisiin laskennallisiin menetelmiin.

A priori -virheanalyysi

Elementtimenetelmässä jatkuvaa systeemiä approksimoidaan äärellisellä määrällä vapa-
usasteita, ja näin ollen syntyy diskretointivirhe [9][luku 3]

dh = u− uh , (35)

missä u on jatkuvan systeemin ratkaisu (tarkka ratkaisu) ja uh on diskreetin systeemin
ratkaisu (elementtiapproksimaatio). Diskretointivirhe käsittää elementtimenetelmän muo-
tofunktioille ominaisen interpolointivirheen mutta se pitää sisällään myös elementtimene-
telmän ja jatkuvan systeemin yhteensopivuudesta riippuvan konsistenssivirheen [30][luku
4]. Diskretointivirheen suuruuden

dh = ‖dh‖ , (36)

mittaamiseen valitulle matemaattiselle normille käytetään yleisesti merkintää ‖ · ‖.
Elementtimenetelmän matemaattisen a priori -virheanalyysin tuloksena saatavat a

priori -virhearviot mittaavat tehtävään liittyvien muuttujien diskretointivirheen suuruut-
ta jonkin tietyn normin suhteen yhtälön (36) mukaisesti. Tyypillinen yhden muuttujan
tehtävän h-menetelmän virhearvio on muotoa [30][luku 3]

‖u− uh‖1 := ‖u− uh‖H1(A) ≤ Chs‖u‖Hs+1(A) , (37)

missä u on tehtävän tarkka ratkaisu eli jatkuvan systeemin ratkaisu ja uh on likiratkaisu
eli diskreetin systeemin mukainen elementtiapproksimaatio. Merkintä ‖ ·‖H1(A) tarkoittaa
alueen A kattavaa ensimmäisen asteen Sobolev-normia eli H1-normia, joka on (derivoitu-
valle) funktiolle v määriteltynä [30, 20, 21]

‖v‖H1(A) =
( ∫

A

|v(x, y)|2dA +

∫
A

|v′(x, y)|2dA
)1/2

. (38)

Hs+1-normi määritellään samaan tapaan kuin H1-normi; laskemalla yhteen derivaat-
tojen neliöintegraalit aina s + 1 -asteiseen derivaattaan asti. Epäyhtälössä (37) C on
yleensä tuntematon vakio, joka ei kuitenkaan riipu elementtien maksimikoosta eli ele-
menttiverkon suurimman elementin halkaisijan pituudesta h. Vakio riippuu kuitenkin
yleensä tehtävätyypistä, ratkaisualueesta ja elementtien muodosta. Elementtikoon h po-
tenssi määrää virheen asymptoottisen suppenemisnopeuden (tai approksimaation tarken-
tumisnopeuden) s = min(k, r), missä k on optimaalisessa tapauksessa approksimaatiossa
käytettyjen elementtien asteluku (esimerkiksi lineaarisille elementeille k = 1) ja r kuvaa
tässä yhteydessä tarkan ratkaisun säännöllisyysastetta seuraavasti: r on suurin arvo, jolle
pätee, että ratkaisun Hr+1-normi on äärellinen.

Elementtimenetelmän perusperiaatteet käyvät selvästi ilmi virhearviosta (37). En-
sinnäkin virhe pienenee, kun elementtien maksimikoko h pienenee. Ja toisaalta virhe
pienenee myös, kun elementtien asteluku k kasvaa – jos tarkka ratkaisu on riittävän
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säännöllinen, eli niin kauan kuin ehto r > k on voimassa, jolloin s = k. Elementtiasteen
nostaminen ei siis välttämättä vaikuta suppenemisnopeuteen s, jos tarkka ratkaisu on
epäsäännöllinen: tällöin säännöllisyys määrää suppenemisnopeuden ja s = r < k. Kor-
keampiasteinen elementti antaa kuitenkin yleensä käytännössä alempiasteista elementtiä
tarkemman ratkaisuapproksimaation, koska suppenemisnopeus on asymptoottinen suure.
Tämä nähdään selvästi myös alla olevista käytännön esimerkeistä.

Virhearviota (37) vastaava astetta heikomman L2-normin suhteen laskettu virhearvio
saadaan tietyin edellytyksin tyypillisesti muotoon [30][luku 3]

‖u− uh‖0 := ‖u− uh‖L2(A) ≤ Chs+1‖u‖Hs+1(A) . (39)

Vertaamalla tätä arviota virhearvioon (37) huomataan, että ratkaisuapproksimaation tar-
kentumisnopeus kasvaa, kun normi heikkenee: nyt suppenemisnopeus s korvautuu arvolla
s + 1.

Kuvissa 2 ja 3 on esitetty yhtälöiden (37) ja (39) mukainen virheen suppeneminen
elementtiverkkoa tihennettäessä. Tässä esimerkissä on kyseessä kuvan 1 mukaisesti ver-
kotettu Reissner–Mindlin-laatta, jonka alareunalla on joko kova yksinkertainen tuenta
tai reuna on vapaa. Muilla reunoilla taipumalle ja kiertymille on annettu sellaiset arvot,
että suorakaidelaatta voidaan tulkita osaksi puoliääretöntä laattaa, jota kuormittaa ku-
van 1 vaakasuunnassa muuttuva kosinikuorma [6, 47]. Tehtävän tarkka ratkaisu on tällöin
tiedossa, joten virheen suppenemisnopeus voidaan todentaa numeerisesti. Kuvaajissa on
käytetty logaritmista asteikkoa, jolloin suppenemisnopeus esittää virhesuoran kulmaker-
rointa, kun verkontiheytenä on käytetty kuvan 1 verkkojen vaakasuunnan elementtilu-
kumäärää Nx ∼ 1/h, joka on esitetty kuvaajissa vaaka-akselilla.

Kuva 1. Reissner–Mindlin-laatan elementtiverkon tasainen tihennys: verkontiheys vaakasuunnan element-
tilukumäärän mukaan, Nx = 2, 4, 8, 16, 32.

Yksinkertaisesti tuetun laatan tarkka ratkaisu on säännöllinen, jolloin laskennassa
käytettyjen kvadraattisten (k = 2) ja kuubisten (k = 3) MITC-laattaelementtien [11,
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Kuva 3. Reissner–Mindlin-laatan MITC-elementtien a priori -virhearvioiden numeerinen todentaminen:
virheen suppeneminen elementtiasteilla k = 2 ja 3; vapaa reuna, reunahäiriö, L2-suppenemisnopeus
luokkaa O(h1/2) ∼ O(N−1/2

x ).

24, 47] teoreettinen suppenemisnopeus on s = k = 2, 3; mikä selvästi toteutuu kuvan
2 kuvaajissa, jotka esittävät taipuma-approksimaation virheen suppenemista H1-normin
suhteen. Kun laatan alareuna on vapaa, laatan tarkka ratkaisu on reunahäiriön takia niin
epäsäännöllinen, että teoreettinen suppenemisnopeus jää elementtiasteesta riippumatta
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tasolle s = 1/2. Tältäkin osin numeerinen esimerkki noudattaa teoriaa, mikä nähdään
kuvan 3 kuvaajista, jotka esittävät taipuma-approksimaation virheen suppenemista L2-
normin suhteen. Suppenemisnopeuden hidastuminen vapaan reunan tapauksessa pätee
myös H1-normin suhteen. Tästä esimerkistä käy myös hyvin ilmi suppenemisnopeuden
asymptoottinen luonne: kvadraattisella elementillä (k = 2) suppenemisnopeus on aluksi
jopa luokkaa s + 1 = k + 1 = 3, mutta reunahäiriön takia se vähitellen hidastuu ar-
voon s = 1/2; kuubisella elementillä (k = 3) suppenemisnopeuden hidastuminen alkaa jo
harvoilla verkoilla.

A posteriori -virheanalyysi ja adaptiiviset elementtimenetelmät

Elementtimenetelmän matemaattisen a posteriori -virheanalyysin tuloksena saadaan vir-
heindikaattoreita ja niistä muodostuvia virhearvioita. Virheindikaattoreihin ja -arvioihin
tarvitaan tehtävän lähtötietojen lisäksi vain menetelmän antama elementtiapproksimaa-
tio ja sen avulla laskettavia muita approksimaatiosuureita. Virhearvioiden perusteella
voidaan arvioida approksimaation tarkkuuta tiettyjen normien suhteen, kun taas virhein-
dikaattoreiden avulla voidaan suorittaa adaptiivinen uudelleenverkotus, jonka avulla ap-
proksimaation tarkkuutta voidaan parantaa kustannustehokkaasti. Nimittäin keskeisenä
a posteriori -virhearvioinnin perusperiaatteena pidetään seuraavaa sääntöä: virheindi-
kaattoreiden ja -arvioiden muodostamisen pitää olla laskentakustannuksiltaan oleellisesti
kevyempi toimenpide kuin tehtävän uudelleenratkaiseminen esimerkiksi tasaisesti tihen-
netyllä elementtiverkolla [41].

A posteriori -virheanalyysi voi perustua moniin erityyppisiin periaatteisiin ja mene-
telmiin, jotka johtavat osin myös erityyppisiin virhearvioihin ja -indikaattoreihin [3][luku
1]. Typillisesti a posteriori -virheenarviointimenetelmät jaotellaan seuraaviin menetelmä-
tyyppeihin [2, 3, 53]:

– eksplisiittiset residuaalimenetelmät (explicit residual-based error estimators)

– implisiittiset residuaalimenetelmät (implicit residual-based error estimators)

– silottavat jälkikäsittelymenetelmät (recovery-based error estimators)

– hierarkkiset rikastusmenetelmät (error estimators based on hierarchic bases)

– tasapainotetut (implisiittiset) residuaalimenetelmät (equilibrated residual methods)

– funktionaalimenetelmät (functional a posteriori error estimates).

Useimmat näistä menetelmätyypeistä antavat koko ratkaisualueen kattavat virhearviot
energianormin suhteen mutta joillakin menetelmillä voidaan arvioida myös jonkun halu-
tun suureen virhettä paikallisesti (goal oriented adaptivity, error estimates for quantities
of interest) [3][luku 8].

Yleensä a posteriori -menetelmillä pyritään johtamaan virhearvioita, jotka ovat muo-
toa

C1‖dh‖ ≤ ηh ≤ C2‖dh‖ , (40)

missä C1 ja C2 ovat (tuntemattomia) positiivisia vakioita ja virhe-estimaattori ηh = ηh(uh)
koostuu elementtikohtaisista virheindikaattoreista ηK = ηK(uh),

ηh =
( ∑

K∈Ch

η2
K

)1/2
, (41)
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missä K viittaa yksittäiseen elementtiverkon Ch elementtiin. Virhearvion (40) mukaan to-
dellinen virhe ja virhe-estimaattori pienenevät samaa vauhtia, jolloin virhe-estimaattoria
voidaan pitää luotettavana todellisen virheen approksimaationa. Virhe-estimaattorin ja
virheindikaattoreiden laatua arvioidaan usein myös tehokkuusindekseillä

ι =
ηh

‖dh‖
ja ιK =

ηK

‖dh‖K

. (42)

Erityisesti tehokkuusindeksin ι tulisi riippua mahdollisimman vähän elementtiverkon ti-
heydestä, ainakin sen tulisi pysyä epäyhtälön (40) mukaisesti rajoitettuna elementtiverkon
tiheyttä muutettaessa.

Seuraavaksi tarkastellaan esimerkkinä eksplisiittisellä residuaalimenetelmällä Morleyn
laattaelementille johdettua virhearviota ja -indikaattoria. Morleyn elementti on klassinen,
epäjatkuva elementti Kirchhoff–Love-laattatehtävälle [51, 30, 50]. Menetelmälle johdettu
elementtikohtainen virheindikaattori on muotoa [15, 17]

η2
K = h4

K‖fh‖2
L2(K) +

∑
E∈∂K′

cEh−3
E ‖JwhK‖2

L2(E) +
∑

E∈∂K′′

cEh−1
E ‖J∇wh · nEK‖2

L2(E) , (43)

missä fh on kuormituksen f approksimaatio, wh on taipuman w elementtiapproksimaatio
ja nE elementtireunan E normaalivektori. Merkintä ∂K ′ tarkoittaa elementin K niiden
reunaviivojen E muodostamaa joukkoa, jotka ovat joko ratkaisualueen sisällä, vapaasti
tuetulla reunalla tai jäykästi tuetulla reunalla. Merkintä ∂K ′′ puolestaan tarkoittaa nii-
den reunaviivojen muodostamaa joukkoa, jotka ovat joko ratkaisualueen sisällä tai jäykästi
tuetulla reunalla. Elementin K halkaisijalle käytetään merkintää hK ja elementin reunan
E pituudelle merkintää hE. Merkintä J·K tarkoittaa funktion arvojen hyppäystä kahden
elementin välisellä reunaviivalla; elementin reunaviivan sijaitessa koko ratkaisualueen reu-
nalla, tämä merkintä pelkistyy funktion reuna-arvoksi. Lisäksi valitaan cE = 1/2, jos ele-
menttireuna E on ratkaisualueen sisällä, muussa tapauksessa pätee cE = 1.

Virheen mittaamista varten määritellään tehtävälle luonnollinen verkontiheydestä h
riippuva normi

‖v‖2
h =

∑
K∈Ch

|v|2H2(K) +
∑
E∈E ′

h−3
E ‖JvK‖2

L2(E) +
∑
E∈E ′′

h−1
E ‖J∇v · nEK‖2

L2(E) , (44)

missä E ′ tarkoittaa kaikkien niiden elementtireunojen E muodostamaa joukkoa, jotka
ovat joko ratkaisualueen sisällä, vapaasti tuetulla reunalla tai jäykästi tuetulla reunal-
la. Merkintä E ′′ puolestaan tarkoittaa niiden reunaviivojen muodostamaa joukkoa, jotka
ovat joko ratkaisualueen sisällä tai jäykästi tuetulla reunalla. Normin ensimmäinen ter-
mi vastaa H2-normia, joka elementtiapproksimaation epäjatkuvuuden takia lasketaan nyt
elementeittäin. Kaksi seuraavaa termiä puolestaan mittaavat itse elementtiapproksimaa-
tion ja sen gradientin epäjatkuvuutta yli elementtirajojen. Nämä kaksi mittaria esiintyvät
myös virheindikaattorissa (43), jonka ensimmäinen termi vastaa yhtälön (27) residuaalia
– ottaen huomioon, että ∆2wh = 0 kvadraattiselle elementtiapproksimaatiolle wh. Tämän
normin suhteen koko ratkaisualueen kattavalle virheelle saadaan virheindikaattorin avulla
yläraja

‖w − wh‖h ≤ C
( ∑

K∈Ch

η2
K +

∑
K∈Ch

h4
K‖f − fh‖2

L2(K)

)1/2

, (45)

missä epäyhtälön oikean puolen kuormitustermi on suuruudeltaan virhe-estimaattoritermiä
oleellisesti pienempi, joten voidaan olettaa, että kuormitustermillä ei ole juurikaan käytän-
nön merkitystä. Virhearvion perusteella virhe-estimaattoria voidaan siis pitää luotetta-
vana (reliability): Elementtimenetelmän antama approksimaatio voidaan kelpuuttaa, kun
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virhe-estimaattorin arvo saadaan halutun toleranssin alle, sillä tällöin myös todellinen
virhe on haluttua toleranssia pienempi (oletuksella C ≈ 1). Virhe-estimaattoria voidaan
siis pitää myös adaptiivisen uudelleenverkotuksen lopetuskriteerinä.

Elementtikohtaiselle virheelle saadaan virheindikaattorin avulla alaraja

ηK ≤ c(‖w − wh‖h,K + h2
K‖f − fh‖L2(K)) , (46)

missä epäyhtälön oikean puolen kuormitustermi on jälleen varsinaista virhetermiä oleel-
lisesti pienempi. Elementtikohtaista alarajaa tarvitaan erityisesti adaptiivisessa verkon-
tihennyksessä (effectivity): Virhearviosta nimittäin nähdään, että silloin, kun elementti-
kohtainen virheindikaattori ηK on suuri, silloin myös todellinen virhe on suuri (oletuksella
c ≈ 1), ja verkkoa on tihennettävä kyseisen elementin alueelta. Alarajasta voidaan johtaa
myös vastaava koko ratkaisualuetta koskeva versio.

Eksplisiittisen residuaalimenetelmän [3][luku 2] huonona puolena voidaan pitää erityi-
sesti sitä, että virhearvioissa (45) ja (46) esiintyy tuntemattomat vakiot C ja c, jotka tosin
ovat riippumattomia verkontiheydestä ja ratkaisusta, mutta joiden arvoja ei yleensä voi-
da määrätä teoreettisesti. Niille voidaan kuitenkin saada likiarvot numeerisilla testeillä.
Eksplisiittisen residuaalimenetelmän hyvänä puolena voidaan puolestaan pitää sitä, että
virheindikaattorit saadaan suoraan elementtiapproksimaatiosta, toisin kuin implisiitti-
sissä menetelmissä, joissa joudutaan ratkaisemaan elementtikohtaisia osatehtäviä [3][luku
3]. Residuaalimenetelmät ylipäänsä ovat tehtävä- ja elementtikohtaisia, joten esimerkiksi
edellä esitellyt indikaattorit ja arviot pätevät sellaisenaan periaatteessa vain Kirchhoff–
Love-laattatehtävän Morleyn elementille. Residuaalimenetelmistä poiketen esimerkiksi si-
lottavat jälkikäsittelymenetelmät [3][luku 4] ja funktionaalimenetelmät [53] voivat olla
ainakin pääosin menetelmästä ja osin myös tehtävästä riippumattomia. Toisaalta riip-
puvuudella on myös hyvät puolensa, sillä tällöin indikaattoreista on mahdollista saada
jossakin mielessä tarkempia ja teoreettisen analyysin kannalta pätevämpiä [3][luku 4.7].

Kuvassa 4 on esitetty esimerkki Morleyn menetelmän residuaaliestimaattorin osoitta-
masta virhekeskittymästä ja adaptiivisesti kohti virhekeskittymää tihennetystä verkosta.
Kyseessä on tasaisesti kuormitettu Kirchhoff–Love-laatta, jonka sisäkulmassa tehtävän
tarkassa ratkaisussa on laatan geometriasta johtuva kulmasingulariteetti, eli ratkaisun
säännöllisyys on alhainen verrattuna muun alueen säännöllisyyteen. Kuvan 4 adaptiivises-
ti tihennetystä verkosta nähdään, että tihennys keskittyy erityisesti singulaarisen kulman
läheisyyteen. Tämän lisäksi verkko tihentyy myös alueen reunoilta, mikä johtuu siitä, että
Morleyn menetelmän elementtiapproksimaatio ei toteuta tarkasti yksinkertaisesti tuetun
laatan oleellisia reunaehtoja (19)2. Tätä reunavirhettä mittaa erityisesti virheindikaatto-
rin (43) keskimmäinen termi.

Kuvassa 5 on verrattu virhe-estimaattorin pienenemistä tasaisesti ja adaptiivisesti ti-
hennetyillä verkoilla. Kulmasingulariteetin takia tehtävän tarkan ratkaisun w säännöllisyys
on luokkaa H11/5 [49], minkä seurauksena virheen teoreettinen suppenemisnopeus normin
(44) suhteen on tasaiselle tihennykselle luokkaa O(h1/5). Säännölliselle ratkaisulle Mor-
leyn menetelmän teoreettinen suppenemisnopeus olisi luokkaa O(h) [50, 17]. Molemmat
suppenemisnopeudet on merkitty kuvaan käyttäen logaritmista asteikkoa ottaen huo-
mioon elementtikoon h ja elementtilukumäärän N välinen yhteys h ∼ N−1/2. Kuvan 5
mukaan tasaisella tihennyksellä (ympyrät) todellinen suppenemisnopeus näyttäisi verk-
koa tihennettäessä kääntyvän noudattamaan juuri kulmasingulariteetin määräämää no-
peutta O(h1/5). Ensimmäiset adaptiivisen tihennyksen (kolmiot) verkot seuraavat tasaista
tihennystä mutta tihennyksen keskittyessä kohti kriittistä kulmaa myös virheen pienenty-
minen nopeutuu. Suppenemiskäyristä nähdään, että adaptiivinen verkontihennysprosessi
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johtaa lopulta tiettyyn tarkkuuteen huomattavasti pienemmällä elementtilukumäärällä
(noin 1800) kuin tasainen tihennys (noin 20 000).

Laattaelementtien virheanalyysin päälinjoja

Elementtimenetelmää on sovellettu ohuiden rakenteiden ja erityisesti laattarakenteiden
laskennalliseen analysointiin jo vuosikymmeniä, joten myös erilaisia menetelmiä on ehdit-
ty kehitellä kymmenittäin. Myös matemaattinen a priori -analyysi on monien element-
tien osalta vahvalla pohjalla [55]. Eri elementtien ominaispiirteitä ja virheanalyysiä on
käsitelty monilta osin elementtimenetelmän ja insinöörilaskennan peruskirjallisuudessa
[30, 10, 23, 20, 28, 66, 65, 21]. Seuraavaksi mainitaankin vain lyhyesti joitakin laattaele-
menttien virheanalyysin päälinjoja viitteineen.

Reissner–Mindlin-laattaelementtien osalta numeerinen lukkiutumisilmiö on ollut ele-
menttien suunnittelun ja erityisesti virheanalyysin suurin kompastuskivi. Lukkiutumisil-
miö voidaan nähdä erityisesti matala-asteisten elementtien antaman numeerisen approk-
simaation kyvyttömyytenä seurata parametririippuvaisen laattatehtävän asymptoottis-
ta käyttäytymistä. Laattatehtävässä elementtimenetelmän polynomimuotoiset approksi-
maatiofunktiot eivät kykene toteuttamaan pienillä paksuusparametrin arvoilla vahvistu-
vaa Kirchhoffin ehtoa (6), jonka tehtävän tarkka ratkaisu toteuttaa paksuusparametrin
raja-arvolla t = 0.

Tänä päivänä löytyy kuitenkin monia elementtejä ja elementtiperheitä, jotka välttävät
lukkiutumisilmiön ja joiden suppenemisominaisuudet ovat matemaattisen virheanalyy-
sin ja numeeristen testien perusteella optimaaliset. Esimerkiksi MITC-laattaelementeissä
[11, 24, 56, 61, 4, 46, 47, 55] ja muissa vastaavissa redusoiduissa menetelmissä [7, 38]
lukkiutumisongelma on tyypillisesti ratkaistu pelkistämällä Kirchhoffin ehtoon johtavaa
leikkaustermiä ja rikastamalla kiertymän approksimaatiota stabiloivilla lisävapausasteilla.
MITC-elementtien a priori -virheanalyysin kulmakivenä on satulapistetehtävien stabii-
liusanalyysi [22, 23]. Stabiloidut formulaatiot on toinen tyypillinen laattaelementtiluokka,
joka on kyetty analysoimaan ja osoittamaan optimaalisesti suppenevaksi [42, 37, 40, 60,
48, 55].

Kirchhoff–Love-laattaelementtien kehittämisen ja analysoinnin erityisongelmana voi-
daan pitää sitä, että neljännen kertaluvun Kirchhoffin tehtävän (27) luonnollinen vari-
aatioavaruus on toisen asteen Sobolevin avaruus H2. Näin ollen konforminen element-
tiapproksimaatio vaatii C1-jatkuvan taipumakentän [30][luku 6], joka puolestaan johtaa
korkea-asteisiin elementteihin – esimerkkinä mainittakoon viidennen asteen Argyriksen
kolmio [30, 21]. Toisaalta konformiset menetelmät noudattavat kuitenkin klassista ele-
menttimenetelmän virheanalyysiä [30][luvut 3 ja 6]. Kirjallisuudessa esiintyy myös monia
epäkonformisia tai muuten tavanomaisesta poikkeavia matala-asteisempia elementtejä ku-
ten Hsieh–Clough–Tocher-kolmio [12, 30], diskreetti Kirchhoff-kolmio [12, 13] ja Morleyn
kolmio [51, 30, 50], sekä myös joitakin modernimpia menetelmiä [39, 35, 34, 14, 16, 55].

Laattamaisten rakenteiden adaptiivisten elementtimenetelmien matemaattisessa tut-
kimuksessa on tähän mennessä otettu vasta joitakin ensiaskelia: staattinen ja materiaali-
sesti isotrooppinen tehtävä on analysoitu sekä useille Reissner–Mindlin-elementeille [43,
44, 27, 25, 26, 45] että myös joillekin Kirchhoff–Love-elementeille [29, 52, 15, 14, 16, 17].
Sen sijaan esimerkiksi ominaisarvotehtävät, ajasta riippuvat tehtävät sekä epälineaariset
tehtävät ovat pitkälti vailla kattavaa a posteriori -analysointia [41].
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Kuva 4. Tasaisesti kuormitettu, reunoiltaan yksinkertaisesti tuettu Kirchhoff–Love-laatta: Virheindikaat-
torijakauma ja adaptiivinen verkontihennys.
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Kuva 5. Tasaisesti kuormitettu, reunoiltaan yksinkertaisesti tuettu Kirchhoff–Love-laatta: Virhe-
estimaattorin suppeneminen tasaisella (ympyrät) ja adaptiivisella (kolmiot) verkontihennyksellä; koko
alueen kattava estimaattori yhtenäisellä viivalla, suurin elementtikohtainen indikaattori katkoviivalla.
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Yhteenveto ja johtopäätökset

Tässä artikkelissa käsiteltyjen laskennallisten menetelmien perusperiaatteista voidaan ve-
tää seuraavat käytännön laskentaan ja suunnitteluun tähtäävät johtopäätökset. Ensim-
mäiseksi, suunnitteluprosessin eri virhekomponentit olisi tiedostettava ja pyrittävä ana-
lysoimaan kukin erikseen. Toiseksi, mallinnuksen taustalla tulisi olla tarkoin määrätyt
suunnittelukriteerit, jotta mallinnus pystyisi ottamaan huomioon fysikaalisen todellisuu-
den kannalta oleelliset ilmiöt ja antamaan näin vastaukset oikeisiin kysymyksiin. Kol-
manneksi, numeerisilla laskelmilla tulisi päästä – mallinnustarkkuuden sallimissa rajoissa
– nimenomaan suunnittelukriteerien kannalta riittävän tarkkoihin tuloksiin.

Käytettäessä elementtimenetelmään perustuvia ohjelmistoja olisi varmistuttava siitä,
että ohjelmistojen tarjoamat menetelmät ovat sekä tehokkaita että myös tarkkoja ja luo-
tettavia, toisin sanoen stabiileja, optimaalisesti tarkentuvia ja adaptiivisia. Jos käytössä ei
ole automaattisia adaptiivisia menetelmiä virherajoineen, laskentatulokset tulisi verifioi-
da vertailemalla eri menetelmillä, verkontiheyksillä ja elementtiasteilla saatuja tuloksia.
Ja laskentaresursseja tulisi kohdentaa erityisesti niille alueille, joissa suureiden muutos-
nopeus on suuri – varsinkin, jos on kyse suunnittelukriteerien kannalta oleellisista suu-
reista [41]. Kaiken kaikkiaan käytössä tulisi olla erilaisia menetelmiä ja lähestymistapoja,
jotta laskennallisista ratkaisuista saadaan sekä tarkkoja että luotettavia – kohtuullisilla
kustannuksilla ja mitä erilaisimmissa sovelluskohteissa.
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tapausten laskentaan on käytetty Tieteen tietotekniikan keskuksen (CSC) laskentapalve-
luja.

Viitteet

[1] R. L. Actis, B. A. Szabo, and C. Schwab. Hierarchic models for laminated plates and
shells. Comp. Meth. Appl. Mech. Eng., 172:79–107, 1999.

[2] M. Ainsworth and J. T. Oden. A posteriori error estimation in finite element analysis.
Comp. Meths. Appl. Mech. Engrg., 142:1–88, 1997.

[3] M. Ainsworth and J. T. Oden. A Posteriori Error Estimation in Finite Element
Analysis. John Wiley & Sons, New-York, 2000.

[4] M. Ainsworth and K. Pinchedez. The hp-MITC finite element method for the
Reissner–Mindlin plate problem. J. Comp. Appl. Math., 148:429–462, 2002.

[5] A. H.-S. Ang and W. H. Tang. Probability Concepts in Engineering: Emphasis on
Applications to Civil and Environmental Engineering, Vol. 1. John Wiley & Sons,
2007.

[6] D. N. Arnold and R. S. Falk. Edge effects in the Reissner–Mindlin plate theory.
In A. K. Noor, T. Belytschko, and J. C. Simo, editors, Analytic and Computational
Models of Shells, pages 71–90, New York, 1989. ASME.

117



[7] D. N. Arnold and R. S. Falk. A uniformly accurate finite element method for the
Reissner–Mindlin plate. SIAM J. Num. Anal., 26:1276–1290, 1989.

[8] D. N. Arnold, A. L. Madureira, and S. Zhang. On the range of applicability of the
Reissner–Mindlin and Kirchhoff–Love plate bending models. J. Elasticity, 67:171–
185, 2002.
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