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Muutama huomio momenttimenetelman kaytosta
kehdrakenteiden analysoinnissa

Reijo Kouhia

Tiivistelmd. Momenttimenetelmé on kiyttokelpoinen ratkaisutapa sivusiirtyméttémien staat-
tisesti madradmattomien geometrisesti ja fysikaalisesti lineaaristen kehérakenteiden analysoin-
nissa. Se on yleisen voimamenetelmén erikoistapaus, joten staattisesti madradmattomien suu-
reiden ratkaisemiseksi syntyvén lineaarisen yhtélosysteemin kerroinmatriisin on oltava sym-
metrinen ja positiivisesti definiitti. Téssd artikkelissa tarkastellaan miten tuntemattomat sau-
vanpadmomentit on valittava, jotta syntyvéa kerroinmatriisi olisi symmetrinen seké pohditaan
miten rakenteen stabiiliusehto tulisi ilmaista. Liséiksi tarkastellaan toisesta pa#dstdan jaykésti tai
kimmoisesti kiinnitetyn sauvan tukimomentin eliminointia ennen varsinaisen yhtélésysteemin
muodostamista.

Awvainsanat: momenttimenetelmé, symmetrinen joustomatriisi, stabiiliusanalyysi

Johdanto

Yleisessd voimamenetelméssi tuntemattomina perussuureina ovat hyperstaattiset voima-
suureet X;, ¢ =1, ..., ng, missé ng on hypertaattisuuden, eli staattisen maaraaméattomyy-
den aste. Tarvittavat ratkaisuyhtalot saadaan yhteensopivuusehdoista, joilla taataan rat-
kaisun geometrinen luvallisuus. Yhteensopivuusehdoista saatu yhtaloryhmé voidaan kir-
joittaa muodossa

Az = b, (1)

jossa A on symmetrinen ja positiivisesti definiitti joustomatriisi,  on ratkaistavista hy-
perstattisista voimasuureista X; koostuva vektori ja b on ulkoisista kuormituksista staat-
tiseen perusmuotoon aiheutuvista yleistetyisté siirtymista koostuva vektori.

Momenttimenetelmé on erityisesti jatkuvia palkkeja ja kehdrakenteita silmélldpitden
kehitetty yleisen voimamenetelméan virtaviivaistus, jossa ratkaistavan rakenteen sauvat
otaksutaan aksiaalisesti venyméttomiksi ja leikkauksen suhteen dérettomén jaykiksi. Téal-
16in ratkaistaviksi hyperstaattisiksi suureiksi jadvét ainoastaan sauvanpaamomentit.

Momenttimenetelman perusyhtalot

Momenttimenetelméan perusyhtilot ovat sauvan paétepisteiden kiertymien lausekkeet

ij = i jM;j— Bi jMji + i j + o? (2)

27_]’

jossa «; ; ja [3;; ovat sauvavakioita, 1); ; sauvakiertymé, eli sauvan péétepisteiden vélisen
janan kiertyméi ja o? ; on staattisen perusmuotosauvan, eli niveltuetun sauvan nurkan ¢
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Kuva 1. Nurkka 7 ja siithen liittyvét sauvat.

kiertymé ulkoisesta kuormituksesta. Suureet M; ; ja M;; ovat sauvanpédémomentit sau-
van padtepisteissd ¢ ja j, jotka médritellddn positiivisiksi myotapaivaan kiertdvind. Si-
vusiirtyméttomén kehén kaikki sauvakiertymét havidvat, eli ¢, ; = 0. Sauvavakioiden
fysikaalinen tulkinta on ilmeinen. Maxwellin sé&nnon perusteella 3; ; = 3;,;, mutta yhteys
a;; = «;,; patee ainoastaan jaykkyysjakaumaltaan symmetrisille sauvoille.

Yhteensopivuusehdot

Tarkastellaan kuvan 1 mukaista kehédrakenteen monoliittista nurkkaa 7 johon yhtyy K-
kappaletta sauvoja S; j4x, k= 0,..., K — 1. Monoliittisen nurkan ¢ yhteensopivuusehot,
K — 1 kappaletta, voidaan kirjoittaa muodossa

Pij = Pije1 = = Pij+K-1, (3)

jossa ¢; ; on sauvan S; ; padn ¢ kiertymé. Sauvanpadmomentit M; ;i k = 0,..., K — 1
eiviit ole toisistaan riippumattomia, vaan niité sitoo nurkan ¢ momenttitasapainoehto

=

M; ;1 =0, (4)
0

=
Il

mikéli nurkkaan ¢ ei vaikuta ulkoisia momenttirasituksia. Téten yksi sauvanpddmomen-
teista M; ; voidaan eliminoida. Se, mikd sauvanpé@émomenteista eliminoidaan, vaikuttaa
syntyvan ratkaisuyhtdlon kerroinmatriisin muotoon; kaikki valinnat eivit tuota symmet-
ristd kerroinmatriisia mikéali nurkkaan liittyy enemmén kuin kaksi sauvaa. On varsin
erikoista, ettd tatd kysymystéd ei ole kirjoittajan tietdmén mukaan késitelty alan oppi-
kirjoissa [1]-[3]. Lahteen [3] esimerkissd 9.3 (sivuilla 125-128) esitetty joustomatriisi on
epasymmetrinen.

Ratkaisu tdhdn ongelmaan on yksinkertainen. Valitaan yksi nurkan sauvanpiékier-
tymistéd ja asetetaan tdmé vuoron perdin yhtasuureksi nurkkaan liittyvien muiden sauvan-
padkiertymien kanssa. Tété yhteista sauvanpéaéti vastaava momentti eliminoidaan. Mikéli
nurkan ¢ yhteensopivuusehdot (3) kirjoitetaan muodossa

Pi,j+1 = Pij
Pi,j+2 = Pij

, ()

Pij+K-1 = Pij
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talloin on syytd eliminoida sauvanpddmomentti M, ;, jolloin péddytddn symmetriseen
joustomatriisiin, ja nurkkaan ¢ liittyva diagonaalilohko on muotoa

Q5+ Qg Qi j Q5
Q5 Q5+ Qi j1o Q5 (6)
Qi,j
Q. j Qi j Qj + QK1

Tukimomenttien eliminointi ratkaisuyhtaloista

Momenttimenetelméssa tuntemattomien lukuméérda kasvattavat momenttijaykéiat tuen-
nat. Tilanne on analoginen siirtymémenetelmén niveltuennan kanssa. Télle tapauksel-
le on kuitenkin usein johdettu omat sauvavakiot, jotka eliminoivat nivelpain kiertymén
tuntemattomien joukosta. Vastaavalla tavalla voidaan momenttimenetelméssé eliminoida
momenttijiykdn tuennan tuottama sauvanpadmomentti. Tata yksinkertaista eliminointia
ei yleensé ole esitetty alan kirjallisuudessa.

Tarkastellaan tapausta, jossa sauvanpidid j on kimmoisesti kiinnitetty. Kimmoisesti
kiinnitettyad nurkkaa vastaava sauvanpddmomentti voidaan eliminoida kayttden hyviéksi
tuen yhteensopivuusehtoa

i = Pjousi- (7)
Otaksumalla jousen konstitutiiviseksi yhteydeksi
Pjousi = _OéjouSiMj,iu (8)
voidaan yhteensopivuusehdon (7) avulla sauvanpéén j momentti eliminoida:

1
Mj; = ————(B;:M;j — ¥ — af,). (9)

Qi T Qousi

Sijoittamalla tdma sauvanpéén ¢ kiertymén lausekkeeseen saadaan

. 0
Qi = Qg M;; + i + o, (10)
jossa
_ ﬁz‘,jﬁj,z‘ - ﬁz‘,j ~0 _ 0 5@3]’ 0
Gj=op;— ————, Yy=1l+—"— a;=a;;+————a;;. (11
Qi + Qjousi Qi + Qjousi Qi + Qousi

Jaykdn tuennan tapauksessa sen joustavuus hévidd, eli ajous = 0. Tasajdykén sauvan ja
pdan j jaykan tuennan tapauksessa ndmé saavat yksinkertaisen muodon

3

_i': . y 1.1 — - 12
&7.7 4EIZJ 77] 2 ( )

Stabiiliusanalyysi momenttimenetelmalla

Yleisen voimamenetelmén soveltamista rakenteiden stabiiliusanalyysiin on késitelty Prze-
mienieckin klassikkoteoksessa [4] luvussa 15.4. Stabiiliusehto (yhtdlo 15.54, ldhteen [4]
sivulla 395) johdetaan kuitenkin yhtélosysteemille, jossa muuttujina ovat siirtymét.
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q1 q2

nkl nkl l

L L

Kuva 2. Esimerkkikeharakenne.

Ottamalla momenttimenetelméssd huomioon puristavan voiman vaikutus sauvan jous-
tavuuteen, joustokertoimien a;; ja 3;; lausekkeet tasajaykille sauvalle ovat muotoa

L L
=357 (kL), Bij= @QW@)’ (13)

ja Berryn-funktiot ¢ ja ¢ mairitelldéin sauvassa vaikuttavan puristavan voiman N; ; funk-
tioina seuraavasti (yhtélot (1-27) ja (1-28) sivulla 13 ldhteessé [5])

Oél']'

3 1 1

(kL) = kL (k;_L  tan kL) ’ (14)
6 1 1

b(kL) = kL (sin kL k_L) ’ (15)

jossa k? = N, ;/EI ; ja L on sauvan pituus.

Systeemin liiketila on stabiili, mikéli potentiaalienergian toinen variaatio on positiivi-
nen kaikkien kinemaattisesti luvallisten variaatioiden joukossa. Analysoitaessa rakennetta
siirtyméamenetelmélld, tdma ehto on ekvivalentti jaykkyysmatriisin positiivisen definiittiy-
den kanssa. Voimamenetelméan tapauksessa rakennemallin stabiiliutta ei voida maarittaa
tilana, jossa joustomatriisi muuttuu positiivisesti definiitistd matriisista indefiniittiseksi,
kuten jaljempéané esitettavastd esimerkistd havaitaan.

Esimerkkeja

Joustomatriisin symmetrisyys

Tarkastellaan oheista kuvan 2 mukaista rakennetta. Yhteensopivuusehdot ovat nyt

P12 = P14
P12 = P14 o o
23 = P21
P21 = P23 = P25 = ) (16)
P25 = P21
w32 =0
w32 =0

jolloin on syytd eliminoida sauvanpddmomentti M, ;, jotta péaddyttéisiin symmetriseen
joustomatriisiin. Tuntemattomiksi sauvanpddmomenteiksi jaa siten M, o, My 3, M 5 ja Ms 5.
Yhteensopivuusyhtiloistd (16) saadaan yhtaloryhma

Q1o+ Qg B2 B2 0 M, > 04(1),4 - Oé?,z
P21 Qo1+ Qa3 Q21 —B23 My 5 . 043,1 - ozS,g 17
B2, Qg1 azy1+ags 0 Mys () a9, —ag; (- (17)
0 —32 0 Q32 M3 5 _ag,Q

78



Tasajdykédn sauvan vakiot ovat: oy ; = %LL]»/EIM,@-J = %LL]»/EIM-. Maaritelladn myos
pituusuhde ¢ = H/L sekd palkkien ja pilareiden jiykkyyssuhde seuraavasti: El, o =
Ely3 = El, ja El, 4 = Ely 5 = nE1. Télloin yhtélosysteemi voidaan kirjoittaa muodossa

2(1+¢&/n) 1 1 0 M 5 O4(1),4 - O‘?,z
L 1 4 2 —1 M273 . Oég’l — 04373 18
6ET 1 2 21+¢/p) O Mys () a9y — a3 (18)
0 -1 0 2 M372 —Oég72

6 11 0 M 5 -1
L 1 4 2 -1 M273 . q.LB —2 (19)
6GEI |1 26 0 Mys ( 24E1) -1 [~
0 -1 0 2 Ms 1
jonka ratkaisu on
M 5 % 0,02461
Mys | ) -5 o ) —0,09715 )
Mys (~ —159#3 WL~ _o,05181 (F (20)
Mj 5 = 0,07642
Nurkan 2 tasapainoyhtélostd seuraa sauvanpaémomentin M arvoksi
Moy = 22qL% ~ 0,10233¢L>. (21)

Mikéli ratkaistaviksi sauvanpddmomenteiksi olisi valittu M, o, Mo 1, My 5 ja M3 saa-
taisiin epadsymmetrinen yhtélosysteemi

0 0
12 -+ a4 —5172 0 0 MLQ a174 — Osz
0 0
—fBi,2 Qg1+ o3 Qo3 —[a3 My | ) agg— g, (22)
¢ e a 0 M. ) oY, —al '
2,1 2,1 2,5 2,5 2,1 2,5
0
0 B3, Bs2 Q32 M; 5 —Q3 9

Luonnollisesti systeemin (22) ratkaisu on yhtenevi ratkaisun (20) ja (21) kanssa.

Tukimomenttien eliminointi

Kaésinlaskussa pédstddn hieman helpommalla kun kaytetadn yhtéloitd (9) ja (10) tuki-
momentin Mz o eliminoimiseksi ja korvataan pystypilari 1-4 kimmoisalla jousella, jonka
joustavuuskerroin on qjousi = %H /mE1. Télloin tuntemattomiksi jadvét vain nurkan 2
sauvanpadmomentit My 3 ja My 5, jotka voidaan ratkaista yhteensopivuusehdoista

{@2,3 = P21 7 (23)

P25 = P21

jotka johtavat yhtélosysteemiin

_ _ _ —0 ~0

Qo1+ Qa3 Q1 Mas | _ | a5 — gy (24)
— — — _O .
Qg1 Qo1+ Qa5 Ms 5 Q3



Kuva 3. Kulmakeh&n nurjahdus.

Sauvavakiot ovat

) 53, 1L 1L (25)
o1 =Wy — —————— = ———=, Q23= ——7.
S T O A ¥ O |
L [20 11 Mys | qL? -8 (26)
36E1 | 11 35 Mys | 144ET | -5 [~

Ratkaisu on tietenkin yhtenevé tuloksen (20) kanssa. Muut sauvanpddmomentit M 5 ja
M3 5 voidaan laskea yhtélon (9) avulla.

Stabiiliustehtiva

Ratkaistaan kuvan 3 esittdmén kulmakehén nurjahduskuorma. Nurkkien 2 ja 3 yhteenso-
pivuusehdoista seuraa homogeeninen yhtéalosysteemi

s | S e =0 ) &y

missi funktio ¢ on yhtilén (14) mukainen ja nyt k? = P/EI. Homogeenisella yhtils-
systeemilld (27) on ei-triviaali ratkaisu vain jos kerroinmatriisi on singulaarinen, ts. silld
on véhintdén yksi nolla ominaisarvo ja téten sen determinantti on myos nolla. Kyseessé
on siten epdlineaarinen ominaisarvotehtdvd kriittisen kuormaparametrin £ 16ytamiseksi.
Yhtélossd (27) esiintyvan dimensiottoman kerroinmatrisin

A { 2(1_+11/1) —21 } (28)

ominaisarvot ja determinatti ovat

M=2410 VI H92 A=2+9+/1+¢2, det = MAs =49 + 3, (29)

joiden kuvaajat on piirretty kuvaan 4. Kuvasta havaitaan, ettd ominaisarvo \; on nega-
tiivinen valilla 7 < kL < 3,829, muulloin positiivinen, ja Ay on kaikkialla positiivinen,
lukuunottamatta pistettd kL = 7, jossa funktio ¢ on madritteleméaton.

Téten voimamenetelmén tuottaman yhtédlosysteemin kerroinmatriisin positiivisen de-
finiittisyyden perusteella ei voi tehdd pédtelmid rakenteen tasapainotilan stabiiliudesta.
Kriittinen kuorma saadaan yhtalon (27) kerroinmatriisin singulaarisuusehdosta, ja se on
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Kuva 4. Matriisin A ominaisarvot ja determinantti.

P ~ (3,829)*E1/L? ~ 1,485m*FE1/L*. Téllsin ominaisarvolla A; on nolla-arvo, katso
kuvaa 4.

Joustomatriisi menett#i positiivisen definiittiyden, kun kuorma ylittdi arvon 72 ET /L.
Télloin sauvan 1-2 joustokertoimien arvot muuttuvat positiivisista negatiivisiksi seuraa-
valla tavalla:

lim (aij,ﬁij) = +00, lim (Ozij,ﬁij) = —OQ. (30)
kl—m— kl—m+
Staattisen perusmuotosauvan joustavuus kasvaa rajatta kun puristava normaalivoima
ldhestyy Eulerin nurjahduskuormaa. Téten momenttimenetelmén mukainen stabiiliusmat-
riisi muuttuu positiivisesti definiitistd matrisiista indefiniitiksi, kun jonkin rakenneosan
staattisen perusmuotosauvan nurjahduskuorma ylittyy.

Matriisin definiittiyttd voidaan tutkia myos sen pédalideterminanttien avulla. Matriisi
on positiivisesti definiitti jos kaikki sen pa#alideterminantit ovat positiivisia. Sovellettuna
matriisiin (28), tdmé tarkoittaa ehtoja

2(1+14) -1

2(14+4¢) >0 ja ’ 1 5

’ > 0. (31)

Lopuksi

Artikkelissa kuvataan tapa, miten momenttimenetelmén tuntemattomat eli stattisesti
maaradmattomat sauvanpiadmomentit on valittava, jotta syntyvé rakenteen joustomat-
riisi olisi symmetrinen. Lisdksi johdetaan toisesta paastddan jaykésti tai kimmoisesti kiin-
nitetyn sauvan joustokertoimet, joita kdyttamailla voidaan ratkaistavan yhtalosysteemin
kokoa pienentéd. Lisédksi huomautetaan, ettd rakenteen tasapainotilan stabiiliuden me-
nettdmiskohtaa ei voida méadrittdd pisteend, jossa rakenteen joustomatriisi muuttuu po-
sitiivisesti definiitistd indefiniitiksi.
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