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Kompleksimuodot, bi-ortogonaliteetti ja yleinen
viskoosi vaimennus

Raimo von Hertzen

Tiivistelma. Tyossa tutkitaan ei-verrannollisesti vaimennetun diskreetin systeemin varahtelyja.
Ei-verrannollisen vaimennuksen tapauksessa ominaismuodot ovat kompleksisia ja perinteiset
ortogonaalisuusrelaatiot eivat ole voimassa. Uudenlaiset bi-ortogonaalisuusrelaatiot voidaan
kuitenkin muodostaa alkuperdisen ongelman ja sen kanssa adjungoidun ongelman
ominaisvektoreiden avulla ensimmadisen kertaluvun tilamuuttujaesityksessd. Tdémén ansiosta
pakkovarahtelytilan ominaismuotokehitelméssé termien vélinen kytkentd voidaan poistaa.
Tilamuuttujaesityksessé tilavektorin komponentit koostuvat yleistetyistd koordinaateista ja
vastaavista yleistetyistd nopeuksista, joten tilavektorin komponentit eivat ole toisistaan
riippumattomia. Kirjallisuuden mukaan téhan saattaa liittyd ongelmia pakkovarahtelytilan
kompleksisessa ominaismuotokehitelméssd. Tadssa tydssa osoitetaan, etta tilavektorin
komponenttien valinen riippuvuus ei aiheuta ongelmia, vaan kyseinen riippuvuus toteutuu liike-
yhtéldiden ratkaisun kautta automaattisesti. Esitettyd kompleksista ominaismuotoanalyysié
verrataan perinteiseen vaimentamattoman tai verrannollisesti vaimennetun systeemin ominais-
muotoanalyysiin. Liséksi osoitetaan, ettd ei-verrannollinen vaimennus tuottaa systeemin
taajuusvastefunktioon uuden kontribuution, jollaista ei verrannollisen vaimennuksen
tapauksessa esiinny. Kompleksista ominaismuotoanalyysid voidaan soveltaa my6s gyroskoop-
pisiin ja sirkulatoorisiin systeemeihin. Menetelmé&a havainnollistetaan numeerisella esimerkilla.

Avainsanat: Ei-verrannollinen vaimennus, ei-itseadjungoitu, bi-ortogonaliteetti, riippumattomat
kompleksimuodot, ominaismuotoanalyysi

Johdanto

Kaikissa varéhtelevissé rakenteissa esiintyy vaimennusta, joka muuttaa rakenteen
makroskooppista energiaa mikroskooppisten vapausasteiden energiaksi. Lukuisista
tutkimuksista huolimatta vaimennuksen mekanismit ovat edelleenkin vérahtely-
analyysin heikoiten tunnettu osa-alue eikd vaimennukselle ole voitu kehittdd yhta
ainoata universaalia matemaattista mallia. Yksi syy tdhan on se, ettd ei ole lainkaan
selvad, mitka tilamuuttujat vaikuttavat vaimennukseen. Yleisimmin kéytetyn, alkuaan
Rayleighin esittdmén mallin mukaan vaimennus riippuu ainoastaan hetkellisista
yleistetyistd nopeuksista [1], jolloin pienten vérdhtelyjen tapauksessa paadytddn
lineaariseen viskoottiseen vaimennusmalliin ja vastaavaan vaimennusmatriisiin. On
kuitenkin syyta korostaa, ettd tdm& ei ole ainoa lineaarinen vaimennusmalli, vaan
vaimennus Vvoi riippua muistakin tilamuuttujista tai my0ds systeemin historiasta
konvoluutiointegraalin kuvaamalla tavalla [2].

Vaimennusmekanismit voidaan karkeasti ottaen jakaa kolmeen luokkaan: koko
materiaalin alueelle jakautunut energian kulutus (materiaalivaimennus), rakenteen
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liitoksiin ja eri osien kontaktipintoihin keskittynyt vaimennus (reunavaimennus) ja
rakenteen ympérilla olevan nesteen tai kaasun liikkeisiin liittyva energiankulutus
(valiaineen vaimennus). Materiaalivaimennus voi syntyd useiden mikrorakenteeseen
liittyvien mekanismien tuloksena (kaso esim. [3]). Usein sitd kuten myds valiaineen
vaimennusta voidaan Kkuvata tyydyttavasti ekvivalentin lineaarisen viskoosi-
vaimennuksen avulla, joka on jakautunut koko materiaalin alueelle. Sitd vastoin
reunavaimennus on tyypillisesti paikallista, esimerkiksi liitosten kontaktipintojen
mikroluistosta aiheutuvaa, ja sen liséksi useissa insinddrirakenteissa huomattavasti
materiaalivaimennusta suurempaa, joten sen k&ytdnndn merkitystd ei voi jattaa
huomiotta.

Transientin tai epaharmonisen vérahtelytilan kuvaamisessa on ominaismuoto-
analyysilla (moodianalyysilld) ollut perinteisesti suuri merkitys. Itseadjungoidun
systeemin ominaismuotoanalyysi on esitetty kaytannollisesti katsoen kaikissa
vardhtelymekaniikan oppikirjoissa. Ominaismuotojen ortogonaalisuusrelaatioiden
avulla saadaan véréhtelytilaa kuvaavan ominaismuotokehitelman kertoimet kytkettya
irti toisistaan, jolloin ratkaisu helpottuu huomattavasti. Tdma on mahdollista, mikali
systeemin vaimennus on verrannollista. Matemaattisesti tdma tarkoittaa sitd, etta
systeemin vaimennusmatriisi diagonalisoituu samalla kongruenssimuunnoksella kuin
massa- ja jaykkyysmatriisit. Merkittdvd havainto on, ettd ldheskaan aina rakenteen
vaimennus ei ole verrannolista. Useasta komponentista koostuvan insinddrirakenteen
tapauksessa tdma on pikemminkin sdantd kuin poikkeus, sill4 liitosten aiheuttama
vaimennus on tyypillisesti ei-verrannollista.

Ei-verrannollisesti vaimennetulle ei-itseadjungoidulle systeemille voidaan hakea
ajan suhteen eksponentiaalisella yritteelld ominaismuotoratkaisua. Saadut ominaisarvot
ja -muodot tulevat kuitenkin kompleksisiksi eivatkd ominaismuodot enéa ole systeemin
massa- tai jaykkyysmatriisin suhteen ortogonaalisia, joten muotojen vélistd kytkentda
ominaismuotokehitelmésséd ei saada purettua. Ongelma kuitenkin ratkeaa siirtymalla
toisen kertaluvun liikeyhtaloistd ensimmaéisen kertaluvun differentiaaliyhtéloihin
tilamuuttujaesitysta  kayttamalla.  Tilamuuttujavektori muodostuu  alkuperéisista
koordinaateista ja niiden aikaderivaatoista. jolloin myds kerroinmatriisien lineaariset
dimensiot kaksinkertaistuvat. Kun tilamuuttujaesityksessa ratkaistaan sek& alkuperaisen
ettd sen kanssa adjungoidun ongelman ominaisvektorit, voidaan osoittaa, ettd ndméa ovat
tilamuuttuja-avaruudessa toisiinsa ndhden ortogonaalisia (ns. bi-ortogonaliteetti). Bi-
ortogonaliteettia hyvéksi kéyttden voidaan pakkovaréhtelytilan ratkaisussa suorittaa
jalleen kompleksimuotojen irtikytkentd, jolloin ongelman ratkaisu helpottuu
huomattavasti.

Yleisimmin kaytetyissd oppikirjoissa ei ole kasitelty ei-verrannollista vaimennusta
eikd kompleksisia ominaismuotoja juuri lainkaan [4-9]. Poikkeuksena voidaan mainita
Newlandin [10], Meirovitchin [11] ja Kellyn [12] oppikirjat. Newland esittelee yleisen
lineaarisen viskoottisesti vaimennetun systeemin matemaattisen ratkaisun varsin
perusteellisesti ja kompaktisti matriisiesitystd kayttaen. Kelly kehittdd teorian ei-
itseadjungoitujen operaattoreiden avulla sisdtuloavaruuksissa. Namé esitykset ovat
matemaattisesti oikeita, mutta niiden kautta ei vality samanlaista selke&dd ja
havainnollista fysikaalista kuvaa kuin perinteisen ominaismuotoanalyysin kautta.
Meirovitch esittdd asian kompleksisten ominaisvektoreiden superpositiona, miké
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parhaiten vastaa perinteistd ominaismuotoanalyysid. Esitys kompleksivektoreina jaa
kuitenkin hieman abstraktiksi eikd lahempaa vertailua perinteiseen ominaismuoto-
analyysiin suoriteta. Aihetta on lisdksi ké&sitelty vastaavalla tavalla useissa julkaisuissa,
katso esim. [13-19]. On syytd huomata, ettd kompleksista ominaismuotoanalyysia
voidaan soveltaa paitsi ei-verrannollisesti vaimennettuihin myds gyroskooppisiin ja
sirkulatorisiin systeemeihin.

Téassa tyossd esitetddn kompleksinen ominaismuotoanalyysi lahinna viitteiden
[10,11] parhaita puolia yhdistamélld ja laajentamalla siten, ettd ensimmadista kertaa
muodostuu yhtendinen kuva, jota on helppo verrata perinteiseen ominaismuoto-
analyysiin. Sen lisaksi todistetaan, etté tilaesitykseen liittyvé tilavektorin komponenttien
valinen yhteys (so. tilavektorin jalkimmainen puolisko on ensimmaisen puoliskon
aikaderivaatta) ei aiheuta ongelmia kompleksisessa ominaisvektorikehitelméssa. Tata ei
ole todistettu yhdessdkadn edelld mainitussa viitteessd, vaikkakin se on mainittu
mahdollisena ongelmana viitteissa [17,18]. Numeerisena esimerkkind kasitellaan ei-
verrannollisesti vaimennetun rakennuksen dynaamista vastetta.

Teoria
Tilamuoto, ominaisvektorit ja adjungoitu ongelma

Tarkastellaan yleistd varahtelevadd lineaarista systeemid, jolla on N kappaletta
riippumattomia vapausasteita. Systeemin liikeyhtalot voidaan kirjoittaa muodossa

MX+CX+KX=F, (1)

missd M on systeemin massamatriisi, C vaimennusmatriisi ja K jaykkyysmatriisi
(symmetrisia N x N -matriiseja) ja F ulkoinen voimavektori ( N x1-vektori). Tassd C on
taysin yleinen symmetrinen matriisi, joten vaimennus voi olla myos ei-verrannollista.
Todetaan, etta on voimassa

{i}:[—MolK —MI1CH§}+{M01F}’ @

missd 0 on N xN -nollamatriisi, 0 on N x1-nollavektori ja I on N xN -yksikko-
matriisi. Havaitaan, ettd ylempi puolisko tuottaa identiteetin X = X ja alempi puolisko
palauttaa alkuperdiset liikeyhtalot (1). T&ssd on oletettu, ettd massamatriisi M on ei-
singulaarinen, jolloin sen k&anteismatriisi on olemassa. Muunnetaan liikeyhtalot tila-
esitykseen, joten maaritelldan aluksi 2N x1 tilavektori

Y = X 3
) :

Yhtélét (2) voidaan kirjoittaa nyt lyhyesti muodossa

Y = AY +f, (4)
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missé 2N x 2N -kerroinmatriisi A ja voimavektorista aiheutuva 2N x1-vektori f ovat

muotoa
0 ! 0
A:[—M-lK —M-lc} ! fz{M-lF}' ©). )

Tarkastellaan aluksi systeemin vapaita vérahtelyja ja haetaan ratkaisua muodossa

Y = Ue™, (7)
missd U on 2N x1-vektori. Sijoitus yht&loon (4) antaa (F =0)

AU = AU. (8)

Kyseessd on reaalisen matriisin A ominaisarvotehtéva, jonka numeerinen ratkaisu
onnistuu yleensa helposti. Ominaisarvot A madraytyvéat yhtalostd det(A-A1)=0.
Koska A ei ole symmetrinen matriisi, on sen ominaisarvoista ainakin osa yleisessa
tapauksessa kompleksisia, jolloin vastaavat ominaisvektorit tulevat myods kompleksiksi.
Kerroinmatriisin A reaalisuudesta johtuen on helppo todeta yhtélé (8) konjugoimalla,
ettd jos U ja A toteuttavat yhtalon (8), niin myds U™ ja A" toteuttavat sen, missd *
tarkoittaa kompleksista konjugaattia. Nain ollen matriisin A kompleksiset ominaisarvot
ja —vektorit esiintyvat konjugaattipareina. Ta&man lisaksi voi esiintyd reaalisia
ominaisarvoja ja —vektoreita. Yhtélosta (3) johtuen eivat ominaisvektorin U kompo-
nentit ole toisistaan riippumattomia. Merkitdan

IS

U(Iow)
missa U ja U™ ovat N x1-vektoreita. Kun ratkaisu Ue”' sijoitetaan yhtalogn (4)
(F=0), saadaan

ylow) _ iu(UP)’ (10)
el (u<up>eﬂ‘) Ct (u(“p)e“) +K(U"e*)=0. (11)

Téasta nahdaan, etta
X =UUPett (12)

on alkuperéisen liikeyhtalon ratkaisu eli vapaan vardhtelyn ominaismuotoratkaisu.
Mikali U™ ja 1 ovat kompleksisia, on myos X kompleksinen, joten se ei ole
varsinainen fysikaalinen ratkaisu. Yhdistimalld ratkaisuja U, 1 ja U@ 2
vastaavat ominaismuotoratkaisut saadaan reaalinen fysikaalinen ratkaisu
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e = UMD + U et = 2Re(UMPe™). (13)

Yhtélosta (10) nahdaén edelleen, ettd ominaismuoto U on muotoa

U(Up)
U= , (14)
1me

kuten yhtéaloiden (3) ja (7) nojalla pitaakin olla.
Ominaisvektoreiden bi-ortogonaliteetti

Palautetaan aluksi mieliin, ettd verrannollisesti vaimennetun systeemin tapauksessa
liikeyhtalosta

MX+CX+KX=0 (15)

voidaan koordinaattien vélinen kytkentd poistaa muunnoksella X =Uq, missa U on
vastaavan vaimentamattoman ongelman ominaismuotovektoreista muodostettu N x N -
matriisi ja N x1-vektori g siséltdd ominaismuotokoordinaatit [8]. Kytkenndn havia-
minen perustuu siihen, ettd matriisit UTMU , U'CU ja UTKU ovat kaikki diago-
naalisia eli matriisit M, C ja K diagonalisoituvat samalla kongruenssimuunnoksella,
jolloin ominaismuodot u, (n=1,...,N) toteuttavat perinteiset ortogonaalisuusrelaatiot

(16)

1, kunn=m
=0y, = )
0,kunnzm

Viitteessé [20] on osoitettu, ettd valttdmaton ja riittdva ehto sille, ettd ndin tapahtuu, on
CM'K=KM™C. @an

Riittavd, mutta ei kuitenkaan vélttamaton, ehto yhtalén (17) toteutumiselle on, ettd
vaimennusmatriisi on muotoa C =aM + K . Toisaalta on helppoa todeta, ettd yleisen
symmetrisen vaimennusmatriisin C tapauksessa ehto (17) ei toteudu, joten ylla
mainitulla kongruenssimuunnoksella ei liikeyhtaldiden kytkentad voida purkaa.

Ei-verrannollisesti vaimennetun systeemin tapauksessa on koordinaattien vélisen
kytkennan purkamiseksi ratkaistava tilamuuttujaesityksessa alkuperdisen ominaisarvo-
yhtélon (8) rinnalla yhtalo

ATV = uV, (18)
missd ' tarkoittaa transpoosia. TAm4 on itse asiassa yhtalon (8) adjungoitu yhtald, silla

on helppoa osoittaa, ettd matriisioperaattorin A adjungoitu operaattori on A" [12].
Ominaisarvot x maardytyvat ehdosta det(A” — u1) = 0. Koska on voimassa

0=det(AT—yl)=det[(A—yI)T]=det(A—,ul), (19)
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madrdytyvat ominaisarvot ux tadsmélleen samasta karakteristisesta yht&losta kuin
alkuperaisen ongelman ominaisarvot A, joten ne ovat samoja (eli {x}={4}). Aivan
kuten edella voidaan todeta, ettd jos V ja u toteuttavat yhtalon (18), niin myds V* ja
u* toteuttavat sen, koska A" on reaalinen matriisi.

Tarkastellaan nyt alkuperdisen ongelman ja adjungoidun ongelman ominais-
arvotehtdavien ratkaisuja U, 4 ja V, u (yhtdlét (8) ja (18)). Kerrotaan yhtalé (8)
vasemmalta vektorilla V' seké yhtalo (18) vasemmalta vektorilla UT ja transponoi-
daan ndin saatu yhtalo. Talloin saadaan yhtélot

AU=AU = V'AU=AV'U, (20)
AV=uV = UATV=uU'V = VTAU=uV'U. (21)
Véhentdmalld ylemmastd yhtaldsta alempi saadaan
0=(A-u)V'U. (22)
Tasta seuraa, etta
VTU=0, kun A= u. (23)

Né&in ollen voidaan todeta, ettd alkuperdisen ongelman ja sen kanssa adjungoidun
ongelman ominaisvektorit ovat toisiaan vastaan kohtisuorassa vektoriavaruuden 0 2"
tavanomaisen sisatulon (tdssa ilman toisen tekijan konjugointia!) mielessa, mikali
ominaisvektoreita vastaavat ominaisarvot ovat eri suuret. Tatd tulosta kutsutaan
ominaisvektoreiden bi-ortogonaliteetiksi. Bi-ortogonaliteetin nojalla voidaan pakko-
varéhtelytilan ratkaisussa poistaa ominaisvektoreiden valinen kytkentd, kuten jatkossa
osoitetaan.

Vapaat varahtelyt ja alkuehto

Rajoitutaan seuraavassa kaytannodssa yleisimpdan tapaukseen, jossa alkuperdisen
ongelman ominaisvektorit U, (n=1,2,...,2N) ovat lineaarisesti riippumattomia, jolloin
ne virittdvat 2N-ulotteisen kompleksisen vektoriavaruuden 02V . Vapaan systeemin
(F =0) yleinen tila voidaan siis esittaa ratkaisuiden (7) lineaarikombinaationa

2N
Y=Y ceMu, (24)
=1

eli taydellisemmin Kirjoitettuna

(up)
Xl ZZNC et Yn . (25)
X| &= FRVIC
= n

Alkuperaiset vapausasteet X (ks. yhtald (1)) on siis lausuttu muodossa
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2N
X=Ycehul?, (26)

n=1

Olkoon systeemin alkuehto X(0) = X, , X(0) = X, annettu, jolloin tilavektorin alkuehto

on
X(0 X
Y(0) = O _ %o . (27)
X©0)) (X
Nyt voidaan ratkaista vapaan tilan kehitelmakertoimet. Kirjoitetaan yhtalo (24) hetkella
t=0 ja kerrotaan nain saatu yhtélé vasemmalta vektorilla V] , jolloin saadaan

2N 2N
VaY(0) =Y ¢, VaU, => ¢, 6m =Cq- (28)
n=1 n=1

Téssé on oletettu, ettd samaan ominaisarvoon A, liittyvien ominaisvektorien U ja V,,
normeeraus on suoritettu siten, etta niiden sisatulo on yksi (eli V;U,, =1). Néin ollen
alkuehdot (27) toteuttavaksi vapaan liikkeen ratkaisuksi saadaan tilamuodossa

Y(t) = %VJ Y(0)e™'U, (29)

n=1

ja alkuperaisissa koordinaateissa

X(t) = %vnT Y (0)e™ ytP) (30)

n=1

Todetaan seuraavaksi, ettd tdmé ratkaisu on aina reaalinen, vaikka summassa esiintyvat
termit voivat olla myds kompleksisia. Kuten aikaisemmin on jo todettu, esiintyvat
karakteristisen yhtalon juuret joko reaalijuurina tai kompleksikonjugaattipareina.
Merkitaan reaalisia juuria alaindeksilla i ja kompleksisia konjugaattipareja alaindeksilla
J varustettuina, ts. 4 €ll ja 4, ,}t}‘ ell . Summa (30) voidaan nyt kirjoittaa muodossa
(¢; =V{Y(0))

X(®) = ce Ui + Z(Cje}“jtu(j“p) +cieityte)
i j
=Y e UM +2Re Y ¢t UL (31)
i i

missa on kaytetty hyvaksi sitd, ettda myGs ominaisvektorit V; esiintyvat konjugaatti-
pareina. Mikéli kaikki karakteristisen yhtalon juuret ovat kompleksisia (reaalisia),
puuttuu yhtélosta (31) luonnollisesti ensimmaéinen (toinen) summalauseke. Yhtélon (31)
mukainen lauseke on reaalinen, sill& alkuehtovektori Y (0) on aina reaalinen ja reaalista
ominaisarvoa vastaavat ominaisvektorit U; jaV; ovat reaalisia. Ensimmainen summa-
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lauseke koostuu eksponentiaalisesti vahenevista (4 <0), kasvavista (4 > 0) tai jaykéan
kappaleen liikkeen (4 =0) termeista. Jalkimmdisen summalausekkeen muokkaa-
miseksi Kirjoitetaan kompleksiset ominaisarvot muodossa

Aj=a;+]p;. (32)
Kun kéytetddn merkintoja
ud|givt”
Ul u;” .ew;“ 2o =|ole™ (33), (34)
udeir’

saadaan yhtéalon (31) jalkimmadiselle summalausekkeelle (ratkaisun varéhteleva osa)
muoto

Xiip (t) = Zzeajt Re(cj ejﬁitu(jup))
i

N it D) : :
ui|eAit+ivi™) ulDlcos(B;t+¢; +y )
()| (Bj i +1/8D) _ uld|cos(Bit+ g + i)
_ ait 1){ust|e - ajt|. |J|Y2 i jTV3 . (39)
_sz:e I"Re ‘Cj‘ 2;8 ‘CJ‘ :
u(D[elrterd) u{|cos(B;t+¢; +w )

Todetaan, etta suureet «; ja f#; maardytyvat ominaisarvotehtdavan ominaisarvoista,
suureet [uPl ja P (k=1---,N) ominaisvektoreista ja suureet ‘cj‘ja ¢; liikkeen
alkuehdoista. Mikéli systeemi on vaimentamaton tai verrannollisesti vaimennettu, on
ratkaisu tunnetusti muotoa [8]

u(d

()
X,ip = Zzle"jtcj cos(B;t +¢;) K (36)
i

ulp)
Yhtalosta (36) nahdaan, ettd verrannollisesti vaimennetun systeemin. vapaa varahtely
voidaan lausua reaalisten ominaismuotojen |u{? u{? ... u{) | lineaarikombi-
naationa. Kukin ominaismuoto suorittaa eksponentiaalisesti vaimenevaa (tai kasvavaa)
harmonista vérahtelyliikettd. Yleensa ratkaisun (36) yhteydessd kdytetddn merkint6ja

[8]
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— L f =0 Jl-CC Y B R R
aj=—Ciw;, fi=0;1-¢] < o;=\aj+fi, ¢ = (37)

2
aj + B

Tassa ¢; edustaa ominaismuodon j suhteellista vaimennusvakiota ja @; vaimenta-
matonta ominaiskulmataajuutta. Ei-verrannollisesti vaimennetun systeemin vapaita
varéhtelyja kuvaa yhtalo (35). Havaitaan, ettd systeemin vapausasteet vardhtelevat nyt
yleensd eri vaiheissa, kun taas yhtalon (36) tapauksessa kaikki vapausasteet varahtelevat
joko samassa tai vastakkaisessa vaiheessa. Erilaisten vaiheiden takia ei yhtalossé (35)
cosini-funktioita saada vektorista ulos yhteiseksi tekijaksi. Vapausasteet varéhtelevat
kuitenkin samalla kulmataajuudella g, ja suhteellisia vdrahtelyamplitudeja voidaan
edelleen kuvata suureilla ful(” ulPl . u{’|. Nain ollen ominaismuodot ovat
edelleen olemassa, vaikkakaan eivat aivan yhtd ”staattisessa” mielessd kuin
verrannollisesti vaimennetulla systeemilld. Erityisesti voidaan todeta, ettd ominais-
muotojen solmupisteet (pistemassojen valisten interpolaatioiden nollakohdat) eivat pysy
paikoillaan vaan liikkuvat jatkuvasti ja ettd jopa solmupisteiden lukumaaréd voi muuttua
liikkeen aikana. Havaitaan, ettd yhtalon (33) mukaiset vektorit U(J-”p) sisaltavat kaiken
ratkaisussa (35) esiintyviin ominaismuotoihin liittyvan amplitudi- ja vaihetiedon. Nain
ollen niitd voidaan kutsua systeemin kompleksisiksi ominaismuodoiksi. Niiden
fysikaalinen merkitys kay ilmi yhtalostd (35) ja kuvan 1 mukaisesta osoitin-
diagrammista. Ratkaisusta (35) nahdaén, ettd ei-verrannollisesti vaimennetun systeemin
ominaismuotoon j liittyy eksponentiaalinen vaimennusvakio —«; ja vaimennettu
ominaiskulmataajuus  f;. Nama saadaan tilamuotoisen ominaisarvotehtdavan (8)
ratkaisuna. N&in ollen ominaismuotojen suhteelliset vaimennusvakiot ja vaimenta-
mattomat ominaiskulmataajuudet saadaan laskettua suoraan yhtaloistd (37) eiké
suhteellisille vaimennusvakioille ¢; tarvitse esittaa irrallisia arvioita, kuten usein
tehdaan verrannollisesti vaimennettuja malleja kaytettdessa.

Im

o

. l//,(\,j) l/léj) ‘ul(i)‘
7

)

Re

Kuva 1. Kompleksisen ominaismuodon osoitinesitys ei-verrannollisesti vaimennetulle
systeemille. Yhtdlo (35) vastaa tilannetta, jossa osoittimien vaihekulmiin lisdtdan kulma
B;t+¢;. Talloin osoittimet pyorivat origon ympari kulmanopeudella ;. Koordinaattien
fysikaaljiset arvot saadaan projisioimalla osoittimet reaaliakselille ajan funktiona.
Verrannollisesti vaimennetun systeemin tapauksessa osoittimien vaihekulmat ovat joko
yhtésuuria tai poikkeavat toisistaan kulman 7 verran, jolloin osoittimet kulkevat pitkin suoraa.
Normeerauksen avulla tdmé& suora voidaan kaantdad reaaliakselin suuntaiseksi, joten
verrannollisesti vaimennetun systeemin ominaismuodot voidaan valita reaalisiksi.
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Pakkovéarahtelyt

Myo6s pakkovarahtelytilanteen yleinen tila voidaan esittdd ominaisvektoreiden (7)
lineaarikombinaationa, silld& ominaisvektorit U, (n=1,2,...,2N) oletettiin lineaarisesti
riippumattomiksi, jolloin ne virittdvat 2N-ulotteisen kompleksisen vektoriavaruuden
02N . Voidaan siis kirjoittaa

Y(t) = %Cn (OU,. (38)
n=1

Kun yrite (38) sijoitetaan liikeyhtaloon
Y = AY +f, (39)

ja kéytetdan hyvaksi yhtaloa (8), saadaan
2N 2N 2N
e MU, =D ¢, (AU, +f=>"c (AU, +f (40)
n=1 n=1 n=1
ja edelleen puolittain vektorilla an kertomalla
2N 2N
D OVaU, =D ¢4, VaU, +Vif  eli ¢ ) =2,c,0)+Vaf.  (41)
) 1 —

S, n S,
mn mn

Kun madaritellddn modaalinen kuormavektori

f=VIf= [vr;“p)T vgq'OW)TH }: vionTy -1F (42)

M F

ja vaihdetaan indeksi m-—n, voidaan kehitelmakertoimien differentiaaliyhtalot
Kirjoittaa muodossa

¢ () =Ac,®+f.(t)  (n=1--,2N). (43)
Taman ratkaisu on
c,(t) = Ae™' +e”ﬂtje—*ﬂf f (-)dr  (n=1---,2N). (44)
0

B T T T
Alkuehdosta Y(0) = [XO XO} seuraa nyt

2N 2N
Y(0)=2c.(0U, => AU, (45)
n=1 n=1
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ja yhtélon (28) tapaan edelleen

A =V, Y(0). (46)
Lopullinen ratkaisu on néin ollen
2N t
Y(®) = e | VIY(0)+ [e f (r)dr U, . (47)
n=1 0

Tulos (47) ilmaisee ei-verrannollisesti vaimennetun systeemin pakkovardhtelytilan
ratkaisun vapaan vardhtelyn ominaisvektoreiden lineaarikombinaationa ilman ominais-
vektoreiden valista kytkent&a.

Ratkaisun ristiriidattomuus

Kun otetaan huomioon yhtélot (3) ja (14), seuraa ratkaisusta (47) yhtélot

X(t) = ZZN“e*ﬂt {vnT Y(0)+ f e M, (z-)dz':l uyP, (48)
n=1 0

X(t) = ZZN:e”“nt {V,]T Y (0) + j e f (r) dT] 2,UP) (49)
n=1 0

On merkille pantavaa, ettd yhtalosta (48) saadaan ajan suhteen derivoimalla nopeudet
X(t), jotka toisaalta saadaan suoraan yhtaléstd (49). Ovatko ndin saadut tulokset
yhtapitavat? Useimmissa viitteissé tdéhan asiaan ei ole kiinnitetty mitddn huomiota [10-
12,16,19]. Viitteessa [18], joka kasittelee pistemassan liiketta pitkin taipuisaa kaapelia,
vastaava ongelma mainitaan ja osoitetaan, ett ristiriitaa ei ole. Seuraavassa osoitetaan
yleisesti, ettd tassd tydssa kasiteltdvasséd diskreetissd tapauksessa tulokset (48) ja (49)
ovat yhtapitavat. Kun yhtalo (48) derivoidaan ajan suhteen, saadaan

X(t) = %{/lne}“”‘ l:VnT Y(0) + f e f (7) dr} +f (t)}U(n”p) . (50)
n=1 0

Jotta tdmad antaisi saman tuloksen kuin yhtalo (49), on oltava

2N
f (U =0 (51)
=1

n

mielivaltaisella kuormalla f,(t). Kun tahan sijoitetaan yhtalon (42) mukainen kuorma-
vektori, kdytetddn lyhennysmerkintdd & =(M ‘1F(t))i (1=1,...,N) ja sievennetaan,
saadaan yhtélon (51) vasemmaksi puoleksi lauseke
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2N
Sveuw| ()
. i . ~ \ (N+i)1
ZVrSIOW) M —1F(t) UE]UD) — Z a = Z a ) (52)

n=1 i=1 2N i=1 T

Vv
2 VMUY (vu )(N+i> N
n=1

missd on kéytetty alkuperéisen ongelman ja adjungoidun ongelman 2N x 2N -ominais-
vektorimatriiseja

Un U U on

U=y Up o Uy e| B T P (53)
_U2N,1 Uon,2 Uon,2n
I Vi Vip - V1,2N |

V:[Vl v, - V2N]= V.21 V.zz Vz,.zN (54)
_V2N,1 Vona o V2N,2N_

Ominaisvektoreiden ortogonaalisuudesta ja normeerauksesta (eli V.U, =d,,,) johtuen
on ominaisvektorimatriiseille voimassa

VU = I2N><2N . (55)

Nainollen VT =U ™, joten V = (U ‘1)T = (UT)_l ja edelleen

0! 1

VU= Lansan :F O}- (56)

Havaitaan, ettd lausekkeessa (52) esiintyy ainoastaan matriisin VU™ vasemman ala-
neljanneksen alkioita, jotka ovat kaikki nollia. N&in ollen yhtal6 (51) on aina voimassa,
joten ratkaisu (47) on sisdisesti ristiriidaton.

Vertailu perinteiseen moodianalyysiin

Yhtalon (48) mukainen ratkaisu siséltdd ei-verrannollisen vaimennuksen tapauksessa
yleensd kompleksisia suureita, silla yleensa ainakin osa ominaisarvoista ja ominais-
vektoreista on kompleksisia. Fysikaalisiin alkuehtoihin sovitettu ratkaisu X(t) on
luonnollisesti reaalinen. Muokataan ratkaisun lauseketta siten, etta ratkaisun reaalisuus
on suoraan nahtavissd. Summa voidaan jakaa aivan yhtélon (31) tapaan reaalisia
ominaisarvoja 4; ja kompleksisia ominaisarvopareja /11-,/17 vastaaviin osiin, jolloin
saadaan
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X(1) = ¢t U™ +2Re > ¢; (UL, (57)
i i

missa kehitelmékertoimet ovat nyt muotoa

c,(t)= [vnT Y(0)+ j e £ (2) olr]e)“nt . (58)
0

Alkuehtoa Y (0) vastaavat termit voidaan lausua kuten aikaisemmin (ks. yhtalot (31)-
(35)). Ulkoista voimaa vastaava ratkaisun osa on

t t
Xi(t)=Ye" [e " fi(r)dz Ul +2Re Y [ 1, (r)dr UL, (59)
i 0 i o

Ensimmadinen summa koostuu yksinomaan eksponentiaalisesti pienenevistd (tai
kasvavista) termeistd, kun taas jalkimmdinen summa sisaltdd myos harmonisesti
varéhtelevia tekijoitd. Kun merkitdan yhtélon (33) kanssa analogisesti

. (1)
. NG))

(low) _
V(o (60)

(1)
IR
‘VN ‘e N

ja kaytetddn modaalisen kuormavektorin lauseketta (42), saadaan yhtalon (59)
jalkimmainen summa sievennysten jalkeen muotoon

‘u{j)‘fe“"(”)i‘v,ﬁj)‘(M R)(2)cos| B (t-7)+y) + 09 Jdr
0 k=1

Xtvib = ZZ : , (61)
i

[ g e“i“‘”g\vﬂ(m R)(2)cos| B (t-1)+p) + 09 Jdr

missd j-summaus kdy yli ominaisarvojen konjugaattiparien. Havaitaan, ettd vasteen
varahteleva osa sisdltdd konvoluutiointegraalin tyyppisid suureita kompleksisten
ominaismuotojen itseisarvojen [u{?,...,Ju{?| tekijoind. Naitd ei kuitenkaan saada
pystyvektorista yhteiseksi tekijaksi vaihekulmista [yp{P|,....[w{| johtuen, joten
komponentit vérahtelevat toisiinsa nahden eri vaiheessa. Yhtélon (61) ilmaisema
ratkaisu osoittaa havainnollisesti, kuinka ei-verrannollisesti vaimennetun systeemin
pakkovaréhtelytilan ratkaisu muodostuu, kun systeemid ajaa ulkoinen voima F(z).
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Erityisesti voidaan todeta, ettd ratkaisun komponenttien vaiheisiin vaikuttavat sek&
kompleksisten ominaismuotojen U{™  vaiheet 1()” ,1//,(\,”_ etta adjungmdun
ongelman ominaisvektorien alempien puollskOJen Vj lo valheet Z) D 9 )

Verrannollinen vaimennus ja Duhamelin integraali

Osoitetaan seuraavaksi, ettd ratkaisu (61) redusoituu verrannollisen vaimennuksen
tapauksessa perinteiseen Duhamelin integraalin avulla lausuttuun ominaismuoto-
ratkaisuun [8]

u(J)

Xoun :Z - J‘e ¢joj(t- ’>Zu(”F (r)sinwy;(t—7)dz
Iy |7l
N
1 t
:ZUJ_J.e cioitn) TF(r)SIna)O,J(t r)dr, (62)
i @dio

missd vaimentamattoman (ja verrannollisesti vaimennetun) systeemin ominaismuodot
uj =[u{?,...,u{’] toteuttavat perinteisen massaortonormeerausehdon

Kun otetaan lahtokohdaksi ratkaisun muoto (59) ja modaalinen kuormavektori (42),
saadaan

t
Xgip () =2Re ) I ¢ (t_T)Vj(IOW)TM “F(z) U(juD)dT : (64)
io

Lasketaan nyt suure V}'°W)TM*1F(T), kun vaimennus muuttuu verrannolliseksi.
Yhtéloista (23) ja (14) seuraa

(up)

T T, Vi
[Ui(UP) &U(UP) ]{

V(Iow)

}—1 eli Ul (VO 4 vy g (65)

Ehdosta (17) seuraa, ettd verrannollisen vaimennuksen tapauksessa ominaisvektoreille
on voimassa ehdot

VP LI —g o MU = )y goylow), (66), (67)
Kun kaytetadn merkitaan 4 = «; + j f; , seuraa naista edelleen
MU = (4 =2V =21 AV (68)

Nyt voidaan laskea
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VJ(IOW)TM _1F(‘[) _ _l U(jUP)T M M _lF(z-) :_LU(jUp)T F(z’) . (69)

Kun tdma sijoitetaan yhtaloon (64), saadaan

t _ .

Xy 1) =2Re 3 [0 ﬁ U F(r) U dr
_ 7
] 0 j

t
1 i(t-7) _j| Bjt—7)-7z /2 T*
= ReZ_IJ‘eaJ e [ j JU(jup) F(T)U(J-Up)dr
J ] 0

t
=zujﬂije“i“‘f)sin B, (t-r)uTF(2)dr, (70)
i io

missd on kéytetty hyvéksi sitd, ettd verrannollisen vaimennuksen tapaukse(sj§a komp-
leksinen ominaismuotovektori U redusoituu muotoon U{™ =u el , missd
vektori u; sisaltad ainoastaan positiivisia tai negatiivisia reaalilukuja ja vaihe y; on

kaikille komponenteille yhteinen, jolloin
* T o
U’ F () UP = (uje-w(”) F(r)u, e =uTF(r)u;. (71)

Ylla vektori u; on luonnollisesti verrannollisesti vaimennetun systeemin ominais-

muoto. Kun vield palautetaan mieliin yhtalésta (37) yhteydet o;=-¢;0; ja

B =w;1-¢2)? = wy;, voidaan todeta, ettd tulos (70) yhtyy perinteiseen tulokseen
(62). Lukijaa pyydetddn vield vertaamaan ei-verrannollisesti ja verrannollisesti
vaimennettujen systeemien vasteita (61) ja (62) toisiinsa.

Harmonisen heratteen vaste ja resonanssi

Ei-verrannollisesti vaimennetun systeemin taajuusvastekayttdytymisen selvittamiseksi
tarkastellaan tilannetta, jossa systeemiin kohdistuva ulkoinen voima on puhtaasti
harmonista muotoa

I:01
F(t)=1 : (coswt=F,coswt. (72)
I:O N

Pysyvan tilan laskemiseksi sijoitetaan tdmé& voima ratkaisun lausekkeeseen (59), jolloin
saadaan

t
X (t) = Zemvi(mW)TM R, _[ e " coswrdz UM +
i 0
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t
) T iy
+2Re Y e"v{™ MR _[ e " coswrdr ULP)
i 0

inwt—A4 i _
_ ZVi('OW)TM I [a)SI ZZ 212(:03 ot | 212/1. . e&tjui(up) N
i .+ .+

+2Re Y VI M IE)

[a)sina)t—/Ij cos wt A
_+_
i

L e%‘Jugw) . (73)

/11-2+a)2 /1j2+a)

Kun tésté poistetaan transienttiin liittyva vapaa vérahtely, saadaan pysyvan tilan (steady
state) ratkaisuksi

wSin ot — ﬂ,-coswt
wSin wt — ﬂ,lCOSCOt U(up) 2Rezb U('up) (74)

2 T

Xq () =2h

i /11 + o’ +a)

missa on kaytetty lyhennysmerkintaa b, :Vk(""”) M™F, (k=1...,N). Ensimmaisessa
summalausekkeessa kaikki suureet ovat reaalisia, joten se kuvaa sellaisenaan reaalisia
ominaisarvoja vastaavaa ratkaisun osaa. Toisessa summalausekkeessa ovat suureet b,
Aj=a;+]B; ja U kompleksisia. Kun yhtélon (74) mukainen reaaliosa lasketaan,
saadaan pysyvan tllan ratkaisun yleiseksi lausekkeeksi

X, (t) = Zb sin ot — Acoswtu(up)

&2_1_0)2

2 2 2\ o; 2 2 2
ola; —F; +o°)sSihot—a; (a; + f; + ®")cos wt
+22{ ( j ﬂJ ) J( j ﬂJ ) Re[bjU(j“p)]

2_ 2 a2y2 2 2
i (0 —af - i) +4o°a;

2 2 2 H
(af+ B - cosot—2a; f; osSin ot
_ﬁj (af + B —w")coswt =20, fosinw Im[bjU(jUp)}}. (75)

2 2 2\2 2 2

(0" —aj - pj) +4oa

Havaitaan, ettd ei-verrannollisesti vaimennetun systeemin harmonisen heratteen vaste
on huomattavasti monimutkaisempi kuin verrannollisesti vaimennetun systeemin. Tdma
johtuu jalkimmaisessa summalausekkeessa esiintyvasta tekijasta Re bjU(j”p)} , Joka ei-

verrannollisesti vaimennetulle systeemille on nollasta poikkeava. Sen sijaan verran-
nollisesti vaimennetulle systeemille saadaan yhtéldiden (69) ja (71) nojalla

b, WP = /(o T 1p y) — —ZLUIFOU,- : (76)

jolloin
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1
Re[b;u{® |=0 |, |m[bju(j“p>]=—2—ﬂ_quouj. (77)
J

Kun merkit&én vield yhtéldiden (37) mukaisesti

aj=~Cio;, fi=01-(7, (78)

saadaan ratkaisun (75) jalkimméinen summalauseke verrannollisen vaimennuksen
tapauksessa muotoon

(05]-2+ﬂj2 —a)z)COSa)t—Zaja)sina)t -

u.ku; =
Zj: (a)2—051-2—,81-2)2+4a)205j2 1T
(0} —w®)coswt+2 ¢ 0;msinwt cos(wt —®) T
2 (0 -0f) +(2¢0;0) UjFoU; = 2 ——=— 7 Uikl
j j i%i i \/((0 —07)" +(2Jj0;0)
(79)
missé
2. 0. 0)?—602
Sin® = €i®; , COS® = ! . (80)

\/(a)z—a)jz)2+(2§ja)ja))2 \/(a)z—a)jz)2+(24’ja)ja))2

Tulos on tasmalleen sama kuin perinteisella tavalla johdettu verrannollisesti
vaimennetun systeemin vaste harmoniselle heratteelle [8]. Moodille j timan huippuarvo
saavutetaan tunnetusti herétteen kulmataajuudella @ o = @;(1-2¢7)"2. Mielen-
kiintoinen kysymys on, milla herétteen kulmataajuuksilla yleisen lausekkeen (75) termit
saavuttavat maksiminsa, toisin sanoen, mill4 herdtteen taajuuksilla ei-verrannollisesti
vaimennettu systeemi resonoi. Tatad kysymysté tullaan tutkimaan toisessa yhteydessé.
Voidaan kuitenkin heti todeta, etta yhtalén (75) mukainen harmonisen herétteen vaste
ldhenee edelleen nollaa heratteen taajuuden kasvaessa, joten perinteisestda moodi-
analyysista tuttu taajuuskatkaisu (frequency cutoff) voidaan suorittaa myds ei-verran-
nollisesti vaimennetun systeemin tapauksessa.

Numeerinen esimerkki

Tarkastellaan  esimerkkind kolmikerroksisen rakennuksen poikittaisvarahtelyja.
Rakennus mallinnetaan jousi-massa-vaimennin -systeemind kuvan 2 mukaisesti.
Kerrosten massoille ja kerrosten vélisille jousi- ja vaimennusvakioille k&ytetdan
Taulukon 1 mukaisia arvoja. Alkutilanteessa rakenne on levossa staattisessa
tasapainoasemassaan. Ajanhetkelld t =0 kaynnistetddn talon kolmannessa kerroksessa
sijaitseva rumpusuodatin. Suodattimen kokonaismassa on m=2000kg ja epa-
tasapainossa olevan rummun massaeksentrisyys mye =100 kgm. Suodatin ajetaan
levosta kayttonopeuteensa lineaarisella rampilla (eli vakiokulmakiihtyvyydelld) ajassa
T =400s, jonka jalkeen laite ja& pyoOrimaan vakiokulmanopeudella Q =60 r/min.
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Tehtavdnd on maarittdd systeemin dynaaminen vaste. Laskutoimitukset suoritettiin
Matlab-ohjelmistoa kayttaen.

Taulukko 1. Laskuissa kdytetyt kerrostalon parametrien arvot.

i kerroksen i massa kerrosten i—1 ja i valinen
m; (ko) jousivakio k; (N/m) vaimennusvakio ¢; (Ns/m)
1 40 000 180 000 5000
2 20 000 120 000 10 000
3 10 000 80 000 2 000
rumpusuodatin Vam mye
O] -
X3
> m,
/ K;, Cg /
X2
> m,
/ k,,C,
X
> m,
Kio &

VAR A A A A AN AN 4N 4V AW 4w 4w 4

Kuva 2. Kerrrostalon vaakasuuntaisten poikittaisvarahtelyjen keskitettyjen massojen malli
(lumped mass model).

Systeemin massa-, jaykkyys- ja vaimennusmatriisit ovat (SI-yksikot)

m 0 0] [40 0 O
M=0 m, 0|=0 20 0]10°% (81)
0 0 my] [0 0 12

k,+k, -k, 0 30 12 0
K=| —k, k,+k; —ks|=|-12 20 -8|-10°, (82)

c,+C, —C, 0 15 -10 O
C=| —¢, C,+C —C5|=|-10 12 -2]|-10° (83)
0 —Cy Cy 0o -2 2
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Tutkitaan seuraavaksi ehdon (17) avulla, onko systeemin vaimennus verrannollista.
Matriiseja (81) - (83) kayttéden saadaan

1725 -1450 400 1725 1470 120
CM *K=|-1470 1633 -613|-10° # |-1450 1633 -333|-10°=KM 'C.
120 333 213 400 -613 213

(84)

Koska ehto (17) ei ole voimassa, ei systeemin vaimennus ole verrannollista.
Lasketaan seuraavaksi alkuperdisen ongelman ja adjungoidun ongelman ominais-
arvot ja ominaisvektorit. Kerroinmatriisi A on nyt

0 0 1 0 0
0 0 0 1 0
0 I 0 0 0 0 1
A= . = (85)
-M~"K -M"C —7.5 3 0 -0.375 0.25 0
-10 4 0.5 -0.6 0.1
| 0 6.667 -6.667 0  0.167 -0.167
Ominaisarvoiksi saadaan
A, =-0.0379+1.278] , 1, =-0.136+2.681] , 1, =-0.396+3.888],
A, =-0.0379-1.278) , 1, =-0.136-2.681j , A, =-0.396—-3.888j, (86)
alkuperdisen ongelman ominaisvektorit ovat
0.0226 + 0.1933j —-0.1574 + 0.2160j 0.0070 + 0.1114j
0.0596 + 0.3748] —0.0319 + 0.0132j —0.0496 — 0.2796]
U - 0.0745 + 0.4973]j U. - 0.2627 — 0.2841]j U. - 0.0765 + 0.2023j
' 1-0.2479 + 0.0216j( ' ? |-05576 — 0.4513j[ " ° ]-0.4360 — 0.0169j|’
—0.4814 + 0.0619j —0.0311 — 0.0874j 1.1069 — 0.0821j
—0.6386 + 0.0764] 0.7257 + 0.7430j —0.8170 + 0.2170j
U,=U; ,U,=U; ,U,=Us;, (87)

ja adjungoidun ongelman ominaisvektorit ovat
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0.1533 — 0.5142j ~0.8306 — 0.8008] 0.1393 — 0.8300j
~0.0014 — 0.5118] 0.0293 — 0.1251] ~0.0988 + 1.0824]
y ) 00568 - 04032j( | | 02945 + 04090j| | 0.0150 — 0.4969
' 1-0.4043 - 00713j[ ' ? ]-0.3233 + 0.2862j[ ' ® ]-0.2063 — 0.0695j "
~0.3967 — 0.0533] ~0.0275 + 0.0049] 0.2707 + 0.0583]
~0.3151 — 0.0451] 0.1540 — 0.1071] ~0.1265 — 0.0033]
V=V, V.=V, ,V,=V, (88)

(ks. yhtalot (8) ja (18)). Kompleksiset ominaismuodot u, = U™ (i=1,2,3) polaari-
muodossa ovat

0.1946<83.33°
u, =10.3795(80.97°
0.5028<81.48°

0.2673<126.1°
,u, =1 0.0346(157.5°
0.3869<—47.24°

0.1116<86.40°
Uy =1 0.2840(-100.1°
0.2163<69.30°

(89)

Koska ominaimuodot ovat kerrannaista vakiota vailla yksik&sitteiset, voitaisiin
ominaismuodot (89) haluttaessa normeerata siten, ettd ensimmaisten komponenttien
vaihekulmat tulisivat nolliksi. Talla tavalla saataisiin ensimmaisen muodon vaiheiksi
(0°|, (-2.36°| ja (-1.85°|, toisen muodon vaiheiksi (0°|, (31.4°| ja (-173.3"| seka
kolmannen muodon vaiheiksi (0°|, (-186.5°| ja (-17.1°|. Mikali vaimennus olisi
verrannollista, olisivat vaihekulmat joko (0°| tai (+180°|. Tass4 tyGssa on kuitenkin
kaytetty yhtaloiden (89) mukaisia Matlabin antamia ominaismuotoja, silla normeeraus
ei luonnollisestikaan vaikuta lopullisiin tuloksiin.

Koska kaikki ominaisarvot ovat kompleksilukuja, on yleinen ratkaisu yhtalon (57)
mukaan

3
X(t)=2Re> c; (U™, (90)
j=1
missa kertoimet c; toteuttavat yhtalot (43) eli
G| (4 0 0]fg .
G =0 A 0 [dc, f+[ V™ Vi v | M, (91)
&l |0 0 A|lc

Tdassa rumpusuodattimen massaepatasapainosta aiheutuva voima F on muotoa

0
Ft)=4 0 } , Fy(t)=mye(w’sind-acosb), (92)
F5(t)
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missa suodattimen kulmakiihtyvyys « , kulmanopeus @ ja kulma & ovat

a:Q/T,a):at,H:atz/Z ,kun0<t<T
a=0,0=0Q,0=QT/2+Q(t-T),kunt>T. (93)

Yhtélosséd (91) on kerroinmatriisin nauhanleveys luonnollisesti yksi, koska kaikki
kompleksiset ominaismuodot kytkeytyvét toisistaan taydellisesti irti.

Kuvassa 3 on esitetty kompleksisten moodikertoimien c; itseisarvot ja vaihekulmat
valilld 0 <t <450 s. Moodikertoimien itseisarvoista nakyy selvasti ominaismuotojen
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oosl (@) 1 HH(‘M
h"HHH‘H ‘.
\HH‘ W‘

LJ

0.035 ﬁ

0.03 J

0.025 -
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200 250 300 350 400 450
aika (s)
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=
o
o
o
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aika (s)

Kuva 3. (a) Kompleksisten ominaismuotokertoimien itseisarvot ‘c ‘ ja (b) vaihekulmat ¢
(i=1,2,3) ajan funktiona.

resonanssit massaepatasapainon aiheuttaman heratteen kulmataajuuden ohittaessa

ominaiskulmataajuudet. Kuvasta voidaan havaita sekd moodikertoimien itseisarvojen
ettd vaihekulmien oskilloivan ulkoisen herétteen tahdissa. Tama piirre jatkuu myds
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valilla 400 s <t <450 s, jolloin suodattimen pydrimisnopeus pysyy vakiona ja systeemi
asettuu puhtaasti harmoonisen voiman aiheuttamaan stationaariseen tilaan. Tama
kayttdytyminen poikkeaa verrannollisesti vaimennetun systeemin harmoonisesta
pakkovaréhtelyratkaisusta, jossa ominaismuotojen kertoimien (normaalikoordinaattien)
amplitudi pysyy vakiona ja vaihekulma kasvaa lineaarisesti ajan funktiona.

Kuvissa 4 (a)-(c) on esitetty ajan funktiona kunkin kompleksisen ominaismuodon
osuus kerrosten siirtymissa ja kuvassa 4 (d) naiden summat eli kerrosten kokonais-
siirtymat. Ensimmainen ominaismuoto resonoi ajanhetken t =95 s ympérist0ssé ja

1. kompleksisen ominaismuodon osuus siirtymissé (m) 2. kompleksisen ominaismuodon osuus siirtymissa (m)
0.04 T T T T T T T T 0.04 T T T T T T T T
. | @ ;| ()
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004 . . . . . . . . 0.04 . . . . . . . .
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Kuva 4. Ensimmadisen (a), toisen (b) ja kolmannen (c) kompleksisen ominaismuodon osuus
kerrosten siirtymissa seké kerrosten kokonaissiirtymat (d) .

tuottaa ensimmadiseen, toiseen ja kolmanteen kerrokseen asteittain kasvavan vasteen
kuvan 4 (a) mukaisesti. Toinen ominaismuoto resonoi ajanhetken t=180s ymparis-
tossd. Toisessa kerroksessa tdma aiheuttaa erittdin pienen vasteen, kun taas
ensimmadisessa ja kolmannessa kerroksessa vasteet ovat varsin huomattavat. Kolmas
ominaismuoto resonoi ajanhetken t=260s ympdaristossd. Suurin vaste esiintyy nyt
toisessa kerroksessa. Kaikkiin resonansseihin liittyvat vasteet ovat sopusoinnussa
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kompleksisten ominaismuotojen (89) itseisarvojen kanssa. Kuvassa 4 (d) on esitetty
kaikkien edellisten summa eli kunkin kerroksen kokonaisvaste. Suurimmat
kokonaissiirtymét esiintyvat kolmannessa kerroksessa ensimmaisen ja kolmannen
resonanssin yhteydessa ja ovat suuruusluokkaa 3,5 cm. Todettakoon vield, ettd ylla
esitetyt kompleksiseen ominaismuotoanalyysiin perustuvat tulokset yhtyvét taysin
yhtéldista (2) suoralla numeerisella integroinnilla saatuihin tuloksiin numeerisen
laskentatarkkuuden rajoissa.

Johtopaatokset

T&ssa tyossé on esitetty perinteisen ominaismuotoanalyysin laajennus ei-verrannollisesti
vaimennetuille systeemeille. Vaikka tulokset alunperin johdetaan laajennetussa
ensimmadisen kertaluvun tilavektoriesityksessd, palautetaan tulokset ja niiden tulkinta
samantyyppisiksi kuin perinteisessdé ominaismuotoanalyysisséd ottamalla kayttoon
tilaesityksen ominaisvektorin ylempi puolisko, joka on verrattavissa perinteiseen
ominaismuotoon, vaikkakin sen komponentit ovat kompleksilukuja. Vapaat varahtelyt
ja pakkovaréhtelyt voidaan lausua kompleksisten ominaisvektoreiden lineaari-
kombinaationa ja ominaisvektoreiden keskindinen kytkentd voidaan poistaa bi-
ortogonaliteetin avulla. Tdmén johdosta kerroinmatriisin nauhan leveys on yksi, jolloin
laskenta muodostuu varsinkin suurissa ja kytketyissa ongelmissa erittdin paljon
nopeammaksi kuin alkuperdistd tilamuotoesitystd suoraan integroimalla. Vasteen
tulkinta toisistaan riippumattomien ominaismuotojen superpositiona antaa ongelmalle
vahvan ja havainnollisen fysikaalisen tulkinnan. Harmonisen herétteen vasteeseen ei-
verrannollinen vaimennus synnyttdd uuden kontribuution, joka kuitenkin edelleen
menee kohti nollaa heratetaajuuden kasvaessa, vaikkakin hitaammin kuin verrannolli-
sesti vaimennetulla systeemilld. Taméan ansiosta voidaan ominaismuotokehitelma
katkaista sopivasta kohtaa heratetaajuuksien yldpuolelta (frequency cutoff), sill&
korkeammat muodot eivat kdytannodssa tuota kontribuutiota vasteeseen. Tilanne on
samankaltainen kuin perinteisessa moodianalyysissé ja yleensd merkittavasti keventaa
laskentatyotd. Taajuuskatkaisu poistaa lisaksi ratkaistavan differentiaaliyhtalosysteemin
jaykkyyden, koska korkean taajuuden muodot, joiden kontribuutio vasteeseen on
kaytannodssa nolla, voidaan jattaa pois kehitelmasta. Tassd tydssa on lisaksi todistettu
tilavektoriesitykseen perustuvan ratkaisun ristiriidattomuus diskreettien systeemien
pakkovérahtely-tilanteessa. Numeerisessa esimerkisséd havaittiin kompleksimuotojen
kertoimien seka itseisarvojen ettd vaihekulmien oskilloivan pakkoherétteen tahdissa
my0s vakio-kulmataajuudella, mikd edustaa uudentyyppistd kéyttdytymistd. Tama
mahdollistaa huomattavasti monipuolisesmman vasteen kuin perinteinen moodivaste,
jossa ominaismuodon amplitudi on vakio ja vaihekulma lineaarisesti kasvava.
Kiinnostavia jatkotutkimuksen aiheita ovat ei-verrannollisesti vaimennetun systeemin
resonanssin tarkempi tutkiminen ja esitetyn teorian soveltaminen gyroskooppisiin
systeemeihin (pyorivat muodot) sekd teorian laajentaminen lineaarisesti riippuvien
ominaisvektoreiden tapaukseen.
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