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Osittaisintegroinnista

Eero-Matti Salonen, Jouni Freund ja Juha Paavola

Tiivistelma.  Artikkelissa  tarkastellaan  osittaisintegrointia ~ lahinnd  yksi-  ja
kaksidimensioisissa tapauksissa. Tarkoituksena on antaa kdytdnnon sovelluskaavoja tilanteisiin,
joissa tarkasteltavassa alueessa esiintyy tiettyjen funktioiden yhteydessa epajatkuvuuksia.
Erityisesti elementtimenetelméssa syntyviin hyppyehtoihin kiinnitetddn huomiota. Kolmea
sovellusesimerkkid ké&ytetddn havainnollistamaan saatuja yleisid kaavoja. Ensimmaéinen
esimerkki koskee vedettyd sauvaa, toinen tasojannitys- tai tasomuodonmuutostapausta ja
kolmas vedetyn sauvan dynamiikkaa paikka-aika formulaatiota soveltaen. Epajatkuvuuksien
fysikaalista taustaa selostetaan. Virtuaalisen tyon periaatteen asemaa korostetaan. Merkinndissa
pyritagan havainnollisiin tunnuksiin ja joillekin englanninkielisessé kirjallisuudessa esiintyville
termeille ehdotetaan mahdollisia suomenkielisid vastineita. Useimpien esitettyjen kaavojen
kayttd-mahdollisuus ei ole rajoittunut pelkastaan rakenteiden mekaniikkaan.

Avainsanat: osittaisintegrointi, aika-paikka alue, epédjatkuva funktio, hyppyehto

Yksi dimensio

Johdanto

Osittaisintegrointi on tunnetusti oleellisen tdrked matemaattinen operaatio, jota
sovelletaan mm. integraalien avulla kuvattujen kenttaprobleemien eli ns. heikkojen
muotojen yhteydessd. Kun tarkasteltavat funktiot eivat ole kovin sileita — kuten on
asian laita esimerkiksi elementtimenetelman tapauksessa — osittaisintegroinnin
soveltamisessa on oltava riittavan huolellinen, jotta valtettdisiin tiettyja virheellisia
tulkintoja. Artikkelin p&éatarkoituksena on esittaa osittaisintegrointiin liittyvia valmiita
sovelluskaavoja, joita ei yleensa anneta suoraan alan kirjallisuudessa. Edelleen pyritédén
mahdollisimman selkeisiin tunnuksiin ja osuvaan suomenkieliseen terminologiaan.
Tiettyja termejd kuten “siled funktio” tullaan kayttdmaan ilman eksaktia matemaattista
sisdltda toivoen, ettd lukija voi seurata néin tekstia ilman pitkahkoja keskeytyksié.

Késittely on jaoteltu siten, ettd aluksi aihetta tarkastellaan l&hinnd vain yhdessé
dimensiossa. Artikkelin loppuosa koskee kaksidimensioista tapausta, jonka jalkeen
yleistykset useampaan dimensioon ovat jo melko ilmeisia.

Taméan artikkelin lahtokohtana on tietty keskustelu, joka kaytiin Teknillisessa
korkeakoulussa kevétlukukaudella 2001 pidetyn mekaniikan ja rakenteiden mekaniikan
laboratorioiden  jarjestdmén seminaarin  yhteydessd. Seminaarissa  seurattiin
elementtimenetelmaén liittyvaa oppikirjaa Belytschko et al. [1]. Kirjassa tarkastellaan
tavallista yksityiskohtaisemmin epéjatkuvuuksien vaikutuksia. Taman artikkelin
aihepiiri pohjautuu voimakkaasti kyseiseen oppikirjaan. Koska artikkelin kasittely
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rajoittuu rakenteiden mekaniikan osalta vain Lagrangen esitystapaan ja pieniin
siirtymiin, kéytetyt tunnukset on kuitenkin voitu pitaa verrattain yksinkertaisina.
Seuraavassa on lainattu kyseisen oppikirjan lukua 2.2.7:

“Fundamental Theorem of Calculus. The fundamental theorem of calculus states that
for any cfunction f (x) the integral of the derivative gives the function, so for a
definite integral

[T, (x)dx = (b)- F(a) (2.2.33)
If the function is C™, then

[0t (dx=f (b)~ f (a)~ X[ ()] (2.2.34)

i
where x; are the points of discontinuity.”

Huomautus 1. Tarkasti ottaen analyysin peruslause yleisessa muodossa (2.2.33) koskee
Cl-funktioita [4]. Kaava (2.2.33) patee kuitenkin elementtimenetelman cP -funktioille,
koska mahdolliset derivaatan epéjatkuvuudet sijoittuvat elementtien rajapinnoille
(nollamittainen pistejoukko). Oppikirjassa esiintyy kaavan (2.2.34) hyppytermin edessé
itse asiassa plusmerkki. Tamén taytyy kuitenkin olla painovirhe, jos hyppytermi
maadritelld&n kirjan kaavan (2.2.32) esittdman tapaan:

[f()]=f(x+e)-f(x-¢) >0, (1)

jossa & on positiivinen. o

Seminaarissa syntyi keskustelua kaavan (2.2.34) oikeellisesta tulkinnasta ja selvasti
kavi ilmi  mahdollisuuksia véarinkasityksiin. Osittaisintegrointikaavat johdetaan
soveltamalla kaavaa (2.2.33) tai (2.2.34), joten tdma aihe on artikkelin sisallon kannalta
oleellinen.

Merkintéjd

Madritella&n laheisesti lahdettd [1, s. 27] seuraten jollakin tarkkuudella ensin cO- ja
C~!-funktion kasitteet. C°-funktio on jatkuva ja sen derivaatta on véhintaan paloittain
jatkuva. Yksidimensioisessa tapauksessa C-funktion derivaatta voi saada arvoissaan
epédjatkuvuuksia  eli  hyppyja erillisissd  epéjatkuvuuspisteissa,  (derivaatat)
kaksidimensioisessa tapauksessa erillisilla epdjatkuvuusviivoilla ja kolmidimensioisessa
tapauksessa erillisilla epéjatkuvuuspinnoilla. Epdjatkuvuuksien vélilld funktion
otaksutaan kuitenkin olevan niin siled, ettd silld on mielivaltaisen korkeaa kertalukua
olevat derivaatat. C1-funktio on vastaavasti vain paloittain jatkuva. C*-funktio voi
saada itse arvoissaan hyppyja kuten edella cP-funktion derivaatta. Epdjatkuvuuksien
vélilld funktion otaksutaan jalleen kuitenkin olevan niin siled, ettd silld on
mielivaltaisen korkeaa kertalukua olevat derivaatat.
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YIla esitetyt madritelmat ovat ilmeisesti muotoiltu palvelemaan erityisesti
elementtimenetelmad. Tavanomaiset elementtimenetelméssa kéytetyt approksimaatiot
ovat juuri C°-funktioita ja niiden derivaatat C~1-funktioita.

Elementttimenetelma maéaritelld&n joskus yleisesti menetelménd, jossa lopulliset
diskreetit yhtélot synnytetadn summeeraamalla osuuksia systeemin elementeistd. Tama
johtaa péatelmééan, ettd ainakin elementtimenetelman yhteydessa — jotta valtettaisiin
virhetulkintoja — on syyta kirjoittaa yhtalo (2.2.34) huolellisemmin muotoon

Zezjleg—idx=f(b)—f(a)—zi:ﬂf(xi)ﬂ. @

Nimitetddn tatd muotoa téssa esityksessa yleistetyksi (analyysin) peruslauseeksi. Se on
voimassa C! funktiolle f(x) (a niitd sileammille funktioille). cP -funktiolle
hyppytermit katoavat ja pdadytaan (miltei) muotoon (2.2.33).

Seuraavassa esitellaan tiettyja yksityiskohtaisia merkintgja selittdmaan tarkemmin
kaavan (2) sisaltod. Kyseinen merkintdaineisto voidaan jatkossa laajentaa melko
suoraviivaisesti koskemaan my0ds kahta ja kolmea dimensiota. Merkinndt on valittu
pitden erityisesti mielessa elementtimenetelmédd, mutta my6hemmin johdettavat
osittaisintegrointikaavat ovat taysin yleisia.

1
I 41 -+ -4

- +
2
Xq b

1
® ¢ 7
Kuva 1 (a) Yksidimensioinen alue I ja sen reuna { a,b } . (b) Alueen jako osa-alueisiin

¢, e=1,2,---.

Kuva 1 (a) esittdd avointa yksidimensioista aluetta eli avointa valia (tunnus | sanasta
interval)

Il =]abl. 3)

Alueen reuna muodostuu tassé yksinkertaisesti kahdesta pisteestd x =a and x=Db eli
kayttden joukko-opin merkintdja joukosta {a,b}. Vastaava suljettu alue eli suljettu
vali on I:n sulkeuma

I=[ab]. 4

Pistejoukon sulkeuma tarkoittaa joukkoa, joka saadaan lisddmallad alkuperdiseen
joukkoon mukaan joukon reunapisteet (jotka eivat valttamatta kuulu alkuperdiseen

joukkoon). Joukko-opin merkinndin téssa | =[a,b]=]ab[u{abl=1uU{ab} eli
sulkeuma on kyseisen avoimen valin ja sen reunan yhdiste. Pisteet x = xI, x = x?, ---
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ovat mahdollisia  epdjatkuvuuspisteitd  (alaindeksi |  sanasta interface).
Epdjatkuvuuspisteet jakavat alueen avoimiin osa-alueisiin eli avoimiin véleihin
(esimerkiksi elementteihin)

Ilz}a,xf[, |2:}X|1’X|2[, (5)

(Ei ole tietenkaan valttdmatonta numeroida epéjatkuvuuspisteité ja véleja juuri kuvan 1
(b) esittamassa jarjestyksessa vasemmalta oikealle.) Tarkemmin sanoen osa-alueet 1°
peittédvat koko alueen ilman aukkoja ja paallekkéisyyksia. Joukko-opin merkinngin

|_1U|_2U"'=|_a (6)
eli osa-alueiden sulkeumien yhdiste muodostaa koko alueen sulkeuman ja
tA12n.. =g, (7)

eli osa-alueiden leikkaus on tyhja joukko.

Summaus yhtalon (2) vasemmalla puolella tapahtuu osa-alueitten (esimerkiksi
elementtien) yli ja oikealla puolella epéjatkuvuuspisteiden (esimerkiksi elementtien
yhdysreunojen (engl. interfaces)) yli. Hyppysulkeet (engl. jump brackets) tarkoittavat

1] ) (o). ®

“+7 ja “-“yldindeksimerkint0ja kaytetddn ilmaisemaan raja-arvoja lahestyttédessa
epéjatkuvuuskohtaa vastaavasti “+” puolelta ja “-” puolelta.. Tassa + puoli on valittu
olemaan epajatkuvuuspisteen oikealla puolella (kuva 1 (b)). Kuvan 1 avoimet ympyrét
ilmaisevat pisteitd, jotka eivat kuulu avoimiin alueisiin.

Yhtélon (2) vasen puoli korostaa nyt erityisesti, ettd integraalit lasketaan osa-
alueiden  sisdosista  (esimerkiksi  elementeistd). Epdmatemaattisesti  sanoen
yksinkertaisesti hylatdan ne mahdolliset osuudet, jotka itse epéjatkuvuuspisteet voisivat
ehka jonkin rajankéynnin kautta tuottaa.

Kirjataan kaava (2.2.33) vield uudestaan kayttéen esitettyja merkintoja:

df
—dx=f(b)-f(a). 9
Ji g 0= 1 (o) (a) ©
Tama kaava — kaytetddn siita tdssd nimitystd standardimuotoinen peruslause — on
voimassa C°-funktiolle f (x) (Ja sileammille). Kaavan oikea puoli kirjoitetaan usein
my0s esimerkiksi jollain seuraavista vaihtoehtoisista tavoista:

a

f(b)-f(a)=| =1

zz[f]b. (10)

On ehka paikallaan katsoa yksityiskohtaisesti, miten kaava (2) syntyy. Otaksutaan
matemaattisen kirjallisuuden perusteella ilman johtoa, ettd oleellinen kaava (9) péatee
CP -funktioille. Sovelletaan tata kaavaa erikseen jokaisessa kuvassa 1 (b) esitetyssa osa-
alueessa, jolloin saadaan (funktio on sile& kussakin osa-alueessa)
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. &dx_f (x)-f (),

L 3—idx—f (x,z) f+(x,1), (11)

E &dx_f (x) f*(xiz),

Summaamalla kyseiset yhtalot puolittain havaitaan, ettd hyppytermit ilmestyvét
miinusmerkkisina oikealle puolelle. Tuloksena saadaan kaava (2).

Osittaisintegrointi

Tarkastellaan kahta mielivaltaista C°-funktiota g(x) and h(x). Tulo gh on tall6in
myos cP -funktio. Integroidaan identiteetti (saadaan tulon derivointisaéannon avulla)

d dg dh
h h 12
dx (g ) dx ™ dx ' (12)

puolittain alueen | =]a,b[ yli:

d dg
Ld (gh)dx = j hdx+j g—dx (13)

Kaavan (9) soveltaminen yhtélon vasemmalla puolella ja pieni jarjestely antaa
yhtélon

J. g—dx— Lg—ghdx+‘29h. (14)

Tama on osittaisintegrointikaava yksidimensioisessa tapauksessa; siitd tullaan
kayttdmaan tassa esityksessd nimitystd standardimuotoinen osittaisintegrointikaava. Se
on voimassa, kun g and h ovat c-funktioita tai siledmpid. Kaavassa (14) funktioon h
kohdistuva derivointi katoaa ja siirtyy kohdistumaan funktioon g. Tdm& manipulaatio
osoittautuu monissa yhteyksissa tarpeelliseksi.

Jos g tai h molemmat ovat C~!-funktioita, voidaan edet4 seuraavasti. Kaava (12) on
edelleen voimassa tyypillisessdé avoimessa o0sa-alueessa, jossa funktiot ovat
maadritelmiensa perusteella sileita:

d dg dh e .
h h I1* :ssa. 15
dx (g ) dx 9 dx ' (15)

Kun tdméa yhteys integroidaan puolittain alueen 1° yli ja kaikki ndin saadut yhtilot
vield summataan, saadaan yhtal6
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Zj < (gh)dx Zj ghdx+zj g—dx (16)

Soveltamalla edelleen kaavaa (2) vasemmalla puolella ja jarjestelemalla paadytaan
tulokseen

Zezjlegj—:dx:—zezjleg—?(thJr‘zgh—zi:|[g(xi)h(x,i)]l. (17)

Tama on standardimuotoisen kaavan (14) yleistys. Sille tullaan k&yttdmaan tassa
nimitystd  yleistetty  osittaisintegrointikaava  yksidimensioisessa  tapauksessa.
Funktioiden g ja h tulee olla C!-funktioita tai siledmpid. Sovelluksissa joko g tai h voi
olla jatkuva ja se voidaan silloin viedd hyppysulkeiden ulkopuolelle. Jos g ja h ovat
molemmat jatkuvia, hyppytermit katoavat ja pdadytaan (miltei) standardikaavaan (14).

Ensimmdinen sovellus

Tarkastellaan x-akselin valilla [0,1] olevaa vedettyd suoraa sauvaa (kuva 2 (a)).
Sauvaan vaikuttaa jakaantunut kuormitus pituutta kohti q(x) ja voima T sauvan
oikeassa vapaassa pééssa. Sauva on kiinnitetty vasemmasta pééstdan. Taten aksiaalinen
siirtyma u(x) téssd paéssd haviad. Sauvan normaalivoimaa (positiivinen, kun vetoa)
merkitaan tunnuksella T (x) Kirjataan tassd vaiheessa vain tehtavan siirtymaan liittyva
reunaehto eli siirtymareunaehto

u(0)=0. (18)
q(x) B
N
; X
. ! _
(@ -
U
\/
®) - ¥

Kuva 2 (a) Vedetty sauva. (b) Esimerkinomainen siirtymén approksimaatio elementti-
menetelmassa.

Sauvaa koskeva virtuaalinen tyoyhtél6 — otaksutaan lukijalle tutuksi — on

—LT5gdx+L gsudx+Téu(l)=0, (19)

jossa virtuaalinen venyma
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se = 30U (20)
dx

Sanoin lausuttuna: kun sauva on tasapainoasemassa, yhtald (19) on voimassa jokaisen
virtuaalisen siirtymén oSu(x) suhteen, joka toteuttaa liséksi ehdon &u(0)=0 (ks.
huomautus 3). Ensimmadinen integraali esittdd sisdisten voimien ja toinen ja kolmas
termi yhdessa ulkoisten voimien tekemda virtuaalista tyotd. Kaavat yksinkertaistuvat
merkinnallisesti hieman, kun virtuaalinen siirtymé tulkitaan kuten on tavallista paino-
eli testifunktioksi (engl. weighting function, test function), jolle k&ytetad&n tassa tunnusta
w(x). Nain saadaan heikko muoto (ks. huomautus 2)

dw —
—LT&dx+jI qwdx +Tw(l)=0. (21)

Seuraavaksi tutkitaan tavanomaiseen tapaan, mitd yksityiskohtaisia yhteyksia
voidaan pééatelld yhtalosta (21). Paatelmid ei voida tehdé suoraan muodosta (21), koska
painofunktio esiintyy integraaleissa sekd sellaisenaan ettd derivoituna. Derivaatta
poistetaan ensin osittaisintegroinnilla. Talloin taytyy tietenkin olettaa jotain vallitsevien
funktioiden sileydestd. Jos otaksutaan aluksi, ettd sekd T ja w ovat c?-funktioita,
voidaan soveltaa standardimuotoista osittaisintegrointikaavaa (14) ja saadaan

_IT—d - I&wdx " w. 22)

Kun tdma sijoitetaan yhtaloon (21) ja otetaan huomioon rajoite W(O) =0, paadytaan
tulokseen

dT —
—+q |wdx+|T-=T(I)|w(l)=0. 23
(S +a Jwaxs [T-T (w1 @)
Koska painofunktio w(x) on mielivaltainen, saadaan differentiaaliyhtal®
d—T+q 0 I:ssa (24)
dx

ja traktioreunaehto T —T (1) =0 eli
T()=T. (25)

Yhtéaloiden (24) ja (25) yksityiskohtainen péattely yhtélosta (23) perustuu
variaatiolaskennan peruslemman soveltamiseen; esimerkiksi [2, s. 185]. Tamé aihepiiri
otaksutaan lukijalle tutuksi. Yhtéaloiden (24) ja (25) ndhdaan olevan oikeellisia tuloksia.
Ne voidaan johtaa vaihtoehtoisesti suoraan sopivien vapaakappalekuvioiden avulla.
Yhtalon (25) ilmeinen tulkinta on yksinkertaisesti: sisdinen normaalivoima sauvan
péassé on yhta suuri kuin annettu ulkoinen voima.

Huomautus 2. Alan kirjallisuudessa kédytetadn usein termeja vahva muoto (engl. strong
form) ja heikko muoto (engl. weak form, variational form). Yleisesti ottaen vahvalla
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muodolla tarkoitetaan tietyn tehtavén formulointia siten, ettd esitetdén vallitsevat —
tiettyihin  pisteisiin, pistejoukkoihin tai alueisiin  liittyvdt — kenttayhtélot
(differentiaaliyhtalot) sekd reuna- ja mahdolliset alkuehdot sellaisinaan. Heikossa
muodossa kenttayhtalét ja yleensd jokin osa reuna— ja alkuehdoista on “kétketty”
epasuorasti integraalimuotoiseen esitykseen, jossa esiintyy mielivaltainen painofunktio
(useiden differentiaaliyhtaldiden tapauksessa useita painofunktioita). Vaikka heikko
muoto on aina ndenndisesti yksi yhtalo (vrt. yhtdlé (21)), siitd voidaan johtaa
painofunktion (painofunktioiden) mielivaltaisuuden johdosta erillisia yhtaloita. Jos
seurauksina ndin saadut yhtalét kuvaavat probleemaa oikein, on heikko muoto
erityisesti diskreetteja menetelmié kéytettdessa usein sopivampi lahtokohta kuin vahva
muoto. Myds reuna- ja alkuehtojen suhteen voidaan kéyttaa termeja vahva ja heikko
muoto tai ehkd paremmin puhua niiden toteutumisesta heikossa muodossa joko
vahvassa mielessd tai heikossa mielessa. Talla tarkoitetaan seuraavaa. Heikossa
muodossa esiintyvien tuntemattomien funktioiden taytyy ensinnakin tyydyttaa joitakin
sileysvaatimuksia, mutta niiden voidaan lisaksi vaatia toteuttavan etukateen jo valmiiksi
joitakin reuna- tai alkuehtoja. Variaatiolaskennan terminologiaa lainaten sanotaan
talloin joskus, ettd kyseessa on oleellinen ehto (engl. essential condition) tai ettd ehto
toteutetaan  vahvassa mielessd. Heikon muodon (21) tapauksessa juuri
siirtymareunaehdon (18) toteutumista vaaditaan etukédteen eli vahvassa mielessa.
Heikon muodon seurauksena syntyvéa ehtoa nimitetddn usein luonnolliseksi ehdoksi
(engl. natural condition) tai sanotaan ehdon toteutuvan heikossa mielesséd. Heikon
muodon (21) tapauksessa traktioreunaehto (25) toteutuu heikossa mielessd. Se, ettd
heikossa muodossa ei tarvitse valttdméattd toteuttaa etukéteen kaikkia reuna- tai
alkuehtoja on diskreetteja menetelmid kaytettdessa oleellinen helpotus. Artikkelin
loppuosassa tullaan selostamaan tilannetta, jossa myds alkuehtojen suhteen tulee esille
toteutuminen vahvassa tai heikossa mielessa. o

Huomautus 3. Virtuaalinen siirtymé on normaalisti tapana asettaa virtuaalisen tyon
periaatteessa nollaksi niilla kappaleen reunan osilla — ns. siirtymareuna, — joilla
siirtymé on annettu. N&in juuri on tehty edelld. Mikaan ei kuitenkaan esta antamasta
virtuaalisen siirtymén olla mielivaltainen myds siirtyméareunalla. Talldin virtuaaliseen
tydyhtaloon (19) tulee vain lisdtd myds sauvan vasemmassa paassa vaikuttavan
tukivoiman osuus. Koska tukivoima on luonteeltaan tuntematon rajoitevoima
(reaktiovoima), sen ei kuitenkaan yleensd haluta tulevan analyysin téssa vaiheessa
mukaan yhtaléihin. o

Tarkastellaan  asetelmaa  seuraavaksi  tavanomaisen  siirtymaformulaatioon
perustuvan elementtimenetelmén kannalta. Normaalivoiman lauseke on kimmoisella
sauvalla (poikkileikkaustasojen otaksutaan pysyvén tasoina)

T= EAd—u, (26)
dx
jossa EA on sauvan vetojaykkyys, jonka otaksutaan olevan o -jatkuva (ks. huomautus
4). Jos kaytetaan esimerkiksi elementeittdin lineaarista Co-jatkuvaa approksimaatiota
(kuva 2 (b)), normaalivoimasta T tulee kuvaajan kulmapisteistd johtuen kaavan (26)
perusteella C~*-funktio.
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Katsotaan nyt mitd seuraa, jOS edellisen mukaisesti otaksutaan, ettd T on C-
funktio ja w sdilyy edelleen cP -funktiona. Kirjoitetaan virtuaalinen tydyhtald eli
heikko muoto (21) “varmuuden vuoksi” paloittaisella tavalla:

ZjleT dx+zj qwdx +Tw (1) =0. (27)
Y leistetyn osittaisintegrointikaavan (17) soveltaminen ensimmaiseen termiin antaa
X[ g Sl e T Su(d)r ()l e

jossa on otettu huomioon, ettd w on cP-funktio. Tuloksen sijoitus yhtaloon (27) ja
rajoitteen W(O) =0 ottaminen huomioon antaa yhtalén

;Le(z—lewdm;w(xi)[ﬁ (¥ )]]+[T‘—T (1) Jw(1)=0. (29)

Koska w on mielivaltainen, seuraa tasta vahva muoto, joka koostuu (ensinnékin
vahvassa mielessa esitetystd reunaehdosta (18)) differentiaaliyhtaldista

d—T+q 0, 1%:ssd, e=1,2,-- (30)
dx

hyppyehdoista
[T]=0, npisteissa xj, i=1,2,- (31)

ja jalleen traktioreunaehdosta
T(l)= T. (32)

Heikon muodon (27) havaitaan antavan edelleen oikeellisen kuvauksen
sauvaprobleemasta. Nyt differentiaaliyhtdld  korvautuu  epdjatkuvuuskohdissa
fysikaalisesti oikeellisilla hyppyehdoilla (johdetaan artikkelin loppuosassa). Tuloksia
(30), (31), (32) vastaavat yhtalét on esitetty lahteessa [1, s. 30]. Tavanomaisessa
siirtymaformulaatiota soveltavassa elementtimenetelmdsséd (ainakin  kimmoisessa
tapauksessa) T:n approksimaatio ja w kuuluvat vastaavasti c - ja c? -funktioiden
joukkoon. Elementtimenetelméé sovellettaessa siis itse asiassa yritetddn ratkaista
yhtél6iden (18), (30), (31) ja (32) kuvaamaa probleemaa.

Jos kontinuumiprobleeman ratkaisu on riittavén siled, vallitseva differentiaaliyhtal
patee alueen jokaisessa sisdpisteessd. Talloin  herdd kysymys, voidaanko
differentiaaliyhtalo korvata tietyissa sisépisteissd hyppyehdoilla. Koska kuitenkin
aarellisen  pistejoukon mitta on nolla verrattuna itse alueen mittaan,
kontinuumiprobleeman kuvausta ei ole itse asiassa muutettu. Mukaan otettujen
hyppyehtojen tulee tietenkin olla fysikaalisesti oikeita, kuten on asianlaita t&ssé
tapauksessa.
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Huomautus 4. Tarkka ratkaisu ei ole tietenkaén aina siled. Jos esimerkiksi kimmoisen
sauvan vetojaykkyydessa EA on tietyssa pisteessd hyppy, siirtymén derivaatassa on
silloin my6s hyppy. (Tamé ndhdddn kaavasta (26) ottamalla huomioon, ettd T on
jatkuva.) Elementtimenetelmdssé on normaalisti tapana asettaa elementtien yhdysreuna
tallaiseen pisteeseen. Tama lisdd ratkaisun tarkkuutta, koska elementtimenetelmén
approksimaatio kykenee antamaan siirtyman derivaattaan hypyn. Kilassilliset sileat
yritefunktiot — kuten sinit ja kosinit — ovat itse asiassa téllaisessa tilanteessa “liian
sileitd” eika niilla ole silloin hyvid mallinnusominaisuuksia. Edelleen, jos sauvaan
sisdosassa vaikuttaa aksiaalinen pistevoima F (positiivinen, kun suunta on positiiviseen
suuntaan), siirtyman derivaatta saa hypyn, vaikka EA olisi jatkuva. Silloin myds
normaalivoimassa on hyppy. Vastaava hyppyehto saa muodon [[T]]+ F=0. Tama
seuraa automaattisesti virtuaalisesta tyoyhtélostd, kun voiman F virtuaalinen tyd on
sisdllytetty mukaan. Tarkkuussyistd on talloin jalleen hyodyllistd asettaa elementtien
yhdysreuna paikkaan, jossa pistevoima vaikuttaa. o

Tavanomaisessa diskreetissa siirtymaformulaatiossa lahdetéén liikkeelle tyyppié
u(X)=0(x)=ae@ (Xx)+ayp,(x)+-- (33)

olevasta approksimaatiosta, jossa &, a,, --- ovat madraamattomia parametreja ja ¢,
@,, ---annettuja yritefunktiota. (Elementtimenetelmassa parametrit a ovat solmuarvoja
ja suureet @ muotofunktioita.) Galerkinin menetelmassé yritefunktiot toimivat lisaksi
diskreetteja yhtéloita muodostettaessa erillisind painofunktioina. On mielenkiintoista
todeta, ettd klassillisia sileitd yritefunktioita kaytettdessd diskreetit yhtalot voidaan
synnyttéd yhtd hyvin kayttden yhtéloa (21) tai (23) ja voidaan sanoa, ettd ne ovat tassa
mielessd samanarvoiset. Elementtimenetelm&& sovellettaessa ja kaytettdesséd yhtaloa
(23) saadaan tuloksena “pelkk&a roskaa”; vain (21) tai (27) (tai (29), joka on kémpeld)
antaa oikean formulaation.

Lisdd hyppyehdoista

Kontinuumimekaniikan perusaksioomat — kuten massan sdilymisen periaate,
lilkem&aran taseen periaate, jne. — on muotoiltu normaalisti koskemaan &é&rellisia
kappaleita; aksioomat ovat globaaleja lakeja. Néistad laeista lahtien voidaan johtaa
matemaattisten manipulaatioiden avulla lokaaleja muotoja: differentiaaliyhtal6itd ja
hyppyehtoja.  Kirjallisuus ~ keskittyy ~ hyvin ~ usein  kasittelemdan  vain
differentiaaliyhtaloitd. Kuitenkin erityisesti elementtimenetelmén yhteydessd, jossa
yritefunktiot eivat ole erityisen sileitd, hyppyehdoilla voi olla tarked asema kuten kévi
iImi edelld ké&sitellyn vedetyn sauvan tapauksessa. Seuraavassa selostetaan erddn
esimerkin avulla tyypillista logiikkaa, jolla hyppyehdot voidaan johtaa.

Tarkastellaan erittdin yksinkertaisena tapauksena edelleen vedettyd sauvaa; nyt
kuitenkin dynaamisena probleemana ottaen hitausvoimat mukaan formulaatioon.
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Kuva 3 Osa sauvaa alkuasemassa ja epajatkuvuuspiste.
Liikemadran taseen periaate voidaan ilmaista tassé yhteydessa muodossa (kuva 3)

T (1)~ T (g, 1)+ [

X

q(xt)dx+ J.;iz(t)q (x,t)dx =

d X'(t)m(x)au(x’t)dx+i X m(X)au(x,t)
ot dt < x (t) ot

dt'%

dx (34)

eli kappaleeseen vaikuttavien ulkoisten voimien resultantti on yhta suuri kuin kappaleen
litkemdaran muutosnopeus. Téassa ¥, and x, ovat kaksi mielivaltaista x-akselin pistetta,
jotka madrittavat tarkastelun alaisen kappaleen. Koska kaytetdan Lagrangen esitystapaa,
matematiikka  palautetaan  alkuasemaan  tai yleisemméssa  tapauksessa
referenssiasemaan (engl. initial configuration, reference configuration) ja X; ja X, ovat
siell4 vakioita. Suure m on sauvan massa alkuaseman pituutta kohti. Samoin q on
jatkuva kuormitus sauvan alkuaseman pituutta kohti. Sauvan poikkileikkausten
otaksutaan pysyvan liikkeen tapahtuessa edelleen tasoina. Mahdollisten hyppyehtojen
tutkimiseksi otaksutaan, ettd normaalivoimassa ja siirtyman derivaatassa voi olla
epajatkuvuuksia pisteessd x =X, (t), joka mahdollisesti liikkuu nopeudella dx, /dt
alkuaseman suhteen mitattuna. Korostettakoon vield, ettd x,(t) on siis sauvan
nykyasemassa (engl. current configuration) mahdollisesti esiintyvan
epéjatkuvuuspisteen vastinpiste alkuasemassa liikkeeseen liittyvasséd kuvauksessa.
(Epéjatkuvuuspisteen nopeus ei maaraydy aksioomien perusteella, koska se riippuu
ilmeisesti my6s sauvan ainemallista; kimmoinen, plastinen, jne. Kimmoiselle
vakiovetojdykkyyden omaavalle sauvalle yksityiskohtainen analyysi osoittaa, etta
epéajatkuvuus liikkuu vauhdilla | dx, /dt|=~/EA/m.) Mahdollinen epéjatkuvuus on
otettu huomioon jakamalla alue kahteen osa-alueeseen. Soveltamalla yleistettya
peruslausetta (2) osittain k&&nteisessa muodossa yhden epéjatkuvuuspisteen tapauksessa
saadaan

T (%, 0)-T ()= [ ‘”%dx+jxxf(t)%dx+[[T(x, )] (35)

(On huomattava, ettd vaikka T on tassa kahden riippumattoman muuttujan funktio,
derivoinnit ja integroinnit tapahtuvat pelkastadn yhden muuttujan X suhteen, joten
kaavaa (2) voidaan soveltaa sellaisenaan korvaamalla vain tavalliset derivaattatunnukset

osittaisderivaattatunnuksilla.) Yhtalon (34) oikealla puolella olevien integraalien
derivointi ajan suhteen antaa liséksi

ou” (x,t) dx;
ot dt’
(36)

ELZI (t)m(x)MdX - X'(t)m(x)wdx+ m™(x)

dt ot % ot?
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d (x au(x,t) — x 8%u(x,t) Lo out(x,t) dx,
axl(t)m(x) - dX_le(t)m(X)—atz dx—m (x,)—at e

Jalkimmaiset termit ovat syntyneet Leibnitzin derivointisaantda sovellettaessa.
Niissa esiintyy integroimisrajan X, siirtymanopeus dx, /dt. Lausekkeiden (35) ja (36)
sijoitus yht&loon (34) antaa muodon

2 2
J‘X'(t)[—ma—ujta—T+q]dx+J‘X2 (—ma—u+a—T+qux

X ot2  ox X (t) ot2 X
ou | dx
+T|+{[m—||—=0. 37
[T] H po H i (37)
Tasta paatellaan, etta vallitseva differentiaaliyhtalo on sileélld alueella
2
—ma—‘;+ﬂ+q=o (38)
ot OX

ja hyppyehdoksi epéjatkuvuuskohdassa tulee

aujdx _
[T]+ﬂm atﬂ " 0. (39)

Logiikka, jolla ndmé tulokset paatelldan, perustuu seuraavaan ajatuskulkuun. Taysin
yleinen liikem&&ran taseen periaate on voimassa paitsi kuvan 3 esittamélle kappaleelle,
esimerkiksi mille hyvansa tdmén kappaleen osakappaleelle. Otetaan ensin pisteet x; ja
X, mielivaltaiseen kohtaan mielivaltaisen lahelle toisiaan ja jommallekummalle
puolelle otaksuttua epdjatkuvuuspistettd, jolloin hyppytermi ei ole mukana yhtalossé
(37). Téasta seuraa, ettd yhtdld (38) on voimassa kaikkialla paitsi pisteessd x =X .
Yhtélon (38) johdosta integraalit yhtalossé (37) katoavat ja jéljelle jaa vain hyppytermi
eli saadaan hyppyehto (39). Staattisessa tapauksessa yhtaloista (38) ja (39) tulee
vastaavasti (30) ja (31), (epdjatkuvuuspisteen nopeus hévidd). Jos sauvan paassa
vaikuttaa kuvan 2 (a) esittimaan tapaan pistevoima T , ehto (32) voidaan myos johtaa
askeisella tekniikalla asettamalla piste x, sauvan paahan ja sisallyttimalla voima T
kappaleeseen vaikuttavana ulkoisena voimana mukaan liikemaardn taseen
periaatteeseen. Vastaavanlaista logiikkaa voidaan soveltaa hyppyehtojen johtamiseen
my0s kaksi- ja kolmidimensioisissa tapauksissa. On ilmeistd, ettd tdméntyyppinen
matemaattinen tekniikka on etenkin dynaamisissa tapauksissa paljon uskottavampi kuin
mahdollisten vapaakappalekuvioiden soveltaminen.

Seuraava kysymys tulee helposti mieleen. Heikkojen muotojen kéytt6é lahtokohtana
elementtimenetelman yhteydessd merkitsee ilmeisesti yleensa tiettyjen hyppyehtojen
syntymistd elementtien yhdysreunoille. Ovatko nédma hyppyehdot automaattisesti
samoja, joita mekaniikan aksioomat tuottavat? Jos eivdt, mitd tastd seuraa? Naita
kysymyksia tullaan  kasittelemd@an  jonkin  verran artikkelin  kolmannessa
sovellusesimerkissé.
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Kaksi dimensiota

Gaussin lause

(b)

Kuva 4 (a) Kaksidimensioinen alue A ja sen reunas. (b) Alueen jako osa-alueisiin A®,
e=1,2,---.

Tarkastellaan kaksidimensioista avointa aluetta A (kuva 4). Alueen reuna
muodostuu viivasta s. Gaussin lause voidaan esittdd tasotapauksessa suorakulmaisia
karteesisia koordinaatteja kéyttaen (ehka helpoiten muistissa pysyvassd) muodossa (Ks.
huomautus 5)

IAZ—;dA=L fn,ds,

(40)
[ ﬂolA:j fnyds.
Ady s
N&ma yhtalét ovat voimassa CP-funktiolle f (x,y) (ja sileammille). Suureet n, ja
ny ovat reunan ulkoisen yksikkénormaalin n =n,i+n,j komponentit. Pinta-integraalit

vasemmalla lasketaan alueen A ja viivaintegraalit oikealla reunan s yli. Gaussin lausetta
tullaan tarvitsemaan kaksidimensioisten osittaisintegrointikaavojen johdossa.

Huomautus 5. Kun ensimmadistd ja toista kaavaa (40) sovelletaan vastaavasti
funktioihin f, and f, ja saadut yhtalot lasketaan puolittain yhteen, saadaan tulos
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of
IA(%+6—;jdA=IS(anX + fyny )ds. (41)

Tarkastelemalla vektoria
f="fi+ fyj (42)

yhtal6 (41) voidaan Kkirjoittaa tavanomaisia vektorimerkint6ja kayttden yleisessa
muodossa

jAv-fdAan-fds. (43)

Itse asiassa juuri tatd versiota (lisaksi laajennettuna kolmeen dimensioon) nimitetédén
tavallisimmin Gaussin lauseeksi tai Gaussin kaavaksi tai divergenssilauseeksi.
Vaihtoehtoinen tapa edetd kaavoista (40) on kertoa ensimmaéinen yksikkovektorilla i ja
toinen yksikkovektorilla j ja laskea syntyvét yhtalot puolittain yhteen, jolloin saadaan
kaava

J-A{&I +EJJdA: L f (nxl + nyj)ds (44)
tai sama yleisessa muodossa:

jAVfdA:anfds. (45)

Myos tatd yhtalod nimitetddn usein Gaussin lauseeksi. Kaavojen (40) nahddéan olevan
kaavan (45) komponenttimuotoja suorakulmaisia karteesisia koordinaatteja
kéytettdessd. o

¥

L.

)
]
1 X

Kuva 5 x-akselin suuntainen differentiaalinen kaistale.

Vaikka kaavat (40) johdetaan kaytannollisesti katsoen jokaisessa vektorianalyysin
oppikirjassa, on jatkon kannalta ehka paikallaan palauttaa mieleen johdon peruspiirteet.
Johto pohjautuu suoraan yksidimensioisen peruslauseen (9) soveltamiseen. Aloitetaan
ensimmadisen kaavan (40) vasemmasta puolesta:
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j iy iolxoly. (46)
A OX A OX

Jaetaan alue differentiaalisiin (leveys dy) x-akselin suuntaisiin Kkaistaleisiin (kuva 5).
Otaksutaan aluksi kuvan esittdmén tapauksen mukaisesti, ettd jokainen x-akselin
suuntainen viiva leikkaa alueen korkeintaan kahdesti. Kaistaleen antama osuus
integraaliin (46) on

dyj';(g—idx - dy(f= - f_) = Tdy- Tdy, (47)

jossa tilapdisesti kayttoon otetut ylaviivoin merkityt tunnukset viittaavat arvoihin
kaistaleen paissd. Yhtalon (47) oikea puoli on saatu peruslauseen (9) avulla. Talléin on
siis otettu huomioon, ettd kaistaleella y- koordinaatin arvo on vakio ja x on siten ainoa
riippumaton muuttuja. Kuvan 5 merkint6jen perusteella (ks. huomautus 6)

dy =cos(,i)ds =n,ds,

(48)
dy =cos(—n,i)ds =-n,ds.
Néiden sijoitus yhtal6on (47) antaa
x of =T =
dyiadx:nxfds+nxfds. (49)

Summaamalla kaikkien kaistaleiden antamat osuudet ja poistamalla tilapaismerkinnat
saadaan ensimmaéinen kaava (40). Toinen kaava syntyy vastaavalla tavalla kayttden y-
akselin suuntaisia kaistaleita. Lopuksi kaavojen voidaan osoittaa olevan voimassa
mielivaltaisille alueille — esimerkiksi alueille, joissa on reikia — jakamalla alue
sopiviin osa-alueisiin, soveltamalla dskeisida kaavoja erikseen niille ja summaamalla
saadut tulokset.

Huomautus 6. Kaavojen (40) viivaintegraalit tulkitaan téssa siten, etta viiva-alkiot ds
ovat (mahdollisesta integroimissuunnasta riippumatta) samoin kuin pinta-alkiot dAaina
positiivisia suureita. Jos alkiota dy pidetaan kuvassa 5 positiivisena, se on alkioiden ds
and ds projektio y-akselille. Tamaé selittdnee kaavojen (48) siséallon. o

Huomautus 7. Joskus on tarpeen Kirjoittaa Gaussin kaavat (40) vaihtoehtoisella tavalla

of
Jag da=], fay,
(50)

of
L\a—yolA=—jS fdx.

N&ma yhteydet syntyvat vastaavasti (mutta suoremmin) kuin edelld ja ne ovat itse
asiassa yleisempéé tyyppi& kuin kaavat (40), koska viiva-alkioita ds ei ole otettu
mukaan. Esimerkiksi tamén artikkelin kolmannessa sovelluksessa koordinaatilla x on
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pituuden dimensio ja koordinaatilla y —t ajan dimensio. Talldin vinon kaarialkion
muodollinen  Pythagoraan lauseen antama tulos ds? = dx? + dt? johtaisi
dimensionaalisesti ep&dhomogeeniseen lausekkeeseen ja koko kaarialkiokasitteesta
taytyy siis luopua tdmdantapaisissa tapauksissa. Ensimmadisen kaavan (50) sisélto
nahdaan alustavasti jo kaavan (47) perusteella. Nyt tdytyy kuitenkin poiketa
huomautuksessa 6 esitetystd alkion dy merkin tulkinnasta aina positiiviseksi. On ehka
havainnollisinta ottaa tarkastelun lahtékohdaksi ensimmaisen kaavan (50) oikeaa puolta
vastaava Riemannin summa

> (6 vi) Ay, (51)

i=1

jonka merkintdjen siséltd on ilmeinen. Ay-levyisten, nyt &arellisten kaistaleiden
reunaviivat synnyttdvat alueen reunan leikatessaan sille pistejoukon. Valitaan
reunaviivalle suuntaus ja numeroidaan kyseiset pisteet mielivaltaisesta pisteestéd alkaen
suuntauksen mukaan liikkuen pisteiksi Py, P, --- , P,. Suure Ay; = y(P;)-y(P) ja
se siis voi olla tilanteesta riippuen myds negatiivinen ja samoin siis rajalla myos alkio
dy. Kaavat (50) patevat (oikeakétisessa koordinaatistossa), kun reunaviivan suuntaus
on valittu siten, ettd alue A jaa vasemmalle puolelle kuljettaessa reunaa pitkin
suuntauksen mukaisesti. (Kuvan 5 esittdmassd tapauksessa reunaa Kkierretdén
vastapaivaan. Mutta alueessa mahdollisesti olevan reidn ympari kiertosuunta olisi siis
myo6tépaivadn.) Havaitaan edelleen, ettd kuvan 5 tapauksessa suureet Ay; ovat
positiivisia (negatiivisia) alueen “oikealla (vasemmalla) reunalla” Téten kaava (47)
antaa rajankéynnin jalkeen valittdmasti ensimmadisen kaavan (50). Vastaavasti suureet
Ax; = x(P;) - x(Pi_l) ovat negatiivisia (positiivisia) alueen “ylareunalla (alareunalla)”.
Tama seikka selittdd jalkimmaéiseen kaavaan (50) syntyvan miinusmerkin.

Kéytdnnossd reunan tarkastelu vaatii yleisessd tilanteessa jonkin sopivan
parametriesityksen

x=Xx(7),
(52)
y=y(7)
Differentioimalla saadaan
dx %d ,
dr
(53)
dy
dy =—d
y dr ‘

Jos parametrin z kasvusuunta valitaan yhtymé&én reunan suuntaukseen, ndamé kaavat
antavat automaattisesti oikeat merkit suureille dx ja dy. Kaavojen (50) oikeiden

puolien integraalit saavat lopuksi yksityiskohtaiset muodot
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[ fay=] f (x(f),y(r)):—idf,
(54)
dx

[ fax=] f (X(r),y(r))adr.

N&ma ovat tavallisia z-akselin yli otettuja integraaleja. Vastaavat rajat seuraavat
esityksesta (52). Kdytannossa voidaan tarvita useita paloittaisia esityksia (52).

Tarpeen mukaan voidaan johtaa vaihtoehtoisia osittaisintegrointikaavoja ottaen
lahtokohdaksi Gaussin kaavat (50). N&in toimitaan juuri tdmén artikkelin toisen
sovellusesimerkin yhteydessa. o

Gaussin lause yleistetddn nyt C1-funktioille. Otaksutaan, ettd alueessa A on
epdjatkuvuusviivoja (esimerkiksi elementtien yhdysreunoja) si, i=1,2,---, joita
ylitettdessa funktio f(x,y) voi saada arvoonsa hypyn (kuva 4 (b)). Nama viivat
jakavat alueen avoimiin osa-alueisiin (esimerkiksi elementteihin) A®, e=1,2,.--.
Merkitaan epdjatkuvuusviivan mielivaltaisesti valittua toista puolta “+”puolena ja toista
“~*“puolena. Kaytetaan jalleen hyppysulkumerkintaa

[f]=f"-1", (55)

jossa f* and f~ ovat funktion f raja-arvoja viivalla s, , kun viivan pistetta lahestytaan
vastaavasti + puolelta tai - puolelta. (ks. huomautus 8). Madritelldén
yksikkonormaalivektori n viivalle s, tassa kahdesta mahdollisuudesta siten, etta se on
suunnattu — puolelta kohti + puolta. VVoidaan kirjata kaavojen (6) ja (7) vastineet:

ALUA% U= A (56)
ja
AAAA-=D. (57)

Esitetddn seuraavaksi ensimmaisen standardimuotoisen Gaussin kaavan (40)
yleistys. Soveltamalla kyseistd kaavaa erikseen jokaisessa osa-alueessa ja summaamalla
syntyvét yhtal6t puolittain saadaan tulos

of
sze&dAzzLe fn,ds. (58)
e e

Téssa tunnus s® merkitsee osa-alueen A°reunaa. Kuvan 4 (b) avulla nahdaan, etta
tietylta epajatkuvuusviivalta s; kertyy aina kahdesta osa-alueesta kaksi viivaintegraalia,
jotka antavat yhteensa osuuden (ks. huomautus 8)

[ fnds— [, tnyds=[ (7= f%)nds=—[ [ f]nyds. (59)
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Alueen varsinainen reuna esiintyy kaavan (58) oikean puolen kautta vain kerran ja
nain paadytaan C-funktiolle f (tai sileammille) patevaan yleistettyyn Gaussin
lauseeseen (tassé artikkelissa kaytetty nimitys):

ZJAe%dA: L f”de—ZLi [ f]n,ds,
| | (60)

%]jA%dA=js fnyds—zi:'[si[[f]]nyds.

Toinen kaava saadaan vastaavasti kuin ensimmadinen. Jos f on Co-funktio,
paéadytaan takaisin (miltei) kaavoihin (40).

Huomautus 8. Havaitaan ensinnakin, etta lausekkeen (59) arvo ei riipu siitd, miten + ja
— puolet on valittu. Jos puolet vaihdetaan keskenadn, arvot f* ja f~ vaihtuvat
toisikseen, mutta vastaavasti komponentti n, vaihtaa merkkinsa. Jos sitten vektorin n
suunta valitaan vastakkaisella tavalla kuin tdssé (suunnattu + puolelta kohti — puolta,
kuten usein tehd&én alan kirjallisuudessa), kaava (52) ja kaavat (60) tulevat muotoihin,
joissa hyppytermit esiintyvét plusmerkkisind. Tassé toimitaan kuitenkin kuvassa 4 (b)
esitetyn valinnan mukaisesti.

Havaitaan edelleen, ettd my0ds yksidimensioisessa tapauksessa + ja — puolet olisi
voitu valita mielivaltaisesti, toisin kuin kuvan kuva 1 (b) esittdmélld systemaattisella
tavalla. Tama olisi kuitenkin vaatinut maaritteleméan epéjatkuvuuspisteissa yksikko-
normaalivektorit i tai —i vastaavine komponentteineen n, =1 tai n, =—1, joka olisi
ollut melko kémpel6a.

Mainittakoon viela erés + ja — puolten valintaan liittyva nakokohta. Jos kaavan (58)
mukaisia manipulaatioita ja vastaavia osittaisintegrointeja joudutaan soveltamaan
varsinaisen elementtimenetelméohjelman yhteydesséd elementti elementiltd, on
Kirjanpidon kannalta yksinkertaisinta maaritella n kullekin elementille elementin reunan
ulkoiseksi (esimerkiksi) yksikkdnormaalivektoriksi. Ohjelman tekemd summaus
elementtien reunojen yli hoitaa automaattisesti lopun. Kuvaan 4 (b) liittyva suureiden n
valinta on taas luonteva, kun pyritddn selvittdmaan analyyttisesti yhdysreunoille
mahdollisesti syntyvia hyppyehtoja. o

Osittaisintegrointi

Kahta funktiota g(x,y) ja h(xy) koskeva standardimuotoinen osittais-
integrointikaava kaksidimensioisessa tapauksessa voidaan esittdé seuraavasti:

oh ., oy
Ag&dA_—jA&hdnghnxds,

(61)

jAg gy—hdAz —jA%ghdmL ghnyds.
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Tassa funktioiden g ja h tulee olla CP- funktioita (tai siledmpid). Kaavat syntyvat
ilmeiselld tavalla palauttamalla mieleen kaavan (14) johto. Identiteetti

a9 oh
h h 62
8x(g) OX +g@x (62)
integroidaan puolittain alueen A yli:
j w5 (Gh)dA= j ghdA +f, g—dA (63)

Ensimmadisen Gaussin kaavan (40) soveltaminen yhtélon vasemmalla puolella ja
pieni jarjestely tuottaa ensimmaisen kaavan (61). Toinen kaava saadaan vastaavalla
tavalla.

Yleistetyt osittaisintegrointikaavat kahdessa dimensiossa ovat

oh . oy
Ze:jAe g A= —Ze:jAe&hdA+Lghnxds—Zi:jsi [gh]n,ds,
(64)

oh o9
;jAe 95, 0A- —Ze:jAe5—yhc1|A+jsg]hny<;|s—Zi“Li [gh]n,ds.

Tassa funktioiden g ja h tulee olla C1-funktioita (tai sileampid). Kaavojen (64) johto
etenee aivan vastaavasti kuin yhdessa dimensiossa eiké sitd endi toisteta. Hyppytermit
yksinkertaistuvat jalleen, jos g tai h tai molemmat ovat jatkuvia. Jos molemmat niista
ovat jatkuvia, paadytaan takaisin (miltei) standardimuotoisiin kaavoihin (61).

Toinen sovellus

Tama sovellus on tietynlainen ensimmaisen sovelluksen laajennus kahteen dimensioon.
Kuva 6 pyrkii kuvaamaan tasojannitys- tai tasomuodonmuutostapausta. Kappaleen
reunan s otaksutaan muodostuvan reunaehtojen kannalta siirtymareunasta (engl.
displacement boundary), jolla siirtyma on annettu:

sy - lla (65)

al

u=
ja traktioreunasta (engl. traction boundary), jolla traktio (jannitysvektori) on annettu
t=t s:lla. (66)

Yleisempid reunaehtoja  voitaisiin  esittdd, mutta ndma ovat riittavia
havainnollistamaan tilannetta. Reunojen s, ja s; Vvastineina kuvan 2 esittdmassé
tapauksessa ovat pisteet x=0 ja x=1.
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Kuva 6 Kaksidimensioinen alue A ja sen reunas.

Asetelmaa vastaava standardimuotoinen virtuaalinen tydyhtélo on

- j A(axagx + 0y 0Ey + Ty 7y ) UA

+jA( feou+ fyov)dA+ jst (tou +Tov)ds =0, (67)

jossa virtuaaliset venyméakomponentit ovat

oou 0oV
o0&y = —, y ="
OX oy

Merkintéjen (67) ja (68) sisdlté on ilmeinen. Luvallisten virtuaalisten
siirtymakomponenttien tulee toteuttaa (tavanomaisessa formulaatiossa) rajoitteet
ou=0jaov=0 s, :lla.

Johdetaan yhtéléd (67) vastaava vahva muoto otaksuen kuitenkin jo nyt, ettd
alueessa voi esiintyd kuvan 4 (b) esittdiméan tapaan epéjatkuvuusviivoja.
Yksinkertaistetaan merkint6ja kuten ensimmaisessé sovelluksessa tulkiten virtuaalinen
siirtymavektori ou téssa nyt painofunktiovektoriksi w, jonka karteesiset komponentit
ovat w, ja w, . Nain saadaan heikko muoto

OW. OW.
_ZIAe UX%Jray—errxy(awx +—yﬂdA
" OX oy oy OX

oou 0oV
os s 5}/Xy = W + g (68)

+ZjAe(foX+nyy)dA+.fst(t_XWX+t_yWy)d8:O. (69)
e

Otaksutaan jannityskomponenttien olevan C*-funktioita ja
painofunktiokomponenttien CP- funktioita. Kaavojen (64) soveltaminen tuottaa
lausekkeet

OW. 0
-3 J.Ae o, TXdA = ZJ'Ae %wx dA - J.St O Wy N, ds + ZJ.si [y Jwy nyds,
e e 1

OX
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z Aeoy 6 dA = ZIAe—W dA— I oWy N ds+ZI [[ ]]w nyds,

(70)
0
- IAE %dAz ZJ.AE%WX dA—J'St TyyWy Nyds + ZLI ﬂfxy]]Wx nyds,
e 1

wydA—j Ty Wy Ny ds+Zj [ 7y |y nyds.

ow or
Y 4A — Xy
_Ze:jAeTXV ox dA_Ze:IAe ox

Funktiot w, ja w, on voitu ottaa jatkuvina hyppysulkujen ulkopuolelle. Integraalit
reunan s, Yyli katoavat, koska silla w, =0 ja w, =0. Lausekkeiden (70) sijoitus
heikkoon muotoon (69) antaa yht&lon

0 0 0
ZIA{[@&+ T g Jw +[ o, Txy+fy]Wy}dA
5 OX oy oy OX

+ZI Haxn + 7N y]]w ds+ZJ' [[ Ny +TyyN ﬂwyds

+Lt (t_x —oyny — rxyny)wxds +Lt (t_y —oyhy — rxynx)wyds =0. (71)

Kertoimet n, ja nyon viety hyppysulkujen sisdlle, jolloin voidaan hyddyntaa
lausekkeita yksinkertaistavia merkint6ja. Kontinuumimekaniikasta tuttu tulos (saadaan
kiilamaisen ainealkion tasapainoyhtélostd) sanoo, ettd pinta-alkioon, jonka ulkoinen
yksikkonormaali on n, vaikuttavan traktion t komponentit saadaan lausekkeista

ty = oy + 7Ny,
(72)
t, =oyny +7, Ny
Koska suureet w, and w, ovat mielivaltaisia, yhtalon (71) toteutuminen antaa taten

seurauksina (ensinndkin vahvassa mielessd esitetyn reunaehdon (65) liséksi)
differentiaaliyhtalot

0
aﬂ+ﬂ+fx=o A®:ssa, e=1,2,--,
OX oy
(73)
oo, Ot
_V+i+fy=0 A®:ssi, e=1,2,-,
oy  oX

hyppyehdot
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[t,]=0 sl :ss4, i=1,2,-

(74)
[ty|=0 si:ssd, i=1,2,-
ja traktioreunaehdot
ty =1, s - la
(75)
t,=%, s:la

Vahvat muodot (73), (74) ja (75) ovat probleemaa oikein kuvaavia yhteyksia.
Oleellisesti samat tulokset on johdettu lahteessa [1, s. 148]. Etenkin yhtélot (73) ja (75)
ovat kontinuumimekaniikan harjoittajalle varsin tutut. Hyppyehdot (74) — ja itse
asiassa myos yhtalot (73) ja (75) — voidaan johtaa lilkem&&ran taseen periaatteen
avulla samaan tapaan kuin mitd tehtiin luvussa “Lis&& hyppyehdoista”. Tavanomaista
siirtymaformulaatioon pohjautuvaa elementtimenetelméaa sovellettaessa approksimaatiot
kohdistuvat loppujen lopuksi juuri yhtéldiden (65), (73), (74) ja (75) toteuttamiseen.

Kolmas sovellus

Tassa sovelluksessa tarkastellaan ensimmaéisen sovelluksen vedettyda sauvaa nyt
dynaamisena probleemana, jolloin paikkamuuttujan x lisdaksi mukaan tulee myos
aikamuuttuja t. Sovellus koskee lopuksi ns. paikka-aika formulaatiota (engl. space-time
formulation), jonka suosio on lisdéntynyt viime vuosina.

Valitut reunaehdot ovat

u(0,t)=0(t),

T(L,t)=T(t).

Tassa on siis otettu mukaan mahdollisuus antaa sauvan vasemmassa padssd ajasta
riippuva annettu siirtymé T (t). Sauvan oikeassa paéssé vaikuttava annettu voima voi
samoin olla ajan funktio. Dynamiikassa on lisaksi annettava alkuehtoina alkuasema
(siirtymad) ja alkunopeus. Taten asetetaan

u(x,0)=0(x),

(76)

(77)
ou

E(X,O):V(x),

jossa U ja V ovat annettuja x:n funktioita.

Virtuaalisen tyon periaate on rakenteiden mekaniikan harjoittajalle lahes
korvaamattoman téarkeé tydkalu. Jos soveltaja on siséistdnyt periaatteen yleisen muodon
staattisessa tapauksessa, on tavallisesti melko yksinkertaista muotoilla periaate
koskemaan tiettyd rakenteen geometriaa ja tiettyjd kinemaattisia otaksumia
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noudattavaksi ja yleistdd se lisdksi dynamiikkaan. Toistetaan vield ensimmaisessé
sovelluksessa esitetty virtuaalinen tydyhtalo eli heikko muoto (21):

dw —
—LT&dx+J'I qwdx +Tw(1)=0. (78)
Dynaaminen tapaus hoidetaan usein liittdmalla hitausvoimien (tdssé hitausvoima

pituutta kohti on —mazu/atz) antama osuus mukaan ulkoisten voimien tekemaén
virtuaaliseen ty6hon. Toisin sanoen g yhtalossa (78) korvataan termilla

o%u
q _my, (79)
jolloin saadaan virtuaalinen tydyhtal6 (heikko muoto)
o%u dw =
_Lmat_zwolx—le&omjI qwdx+Tw(1)=0. (80)

Taman heikon muodon yhteydessa vaaditaan alkuehtojen (77) toteutumista etukéteen
eli vahvassa mielessé (ks. huomautus 2).

Diskreetissé siirtymaformulaatiossa lahdetaan vastaavasti tavallisimmin liikkeelle
esityksen (33):

u(X)=0(x)=a@ (x)+ayp,(x)+-- (81)
laajennuksesta muotoon
u(x,t)=a(xt)=a(t)e (x)+ay(t)py (X)+-- (82)

jossa tuntemattomat “parametrit” a(t) ovat nyt ajan funktioita. Lausekkeen (82)
mukaisesta esityksesta kaytetdan kirjallisuudessa usein nimitysté semidiskretointi (engl.
semidiscretization). Galerkinin menetelmassa diskreetit yhtélét synnytetddn ottaen
suureet ¢; (x) kukin vuorollaan painofunktioiksi. Heikko muoto (80) tuottaa suureita
a(t) koskevia tavallisia differentiaaliyhtaldita, joissa siis endd aika esiintyy
riippumattomana muuttujana. Téllainen lahestymistapa on kiintean aineen mekaniikassa
hyvin luonteva, koska jo “luonnostaan diskreettien” systeemien kuten jaykista osista
muodostuvien mekanismien vallitsevat liikeyhtdlot ovat tavallisia differentiaali-
yhtéloita, joissa aika on riippumaton muuttuja. Tavallisten differentiaaliyhtéliden
ratkaisu vaatii k&ytdnndsséd uuden diskretoinnin, numeerisen aikaintegroinnin, jossa
ratkaisua viedaan eteenpdin edeten ajan suhteen sopivan pituisten aika-askelten At
avulla. Nailla menetelmilla on vakiintunut ja pitka historia takanaan.

Paikka-aika formulaatiot poikkeavat l&ht6kohdiltaan edelld lyhyesti kuvatusta
semidiskreetistd lahestymistavasta. Perusideana on ké&sittdd aika pitkalti saman-
kaltaisessa roolissa kuin paikkakoordinaatit. N&in ei kuitenkaan taysin, koska aika on
joka tapauksessa luonteeltaan yksisuuntainen koordinaatti (engl. one-way coordinate) ja
kaikki alkuehdot liittyvat samaan ajanhetkeen. Kaytdnnossa tietyn tehtavan ratkaisualue
paikan ja ajan suhteen jaetaan ns. paikka-aika kaistaleisiin (engl. space-time slabs) ja
ratkaisu etenee perékkaisesti kaistaleesta kaistaleeseen. Probleemana on madarittada

189



ratkaisu kaistaleen alueessa ottaen alkuehdot edellisessa kaistaleessa saadusta
ratkaisusta sen loppuhetkelld. Oleellista on myos, ettd alkuehdot otetaan paikka-
aikaformulaatiossa yleensé huomioon heikossa mielessa (ks. huomautus 2).

t
Reuna 3
r +ATf
i 4 ! / n
A / /
Reuna 4 / , Reuna 2
f l'll - SI II
/ | | _ ¢
| Reuna 1 | "
x=]

X
Kuva 7 Paikka-aika kaistale.

Kuva 7 esittaa tyypillista paikka-aika kaistaletta, kun kyseessé on tdassa tarkasteltava
yhden paikkakoordinaatin tapaus. Hetki t=t, viittaa kaistaleeseen liittyvaan
alkuhetkeen ja t =t,, + At loppuhetkeen.

Tarkastellaan seuraavaa heikkoa muotoa:

2
_J’Amgt—gwdA—II mw(it—u—vj‘t:tn dx+ |, m%(u —U)‘tztn dx

ow t+AL —
_J.AT&dAJF.[AquAJrJ.tn Tw(l,t)dt =0. (83)

Pintaintegraalit lasketaan kaistaleen alueen A yli. Viivaintegraalit x integraali-
muuttujana ovat vélin 1 =]0,1[ yli. Sijoitusmerkinnat viittaavat aikatasoon, jolla
ensimmadisen rivin kaksi viimeista integraalia lasketaan. On ehka jalleen syyta korostaa,
ettd | on t&ssd Lagrangen esitystavan mukaisesti kiinted alkuaseman vali ja taten
esimerkiksi sauvan massa pituutta kohti m(x) on vakio ajan suhteen myds
mahdollisten suurten siirtymien tapauksessa (joita ei tassa kuitenkaan késitella).
Seuraavassa kuvataan ensin yhtadlon (83) syntya ja tiettyd terminologiaa.
Integroidaan heikko muoto (80) vield kaistaleen aikavalin At yli. Tama selittdnee
yhtélon (83) toisen rivin. Oleellista on, ettd w voi olla nyt my6s t:n funktio, joten
mukaan ilmestyy w:n osittaisderivaattamerkintd. Jos funktion u(x,t) vaadittaisiin
toteuttamaan heikossa muodossa (83) alkuehdot (77) eksaktisti etukéteen eli vahvassa
mielessd, heikko muoto voitaisiin Kirjoittaa ilman ensimmadisen rivin kahta viimeista
termid. Nyt ei kuitenkaan aseteta etukdteen mitddn rajoituksia siirtymalle tai sen
derivaatalle alkuhetkelld kaistaleessa. Sen sijaan alkuehdot ovat ilmestyneet tietylla
tavoilla painotettuina ja integroituina heikon muodon vasemmalle puolelle ja ne tulevat
otetuksi huomioon heikossa mielessd. Ymmarretéan, ettd koska painofunktio w(x,t)
on mielivaltainen, heikko muoto itsessadan vaatii lopuksi alkuehtojen toteutumista.
Taman asetelman on havaittu tekevén paikka-aika formulaatiosta joustavan; mm.
elementtimenetelmasséd  verkkoa voidaan muuttaa kaistaleesta  kaistaleeseen
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kulloistenkin tarkkuusvaatimusten mukaisesti. Todettakoon, ettd ei ole kuitenkaan
suoraan nahtavissd, miksi alkuehtojen painot heikossa muodossa (83) ovat juuri
mow/ ot ja —mw. Painotusten logiikkaa on selostettu ldhteessa [3] eika siihen puututa
tdssd. Alkuehtojen kasittelyn suhteen on vield tdsmennettdvd, ettd hetkelld t=0
alkavan tilanteen jélkeen (jolloin U ja V on annettu kaavoissa (77)) suureiden U ja v
arvot hetkella t=t, otetaan edellisessd kaistaleessa saadusta ratkaisusta sen
loppuhetkella.

Diskreettia ratkaisua etsitddn kussakin kaistaleessa lausekkeen (82) sijasta muodossa

u(x,t)=a(xt)=a,¢ (Xt)+a, @ (X,t)+..., (84)

jossa siis annetut suureet ¢ ovat nyt sekd paikan ettd ajan funktioita ja maaraamattomat
parametrit a tuntemattomia vakioita. Toinen laskennallisesti ehkda mukavampi
vaihtoehto on katkaistu Taylorin sarja ajan suhteen

u(x,t) = 0(x,t) =g (X)+uy (X)t+uy ()21 2+..., (85)

jossa kunkin kerroinfunktion approksimaatio on tyyppid (81). Kyseessa on taysi
diskretointi (engl. full discretization) ja tavallaan hoidetaan kerralla se mika
semidiskreetissa formulaatiossa vaatii kaksi perékkaista diskretointia. Erityisesti
elementtimenetelmad sovellettaessa, kun approksimaatio on vyleista tyyppid (84),
kaistaleessa mahdollisesti “vinossa” olevat Co-jatkuvat u:n paikka-aikaelementit
aiheuttavat sen, ettd derivaatat ou/ox ja ou/ot kuuluvat vain C1-funktioiden
joukkoon. (Sopivasti vinossa olevat elementit voivat lisatd tietyissa sovelluksissa
ratkaisun tarkkuutta.) Taman johdosta tarvittavat manipulaatiot suoritetaan jatkossa
varmuuden vuoksi osa-alue osa-alueelta (elementti elementiltd).

Seuraavaksi tutkitaan heikosta muodosta (83) johdettavia vahvoja muotoja.
Konsistenssi (vahvan muodon ratkaisu toteuttaa heikon muodon) on toivottava heikon
muodon ominaisuus, vaikka elementtimenetelman tuottaman ratkaisun konvergenssi on
mahdollista ilman sitdkin. Nyt tiettynd mutkistavana tekijand on huomautuksessa 7
kasitelty aihe: koordinaattien eridvien fysikaalisten dimensioiden johdosta viiva-alkion
ds kéaytté ei ole mahdollista, joten ei voida soveltaa tavanomaisempia
osittaisintegrointikaavoja (64). Ongelma voidaan tietenkin kiertdd siirtymalla
tilapaisesti esimerkiksi dimensiottomaan esitykseen. Tassa on ehka Kkuitenkin
suoraviivaisempaa soveltaa huomautuksessa 7 johdettuja kaavoja (50) kirjoitettuina
vain nyt kdytdssa olevien koordinaattien (x = x, y =t) avulla muotoihin

of
J'A&dA:L fdt,
(86)

of
J.AEdA:—L f dx.

Soveltamalla néité ja toistamalla vastaavat askeleet kuin edelld saadaan kaavoja (64)
vastaavat nyt kasiteltyyn probleemaan sopivat yleistetyt osittaisintegrointikaavat
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oh 0
> g&dAz—ZIAEG—?(hdA+L gholt-zjsi [gh]dt,
e e |

(87)

ZjAe —dA_ Ze“jAe%ghdA—jsghdHZi:Li[[gh]]dx.

Tarkastellaan heikkoa muotoa (83). Kuvassa 7 on esitetty kaaviollisesti kolme
mahdollista ratkaisun epajatkuvuusviivaa s;. Elementtimenetelmassa ne voivat olla
myo6s tyyppid (84) olevan approksimaation derivaattojen epdjatkuvuusviivoja eli
elementtien yhdysreunoja. Siirrytddn  jalleen paloittaiseen esitykseen
osittaisintegroitavissa termeissa:

- Amzt—uwdA—jI mw(gt—u—vj‘t:tn dx+jI m%(u —U)‘tztn dx
—ZjAeT dA+J. quA+J. Tw(l,t)dt=0. (88)

Ensimmaisen kaavan (87) soveltaminen yhtalén (88) toisen rivin ensimmaéiseen
termiin antaa (poistetaan w:hen kohdistuva derivaatta)

—ZJAeT— —sze wdA— _[det+2_[ [T wdt. (89)

Tassa siis w:n on otaksuttu olevan C°-funktio, joten se on voitu ottaa hyppysulkujen
ulkopuolelle. Alueen A reuna s kuvassa 7 koostuu paloittain neljasta siledstd osasta,
jotka on numeroitu. Erds yksinkertainen kaavojen (50) mukainen parametriesitys
reunaintegraalien k&sittelemiseksi voi olla esimerkiksi seuraava:

reuna 1:
X=1, t=t,, dx=drz, dt=0, rz:nrajat: 0 jal, (90)

reuna 2:
x=I, t=(1-7)t, +7t,,y, dx=0, dt=Atdr, z:nrajat: 0 jal, (92)

reuna 3:
X=l-7, t=t,,4, dx=-dz, dt=0, z:nrajat: 0 jal, (92)

reuna 4:
x=0, t=rt,+(1-7)t,y, dx=0, dt=—Atdz, r:nrajat: 0 jal. ~ (93)

Parametrilla z on reunan eri osilla oma merkityksensd. N&hdaan, ettd z:n
kasvusuunta vastaa sovittua kiertosuuntaa reunan ympari vastapdivaan. Koska reunat
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ovat téssé koordinaattiakselien suuntaiset, kasittely voitaisiin hoitaa nopeammin reuna
reunalta ad hoc tyyliin ilman varsinaista parametriesitystd, mutta tdssa on haluttu
soveltaa systemaattisesti yhteyksia (50). Taten yhtalossé (89) termiin

1 th +At
—J-Sdet = —AtIOTW|X:| dr :—Itn Tw|,_; dt (94)
nédhd&éan tulevan osuus vain reunalta 2, koska reunalla 4 kéytetdan siirtyméreunaan

liittyvaa rajoitettaw(0,t) = 0. Kun lausekkeet (89) ja (94) sijoitetaan heikkoon muotoon
(88), siitd tulee yhtalod

o%u oT HAL =
ZIAG{—m—atg +_8X+qJWdA+ :n+ (T —T)W|x:| dt+ZLiW[[T]]dt
e i

- mw[g—l:—\Tj‘t_tn dx+ [ m%(u—ﬁ)‘t_tn dx = 0. (95)

Koska painofunktio w on mielivaltainen, yhtalostd (95) saadaan seurauksina
(ensinndkin vahvassa mielessa esitetyn ensimmadisen reunaehdon (76) liséksi)
differentiaaliyhtalot

o%u ot
-m—+—+0q=0, A°:ssi, e=1,2-- 96
vl (96)
hyppyehdot
[T]=0, sf:l& i=1,2-- (97)
traktioreunaehto
T(Lt)=T(t), (98)
ja alkuehdot
ou
—(X,t,)=V(X),
2 (xt) =V (x)
(99)
u(x,ty)=0(x).
Saadut differentiaaliyhtalot, traktioreunaehdot ja alkuehdot ovat selvasti oikeellisia.
Luvussa “lisda hyppyehdoista” johdettiin yleinen tulos (39):
ou | dx
T]+|m—[=1=0 100
yRLE & o

koskien mahdollista epajatkuvuutta. Taten edelld saatu ehto (97) on ristiriidassa yleisen
ehdon (100) kanssa. Esimerkiksi, jos epdjatkuvuusviivoja on yksi, sekd vahvan etta
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heikon esitysmuodon mukaiset ratkaisut toteuttavat differentiaaliyhtalon (96) osa-
alueissa, joihin epéjatkuvuusviiva jakaa alkuperdisen ratkaisualueen. Vahvassa
muodossa ratkaisut sovitetaan yhteen ehdolla (100) ja heikossa muodossa ehdolla (97).
(Molemmissa tapauksissa ratkaisu oletetaan jatkuvaksi epdjatkuvuuden kohdalla eli
[[u]]:O). Lopputulokset ovat samoja ainoastaan, jos vahvan muodon mukaisessa
ratkaisussa ehdon (100) vasemman puolen jalkimmainen termi hdviad. Tama tulos ei
kuitenkaan seuraa taseyhtaloistd, vaan riippuu tapauskohtaisesti “datan”, mm.
alkuehtojen ja massajakauman, saannollisyydesta.

Kun heikon muodon (83) ensimméinen rivi Kkirjoitetaan “ajan suhteen
osittaisintegroituun” muotoon, paadytédan heikkoon muotoon

A@t

n

U MW J ( ]‘t 4 +Atdx+'|. mw( )‘ ot dx+Lm%(u—U)‘t:t dx

T—dA+ qwdA+ w(l,t)dt=0. (101)
-, Jyquwdas [ Tt

Osittaisintegrointi kummankin rivin ensimmaisissé termeissa (poistetaan funktioon w
kohdistuvat derivoinnit) tuottaa nyt yhtalon

ZIA{ at;‘+Z_1+q]wdA+;Liw[[T]]dt+§i:L=wﬂmg—;’ﬂdx

+It”+At(T -T)w| X,dt+jlm%(u_ )‘tt ox— ij[%_vj‘ dx=0. (102)

th

josta seuraa oikeellinen hyppyehto (100) (ratkaisun epdjatkuvuusviivalla Kirjoitetaan
dx = (dx, / dt)dt, jolloin ensimmaisen rivin kaksi viimeista termid voidaan yhdistaa).

Elementtimenetelmdssé voidaan tunnetusti kayttdd approksimaatioita, jotka ovat
jatkuvampia kuin tarkka ratkaisu. Esimerkiksi tyyppid (85) olevan approksimaation
aikaderivaatta on jatkuva. T&ssd funktiojoukossa heikot muodot (83) ja (101) ovat
ekvivalentteja (olettaen, ettd m on jatkuva) ja johtavat samaan numeeriseen ratkaisuun.
Liioittelu approksimaation jatkuvuudessa johtaa kuitenkin helposti numeeriseen
ongelmaan, joka n&yttaytyy soveltajalle ratkaisun epéfysikaalisena heilahteluna
erityisesti tarkan ratkaisun epdjatkuvuuskohtien l&heisyydessa (ks. huomautus 4).
Koska tarkan ratkaisun sileys riippuu “datasta” kuten alkuehdoista, tuntuisi edulliselta
soveltaa kaistaleessa “vinossa” olevia Co-jatkuvia u:n paikka-aikaelementteja ja
heikkoa muotoa (101). Kaytdnndssa tamén edun hyddyntdmisessa tarvitaan kuitenkin
adaptiivista ratkaisumenetelméad, jossa verkko valitaan tavalla tai toisella siten, etta
epéjatkuvuuskohdat sijoittuvat elementtirajoille.

Loppuhuomautuksia

Edella esitetyt Gaussin kaavat ja osittaisintegrointikaavat voidaan yleistda helposti
kolmeen dimensioon. (Kaavojen (50) yleistys on mutkikkaampaa, koska joudutaan
tekemadn sopimuksia tyyppid dydz jne. olevien alkioiden merkeista kolmidimensioisen

194



kappaleen pinnan eri osilla. Aiheeseen ei puututa tassd.) Kuvassa 8 on esitetty oleellisia
merkint6ja.

Kuva 8 Kolmidimensioinen alue V ja sen reuna S.

Esimerkiksi Gaussin lause saa muodon

jvﬂdv =j5 fn,dS,

OoX

of
jvgdv = js fn,ds, (103)
[ X v - fn,ds.
V oz S

Nama yhtalét ovat voimassa C°-funktiolle f(xy,z). Vasemman puolen
tilavuusintegraalit lasketaan avoimen alueen V ja oikean puolen pintaintegraalit alueen
reunan S yli. Vastaavat osittaisintegrointikaavat ovat ilmeiset. Mahdolliset
epajatkuvuuspinnat S| jakavat alueen osa-alueisiin V¢ jne.

Ehk& yllattden yksidimensioinen tapaus on verrattuna korkeampidimensioisiin
tapauksiin merkinnéllisesti hieman kompel®. Peruslauseen (9):

df

—dx=f(b)-f(a 104
15 = f(b)-1(a) (104)
vastine kahdessa dimensiossa on Gaussin kaava
of
j A&dA = L f n,ds. (105)

Reunatermien esitys yhtalosséa (105) nayttaa siistimmalta kuin yhtaldssa (104). Yhdessa
dimensiossa  reuna  muodostuu  kahdesta  erillisestd  pisteestd.  Ulkoiset
yksikkdnormaalivektorit ovat vastaavasti n=—i ja n=1i Vvélin alku- ja loppupééssa ja
jaion x-akselin kasvavaan suuntaan osoittava yksikkovektori (kuva 9 (a)).
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1 n a dx b n X
(@)
®) n =1 n =1 §
(© § n =1 n =-1

Kuva 9 (a) Yksidimensioinen alue. (b) ja (c) Riippumaton muuttuja s.

Taten yksikkonormaalivektoreilla voidaan ajatella olevan vastaavasti komponentit
n, =-1 and n, =1. Merkinnallisesti yksinkertaisempi kaavan (104) esitys saavutetaan
kirjoittamalla esimerkiksi muoto

L&dx > fn (106)
jossa
>, fny=f(b)n (b)+f(a)n (a)=f(b)-f(a) (107)

Tamantapainen lyhennysmerkintd esiintyy lahteessé [1, s. 28]. Erityisesti elementti-
menetelma& koskevassa kirjallisuudessa on systemaattisuutta lisddvané piirteend melko
tavallista merkitd tarkasteltavaa aluetta dimensiosta riippumatta yleisella tunnuksella
0 ja alueen reunaa samoin yleiselld tunnuksella 7. Niiden kulloinenkin
yksityiskohtainen merkitys selvidd asiayhteydestd. Tat4 notaatiota kdyttaen esimerkiksi
kaava (105) voitaisiin esittdd muodossa

jﬂ do = j fndr. (108)

Vastaavasti kaavan (103) oikea puoli voidaan siis tulkita siten, ettd suure fn, reunalla
F:{a,b} summataan reunan yli samoin kuin integrandi kaavan (105) oikealla
puolella integroidaan reunan yli. Standardimuotoinen osittaisintegrointikaava (14)
nayttaisi nyt seuraavalta

ng—hd :-jlg—?(hdx+zrghnx. (109)

Erds toinen merkinnallinen nakokohta on seuraava. Tarkastellaan integraaleja edella
esiintyneiden alueiden A, s, V, S yli. Kun integraalit tulkitaan Riemannin summien raja-
arvoina, summissa esiintyy termejd fAA, fAs, fAV, fAS, joissa on mielekasta
pitad suureita AA, As, AV, AS aina positiivisina. Koska kuitenkin edell& on esiintynyt
tilanteita, joissa esimerkiksi Ax ja dx voivat saada myo6s negatiivisia arvoja, olisi ehka
syyté kayttad yhdessd dimensiossa x:n sijasta vaikka tunnusta s ja kirjoittaa esimerkiksi
kaava (109) muotoon
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dg
L gEds :—L Ehds+zrghns, (110)
jossa s (kaarenpituuskoordinaatti) on yksidimensioinen riippumaton muuttuja.
Vastaavissa Riemannin summissa As tulkitaan sitten aina positiiviseksi. Riippuen
valitusta s:n suuntauksesta saadaan kuvassa 9 esitetyt kaksi tulkintaa suureen ng
arvoissa. Jos jompaakumpaa kuvaa (b) tai (c) ajatellaan kierretyksi 180 astetta,
merkintdjen sisallossé ei ole kuitenkaan itse asiassa mitéén eroa.

Taméan artikkelin osittaisintegrointisovelluksissa on virtuaalisen tyén periaatteen
nimelld kulkeva heikko muoto ollut keskeinen aihe. Virtuaalisen tydn periaatteen
merkitystda rakenteiden mekaniikassa ei voida yliarvioida. Vaikka kyseessa on
“ikivanha” periaate, sen merkitys on lisdantynyt edelleen elementtimenetelman
lahtdkohtana. Vastaava hyvin kayttokelpoinen heikko muoto voidaan esittdd myds
esimerkiksi energiataseisiin liittyvissa probleemeissa kuten lammonsiirrossa. Ajan
suhteen pysyvassd tapauksessa tdmad heikko muoto voidaan kirjata karteesisessa
koordinaatistossa kolmessa dimensiossa seuraavasti:

ow ow ow _
_IV(&qXJrquJFEqZJdV—IV ws dV +Isqwqd8:0. (111)

Tassa gy, dy ja g, ovat lampdvuovektorin (engl. heat flux vector) g komponentit, s
lampdolahteen voimakkuus tilavuutta kohti, g annettu lampdvuon tiheys alueen reunalla
Sq Ja w painofunktio, joka haviaa lopulla osaa reunaa Sy, jolla lampdtila on annettu.
Lammonsiirtoon ei ilmeisesti liity valmista heikko muoto-tyyppistd, pitkda historiaa
omaavaa periaatetta siten kuin virtuaalisen tyén periaatteeseen klassillisessa
mekaniikassa. Lammaonsiirrossa on vaikea keksid luonnostaan diskreetteja systeemeja
kuten mekaniikassa (esimerkiksi jaykista kappaleista muodostuvat mekanismit), joka
piirre ehkd myos selittdd puuttuvan terminologian Taten mitd&n vakiintunutta nimeé
heikolle muodolle (111) ja sen termeille ei valitettavasti ndytd olevan kaytossa.
Paremman puutteessa muodosta (108) voitaisiin  kayttdd yksinkertaisesti nimeé
energiayhtéalon heikko muoto. Toinen mahdollisuus olisi virtuaalisen lampdtilan
periaate, koska painofunktio voidaan tulkita tietyin perustein lampdétilan variaatioksi.

Itse asiassa heikko muoto (111) on yksinkertaisempi kuin virtuaalisen tyon periaate,
koska painofunktio on skalaari ja virtuaalisen tyon periaatteessa painofunktio on sen
sijaan yleisessad tapauksessa vektori. Jos virtuaalisen tyon periaate on tuttu, on melko
helppoa soveltaa my0s periaatetta (111) analogioiden avulla eri tilanteissa. Samoin
esitettyja osittaisintegrointikaavoja voidaan kayttdd avuksi differentiaaliyhtaléiden,
hyppyehtojen jne. johtamiseen.
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