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Ehdollistaminen ja riippuvuus

Ilkka Norros

Tiivistelma. Kirjoitus perustuu Rakenteiden mekaniikan seuran seminaarissa huhtikuussa 2007
pidettyyn esitelmé&in, jonka tarkoituksena oli virittda kuulijoiden mieliin todennékoisyyslasken-
nan peruskésitteitd ja ajattelutapaa.
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Ehdollinen todennakoisyys ja informaatio

Todennékoisyyslaskenta kuvaa satunnaista ilmicta kiinnittdmaélla ensin jonkin alkeista-
pahtumien joukon €2, joka sisdltdd ilmion kaikki mahdolliset tapaukset. Jos esimerkiksi
kysymyksesséd on satunnainen jatkuva funktio, €2:ksi on luontevaa valita jokin funktioava-
ruus X; jos tuohon funktioon vaikuttaa lisdksi yksi rahanheitto, valitaan Q = X x {0, 1},
jne. Todenndikdisyys on 2:n mitallisille osajoukoille eli tapahtumille A méaaritelty mitta
P(A), jolle P(Q2) = 1.

Todennékoisyyslaskennalle ominaisissa kysymyksenasetteluissa keskeinen rooli on eh-
dollisilla todenndkoisyyksilla. Tahén liittyvid késitteitd ovat myos (tilastollinen) riippu-
vuus ja informaatio.

2 P(A) on keskikokoinen
P[A| B] on suuri
P[A|C] on pieni

B C

Kuva 1. Ehdollisen todennékoisyyden mééritelma.

Todennékoisyyksien ehdollistaminen on sen huomioon ottamista, mita tiedetdéin. Eh-
dollisen todennékoisyyden méaaritelman mukaan tapahtuman A ehdollinen todennékéisyys
ehdolla B (tai tapahtuman B suhteen) on (ks. kuva)

P(ANB)

PIAIB] = —5 5
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Ehdollinen todennékéisyys yhtyy ehdottomaan kun tapahtumat A ja B ovat riippu-
mattomia eli kun P(AN B) = P(A)P(B). Informaatioteoria antaa tapahtuman B tapah-
tumasta A antamalle informaatiolle luontevan numeerisen arvon, joka on 0 tédsmélleen
silloin kun tapahtumat ovat riippumattomia. Sivuutan tdhén liittyvat kaavat, mutta in-
tuitiivista informaatio-terminologiaa kdytéan jatkossakin.

Esimerkki 1. Seuraavan laatikkoleikin analysoinnista kiisteltiin taannoin amerikka-
laisilla tiedepalstoilla. Nayttamolld on kolme laatikkoa, joista yhdessd on palkinto ja muut
ovat tyhjia. Kilpailija valitsee yhden laatikon ja osoittaa sitd. Silloin juontaja avaa toisen
ei-valituista laatikoista. Se osoittautuu tyhjiksi. Juontaja kysyy nyt, haluaako kilpailija
vaihtaa valintaansa. Kannattaako hinen vaihtaa? Merkitdin A:lla tapahtumaa ‘valitussa
laatikossa on palkinto’ ja B:lla tapahtumaa ‘juontajan avaama laatikko on tyhja’. On-
gelman ratkaisu edellyttdé oikein tehtyd todennékoisyyden ehdollistamista. Itse asiassa
se riippuu my06s juontajan toiminnan tulkitsemisesta — seuraavista vaihtoehdoista en-
simmaéinen on oikea, mutta muutkin olisivat mahdollisia.

e Jos juontaja avaa aina tyhjén laatikon, valinta kannattaa vaihtaa: talloin nimittain
B ei anna mitdan informaatiota A:sta, joten P[A| B] = P(A) = 1/3.

e Jos juontaja valitsee avattavan umpiméahkaédn, vaihtamisesta ei ole enempéé hyotya
kuin haittaakaan, silla P[A | B] = 1/2.

e Jos juontaja avaa palkinnon siséltdvéan laatikon aina kun voi, vaihtaminen ei kan-
nata, silli P[A|B] = 1.

Taaksepdin paattely: inversio, Bayesin kaava

Syy-seuraus-suhteet ovat reaalimaailmassa yleensé ainakin jossain méérin satunnaisia, ts.
‘syy’ nostaa ‘seurauksen’ todennékoisyyttd muttei madraa sitd ehdottoman varmasti. Seu-
rausten ehdolliset todennékoisyydet syyn suhteen on usein helpompi arvioida kuin syyn
péaatteleminen seurauksista. Periaattellisen ratkaisun tdhén ‘inversio-ongelmaan’ antaa
Bayesin kaava, joka yksinkertaisimmassa muodossaan kuuluu:
PIAlB P(AN B) P[B|A]P(A)
[415] = P(B)  P[B|APA) +P[B|Q\ AP(Q\A)

Esimerkki 2. Valitaan edellisessi kaavassa A = ‘kattorakenteet tehty hyvin’, B =
‘katto romahtaa’.

Bayeslédinen tilastotiede (ks. esim. [3]) ldhtee ajatuksesta, ettéd kaikella tuntematto-
malla on todennékoisyys, joka tulkitaan subjektiiviseksi késitykseksi asioiden tilasta. Ha-
vainnot muuttavat tatéd kasitystéd, ja uudet, korjatut todennékoisyydet lasketaan Bayesin
kaavalla. Yleisessd tapauksessa kaavan nimittéjéané on integraalilauseke.

Esimerkki 3. Tarkastellaan ‘vadntyneen lantin’ heittoa, jossa kruunan todennékoi-
syys on tuntematon luku @ € [0,1]. Olkoon subjektiivinen jakaumamme Q:lle aluksi
tasainen jakauma Tas(0,1). Rahaa heittamilld saadaan @:sta tarkentuvaa tietoa. Jos
merkitédén B} = ‘n heitossa saadaan k kruunaa’, ):lle saadaan ehdollinen jakauma

< . ) ¢"(1—q)"*dq

/01 ( i ) (L — )k dr

jonka tiheys on suurimmillaan kohdassa ¢ = k/n.

P(Q € dq| By} = = const- ¢"(1 — ¢)" " dg,
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Uhkakasitteet

Satunnaisen ajanhetken 7" koittamista on usein osuvaa kuvata uhkafunktiolla (hazard rate;
ks. esim. [2])
P[T € [t,t+ dt] | T > t] f(t)

rit) = dt TI1—F()

missd T'n kertyméfunktio on F ja tiheysfunktio f = F’. Uhkafunktion arvo r(t) ker-
too, milla intensiteetilli kyseinen hetki (uhasta puhuttaessa usein ikdvé hetki, kuten vau-
rioituminen tai kuolema) pyrkii koittamaan seuraavassa silménrapayksessi eli aikavalilla
[t,t + dt] silld ehdolla, ettd ennen hetked t se ei ole viela koittanut.

Eri T:n jakaumilla uhkafunktio on erityyppinen:

e tasaisella jakaumalla kasvava
e cksponenttijakaumalla vakio
e Parecton jakaumalla laskeva

e ihmisen elinidn jakaumalla ensin laskeva, sitten kasvava; lisdksi 15-20 vuoden tie-
noilla uhka kdy monissa maissa viliaikaisesti korkeammalla.

Uhka voidaan méaéritelld myos stokastisena prosessina, ja ehdollistaminen voidaan
talloin tehdd erilaisten historioiden suhteen:

dR, =P[T € [t,t + dt]| F_],

missd JF;:11a merkitddn tarkasteltavan prosessin koko historiaa ennen hetked t. Historia-
tieto voi olla tarkempaa tai ylimalkaisempaa, ja sen rooli uhkaprosessissa on oleellinen.
Perinteinen uhkafunktio r(¢) liittyy tdlloin siithen tapaukseen, ettd F; siséltad tiedon vain
siitd, onko hetki T jo koittanut vai ei. Mitd rikkaamman historian suhteen ehdollista-
malla uhka lasketaan, sitd osuvammin se vastaa todellista, ‘fysikaalista’ uhkaa kyseisené
ajanhetkend.

Riippuvuudesta

Satunnaisilmioiden riippumattomuus on vahva ja selkeé késite: riippumattomat tapahtu-
mat eiviat anna toisistaan mitdédn informaatiota. Téssd yhteydessd on hyvd muistuttaa
siitd, ettd satunnaismuuttujien korreloimattomuus on paljon heikompi ehto kuin niiden
riippumattomuus.

Esimerkki 4. Olkoon X:1l4 standardinormaalijakauma N (0, 1), ja olkoon Y = X tai
Y = —X todenn#koisyyksilla % — % riippumatta X:n arvosta. Télloin X:n ja Y:n vélinen
korrelaatio on nolla (ts. E{XY} -E{X}E{Y} = 0), vaikka X ja Y sisiltavit toisistaan
aarettoman paljon informaatiota kertoessaan toistensa itseisarvon tarkalleen.

Uhkaprosessit antavat mahdollisuuden kuvata ‘stokastisesti kausaalisia’ riippuvuuksia
dynaamisesti: yhden tapahtuman sattuminen voi vaikuttaa toisen tapahtuman uhkaan
(ks. esim. [1]). Téllainen vaikutus voi olla epdsymmetristd kuten luonnonkin kausaali-
suus: auringonpilkut saattavat vaikuttaa joihinkin ilmi6ihin maapallon eldméssa, mutta
maapallon elamé ei vaikuta auringonpilkkuihin mitéén. Tilastollinen riippuvuus tarjoaa
sen sijaan aina molemminpuolista informaatiota: jos auringonpilkut antavat informaatio-
ta maapallon tapahtumista, myos maapallon tapahtumat antavat informaatiota auringon-
pilkkujen esiintymisesté.
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