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TIIVISTELMA

Aksiaalisesti liikkkuvan nauhan dynaamista kayttdytymistd tutkittiin  ymparoivéssa
ilmakentdssd. Nauhaa mallinnettiin geometrisesti epalineaarisella aksiaalisesti liikku-
valla lankaelementilld ja ympéroivad ilmaa akustisella fluidilla. Systeemin liikeyhtélot
johdettiin Hamiltonin periaatteella kytketyksi fluidi-rakenne vuorovaikutusyhtaloksi.
Systeemin liike oletettiin jaksolliseksi ja jaksollinen epdlineaarinen ongelma ratkaistiin
Fourier-Galerkin-Newton (FGN) menetelmilld. Ilma-alueen tuntemattomien mééra
kasvaa suureksi harmonisten termien méédrdn noustessa, joten systeemi jaettiin
epdlineaariseen rakenteeseen ja lineaariseen fluidiosaan. Systeemin vapaanvirahtelyn
alimman taajuuden relaatio vardhtelyn amplitudiin, ns. selkdrankakayrét, eri kuljetus-
nopeuksilla osoittavat, ettd ilman vaikutus dynaamiseen kdyttdytymiseen on suuri niin
ali- kuin ylikriittiselld nopeusalueella. Ylikriittisilla nopeuksilla ilman vaikutus vahvistaa
selvisti epélineaarisuuden vaikutusta.

JOHDANTO

Monet teollisuuden prosessit sisdltdvit mekaanisia komponentteja, joissa nauha tai kalvo
litkkuu tukematta vapaan vélin yli. Mekaniikan ndkokulmasta téllaisella rakenteella, joka
on jatkuvassa liikkeessd viérdhtelysuuntaansa ndhden kohtisuorassa, on kuljetus-
litkkkeensd vuoksi tyypillisid vérdhtelyyn ja dynaamiseen stabiilisuuteen liittyvid
ominaisuuksia. Tétd ns. aksiaalisesti litkkuvien materiaalin ongelmaa on tutkittu laajasti
ja pitkdén, alan viimeisintd kehitystd ovat esitelleet Chen [1] and Paidoussis and Li [2].

Muun muassa paperin valmistuksessa prosessi siséltdd tilanteita, jossa ohut ja kevyt raina
on vuorovaikutuksessa ympdroivin ilman kanssa aiheuttaen poikittaisvéardhtelyd tai
flutter-ilmion. Teoreettiset ja kokeelliset tulokset ovat osoittaneet, ettd ympardivalla
ilmalla on merkittidvid vaikutus paperirainan dynaamiseen kdyttdytymiseen. Pramilan [3]
esittimien kokeellisten tulosten mukaan systeemin kriittinen nopeus ja ominaisarvot ovat
vain 15-30% arvoista, jotka saadaan kun ympérdivdn ilman vaikutus jétetddn
huomioimatta.

Ensimmdiset teoreettiset tutkimukset aksiaalisesti liikkuvan rainan vardhtelysta
ympéardivisséd ilma-alueessa tehtiin Pramilan [4] ja Chang et al [5] toimesta.



He kayttivdt analyyttistd aksiaalisesti liikkuvan langan mallia jéttien huomioimatta
rainan liikkeen leveyssuuntaisen variaation, olettaen, ettd raina taipuu tasaisesti koko
leveydeltddn. Ympérdivdn ilman liike kuvattiin ideaalifluidina kayttdmalld erilaisia
lisdtyn massan malleja. Namé analyyttiset tutkimukset vahvistivat ympérdivin ilman
merkityksen kevyen rainan kayttdytymiseen. Viimeksi Frondeliuksen et. al [6]
tdydensiviat analyyttistd mallia sisdllyttdmilld sithen ilmapartikkelien viskoosin
kayttdytymisen rajakerroksessa. Heidén esittdmaét tulokset osoittavat, ettd ilman ja rainan
rajakerrosvirtauksella on selvd merkitys rainan vardhtelyyn ja merkitys kasvaa aksiaali-
litkkkeen vauhdin kasvaessa. Systeemin kriittinen nopeus voi myds pudota merkittavasti,
jos ilman virtaus on turbulenttista ja vapaan vélin pituus on suuri.

Ohuen rakenteen dynaamista kdyttdytymistd ympéroivissd fluidikentdssd on tutkittu
hyvin laajasti, muun muassa [7]:ssa, [8]:ssa and [9]:ssd, mutta systeemejd jotka tdmén
lisdksi siséltidvéat aksiaaliliikkeen, on kdsitelty varsin harvoin. Ensimmaéisissd kolmiulot-
teisissa tarkasteluissa aksiaalisesti liikkuva rakenne mallinettiin kalvona ja ympéroivaa
ilmaa kokoonpuristumattomana ideaalifluidina [10] ja kokoonpuristuvana ideaalifluidina
[11]. Koivurova ja Pramila [12] sisdllyttivdt geometrisen epdlineaarisuuden kalvoon ja
tarkastelivat kapean nauhan liikettd ympéroiviassd akustisessa ilmakentéssd vuoro-
vaikutuksessa ympirdiviin rakenteisiin. Askettiin Kulachenko et. al [13] tarkasteli
paperirainan kayttdytymistd painokonesovellutuksessa kéyttden geometrisesti epédline-
aarista Mindlin kuorielementtié ja ortotrooppista materiaalimallia paperirainan mallinna
ja akustisia fluidielementtejd ympardivan ilman mallinnuksessa. Tulosten mukaan ilma
vaimentaa rypistymismuotojen syntyé alhaisilla efektiivisilla modaalimassoilla.

Tamén tutkimuksen tarkoituksena on parantaa edelld esitettyjen analyyttisten tulosten
tarkkuutta tarkastelemalla liikkuvan nauhan ja ympérdivin ilman vuorovaikutusta
geometrisesti epélineaarisen langan ja sitd ympérdivin akustisen fluidin muodossa.
Muodostuvan systeemin liikeyhtélot on johdettu Hamiltonin periaatteella ja diskretisoitu
elementtimenetelmilld. Systeemin epélineaarista dynaamista kayttdytymistid on tutkittu
analysoimalla aksiaalisesti liikkuvan ohuen nauhan vapaata vérdhtelyd ja harmonisen
kuormituksen sille tuottamaa vakiotila vastetta. Jaksollinen epélineaarinen ongelma on
ratkaistu kédyttdmalld Naraynan et. al. [14] esittimdd Fourier-Galerkin-Newton (FGN)
menetelmdd, joka kuluu harmonisen balanssin menetelméluokkaan. Esitettivd formu-
laatio johtaa fluidi-rakenne vuorovaikutuksen kytkettyihin yhtél6ihin, mutta koska
ympirdivin ilma-alueen malli on laaja ja siséltdd suuren miirén vapausasteita, kytketty
ongelma jaetaan lineaariseen akustiseen fluidiosaan ja epélineaariseen aksiaalisesti
litkkkuvan lankaosaan. Vuorovaikutus otetaan huomioon rakenteessa fluidin painekuor-
mana ja fluidissa rakenteen rajapinnan liikkeena.

TEOREETTINEN FORMULAATIO

Tarkasteltavan systeemin fysikaalinen malli jakautuu kuvan 1 mukaisesti ohueen ja
kevyeen aksiaalisesti litkkkuvaan nauhaan ja ympéroivéaédn ilmaan. Rakenne mallinnetaan
geometrisesti epdlineaarisella lankaelementilld olettaen, ettd nauhan litkkuu samalla
tavalla leveyssuunnan yli. Ympéroivd ilma mallinnetaan akustisena fluidina kiyttden
paineformulaatiota.



Rakenteen malli

Rakenteen liikeyhtédld johdetaan Hamiltonin periaatteella. Vaikka periaatetta kdytetddn
yleensd suljetuille systeemeille, voidaan sen kiyttod laajentaa [15] ja [16] mukaisesti
systeemeille, jotka sisdltdavit partikkelien virtauksen rajapintojen lipi. Olettamalla, ettad
tarkastelemme erityistapausta, jossa reunat ovat kiinnitetty niin sisddnvirtaus ja
ulosvirtaus reunoilta ja energian kokonaisvirtaus reunojen ohi on nolla, voidaan
Hamiltonin periaate kirjoittaa Mclvarin [17] mukaan muotoon

SJ (T-U+W)dt =0, (1)

missd & on variaatio-operaattori, 7" on liike-energia, U on kimmoenergia ja W on
ulkoistenvoimien tekemétyo.

Seuraamalla Chen et. al [18] kdyttdm&dd mallia ja merkintdjd sekd Laukkasen [19] ja
Kulachenkon et. al [16] huomioita aksiaalisesti litkkuvan rakenteen ominaisuuksista,
jotka syntyvit sen gyroskooppisista vaikutuksista, voidaan aksiaalisesti litkkuvan
lankaelementin litkeyhtilo kirjoittaa

Me qe+ce qe+Ke(qe)qe :E _BeV’ (2)

missd M, on massamatriisi, C, vaimennusmatriisi, K, jiykkyysmatriisi, F, ulkoisten
voimien vektori ja B,y on hitausvoimavektori. Elementin siirtymévektorilla q, on kaksi
vapausastetta jokaista elementin solmua kohden ja se on

T
q, = [ueT WZ] , u(x)=N,u, and w(x)=N,w,, 3)
missé u, ja w, ovat solmusiirtymivektoreita ja N, ja N,, ovat muotofunktiota.
M, on konsistentti massamatriisi ja siten
Le
M, = pAJ'0 NN dx, @)

missé p on tiheys, 4 on langan poikkipinnan ala ja N on muotofunktiomatriisi. Elementin
vaimennusmatriisi

C.=C,+Cy ®)
koostuu vaimennusmatriisista C.p ja gyroskooppisesta matriisista C.g, jotka ovat
C,, =v[ N'Ndr, ©)
ja
C. =, [, (N'N, -N. N)dr, ™

missd v on vaimennuskerroin ja v, on materiaalin kuljetusnopeus. Elementin jaykkyys-
matriisi
K, =K,+K,, -K, (®)

koostuu lineaarisesta jaykkyysmatriisista Ky, epélineaarisesta jaykkyysmatriisista Ky, ja
gyroskooppisesta jaykkyysmatriisista K¢, jotka ovat



K —_[L“BTDB dx ©)
0~ 0 0 0 >

(1 1
K, = IOL (EBOTDBL +B!DB, +5BIDBL)dx, (10)
Ja
K, =V .[OL”BEBG dx, (11)

missd By on lineaarisen venymén matriisi ja B, on epélineaarisen elastisen ongelman
venymématriisi, D on konstitutiivinen matriisi ja

ON,y»

Ox
B. = . 12
G aNW ( )

ox
Hitausvoimavektori saadaan seuraavasti
L(oN. )

B, = ZI v | dx. 13
eV Va 0 ( ax j ( )

Seuraamalla standardia elementtimenetelmén summauskdytintéd saadaan rakenteen
litkeyhtéloksi
M{+Cq+K(q)q =F() (14)

missd q on rakenteen siirtymavektori. M, C, K(q) ja F ovat rakenteen massamatriisi,
vaimennusmatriisi, jadykkyysmatriisi ja voimavektori. Voimavektori sisidltdd nyt seki
ulkoisen, ettd hitausvoimavektorin.

Akustinen fluidi

Tarkasteltavan systeemin fluidialue mallinnetaan lineaarisella akustisen fluidin mallilla,
joka olettaa, ettd fluidi on kokoonpuristuva, ei-viskoosi ja sen virtauksen vérdhtely on
pientd. Olettamukset johtavat hyvin tunnettuun Helmholzin yhtdloon, joka on esitetty
mm. ldhteessd [20]. Kéyttdmalld standardia elementtimenetelmédd akustinen aaltoyhtilo
muuntuu diskretisoiduksi yhtdloksi mm. [20]:n ja[21]:n mukaisesti. Painejakaumaa
fluidialueessa V' voidaan approksimoida yhtalol1a

p(x:yaz):Nppa (15)

missd N, on muotofunktio ja p on solmujen painevektori. Fluidialueen diskretisoitu
yhtdlo on [20]:n mukaan
Lp+Dp+Hp=F, (16)

missd L on fluidin massamatriisi
1 T
L:c—zjVNp N, d7, (17)

D on séteilyreunachdon tuottama “vaimennusmatriisi” fluidialueen katkaisureunalla A4,



D=—| N!N d4, , (18)

H on fluidin jaykkyysmatriisi

T
H:IV(VNP) VN, dv, (19)
ja F,, on fluidialueen ulkoinen voimavektori
op
F=[ N a4, 20
P T on 0

Fluidi-rakenne vuorovaikutus

Fluidi ja rakenne kytkeytyvit ulkoisten voimavektorien kautta ldhteen [20]:n mukaisesti.
Fluidin paine p fluidi-rakenne rajapinnassa aiheuttaa ulkoisen kuormituksen rakentee-
seen fluidialueen ulkonormaalin n suuntaan ja voimavektori on télloin

F=S"p, 1)

missd S on kytkentdmatriisi rajapinnassa A4,
_ T
S = JAu N, nNd4,. (22)

Puolestaan rakenteen kiihtyvyys rajapinnassa siirretddn fluidiin ulkoisena paine-
kuormituksena

F, =—p,Si, (23)

misséd py on fluidin tiheys. Kolmiulotteisen fluidialueen kytkemisessd lankaan kaytettya
oletusta, ettd mallinnettava nauha liikkkuu yhdenmukaisesti leveyssuunnan yli ja siten
fluidin nauhan leveydelld olevat kaksi solmua on kytketty lankaan kuvan 1 mukaisesti.
Maiirittelemélld A, seké rakenteen, ettd fluidin pinnaksi rajapinnalla, kytketyn systeemin
yhtdlo voidaan esittdd muodossa

B B

KYTKETYN SYSTEEMIN JAKSOLLINEN RATKAISU

Oletetaan ulkoiset voimat harmonisiksi ja siten systeemin dynaaminen vaste jaksolliseksi
taajuudella . Kayttimélld dimensiotonta aikaa t = wz, saadaan systeemin liikeyhtdlosta
(24)

o’M, x"+oC, x'+K_ (q) x =F.(1), (25)

missd yldpilkku merkitsee derivointia dimensiottoman ajan t suhteen ja alaindeksi ¢
termien olevan kytketyn systeemin matriiseja. Fourier-Galerkin-Newtonmenetelmén
ensimmiinen vaithe on Newton-Raphson proseduuri, missd systeemin liikeyhtdloa
approksimoidaan Taylorin sarjalla jonkin tunnetun tasapainotilan ympéristossd [14].



Olettamalla tunnetuksi tilaksi Xo ja ®p, ympériston tilaa saavutetaan parametrien
inkrementoinnilla
X =X, +Ax,

26
0=, +Ao. (26)

Sijoittamalla (26) (25):een ja jattimalla korkeampien asteiset pienet termit huomioimatta,
saadaan lineaarinen inkrementaalinen yhtilo

oyM, Ax"+o,C, Ax'+ K, (q,) Ax =R_ —(20,M_ x;' + ®,C, X,') Ao, (27)
missd R, on jddnndstermi
R, —F [2030M x, +0,C.x,'+K_; (qo)x()] (28)

ja K.r on tangenttijdykkyysmatriisi. Koska ratkaisulla haetaan jaksollista ratkaisua, x ja
sen inkrementti Ax voidaan esittdd Fourier sarjalla eli

x =X, +Z[ 24 €08 (jT)+ X, sm(]r)]
(29)
Ax = AX, + Z[AXZ 11 cos(jt)+AX, sin(jr) |,
j=1
missd X ja X; sekd AX ja AX; ovat Fourier kertoimia ja M esittdd harmonisten termien
lukumidrdd. Samanlaiset sarjat muodostetaan myds yhtéldissd (27) ja (28) esiintyville
nopeuksille ja kiihtyvyyksille. Tehdyn approksimaation virhettd minimoidaan Galerkinin

menetelmillad kdyttden harmonisia painofunktioita [1, cos t, sin 7; ... , cos jt; sin Jt, ..., |,
yhtilo (27) saadaan tanuusalueessa [14] mukaisesti muotoon

KAX = R - R,Ao, (30)
Missd

K:O)?)Mc +(DOEC +KCT (qO)’
R=F. —[ijC +©,Ce +Ker (qo)] X, G1)

R, = (20,M. +C. )X

M., C., K.rjaF. saadaan joko kéyttamalld FFT:ti tai DFT:td. Lineaarinen ja algebral-
linen yhtdlo (30) voidaan ratkaista Newton-Raphson menetelméilld. Epilineaarinen
amplitudi-voima vaste saadaan inkrementoimalla taajuutta ® tai yhtd vektorin X
komponenttia. Konvergenssin parantamiseksi Jacobin matriisia K pdivitetdédn Broydenin
menetelmalld iteraatioiden aikana[22].

Ongelman jakaminen Fluidi ja rakennealueisiin

Ongelman formulaatio johtaa kytkettyyn rakenne-fluidi vuorovaikutusyhtidloon (30),
mutta koska fluidialue on suuri ja se siséltidd paljon vapausasteita, nousee tuntemattomien
madrd korkeaksi harmonisten termien madrdn kasvaessa suureksi. Ongelman kokoa
voidaan pienentdd erottamalla epélineaarinen rakenne ja lineaarinen akustinen fluidialue
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omiksi ongelmikseen. Jos oletamme, ettd fluidialueen paine p on jaksollinen ja
lineaarinen voidaan se kirjoittaa

p=pe". (32)
Sijoittamalla edellinen ratkaisuyritteeni kytkettyyn rakennevuorovaikutusyhtidléon (25)
saadaan paineen amplitudi p ratkaistua

p(o.q")=K (o) F,(o.q"), (33)
missi

K (o) =o’L+oD+H (34)

ja F, on ulkoinen voimavektori, joka aiheutuu rakenteen rajapinnan kiihtyvyydesti ja,
joka on yhtdlon (23) mukainen. Rakenteeseen rajapinnassa fluidialueesta vaikuttava
painekuormituksen voimavektori saadaan sijoittamalla (33) yhtdl66n (21) ja se on

F=0p,S'K}'Sq". (35)

Sijoittamalla yhtélo (35) yhtdloon (25) systeemin yhtdlo muuttuu muotoon
o’Mq"+0Cq'+K(q) q +o’p S'K)'Sq" = F(1). (36)
Kayttdmallad yhtdloon Newton-Raphson proseduuria Taylorin sarja kehitelmén kanssa

sekd inkrementointeja q = qo +Aq ja ® = wp + Ao, saadaan liikeyhtaloksi
o’MAqQ"+oCAq'+K,(q) Aq +o’p STK 'SAqQ" =

Ter1 (37
=R-(20,M,q, + ©,C.q,+20p,S'K,'Sq, Ao,
missd jadnndstermi on nyt
R =F(1)-|20,Mq," + ©,Cq, +K, (q,)q, + ©’p,S'K,'S q' |. (38)

Yhtalostd (34) voi ndhdd, ettd K, on riippuu taajuudesta o ja siten sen kddnteismatriisi
tulee laskea aina kun taajuus ® muuttuu. Fluidialueeseen liittyvia laskentaa voidaan vield
vihentdd muuntamalla se modaalikoordinaatistoon eli

O'LD=A,

O'DD=A, (39)

O HD=0,

missd @ on ominaismuotomatriisi, A on diagonaalinen modaalimassamatriisi, A on
diagonaalinen séteilyreunachdon tuottama modaalivaimennusmatriisi ja ® on diagonaa-
linen modaalijdykkyysmatriisi. Muunnoksessa K, muuttuu diagonaaliseksi ja sen
kadntdminen skalaarien jakolaskuksi.

TULOKSET

Mallin verifiointi

Mallin tarkkuuden varmentaminen on varsin vaikeaa, silld aksiaalisesti liikkkuvan ohuen
nauhan systeemejd on tutkittu kokeellisesti vain alhaisilla nopeuksilla rajoittuen pieniin
varahdysamplitudeihin. Pramila [3] mittasi kapean paperinauhan alinta ominaistaajuutta
koepédllystyskoneella rainalle, jonka pituus L=2.4m, leveys b=0.47 m ja paino
pituusyksikolle m =17 g/m. Kokeen ldhtdarvoja on kiytetty laskennalliseen malliin,
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aksiaalisesti liikkuvalle kapealle nauhalle, joka on kiinnitetty sisdén ja ulos virtausreu-
noilta nivel tuilla. [Ima-alueen dimensiot ja reunachdot on valittu Niemen ja Pramilan
[10] sekd Laukkasen ja Pramilan [11] mallien mukaisesti. Muita mallissa kaytettyja
parametrejd ovat nauhan paksuus 4 = 0.49 mm, alkukireys # = 170 N ja kimmomoduu-
li E=1x10°N/m’.

analytical in vacuum

=
0
T

......... analytical

=
o
T

6——o currentin air

x x  measured

MNondimensional frequency F
(=] o
'Y tn

=
w
=T

02f oo o
p x x T
®ox ox
oab eI
0 ) ! ! ‘ L ! 1 | I 3
0 0.1 02 03 0.4 05 06 07 0.8 0.9

Nondimensional velocity V

Kuva 2. Aksiaalisesti liikkkuvan kapean nauhan alin ominaisvardhtelytaajuus aksiaali-
nopeuden funktiona

Lineaarisen vapaan vérdhtelyn taajuus aksiaalinopeuden funktiona on esitetty kuvassa 2
yhdessd Pramilan [3] kokeellisten tulosten sekd katkoviivalla esitettyjen Pramilan [4]
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kahden eri analyyttisen ominaisvardhtelytapauksen tuloksen kanssa. Tulokset on
selvyyden vuoksi esitetty dimensiottomassa muodossa, missi taajuus esitetdén suhteessa
litkkkumattoman systeemin alimpaan ominaistaajuuteen fj ja aksiaalinopeus suhteessa

kriittiseen nopeuteen vy ).
m
F:fZL\/;zf/fm (40)
0
m

V=v \P ST (41)
tO

Siitd huolimatta, ettd kéytettdvad mallia ei voida verrata kokeellisiin tuloksiin vardhtelyn
epilineaarisella alueella, on varsin mielenkiintoista verrata sitd ilman ilma-aluetta
esitettyihin Wickertin [23] analyyttisiin ja Koivurovan ja Pramilan [12] numeerisiin
tuloksiin. Wickert [23] tutki liikkkuvan langan ja palkin virdhtelyd toisen Kyrlovin,
Bogoliubovin ja Mitropolskin asymptoottisella perturbatiomenetelmilld ja vertasi
tuloksia numeerisen integroinnin ja muiden laskemiin tuloksiin. Koivurova ja Pramila
[12] laskivat epilineaarisen aksiaalisesti liikkuvan kalvon alinta vapaan vérdhtelyn
taajuutta numeerisella integroinnilla.

Tarkastellaan aksiaalisesti liikkkuvan nauhan vapaata epélineaarista vérdhtelyd huomi-
oimatta ympérdivdn ilman vaikutusta. Viardhtelyn taajuus lasketaan aksiaalinopeuden
funktiona, kun vérdhtelyn dimensioton amplitudi 4/L =0.017. Epilineaarinen malli
jaetaan 11 elementtiin ja harmonisia termejad kaytetdin 16:sta 32:een. Mallin parametrit
valitaan ldhteiden [23] ja [24] mukaisesti.

Taulukko 1. Vertailu alimman lineaarisen ja epélineaarisen vapaan vérdhtelyn taajuuk-
sista alikriittiselle nopeusalueelle, kun A/L = 0.017.

Dimensioton aksiaalinopeus V 0 0,2 0,4 0,6 0,8 1
Lineaarinen 1 0,96 0,84 0,64 0,36 0
Tarkasteltava malli 1.106 1.068 0.958 0.78  0.538 0.237
FEM integroitu [12] 1,11 1,07 096 0,78 0,55 0,25
Integroitu [23] 1,109 1,069 0,955 0,78 0,558 0,308
Asymptoottinen [23] 1,112 1,077 0,966 0,792 0,569 0,308
Thurman and Mote [24] 1,103 1,067 0,955 0,77 - -

Tarkasteltavan mallin tulokset yhtenevit Wickert [23] esittdmiin tuloksiin, kun aksiaali-
nopeus on V' < 0.8. Kiriittiselld nopeudella ero on jo varsin suuri. Selitys erolle voidaan
16ytyd Wickertin kdyttdmaistd approksimaatiosta pitkittdisen siirtymén laskemisessa. Hian
olettaa, ettd kireys jakautuu tasan koko vapaan vilin yli ja laskee pitkittdissiirtymén
suoraan poikittaisliikkeestd. Lahteen [12] tulokset tukevat esitettyd selitysta.
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Koivurova ja Pramila [12] tarkastelivat harmonisen reunasiirtymén aiheuttamaa vastetta
edelld esitetyn kaltaiselle aksiaalisesti litkkuvalle kapealle nauhalle. He laskivat vasteen
suoraan aikaintegroimalla systeemin liikeyhtdlod. Kuvassa 3 on esitetty harmonisen
kuormituksen vaste dimensiottoman aksiaalinopeuden arvolle 0.50. Harmonisen reuna-
siirtymdn amplitudi on 0.0024 m ja muut parametrit: L =2.4 m, b = 0.47 m, 7 = 0.49 mm,
m=17 g/m, t,= 170 N ja E = 1x10° N/m’. Tarkasteltavan mallin tulokset yhtyvit hyvin
lahteen [12] tuloksiin.

002 = current, steady response [e) B

0.018

----------------- current, backbound curve
0.016 O Koivurova & Pramila[12]
0.014 -

0.012

0.008

Nondimensional amplitude A/L

0.006

0.004

0.002

0 1 | | | 1 1 |
0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1 1.1 1.2 1.3 14

Nondimensional frequency F

Kuva 3. Harmonisen reunasiirtymin (0.0024 m) aiheuttaman vasteen amplitudi
vapaanvilin keskikohdassa. Aksiaalinopeus on 50% kriittisesti arvosta.
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Kuva 4. Aksiaalisesti litkkkuvan nauhan vapaan virihtelyn dimensioton amplitudi eri
aksiaalinopeuksilla alimman dimensiottoman taajuuden funktiona.
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Tuloksia tyhjiossi

Epélineaarisen aksiaalisesti liikkkuvan nauhan dynaamista kayttdytymistd tarkastellaan
tutkimalla alimman vapaan virdhtelyn taajuuden riippuvuutta aksiaalinopeuteen ja
vardhtelyamplitudiin. Mallin parametreiksi valitaan samat kuin edellisessd sovellutuk-
sessa. Kuvassa 4 esitetyt ns. selkdrankakayrdt kuvaavat véardhtelyn amplitudin (=4/L) ja
taajuuden relaatiota eri aksiaalinopeuden arvoilla. Tarkasteltava systeemi toimii
lujittuvan jousen tavoin alikriittisilla aksiaalinopeuksilla (yhtendiset viivat, 0 < V'<1) ja
pehmenevin jousen tavoin ylikriittisilld nopeuksilla (katkoviivat, > 1). Geometrisen
epilineaarisuuden systeemid jaykistdvéd vaikutus ndyttdd hieman vahvistuvan aksiaali-
nopeuden kasvaessa alikriittisilld nopeuksilla. Ylikriittisilld nopeuksilla epélineaarisuu-
den pehmentiva vaikutus vahvistuu sen sijaan selvésti. Kuvasta 4 voidaan nédhdd myos
kriittisen nopeuden vaeltaminen amplitudin kasvaessa taajuuden nolla kohdassa. Nolla
amplitudilla eli lineaarisessa rajatapauksessa kriittinen nopeus saavutetaan nopeudella
Vien=1.0 ja dimensiottomalla amplitudilla 4/L =0.008 kriittinen nopeus on noin
Viery = 1.1. Kriittisen nopeuden muuttuminen amplitudin kasvaessa ndhdédn paremmin
kuvasta 5, jossa on esitetty taajuuden ja aksiaalinopeuden relaatiot eri amplitudeilla.
Aksiaalisesti liikkkuvan langan kdyttdytyminen muistuttaa Wickertin [23] geometrisesti
epédlineaariselle palkille esittiméda kayttdytymistd. Lineaarinen teoria aliarvioi systeemin
stabiilisuutta alikriittisilla nopeuksilla ja yliarvioi ylikriittisilla.
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Mondimensional axial velocity V

Kuva 5. Aksiaalisesti liikkkuvan nauhan vapaan vardhtelyn alin dimensioton taajuus
dimensiottoman aksiaalinopeuden funktiona.

Suurin ero epélineaarisen langan ja palkin dynaamisessa kéyttdytymisessd on ylikriitti-
nen kdyttdytyminen. Langan tasapainoasema ei kaareudu palkin tavoin, vaan pysyy
suorana ylikriittisilla nopeuksilla ja alin vardhtelytaajuus kasvaa paljon palkin vastaavaa
nopeammin aksiaalinopeuden kasvaessa.
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Tuloksia vuorovaikutuksessa ympiroivian ilmaan

Ympiroivin ilman vaikutuksia tutkittiin samalla rakenteen elementtimallilla kuin
edellisissd sovellutuksissa ja ilma-alueen elementtimalli ja parametrit valitaan samoiksi
kuin ensimmaisessa verifiointi sovellutuksessa. Ympéardivan ilman vaikutusta dynaami-
seen kéyttdytymiseen tarkastellaan vertaamalla kuvan 6 “selkdrankakéyrid”, vapaan
vérdhtelyn amplitudin relaatiota taajuuteen, eri aksiaalinopeuksilla kuvan 4 vastaaviin.
Alikriittisilld nopeuksilla muutos ei ole kovin dramaattinen. Taajuudet pienenevét kylla
viidenteen osaan niin kuin aikaisemmat tutkimukset ovat esittdneet ja kdyrien muoto
jaykistyvén jousen kidyrdan muotoisena siilyy.

0.01z T T T T |

Mondimensional axial velocity ¥

1.03 1.M
1.1 105 1021083085089 Q&8 07 06 04020
e ) -

0.01

0.008

0.006

0.004

Mondimensional amplitude AL

0.0o0z

1
0 0.1
Mandimensional freqency F

Kuva 6. Aksiaalisesti liikkuvan nauhan vapaan virdhtelyn dimensioton amplitudi eri
aksiaalinopeuksilla alimman dimensiottoman taajuuden funktiona ympardivéssi
ilma-alueessa.

Ylikriittisilld nopeuksilla dynaaminen kéyttdytyminen muuttuu voimakkaammin.
“Selkdrankakdyrdn” muoto pehmenevédnd sdilyy, mutta alhaisilla amplitudin arvoilla
ympéardivan ilman vaikutus muuttuu kédnteiseksi alikriittisiin nopeuksiin verrattuna.
Lineaarisella raja-arvolla (4/L = 0) ja aksiaalinopeudella V"= 1.03 vapaa vérdhtely saa
taajuuden F'=0.17 ilman vaikuttaessa. Ilman ilma-aluetta aksiaalinopeudella V"= 1.05
taajuudeksi tulee F'= 0.1. Ympdroivd ilma néyttdd kasvattavan lineaarisia véardhdystaa-
juuksia. Kdyttdytyminen muuttuu voimakkaasti, kun vardhtelyn amplitudi ja néin ollen
epilineaarisuuden vaikutus kasvavat. Amplitudilla 4/L =0.01 ja aksiaalinopeudella
J'=1.4 ilman vaikuttaessa virdhdystaajuus saa arvon /'~ (.127 ja ilman ilmaa taajuus
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F=0.51. Ilma-alueen vaikutus virdhtelytaajuuteen muuttuu lineaarisen raja-arvon
kasvattavasta vaikutuksesta epilineaarisuuden hallinnan pienentdvdén vaikutukseen.
Kriittisen nopeuden ‘“vaeltamiseen” amplitudin muuttuessa ympérdiva ilma ei néyti
paljoakaan vaikuttavan.

PAATELMAT

Ympiroivian ilman vaikutusta geometrisesti epdlineaarisen nauhan dynaamiseen
kdyttdytymiseen tutkittiin niin ali- kuin ylikriittisilld nopeuksilla. Epélineaarisen
systeemin jaksollinen vaste ratkaistiin harmonisen balanssin luokaan kuuluvalla
Fourier-Galerkin-Newton menetelméilld. Mallilla saatavia tuloksia verrattiin kéytetti-
vissd oleviin kokeellisiin ja laskennallisiin tuloksiin hyvélld menestyksella.

Vapaanvirihtelyn tarkastelut alikriittiselld nopeusalueella eivét tuonet uusia aikaisem-
mista tutkimuksista poikkeavia tuloksia. Ilman vaikutus pienensi virdhtelytaajuuksia
merkittdvisti niin lineaarisessa rajatapauksessa kuin epélineaarisilla virdhtely amplitu-
deilla. Lineaarinen malli aliarvioi systeemin stabiilisuutta ja epilineaarisuuden vaikutus
jaykistdd systeemid siten, ettd vaikutuksen merkitys kasvaa nopeuden kasvaessa.
Ylikriittisen nopeusalueen tulokset sen sijaan toivat esille uuden odottamattoman ilmion.
Lineaarisella raja-arvoamplitudilla ilma-alue vaikuttaa kédnteisesti alikriittiseen
nopeusalueeseen verrattuna, se kasvattaa systeemin alinta vapaan vérdhtelyn taajuutta.
Epélineaarisuuden vaikutus kdantdd kuitenkin ilman vaikutuksen amplitudin kasvaessa
riittivan suureksi. Epélineaarisen aksiaalisesti lilkkuvan nauhan alin vapaan vardhtelyn
taajuus pienenee samaan suuruus luokaan kuin alikriittiselld nopeusalueella.
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