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TIIVISTELMA

Artikkelissa tarkastellaan yhtélod, joka ilmaisee suoran sauvan pituudenmuutoksen ja
sauvan pididen siirtymien vélisen yhteyden. Yhtdlod sovellutuksena esitetddn
yksinkertainen menettely staattisesti madrétyn ristikon siirtymaitilan laskemiseksi sekd
systemaattinen menettely aksiaalisesti jiykén tasokehédn ratkaisemiseksi. Menetelmid
demonstroidaan kahden esimerkkiprobleeman avulla.

KIITOKSET

Kevaillda 1968, vajaat 40 wvuotta sitten, osallistuin rakennusinsinodriopintoihini
kuuluvalle Rakennusstatiikka I kurssille, jota luennoi Pauli Jumppanen. Luennot
kisittelivit mm. sauvarakenteiden ratkaisemista yksikkdvoima-, kulmanmuutos- ja
matriisisiirtymédmenetelmilli. Hénen tapansa esittdd asiat selkedsti ja yksinkertaisesti
vaikutti osaltaan siihen, ettd rakenteiden mekaniikka alkoi kiinnostaa my0s minua.
Kiitokset siitd hinelle timén artikkelin muodossa!

JOHDANTO

Tekniikan kehitys on ollut huimaa viimeisten vuosikymmenien aikana. Rakenteiden
mekaniikan alalla tdhén kehitykseen on keskeisesti kuulunut elementtimenetelma ja sen
antamat uudet mahdollisuudet. Rakenteiden mekaniikan perusopetuksessa késiteltdvit
asiat, jotka pohjautuvat Newtonin mekaniikan pysyviin totuuksiin, ovat muuttuneet
hillitymmin. Elementtimenetelmén antamat mahdollisuudet analysoida yhd moni-
mutkaisempia ilmi6itéd lisddvat kuitenkin tarvetta opettaa alan teoriaa entistd syvemmin.
Koska 60-luvulla numeeriset laskelmat jouduttiin suorittamaan laskutikkua kéyttéden,
graafiset menetelmid olivat vield yleisid ja analyyttiset menetelmait oli formuloitu siten,
ettd késittely olisi fysikaalista ja laskentatyd mahdollisuuksien mukaan pieni. Nykyajan
opiskelijoilla on kiytettdvissdin taskulaskimet, tietokoneet ja erityisesti matematiikka-
ohjelmat, joiden avulla ennen paljon aikaa vieneet rutiinitehtdavit, kuten yhtdloryhmien
ratkaiseminen ja tulosten graafinen esittdminen, on mahdollista suorittaa vaivatta.

Vaikka elementtimenetelmddn perustuvien valmisohjelmien kayttd rakenteiden
mekaniikan probleemien ratkaisemisessa on nykyisin suunnittelijoiden arkipdivad, ei
alan opetusta voida perustaa niihin. Oppiminen on kypsymisprosessi, joka muodostuu
teorian opiskelusta, demonstraatioista ja omatoimisesti laskettavista harjoitustehtdvista.
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Niiden harjoitustehtdvien ratkaiseminen on tarkoituksenmukaista suorittaa “’késin”
kéyttden luonnollisesti hyvéksi tietotekniikan tarjoamia matemaattisia apuvilineita.
Vaikka  pitkddn  kdytossd  olleet  klassiset  kdsinlaskumenetelmit,  kuten
yksikkovoimamenetelmid ja kulmanmuutosmenetelmé, ovat osoittautuneet vieldkin
kayttokelpoisiksi, tehokkaat taskulaskimet ja matematiikkaohjelmat haastavat opettajia
harkitsemaan voitaisiinko jotkut periteiset kdsinlaskumenetelmét pukea modernimpaan
asuun.

Staattisesti madratyn ristikon nivelen siirtymén maarittdimiseen on totuttu kéyttimaan
yksikkévoimamenetelmad ([1], ss. 174-177, [3])". Mikili halutaan méarittia useiden tai
kaikkien nivelten siirtymét (siirtymaétila) laskelmat muuttuvat tyoldiksi ja
yksitoikkoisiksi. Luonteva valinta tdssd tapauksessa olisi elementtimenetelmén
systematiikkaan perustuva siirtymdmenetelmd [3], mutta realististen esimerkkien
ratkaiseminen kédsin sitdkin kéyttden on suuritdisti ja menetelméllisti. Erds
mahdollisuus olisi Williotin menetelma ([1], ss. 178-186), mutta pddosin graafisena se
alkaa olla aikansa eldnyt. Tdssd artikkelissa esitettdvd menetelméd perustuu yhteen
helposti mieleen painuvaan kaavaan, jota kutsutaan tdssd sauvan pituudenmuutos-
yhtdloksi. Soveltamalla titd yhtdlod erikseen ristikon kuhunkin sauvaan saadaan
yhtdloryhmad, jonka ratkaisu antaa suoraan ristikon siirtymatilan.

Kulmanmuutosmenetelmé ([2], ss. 276-319, [3]) on tunnetuimpia tasokehdn klassisia
ratkaisumenetelmis, joka soveltuu hyvin késinlaskentaan. Menetelmilld voidaan
ratkaista aksiaalisesti jiykistd sauvoista koostuvia tasokehid. Jos kehdd liittyy vinoja
sauvoja, laskelma muodostuu kuitenkin varsin monimutkaiseksi, monivaiheiseksi ja
tyolddksi. Toinen mahdollisuus tasokehdn ratkaisemiseksi on elementtimenetelmin
systematiikkaan perustuva sauvarakenteiden siirtymémenetelma [3]. Pienten ristikoiden
ja palkkien ratkaiseminen kisin tidllda menetelmalld onnistuu kohtuullisella ty6lld, mutta
realististen kehien, ratkaiseminen osoittautuu varsin tyolddksi. Keskeinen syy tdhdn on
se, ettd kehdsauva otaksutaan menetelmésséd aksiaalisesti venyviksi, jolloin elementin
jaykkyysmatriisiin sisdltyy sekd aksiaalijiykkyyden EA ettd taivutusjaykkyyden EI
sisdltdvid termejd. Haittana on ensiksikin se, ettd aksiaalijaykkyyden siséltivét termit
ovat kaytinnon tehtivissd huomattavasti taivutusjiykkyyden sisdltdvid termejd
suurempia ja toiseksi se, ettd ndiden termien mukana olo lisdd huomattavasti rakenteen
jaykkyysmatriisin kokoamistyotd. Tésséd artikkelissa esitettidvissd aksiaalisesti jaykkien
kehien ratkaisumenetelmassi elementin jaiykkyysmatriisiin ei sisdlly aksiaalijdykkyyden
EA sisdltdvid termejd, joten se on rakenteeltaan tavanomaisen tasokehikehielementin
jaykkyysmatriisia huomattavasti yksinkertaisempi. Kaytdnnon laskelmat rakenteen
jaykkyysmatriisin ja kuormitustermivektorin kokoamiseksi tapahtuvat samaan tapaan
kuin elementtimenetelmin systematiikkaan perustuvassa siirtymamenetelméssd, mutta
tyomddrd ja virhemahdollisuudet jadvit yksinkertaisemman elementin jaykkyys-
matriisin ansiosta huomattavasti pienemmiksi. Lisdyhtdloiksi tdssd menetelméssi
tulevat kunkin sauvan pituudenmuutosyhtdlot, jotka toimivat normaalivoimasta
atheutuvan aksiaalivenymin estivind rajoiteyhtdloind. Niiden yhtildiden kerroin-

! Tissi artikkelissa viitataan ldhinna kotimaiseen opetusmateriaaliin, oppikirjoihin ja
artikkeleihin
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matriisin ja vakiovektorin kokoaminen elementtiosuuksistaan on yksinkertainen
lisdoperaatio, joka on tyOomddrdltddn hyvin pieni. Kun menetelmdin liittyvit
systeemimatriisit on koottu, probleeman ratkaisu voidaan haluttaessa suorittaa sopivaan
matematiikkaohjelmaa hyviksi kdyttien muutamalla komennolla.

1. SAUVAN PITUUDENMUUTOSYHTALO

Tarkastellaan kuvan 1 suoraa sauvaa ij. Merkitddn sauvan akseliin yhtyvii
pituuskoordinaattia ja sen aksiaalista siirtymdd symboleilla x' ja u' sekd siirtymid
globaalissa x, y — koordinaatistossa symboleilla u ja v.

v

/

Kuva 1: Suora sauva tasossa.
Sauvan suuntaiselle yksikkdvektorille saadaan kuvan 1 perusteella
e=cosai+sinaj, (1)

missé sauvan kaltevuuskulman « sinille ja kosinille on voimassa

X =X, -

cosag =—1——, sina =~ 2 2)
Jos sauvan tarkasteltavan pisteen siirtymévektori on

u=ui+vj (3)
sauvan aksiaaliselle siirtymaille saadaan lauseke

u'=en=cosa-u+sina-v. 4)

Kuvan 2 perusteella saadaan yhtélo

40



(L+AL)cosy =L+u',—u/, (5)

missd u; ja u', ovat sauvan piiden aksiaaliset siirtymét ja y on sauvan rotaatiokulma.

Kuva 2: Sauvan siirtyminen.

Jos tehdddn tavanomainen pienten rotaatioiden olettamus, jossa y on niin pieni, ettd
voidaan merkitd cosy =1, yhtdlo (5) saa muodon

u, —u;=AL. (6)

Soveltamalla kaavaa (4) sauvan piissd i ja j, saadaan tasti

cosa(u; —u,)+sina(v,—v,)=AL| (7)

Téma yhtdlo ilmaisee sauvan pédiden / ja j siirtymien u,, v,, u, ja v, sekd sen

pituudenmuutoksen AL vilisen yhteyden. Tiassd artikkelissa yhtédlolle kéaytetddn
nimitysti sauvan pituudenmuutosyhtdlo.

2. NIVELSAUVAN PITUUDENMUUTOSYHTALO RISTIKON
SIIRTYMATILAN MAARITTAMISESSA

Tarkastellaan kuvan 3 nivelsauvaa ij. Otaksutaan sauva homogeeniseksi ja
poikkileikkaukseltaan  vakioksi. Tilloin sauvan pituudenmuutokselle saadaan
AL, =¢;L;, missd &; on sauvan venymd ja sauvan pituudenmuutosyhtdld (7) voidaan

ij 2

kaavoja (2) kdyttden saattaa muotoon

(xj—xl.)(uj—ul.)+(yj—yl.)(vj—vl.)zel.le.jz, (8)

Samalla periaatteella voidaan johtaa pituudenmuutosyhtélo
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(x; =x ), —u)+ (¥, = y)v, =v)+(z, = z)(w, —w,) = gij.L[j2 9)

myo6s kolmidimensioiselle nivelsauvalle. Ndama kaavat ovat sellaisessa muodossa, etté
ne on helppo muistaa.

I

I

I

I

I

I

I

I > X,U

Y

Kuva 3: Nivelsauvan pituudenmuutosyhtéloon liittyvat merkinnét.

Kun kysymyksessd on staattisesti madritty, mekaanisesti kuormitettu ristikko, jonka
sauvavoimat S, voidaan méérittdd tavanomaiseen tapaan, sauvojen venymét voidaan

laskea kaavalla
% (10)
E. =——— ,
y EAU

missd E4; on sauvan aksiaalijdykkyys ja S, on sen sauvavoima. Kun kysymyksessé on
staattisesti madratty ristikko, joka sauvat kokevat ldmpatilan muutoksen AT, sauvojen

venymét voidaan laskea kaavalla

&; =, AT, (11)

missd @, on sauvan pituuden lampdtilakerroin. Yhtdldiden (8) kéyttod staattisesti

médrdtyn tasoristikon sauvavoimien madrittimiseen tarkastellaan seuraavassa
esimerkissa.
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Esimerkki 1: Méiritd kuvan E1.1 tasoristikon nivelten siirtymit. Kaikkien sauvojen
aksiaalijaykkyys on EA.

Kuva E1.1: Tasoristikko
Ratkaisu:

Ristikon sauvavoimat: Ristikon sauvavoimat voidaan madrittdd tavanomaiseen tapaan
nivelmenetelmailld. Tulos on esitetty taulukon E1.1 viidennessé sarakkeessa.

Taulukko E1.1: Sauvojen venymien laskeminen.

Sauva | x;—x; | y,;=y | L | Sy &y
AC | 4a 3¢ | 5a | 5P/6 | 5P/GEA)
BC | 4a | 3a |5a| 5P/2 | SP/2EA)
AD | 8a 0 | 8a| —8P/3 | 8P/REA)
CD | 4a | —3a | 5a| 5P/3 | 5P/3EA)
CE | S8a 0 |8a| 4P/3 | 4P/3EA)
DE | 4a 3¢ | 5a | -5P/3 | —5P/3EA)

Sauvojen venymiét: Sauvojen venymét lasketaan kaavaa (10) kéyttden. Tulos on esitetty
taulukon E1.1 kuudennessa sarakkeessa. Nivelten siirtymdt: Kirjoitetaan pituuden-
muutosyhtdlo (8) kullekin sauvalle ja otetaan huomioon tukiehdot, jolloin saadaan

0

~ ~~ 5 P(5a)
Sauva AC: 4a(u, —uA)+3a(vC—VA)=g o

- 5 P(5q)
Sauva BC: da(u. —ug)—3a(ve —vy) = E 1

0 0 5
Sauva AD: 8a(uy, _”7:)+O‘(VD _;:)=_§%,
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_ 5 P(5a)

Sauva CD:  4a(uy —u.)—3a(v, —v,)

b

3 E4
4 P(8a)’
Sauva CE: 8a(u, —u.)+0-(v, —v.)=— ,
(E C) (E C) 3 EA
5 P(5a)’
Sauva DE: 4a(uE—uD)+3a(vE—vD)=—§ TR
Tulokseksi saadaan yhtdloryhmé
4 3 0 0 0 Offu 125/6
4 3 0 0 0 Of|v 125/2
0 0 1 0 0 Ofju,| Pa|—64/3
4 3 4 =3 0 0||v,| E4]125/3 [
-1 0 0 0 1 Offu 32/3
L0 0 -4 -3 4 3|\ —125/3

jonka ratkaisu saadaan helposti taskulaskimella tai matematiikkaohjelmalla. Se on

Uc 10,4
Ve -6,9
Up Pa —21,3
vo [ E4) -63,2
ug 21,1
v, ~133,6

Ristikon siirtymédkuvio: Ristikon siirtymdkuvio on esitetty kuvassa E1.2.

Kuva E1.2: Ristikon siirtymadtila
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3. SAUVAN PITUUDENMUUTOSYHTALO AKSIAALISESTI
JAYKAN KEHAN RATKAISEMISESSA

3.1 Elementin pituudenmuutosyhtilo

Seuraavassa tarkastellaan aksiaalisesti jdykistd sauvoista koostuvan tasokehédn
ratkaisemista. Kéytetddn tavanomaiseen tapaan elementtimenetelmin terminologiaa ja
systematiikkaa. Kuvassa 4 on esitetty kehdelementtiin liittyvid merkint6;ja.

Kuva 4: Tasokehéelementtiin liittyvid merkint6ja

Elementti ei voi saada normaalivoimasta aiheutuvia akselin venymid. Akselin
alkuvenymi ¢&,, joka aiheutuu esimerkiksi ldmpétilan muutoksesta, on sen sijaan

mahdollinen. Néitd merkintdjd kiyttden sauvan pituudenmuutosyhtildé (7) voidaan
kirjoittaa muotoon

[Cl{d} =0, (12)
missa
[CT =[-c, =5, 0, ¢, 5, 0], O° =¢,[, (13)
df
ds
de
d e _ 3 , 14
{d} P (14)
d:
d;
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c=cosa ja s=sina. Yhtdlo (12) on tdssd tapauksessa rajoiteyhtdld, joka vaatii, ettd
elementin pituuden muutos aitheutuu pelkéstadn alkuvenymastd ¢, .

L
|

Kuva 5: Tasokehielementti sauva koordinaatistossa
3.2 Elementin jaykkyysmatriisi ja kuormitusvektori

Tarkastellaan tasajaykkdd tasokehdsauvaa ns. sauvakoordinaatistossa x',)" (kuva 5),
jonka x'—akseli yhtyy sauvan akseliin ja y’'—akseli on sitd vastaan kohtisuorassa.

Tyypilliset tasokehdelementin sauvan pdiden voima- ja siirtymdsuureiden yhteydet
téssd koordinaatistossa ovat

Uy =%uf—%u§+UKf, (15a)
Ve :12%\{ +6%¢f —12%\/5 +6%¢)§ +VK;, (15b)
Mf:6%vf+4%(pf—6%v§+2%¢f+MK1€, (15¢)
U; = —ETAuf +E7Au§ + UK}, (15d)
vy :—12%\/18 —6%@6 +12%v§ —6%(05 +VK;, (15e)
M;=6%vf+2%¢f—6%v§+4%¢)§+MK§, (159)

missd UK, VK ja MK ovat elementilld vaikuttavaan aksiaaliseen ja poikittaiseen

kuormitukseen liittyvdat kuormitustermit. Merkinndt kéyvdt ilmi kuvasta 5.
Tavallisimpia kuormitustermeji on esitetty taulukossa 1.

Yhtilot (15a) ja (15d) voidaan esittdd muodossa

Uf =—EAz° +UK!, Ut = EAz* + UK, (16)
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Taulukko 1: Tasokehin kuormitustermeja

Pitkittdiset sauvanpdivoimat:

V4
7 l»—»—»—»—» —>—>—>—>—>—2
o
—2 | b
. F
”m > 2%
ﬁ Alk 3 ”
2 1 uvenymd &, 2
L %

L L

UK, =-2=, vk, =- 2=
2

vk, =-22 vk, =%
L L

UK, = EAg,, UK, =—~EAs,

Fa_ b(a-b)
__[1 >
L L
2 2 2
VK =—(2 32 +b) VK, ———(2 3410
r
VK, =0, VK, =0
Sauvanpddmomentit:
q . p
Al vy VV Vv v vy v | MK =-T MK, =T
12 12
2 2
MK, :—%, MK, :FLzb
L L

Mb b Ma a
MK =—(2-3—), MK, =—(2-3—
1= ( L) 2= ( L)

MK, =-Elx,, MK, = Elx,
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missd £° =(u, —u;)/ L’ on elementin keskimédrdinen venymé. Kun elementin jaykkyys
kasvaa rajatta EA — oo, niin venymé samanaikaisesti pienenee £°— (0 siten, ettd

niiden tulo, sauvan keskimdirdinen normaalivoima N°=FEAg°, sidilyy aarellisena.
Aksiaalisesti jiykén sauvan tapauksessa lausekkeet (16) voidaan siis esittdd muodossa

Uf =-N°+UK{, U =N°+UK;. (17)
Lausekkeet (17), (15b), (15c), (15¢e) ja (15f) esittidvdt aksiaalisesti jaykédn tasokeha-

elementin pdiden voima- ja siirtymisuureiden yhteydet sauvakoordinaatistossa.
Matriisimuodossa ne ovat

{Fl}e =[K!]e{d!}e +[C!]eTNe +{FK!}6 (18)
missi
Uy uy
Ve 14
ne MU e o
{Fy =9 Lo {dy =" ¢, (19)
U, U,
M; ?,
0 0 0 0 0 0] UK
0 12 6L 0 -12 6L VKf
e . EI 0 6L 4I) 0 —-6L 2I* e MK?
[K'] =[K] =— , K'Y = ! (20)
L0 0 0 0 0 0 UK;
0 -12 -6L 0 12 —-6L VK;
_0 6L 2I) 0 -6L 4L2_ MK;
ja
[C,]e = [_la 09 07 la 09 0] . (21)

Siirtymaélld tavanomaiseen tapaan rakennekoordinaatistoon x,y ndmd yhtdlot saavat
muodon

{Fy* =[KT'{d}* +[C]" N +{FK}‘, (22)

missi
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(FY =

Fe
Fe
Fe
Fe
Fe
e

6

[KT =[LT[K'T[L], {FK}* =[LT {FK'}*, {C} ={C"}[L]

ja

[L]=

S O o O

S O O O O «
S O O = O O
o O o O
L O O O

— O O O O O

(23)

(24)

(25)

on koordinaatiston muunnosmatriisi. Suorittamalla matriisikertolaskut kaavoista (24)

seuraa matriisille [K]°, pystyvektorille {#¥K}° ja vaakavektorille [C]° tulokset

{FK} =

ja

125 —12sc
~12s¢  12¢°
—-6Ls 6Lc
-12s*  12sc

12s¢  —12¢°
| —6Ls  6Lc

cUK, -sVK,
sUK, +cVK,
MK,
cUK, —sVK,
sUK, +cVK,
MK

2

—6Ls —125* 12sc
6Lc 12sc —12¢
4 6Ls —6Lc
6Ls 125 —12sc

—6Lc —12s¢ 12¢7
2 6Ls —6Lc
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6Lc
2r
6Ls

—6Lc
41’

(26)

(27)



[C] =[-c,—s5,0,c,s,0]. (28)

Naistd tuloksista voidaan todeta seuraavaa: Matriisi [K]° on rakenteeltaan

yksinkertaisempi kuin tavanomaisen tasokehdelementin jaykkyysmatriisi (vrt. liite A).
Itse asiassa edellinen saadaan jdlkimmaéisestd merkitsemélld aksiaalijdykkyydet EA

nolliksi. Se, ettd  matriisi [K]° on yksinkertaisempi ja ettd siitd puuttuvat
aksiaalijiykkyyden omaavat termit, on varsin suuri etu, kun tdssd késiteltdvad
menettelyd sovelletaan kehdrakenteiden ratkaisemiseen kidsin. Pystyvektori {FK}° on
tavanomaisen kehdelementin kuormitustermivektori. Vaakavektorin [C]° nahdédén
olevan elementin pituudenmuutosyhtidlon kerroinmatriisi (13).

3.3 Rakenteen jiykkyysmatriisin, kuormitustermivektorin ja rajoite-
matriisin kokoaminen

Rakenteen jaykkyysmatriisin  ja kuormitustermivektorin alkiot kootaan elementti-
osuuksistaan tavanomaiseen tapaan. Seuraavat elementtimenetelmédn kokoamisprosessin
kaavat, jotka ovat perdisin lidhteestd [4], soveltuvat hyvin kdsinlaskuun. Rakenteen
jaykkyysmatriisin [K] kokoaminen voidaan esittdd kaavalla

K,=Y K, (29)

missd summaus kiy yli niiden elementtien, jotka liittyvit systeemivapausasteisiin i ja j,
sekd r ja s ovat elementin e systeemivapausasteita i ja j vastaavat elementti-
vapausastenumerot. Rakenteen kuormitustermivektorin {FK} kokoaminen voidaan

vastaavasti esittad kaavalla

ls

FK, =) FK, (30)
missd summaus kéy yli niiden elementtien, jotka liittyvét systeemivapausasteeseen i,

sekd r on elementin e systeemivapausastetta i vastaavat elementtivapausastenumero.

Rakenteen rajoiteyhtdlon kerroinmatriisiin [C] tulee jokaista elementtid e kohti yksi
rivi. Sen rivin e alkiot saadaan yksinkertaisesti kaavalla

C,=C, 31)

missd 7 on elementin e systeemivapausastetta i vastaava elementtivapausastenumero.
Rakenteen rajoiteyhtdlon vakiovektoriin {Q} tukee jokaisesta elementistd e yksi alkio,

joten sen alkiot ovat

0,=0". (32)
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3.4 Yhtaloryhmi solmuparametrien ja elementtien normaalivoimien
ratkaisemiseksi

Probleeman ratkaisemiseksi saadaan kaksi yhtdloryhmii rakenteen tasapainoyhtilot
[K1{d} +[CT {N} ={R} (33)
ja rakenteen rajoiteyhtlot

[CHd} =10} . (34)

Naiissd yhtdloissd matriisia [K] kutsutaan rajoittamattoman rakenteen jaykkyys-
matriisiksi, [C] on rakenteen rajoiteyhtdlon kerroinmatriisi

{R} ={P}—{FK}, (35)

on rakenteen kuormitusvektori, {Q} rakenteen rajoiteyhtdlon vakiovektori, {FK} on
rakenteen kuormitustermivektori ja {P} on vapausastekuormista muodostettu
pystyvektori. Ndissd kahdessa yhtdlossad tuntemattomina ovat siirtymavapausasteet {d}*
ja elementtien keskimddrdiset normaalivoimat {N}. Sekd yhtdloiden etti

tuntemattomien lukumiiré tehtdvassd on M + E, missd M on systeemivapausasteiden
lukuméérd ja E on elementtien lukumééra. Yhtdloitd on yhté paljon kuin tuntemattomia
ja tehtdva nédin normaalisti ratkaistavissa.

3.5 Yhtaloryhmiéin redusointi

Koska tavoitteena on kehittdd opetustarkoituksiin soveltuva késinlaskumenetelma,
muokataan tehtdvd sellaiseen muotoon, ettd syntyvd lopullinen yhtdloryhmé olisi
mahdollisimman pieni. Etsitddn ensin yhtdloryhmén (34) ratkaisu. Koska tehtdvd on
alimddrdytyvd (tuntemattomia enemmén kuin yhtéloitd), ratkaisu voidaan esittdd
muodossa

dy=[T]id,} +1d,} (36)

missd [I'] on vakio matriisi, {d.} on M —E tuntematonta parametria sisaltiva
pystyvektori ja {d,} on vakiovektori. Pienissé tehtévissd matriisi [7'] ja vektori {d,} on

helppo maiérittdd kdsin laskien, kuten seuraavasta esimerkistd 2 kdy ilmi. Suuremmissa
tehtdvissd voidaan kdyttdd sopivaa matematiikkaohjelmaa, jolla voidaan kisitelld
aliméddrdytyvid yhtéloryhmid. Esimerkiksi MATLAB-ympiristossd [5] matriisi [T]
voidaan maarittdd komennolla T =null(C,'t') ja vakiovektori {d,} komennolla d0=C\Q,
missd T, C, d0 ja Q ovat vastaavat MATLAB’in matriisit ja vektorit.

51



Kertomalla yhtdlo (33) puolittain matriisin [7] transpoosilla saadaan
[TTK1Hd}+((CATD"{N} =[T] {R} . (37)

Ottamalla yhtdlossd (37) huomioon, ettd matriisien [C] ja [T] tulolle on voimassa’
[C][T]=[0], jasijoittamalla siithen lauseke (36) saadaan yhtilo

[K.]id,} ={R.}, (38)
missd

(K, 1=[TT[KIT] (39)
ja

{R} =TT ({R}~[K1{d,}) (40)

ovat redusoidun tehtévin jaykkyysmatriisi ja kuormitusvektori. Yhtdlo (38) muodostaa
lopullisen yhtdléryhmén parametrien {d.} méérittimiseksi. Tuntemattomien lukumééra

tdssd yhtdloryhmidssd on M —E . Se on 2-E vihemmaén kuin alkuperdisissd yhtdloissa
(33) ja (34).

Kun parametrit {d .} yhtdloryhmén ratkaisuna on saatu mééritetyksi, voidaan lopulliset
solmuparametrit {d} laskea kaavalla (36).

3.6 Elementtien keskimaariisten normaalivoimien maarittiminen

Kertomalla yhtdlo (33) puolittain matriisilla [C] saadaan yhtdl6ryhma

[M]{N}={S}, (41)
missa
[M]=[CI[CT, {S}=[CI({R}-[K1{d}). (42)

Elementtien keskiméériiset normaalivoimat {N} saadaan timin yhtiloryhmin
ratkaisuna.

? Olkoon yhtild (34) homogeeninen (ts. vakiovektori {O} = {0}), jolloin yhtildstd (36)
saadaan {d}=[T]{d.}. Sijoittamalla tdmd yhtdloon (34) saadaan [C][T]{d .} ={0}.
Koska {d,} on mielivaltainen vektori, tistd seuraa tulos [C][T]=[0].
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3.7 Leikkausrasitusten maarittamisesta

Leikkausrasitukset elementtien alueella voidaan maérittdd samaan tapaan kuin
tavanomaisen kehdelementin yhteydessd. Ensin mééritetddn leikkausrasituksia N, Q ja

M vastaavat sauvanpadsuureet U,, V, ja M, (i=1,2). Kun ndmi tunnetaan, saadaan
leikkausrasitusten lausekkeet elementin alueella statiikan keinoin. Aksiaalisesti jdykén
elementin aksiaaliset sauvanpddvoimat U, (i=1,2) mddritetddn tavanomaisesta
kasittelystd poiketen suoraan kaavoilla (17). Siind tapauksessa, ettd elementin aluella ei
ole aksiaalista ulkoista kuormaa eikd alkuvenymii &,, normaalivoima N° on elementin

alueella vakio ja keskimiirdisen normaalivoiman N¢ suuruinen.

Esimerkki 2: Méiritd kuvan E2.1 tasokehdn nurkkien siirtymit ja kiertymit. Madrita
my0s normaalivoima- ja taivutusmomenttikuviot. Sauvat ovat aksiaalisesti jaykkid ja
niiden taivutusjaykkyys on EI.

Kuva E2.1: Tasokehi
Ratkaisu:

Elementtien pituudet ja kaltevuuskulmien kosinit ja sinit:

Elementti1: L =a, c=cosa =0,6, s=sina =-0,8
Elementti2: L =a, c=cosa =0,8, s =sina =0,6
Elementti3: L=a, c=cosa =0, s=sina=1

Rakenteen jaykkyysmatriisin kokoaminen: Rakenteen jaykkyysmatriisi kootaan termi
kerrallaan kéyttden hyvéksi kaavaa (29), kuvaa E2.2 ja elementin jiykkyysmatriisin
lauseketta (26). Kokoaminen suoritetaan vaakariveittdin. Koska matriisi on symmet-
rinen, kootaan vain sen yldkolmion termit.
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Kuva E2.2: Elementit, systeemivapausasteet ja elementtivapausasteet

Rivi 1:
K, =Kj, _Ef 4a’ 4ﬂ
a a
EI EI

K, = K314 = a—3'6a(—0, 8) = _4’861_2

K, =K\ _EI (—6)-a-0,6:—3,6E—21
Cl a
K =KL <L o 2oL
a a

Ks=K,=K; =0

Rivi 2:
KD:K;4+K51—EI 12(=0,8)* + ﬂ 12- 062_12ﬂ
a a
| > EI
K23=K45+K12— ( 12)-(-0,8)- 06+—( 12)-0,6-0,8=0
K24=K;6+K33:E1 6a-(-0,8) + 2(6)a 0,6 = 84EI
a

K, =K :%-(—12)-0,62 = —4,32a—f

K, =KZ =%-12-0,6-O,8=5,76%

Ky =K% =2 . (-6)-a-0,6=-3,6 2%
Cl a

Samaan tapaan jatkaen saadaan koko rakenteen jaykkyysmatriisi kootuksi. Se on
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4a* -4,8a -3,6a 24° 0 0 0
—4,8a 12 0 -8,4a -4,32 5,76 -3,6a
-3,6 0 12 L2a 5,76 -7,68 4,8a

[Kl=—| 24° -8,4a 1,2a 8a’ 3,6a —4,8a 24’
0 -4,32 5,76  3,6a 16,32 5,76 -2,4a
0 576 -7,68 —4,8a 5,76 7,68 —4,8a
0 -3,6a 4,8a 2¢° 2,4a -4,8a 8d°

Rakenteen kuormitustermivektorin kokoaminen: Rakenteen kuormitustermivektori
kootaan termi kerrallaan kiyttden hyvdksi kaavaa (30), kuvaa E2.2 ja elementin
kuormitustermivektorin lauseketta (27) seké taulukkoa 1.

‘Ioaz 1 2
=—75494

FK, = FK, = MK = — = -

0 q a
FK, = FK, + FK} = cUK; =sVK} =0,6:0—(=0,8)(—"2) = ~0,4¢,a
0

' q,a
FK, = FK! + FK; = sUK) +cVK, =-0,8-0+0, 6(—% =-0,3q,a

r—gﬁ q a2 1
FK, = FK} + FK; = MK) = ;’—2 = quaz

Koska vain elementilldi 1 on kuormitusta, muut kuormitustermivektorin alkiot ovat
nollia. Rakenteen kuormitustermivektori on siis

-al/l2
-0,4
-0,3

{FK} =1 al/l2 ;q,a.

0

0

0

Rakenteen kuormitusvektori: Koska rakenteeseen ei kohdistu vapausastekuormia,
{P} ={0} jarakenteen kuormitusvektori on
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all2
0,4
0,3
{R} =—{FK}=<-a/l12;q,a.

Rakenteen rajoitematriisin kokoaminen: Rakenteen rajoitematriisi kootaan termi
kerrallaan kayttden hyvéksi kaavaa (31), kuvaa E2.2 ja elementin rajoiterivimatriisin
lauseketta (28).

Rivi 1:
G :C31 =0, C, :Czlt =c=0,6, C; :C51 =s=-0,8, C14:Cé:Qn Cs=Cs=C;=0

Rivi 2:

Rakenteen rajoitematriisi on siten

0 06 0,8 0 0 O O
¢j=;0 -0,8 -0,6 0 0,8 0,6 0
0 0 0 0 0 -1 0

Rakenteen rajoitevektorin kokoaminen: Rakenteen rajoitevektori kootaan termi kerral-
laan kayttden hyviksi kaavaa (32) ja elementin rajoityhtélon vakiotermin Q° lauseketta

(13).

0,=0'=0,0,=0"=0,0,=0’=0.
Rakenteen rajoitevektori on siten

0

10} =40
0
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Rajoiteyhtéldiden ratkaisu, matriisit [7'] ja {d,, }: Rajoiteyhtdlot ovat auki kirjoitettuina

0,6d, —0,84; =0,
_0,8d2 _0, 6d3 +0,8d5 +0, 6d6 = O,
~1-dg =0

Néami ovat 3 yhtdldd, joissa on 4 tuntematonta. Tuntemattomat voidaan siten esittda
yhden tuntemattoman parametrin avulla. Valitaan siksi d,, jolloin saadaan

3 25
d2 :dz, d3 :Zdz, ds :Edz, d6 :0

Esitetddn tulos matriisimuodossa siten, ettd sithen sisdltyvdt myos riippumattomiksi
jadvit vapausasteetd, , d, ja d,. Saadaan

dy=[T]id,; +1do},

missi
d
dy
d\ =
d,} d;
d,

siséltad jiljelle jaavit tuntemattomat ja

1 0 0
0 1
000 >
4

[T1=|0 1 0 0 |, {dy}=1{0}.
000 2
16
000 0
001 0

Jos matriisi [7'] ja pystyvektori {d,} médritettdisiin MATLAB-komennoilla, niistd
tulisi erilaisia. TAma4 johtuu siitd, ettd riippumattomat parametrit {d,} voidaan valita eri
tavoin. Valinnalla ei luonnollisesti ole vaikutusta tehtdavén lopputulokseen.
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Lopullinen yhtdléryhm4 ja sen ratkaisu: Nyt saadaan redusoidulle jaykkyysmatriisille

| 4q? 24° 0 ~7.5a ]
[Kr]=[T]T[K][T]:E_§ 2a 802 2a2 1,875a
@10 2a 842 -3,75a

|-7.5a -1875a -3,75a 58,5938

ja redusoidulle kuormitusvektorille

all2
{R.}=[T] {R}= R

—-al/l2

Yhtaloryhmén
[K,1{d,} =R, }

ratkaisuksi saadaan

0,0725
qoa® |—-0,0279

d, )=
EI | 0,0164
0,0201a

Alkuperiiset vapausasteet: Nyt saadaan alkuperéisille vapausasteille

0,0725
0,0201a
3 0,0151a
qod
{d}=[T]{d,} = -0,0279 ;.
EI
0,0314a
0
0,0164

Elementtien keskimééréiset normaalivoimat: Matriisille [M ] saadaan
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I 0 0
[M]=[C][C]" =|0 2 -0,6
0 -0,6 1

ja elementtien keskiméérdisille normaalivoimille

0,1570
{N}=[M]'[CIH{R} ~[K1{d}) = 10,4658 - g,a .
~0,4051

Elementtien normaalivoimat: Koska kehédn sauvoilla ei vaikuta aksiaalista jakautunutta
kuormitusta ja niilldi ei ole alkuvenymii, elementtien normaalivoimat N° ovat
keskiméadrdisen normaalivoiman N° suuruisia. Néin

N'=0,1570q,a, N* =-0,4658¢,a, N° =-0,4051q,a.

Elementtien solmumomentit: Elementin 1 solmumomenteille saadaan

6
1 _ 1 _ 1 41 1
Mj =F; =) K3;d; +FK;
j=1
0 0 dy dy ds dy

—~= ——= —~= —= —~= —=
= K3, d} + K3, d) + Kiy dy + K3y d} + K35 db + K3 di + FK}
= [4-0,0725+6-(—0,8>-0,0201+(—6)-0,6-0,0151+2-(—o,oz79)—$]qoa2

1S

6
My=Fg =Y Kgd;+FKg
j=1

0 0 d d) d3 dy
~ — — —

on) —=
=KL d 4K, dL v K dh+ Ky dh+ Kbs db + Kl b+ FKL
:[2‘()’0725+6'(—0,8)'0,0201+(—6)-0,6-0,0151+4~(—0,0279)+%]q0a2

= —0,034q,a*

Vastaavaan tapaan saadaan elementtien 2 ja 3 solmumomenteille tulokset
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ME =0,034q0a%, M3 =0,123qya”, M; =—0,123q,a*, M3 =—0,156¢ya>.

Elementtien taivutusmomenttijakautumat: Kun elementtien solmumomentit (sauvanpééa-
momentit) tunnetaan voidaan niiden taivutusmomenttijakautuman maérittia tavanomai-

seen tapaan.

Normaalivoima- ja taivutusmomenttikuviot: Kuvissa E2.3 ja E2.4 on esitetty kehin
normaalivoima- ja taivutusmomenttikuviot.

—0,405¢g,a

Kuva E2.3: Normaalivoimakuvio

0,034q,a’

Kuva E2.4: Taivutusmomenttikuvio
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JOHTOPAATOKSIA

Artikkelissa esiteltiin kaksi kédsinlaskentaan soveltuvaa menetelmdd, joita voidaan
kayttad rakenteiden mekaniikan peruskurssien opetuksessa. Menetelmilld on yhteisend
piirteend ns. sauvan pituudenmuutosyhtalo.

Ensimmaéinen menetelméd antaa varteenotettavan vaihtoehdon, kun halutaan maéarittda
siirtymatila ristikolle, jonka sauvojen venymaét tunnetaan. Sen avulla voidaan méaarittia
staattisesti méérédtyn ristikon nivelten siirtymat, kun sauvavoimat on ensin maiiritetty
esimerkiksi nivelmenetelmélld. My0skin sauvojen alkumuodonmuutoksista, kuten
niiden ldmpodlaajenemisesta, atheutuva siirtymatila voidaan madrittad. Siirtymaétilasta
piirretty kuvio on yksi tapa havainnollistaa ristikon toimintaa.

Sauvan pituudenmuutosyhtdlon soveltaminen aksiaalisesti jiykdn kehdn analysointiin
voitaisiin toteuttaa kahdella eri tavalla. Ensimméinen mahdollisuus olisi kdyttda tatad
yhtdl6d helpottamaan ns. riippumattomien sauvakiertymien madrittdmistd kulman-
muutosmenetelméssd. Toinen mahdollisuus, jota kéytettiin tdssd artikkelissa, oli
sisdllyttdd sauvojen pituudenmuutosyhtdlot elementtimenetelmén systematiikkaan
perustuvaa siirtymdmenetelméén rajoiteyhtéloiksi, jotka vaativat sauvojen normaali-
voimasta aiheutuvien pituudenmuutosten hividvin. Kehitetylldi menetelmilld voidaan
modernien matematiikkaohjelman matriisioperaatioita apuna kadyttden laskea kéasin
suurempia ja realistisempia kehdtehtdvid kuin kulmanmuutosmenetelmilld tai
elementtimenetelmén systematiikkaan perustuvalla siirtymdmenetelmilld. Menetelmin
implementointi on myods huomattavasti helpompi tehtdvd kuin kulmanmuutos-
menetelman [6].
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Liite A: Tavanomaisen kehdelementin jaykkyysmatriisi rakennekoordinaatistossa
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L L
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L
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