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TIIVISTELMA

Ajoneuvon tieltd suistuttua pyritddn sen vauhti méérittimaén maastosta l0ytyvien
jéilkien perusteella. Télloin tulevat ldhinnd kysymykseen jarrutusjéljet sekd kohta, jossa
ajoneuvo on ryOstdytynyt tieltd, ettd kohta maastossa, johon ajoneuvo on paatynyt
ilmalennon jilkeen. Kutsuttakoon niité pisteitd liht- ja tulopisteeksi. Ajoneuvon
massakeskipisteen liike ndiden pisteiden vililld voidaan maarittda vinon heittoliitkkeen
eli heittoparaabelin kaavoilla, joissa ilmanvastus jétetiin huomioon ottamatta.
Probleema ei ole yksikasitteisesti maaratty, ellei ole jotain kolmatta ehtoa kaytettdvissa.
Jos kysytddn, milld 1dhtokulmalla on ldhtonopeudella minimi, saadaan ratkaisu ([2]),
joka ei yleensd voi tulla kysymykseen. Jos tien geometriasta ei saada mitddn vihjeitd
lahtokulmasta, tutkijat olettavat tavallisesti, ettd l&dhtokulma on ollut nolla eli
lentoonldhtd on tapahtunut vaakasuoralta tieltd. Tdmé taas antaa usein lilan suuren
lahtonopeuden. Tarvittava lisdehto voidaan saada, jos 1dhto- ja tulopisteen vélilld on
maastoeste, kuten toisen tien reuna tai iso kivi, jonka yli ajoneuvo on lentinyt. Jos
ajoneuvo on lentdessddn tormadnnyt puihin tai muihin esineisiin, kuten
liikennemerkkeihin ja -opastimiin, saadaan niistd tarvittavaa lisdtietoa ja probleema
ratkeaa yksikésitteisesti. Jos maahantulokulma onnistutaan maérittdmain edes
likimddrdisesti, voidaan sen avulla laskea lentoonldhtokulma ja edelleen nopeus.
Massiivisen kappaleen suhteellinen litke massakeskipisteensd ympéri on periaatteessa
mahdollista myds madrittdd, mutta sen alkuehtoja ei yleensé kyeti selvittdmaan.

HEITTOPARAABELIN LIIKEYHTALOT

Tarkastellaan massapisteen liikettd ilmalennon aikana koordinaatistossa, jonka x-akseli
on vaakasuorassa ja z-akseli pystysuoraan yldspédin origon ollessa jossain sopivasti
valitussa pisteessd. Massapiste ldhtee lentoon ldhtOpisteestd, jonka koordinaatit ovat

(xo,zo), ja paityy tulopisteeseen, jonka koordinaatit ovat (X ,Z ) Kirjoitetaan

massapisteelle heittoparaabelin tunnettu yhtdlo, jossa ilman vastus ja nosto on jitetty
huomioon ottamatta, ([1], yhtalo (24.1))

x—x,=tN,cosa, (1)

z—z,=tN,sina, -1 gt’. (2)

Téssd N, on ldhtonopeus, ¢, ldhtokulma sekd g maan vetovoiman kiihtyvyys.



Ratkaistaan aika yhtdlostd (1) ja sijoitetaan se yhtdloon (2), jolloin lentoparaabelin
yhtéloksi saadaan
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Tamin yhtilon tulee olla voimassa koko lennon ajan aina loppupisteeseen (X ,Z )
saakka sekd kaikissa paraabelin vélipisteissa.

RAJAPARAABELI ( vertaa [2], s. 6)

Merkitddn loppu- ja alkupisteiden pysty- ja vaakakoordinaattien vélisid eroja suureilla
Az=7-2zyja Ax =X —x,. Yhtdlo (3) voidaan nyt kirjoittaa muotoon
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Témé on toisen asteen polynomi suureen tan ¢, suhteen ja sen ratkaisu on
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Jos nelidjuuren sisélld oleva lauseke hdvidd, on olemassa vain yksi ratkaisu. Se johtaa
pienimmain mahdollisen alkunopeuden lausekkeeseen
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Siind sisemmaén nelidjuuren edessd tulee kysymykseen vain plusmerkki, koska N, on
aina positiivinen reaalisuure. Sijoittamalla timi l1&htonopeus (6) takaisin lausekkeeseen
(5) saadaan vastaava ldhtokulma
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Jos ldhtokulma on pienempi tai suurempi kuin optimikulma (7), tarvitaan aina minimia
(6) suurempi ldhtdnopeus, jotta massapiste voisi lentdd pisteestd (xo,zo) pisteeseen
(X,2).



KOLMEN PISTEEN MAARAAMA PARAABELI

Ratkaistaan kaavasta (3) 1ahtonopeus

(x—xp )2 (1+ tan’ ao)

g
N, =,|=
0 2(x_xO)tana0—(Z—Zo)

(8)

Tama on voimassa paitsi loppupisteessi (X VA ) niin myds mielivaltaisessa vilipisteessa
(f,é’ ) Koska ldhtonopeus on tapauskohtainen vakio, seuraa siité, ettd nelidjuuren alla
kaavassa (8) oleva lauseke on myos vakio eli

(X—x0)2 (1+tan2 ao)
(X—xo)tanao —(Z—zo)

(cf—xo)z (1+tan2 050)
(&=xp)tanay —(¢ - 2)

g = vakio
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_£
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Tastd voidaan 1ahtokulma ratkaista

2 2

(& =20)(X =) =(Z-2p)(£—x0)
(& =x0) (X —x0)[(X =x0)~(&—x0) ]

o = arctan

)

Kun ldhtokulma nyt tiedetdén vélipisteen (ﬁf,é’ ) avulla, saadaan ldhtonopeus kaavasta
(8) sijoittamalla siithen ldhtokulma ¢, kaavasta (9) seki joko pisteen (X ,Z ) tai pisteen
(£,¢) koordinaatit.

LENTORADAN KALTEVUUS MIELIVALTAISESSA PISTEESSA

Derivoidaan yhtdlo (3). Talloin tulee kaltevuudelle lauseke

%:tana:tanao—g(x;]—go)<1+tan2ao) (10)

Eliminoidaan tdméan avulla yhtdlostd (3) jalkimmaéinen termi eli 1dhtonopeus, jolloin
saadaan

zZ—z
tana +tan o =2 0

(11)

X—XO

Kaava tarkoittaa, ettd heittoparaabelin kahdessa mielivaltaisessa pisteessd olevien
tangenttien kulmakertoimien summa on yhta kuin kaksi kertaa ndiden pisteiden vélisen
sekantin kulmakerroin. Jos tunnetaan jossain pisteessid tangentin kulmakerroin seki
koordinaattierot, voidaan kaavan (11) avulla laskea heittoparaabelin kaltevuuskulma



mielivaltaisessa pisteessd, esim. ldhtopisteessd. Léhtonopeus saadaan sitten kaavasta

(8).

ANALYSOITU ILMALENTO
Olkoon ajoneuvon ilmalennon tutkimuksissa todettu seuraavaa:

o Kokonaislentomatka eli 1dhtopisteen ja tulopisteen vaakasuora ero on 38,60m

o Lidhtopisteen ja tulopisteen vélinen pystysuora ero eli korkeusero on 2,67m.

e Paikaltaan pois ajetusta liikkennemerkisté voidaan mitata, ettd 16m l&htopisteesta
ajoneuvo on ollut 2,40m l&htopistettd korkeammalla.

e Liikennemerkin huipun korkeus on 3,1m korkeudella sen tyvesta.

Tehtdvan ldhtdarvot on esitetty Taulukossa 1, jossa on lisdksi esitetty litkennemerkin
huippua ja sivutien etureunaa vastaavien pisteiden koordinaatit.

Taulukko 1. Laskelmien pohjana oleva 1dhtodata

IImalennon l&htopiste x, = 0,00m z,= 0,00m
[lmalennon loppupiste X =+38,60m Z=-2,6Tm
Vilipiste liikennemerkissé &=+16,00m §=42,40m
Vilipiste liikkennemerkin huipussa £ =+16,00m ¢ =+2,85m
Vilipiste sivutien etureunassa E=43,00m ¢ =+0,30m

Analyysissd ajoneuvon massa on keskitetty massakeskipisteeseen, jonka oletetaan
kulkevan l&htopisteestd loppupisteeseen jonkin edelld olevan vilipisteen kautta.
Kuvassa 1 on esitetty auton massakeskipisteen lentoparaabeli eri tapauksissa.
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Kuva 1. Kuva lentoparaabelista T-risteyksessd sivutien yli maastoon ldhtokulman eri
arvoilla

10



Péitie kulkee x-akselin suuntaisesti vasemmalta oikealle ja sitd vastaan kohtisuorassa on
sivutie (paksu musta viiva), jonka vieressi seisoo liikennemerkki.

Rajaparaabeli (ylin katkoviiva)

Kaavat (7), (6), (3) ja (10) tai (11) antavat rajaparaabelille arvot

(@9)opt =43,0° 1dhtokulma

(No)min = 67,7km/h lihtonopeus

¢ (&) max =8,3m lentéd litkennemerkin yli
Aiyo = —47,0° maahantulokulma

Matalin mahdollinen paraabeli (alin katkoviiva)

Matalin mahdollinen paraabeli saadaan, kun vilipisteeksi otetaan sivutien reuna, jossa
E=+3,00m, £ =+0,30m. Talloin ajoneuvo lentdd vield sivutien yli eikd kieri silla.
Kaavat (9), (8), (3) ja (10) tai (11) antavat arvot

(050 )min = 6’ 5° ldhtokulma

(No)max =116,5km/h lahtnopeus

¢ (&) min =10,6m osuu litkennemerkkiin kulmassa o =-2,2°
Ao = —14,2° maahantulokulma

Maaston geometriasta saadaan kulma a=arctan(0,3/3,0)=5,7°. Kaava (8) antaisi
nopeuden 121,1 km/h, jolla ajoneuvo tdrmdisi sivutien reunaan, koska
¢(3,00m)=+0,26m <+0,30m . Todetaan, ettd sekantin kdyttiminen ldhtosuuntana
johtaa 4,6km/h liian suureen ldhtonopeuteen ja sivutien reunaan tormadmiseen.

Liikennemerkin huippuun osuva paraabeli (keskimméinen katkoviiva)

Kun on asetettu &=+16,00m ja ¢ =+2,85m, saadaan kaavasta (9) ldhtokulma,
kaavasta (10) tai (11) muut kulmat seki kaavasta (8) ldhtonopeus

oy =19,5° lahtokulma

a=+0,2° litkennemerkkiin osumiskulma
Uiyl = —26,2° maahantulokulma

Ny =80,9km/h lahténopeus

Liikennemerkin kautta kulkeva paraabeli (chyt viiva)
Tutkimuksissa kerdtyn datan perusteella todenndkdinen tormdayspiste litkkennemerkissi

on pisteessd &=+16,00m ja { =+2,40m. Talloin kaavasta (9) saadaan ldhtokulma,
kaavasta (10) tai (11) muut kulmat seka kaavasta (8) lahtonopeus
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oy =17,0° lahtokulma

a=0,0° litkennemerkkiin osumiskulma
Ayl = —23,9° maahantulokulma
Ny =84,7km/h lahtonopeus

MITA VOIDAAN LASKEA MAAHANTULOKULMASTA?

Tulopisteeseen jdd useinkin enemmin jdlkid kuin 1&htdpisteeseen. Sen tdhden maastoa
tulopisteessd kannattaa tutkia erityiselld huolella. On syytd muistaa, ettd tulopiste ei aina
ole siind, mihin ajoneuvo ilmalennon jilkeen on pysdhtynyt maastossa. Oletetaan, ettd
maahantulokulman on todettu olevan vililld -25° < ¢, <—15°. Kaavasta (11) voidaan
laskea ldhtokulman olevan vililldi +18,2°>¢,>+7,4° jolloin kaava (8) antaa
nopeushaarukan 82,8km/h < Ny <112,1km/h.

YHTEENVETO ILMALENNOSTA

Edellad esitetyn perusteella voidaan tehdd seuraavanlainen yhteenveto. Rajaparaabelin
optimildhtékulma on (@) =43,0° ja sitd vastaava ldhtdnopeus on
(No)min =67, 7km/h . Léhtokulma on niin suuri, ettd tdmé tapaus ei yleensd voine tulla
kysymykseen. Jotta ajoneuvo ei tormadisi tien reunaan eikd kierisi sivutielld, tulee
lentoonléhtékulman olla vadhintddn (o), =6,5° joka antaa ldhtonopeuden yldrajan
Npax =116,5km/h . Liikennemerkin huippuun osuu lentoparaabeli o, =19,5°. Se
antaa ldhtonopeuden alarajan N, ;, =80,9km/h. Néin ollen realistinen haarukka on

lahtokulma 6,5°<a, <19,5°
lahténopeus 116,5km/h > Ny > 80,9 km/h

Vilipiste eli todenndkoinen tormiyspiste litkennemerkissd antaa 14htokulman
oy =17,0°, joka on realistinen ja jdd haarukkaan. Laskelmien mukainen ldhténopeus on
talloin N, =84,7km/h . Litkenneopastimessa olevat jéljet ja opastimen sinkoutuminen
pois paikaltaan viittaavat siithen, ettd auto on torminnyt opastimeen ei-negatiivisessa
kulmassa. Jos sivutietd ei olisi vilissd ja ilmalento tapahtuisi vaakasuoraan eli
oy =0,0°, kuten tutkimuksissa tavallisesti oletetaan, olisi ldhtonopeus kaavan (8)
mukaan ollut N, =188,4km/h .

Kuten kuvasta 2 ndhdddn on heittoparaabelin ldhtokulmalla erittdin suuri vaikutus
lahtonopeuteen varsinkin pienilld ldhtokulman arvoilla ja se tulisi maérittda tarkasti.
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Kuva 2. Lihtonopeus ldhtokulman funktiona Taulukon 1 tapauksessa

JARRUTUKSEN VAIKUTUS

Jos ajoneuvoa on jarrutettu ennen ilmalentoa, voidaan jarrutuksen vaikutus ottaa
huomioon tunnetulla kaavalla

V = N§ +2ugAs (12)

Lihteestd [3, s. 410] saadaan auton renkaalle Taulukon 2 mukaiset kitkakertoimen u
arvot eri tilanteissa.

Taulukko 2. Kitkakertoimen arvoja

kuiva betoni/asfaltti 0,3-0,7
kuiva betoni/asfaltti, lukkojarrutus 0,4
jdinen betoni/asfaltti 0,05
marké betoni/asfaltti, siled 0,1 -0,15
mirkad betoni/asfaltti, epitasainen 0,35-0.,5
pehmed nurmi, mirka ruoho 0,2
kova lumi 0,1-0,15

Jos nopeus ilmalennon alussa eli jarrutuksen jidlkeen on ollut N, =84,7km/h, niin
ennen As=20m jarrutusta jdiselld asfaltilla (£ =0,05) on nopeus ollut
V =86,2km/h . Vastaavasti kuivalla asfaltilla lukkojarrutuksessa (x=0,4) nopeus
ennen jarrutusta on ollut ¥ =96,0km/h. Voidaan todeta, etti keliolosuhteilla ja
jarrutusmatkoilla on my®os suuri vaikutus nopeuksiin.
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LOPPUPAATELMA

Téssé ty0ssd on osoitettu miten ns. vilipisteen eli kolmannen ehdon avulla ldhténopeus
voidaan mittaustulosten puitteissa tarkasti méérittdd. Suurin vaikeus lienee aina jilkien
oikea tulkinta maastossa. Jdlkien virheellinen tulkinta johtaa helposti lahtokulman
vadrddn arvoon ja sitd kautta l&htonopeuden erittdin suureen virheeseen. Nollakulman
kayttd kolmantena ehtona antaa useimmiten liian suuren 1dhténopeuden.
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