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TIIVISTELMA Ohuiden kuorien muodonmuutosten numeerinen approksimointi
ei ole viela tana paivanakaan yksinkertainen tehtava. Perusongelma syntyy
kuorien luontaisesta omi- naisuudesta kayttidytyd asymptoottisesti hyvin eri
tavalla riippuen kuormituksesta ja asetetuista reunaeﬁdoista. Taipumatilassa
syntyva luﬁkiutumisilmié nékyy liiallisena jaykkyytena laskujen tuloksissa. Kalvo-
ja taipumatilojen lisaksi kuoriongelmiin littyy usein erilaisia reunahairicita.
aiden reunahairiotilojen approksimoimiseen tarvittavat menetelmat poikkeavat
jonkin verran kalvo- ja taipumatiloihin liittyvista tekniikoista. Tyypillisesti
aytetty ja tavallisesti toimiva ratkaisu on elementtiverkon voimakas tihentdminen
reunahairion vaikutusalueella, joka onneksi on sangen paikallinen.

JOHDANTO

Ohut kuori on kolmiulotteinen kaareva rakenne, jonka yksi dimensio on huomat-
tavasti kahta muuta pienempi. Juuri kaarevuutensa ansiosta kuori kykenee kan-
tamaan hyvin kuormaa ja sopii nain monien rakenteiden osaksi.

Rakennesuunnittelun kannalta olisi tarkeaa pystya luotettavasti ja tarkasti
mallintamaan kuorirakenteita numeerisesti seka néin optimoimaan niin materi-
aalin tarve kuin rakenteen paino ja kuormankantokyky. Valitettavasti ohuiden
rakenteiden numeerisessa mallinnuksessa yleisesti kaytetyt menetelmat saattavat
johtaa suuriin virheisiin niin sanotun lukkiutumis- eli ylijaykkyysilmion vuoksi.
T&lloin numeerinen ratkaisu vaikuttaa aivan liian jaykalta todelliseen verrattuna
ja virhe vain pahenee rakenteen ohentuessa. Ilmio on hyvin tunnettu niin ohuiden
laattojen kuin kuorienkin tapauksessa.

KUORIMALLI

Koska ohuen kuoren yksi dimensio on kahta muuta huomattavasti pienempi, on
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mahdollista johtaa sangen luotettavia kuorimalleja vastaamaan kolmiulotteisen
elastisuusteorian yhtaloita. Téassd esityksessd kaytetddn ns. Reissner-Naghdi-
mallia, jolloin kuoren muodonmuutosenergia on
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missda F on materiaalin kimmomoduuli ja v sen Poissonin luku. Integrointi
suoritetaan kuoren keskipinnan € yli ja 3;;, p; seké k;; edustavat kalvo-, leikkaus-
seka taivutusvenymia. Kuoren muodonmuutos kuvataan viiden keskipinnalla €2
madritellyn funktion avulla, joista kolme ensimmaéista eli u,v ja w edustavat
kuoren siirtymia tangentti- ja normaalitasoissa seké kaksi jalkimmaista eli 6 ja 1)
edustavat saikeiden rotaatioita. Matalan kuoren tapauksessa, kun lisaksi oletetaan
kuoren materiaali homogeeniseksi ja isotrooppiseksi voidaan kuoren venymat
liitt44 siirtymiin ja rotaatioihin seuraavasti (kts. [5], jossa on myo6s taydellisempi
esitys eri kuorimalleista):

Matemaattista tarkastelua varten voidaan todeta, etta tehtavan maarittelyalue
on tarkalleen ottaen edelld mainittu yksidimensioinen sauvan akseli ja reuna-alue,
jolla reunaehdot annetaan, koostuu vain akselin kahdesta paatepisteesta.
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Kuoren geometrinen luonne riippuu parametreista a, b ja c. Mikéli ab—c? > 0,
kuori on elliptinen. Jos taas ab — ¢ = 0, on kuori parabolinen, ja tapauksessa
ab — ¢ < 0 kuori on hyperbolinen. Tamin artikkelin osalta oletetaan, ettd
teoreettisten tulosten tapauksessa geometriaparametrit ovat vakioita. Taméa on
oletus, joka on mahdollista myos tehdd matalien kuorien tapauksessa. Lisdaksi on
syyté olettaa, ettd a? + b2 4 ¢ > 0, silld tapauksessa a = b = ¢ = 0 on tarkastelun
kohteena kuori vailla kaarevuutta eli laatta.
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OHUEN KUOREN KAKSI TILAA

Yksi kuoret laatoista erottava tekija on naiden mahdollisuus lastista ja reunae-
hdoista riippuen saavuttaa ainakin kahdenlaisia asymptoottisia tiloja: kalvo-
ja taipumatiloja. Naiden tilojen keskeinen ero on siind, miten muodonmuu-
tosenergia on jakautunut eri tekijoiden valille. Onkin kayténnollistda merkitéa
u = (u,v,w,0,1), skaalata (1) tekijalla K = %2) sekd maéaritelld erikseen

6(1
taivutusenergiatermi
2
Ap(u,v) = /{V(/m + kiga) () (K11 + ka2) (V) + (1= v) Y kij(w)rij (v) ydady
Q =
3,j=1

ja kalvoenergiatermi
An(,2) =61 =) [ {pr()on(0) + pa(wpa(w)}dady

+12 /Q{V(ﬂll + (22)(w) (P11 + B22)(v)

2
+(1=v) ) Bij(w)Bi;(v)dady.

i,7=1

Riippuen siita, kumpi termeista on vallitseva kokonaisenergian lausekkeessa
on syyta maaritella myos kaksi eri tavoin skaalattua kuoren kokonaisenergian
lauseketta. Ensimmaéinen naista soveltuu kalvotiloille

Fa(u) = %(tQAb(Q; u) + A (u,u) — Qu)

ja toinen taipumatiloille

Fp(u) = %(Ab(% u) +t 2 A (u,u) — Q(u).

Naissa lausekkeissa () edustaa kuoreen kohdistuvaa kuormitusta. N&ain saadaan
myo0s kaksi eri tavoin skaalattua variaatiotehtavaa:

(M) Etsi ue Uy siten, ettd

Ay (u,v) = P Ap(u,0) + A (u,0) = Q) Yo e Uy.  (2)
(B) Etsi ue Up siten, ettd

Ap(u,v) = Ap(u,v) + 12 Ap(u,v) = Q) Yoe Up. (3)

Téssid Uy C [HY(Q)]® ja Up C [H(Q)]® ovat variaatioavaruuksia, joissa oleelliset
reunaehdot on asetettu voimaan.
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ELEMENTTIMENETELMA KUORITEHTAVISSA

Johdannossa mainitut approksimaatiovaikeudet syntyvéat, kun tarkastellaan taipu-
matilaa. Talloin kaytettaessa p-asteisia polynomeja siirtymien ja rotaatioiden
approksimointiin, saadaan virhearvio

[l — wp [l R
e < Cmin{l, =}, (4)
Izl t
missé ||| - |||p tarkoittaa taipumatilan energianormia. Estimaatti (4) on myo0s

realistinen. Tasta seuraa, etta kaytettaessa esimerkiksi paloittain lineaarisia
(tai bilineaarisia) elementtejé, jolloin siis p = 1, tulee hilavakion toteuttaa ehto
h < t. Monissa kaytannon tilanteissa tallainen vaatimus on kuitenkin mahdoton
toteuttaa.

Mikali polynomien astelukua p pystytdaan kasvattamaan, saadaan tilanteeseen
hieman helpotusta. T&ll6in hilavakion on toteutettava ainakin ehto h < t/P.
Taulukko 1 osoittaa, ettd asteen p noustessa vaatimuksen saavuttaminen tulee
mahdolliseksi.

t/p | 1/100 | 1/1000

1 0.010 0.001

2 0.100 0.032

4 0.316 0.178

8 0.562 0.428

16 0.750 0.649

Taulukko 1. Lausekkeen t'/P arvoja.

KUORIELEMENTIT

Elementtiohjelmistoissa on tavallisesti juuri kuorten lukkiutumisilmioiden vuoksi
erilliset elementit kuoritehtaville. Erityisen tunnettuja ovat ns. MITC-tyypin
elementit [1], jotka muistuttanevat pitkalti muitakin tarjolla olevia vaihtoehtoja
ainakin alimman kertaluvun elementtien osalta. Nama elementit perustuvat lukki-
utumisesta karsivien kalvo- ja leikkausvenymien redusointiin. Kuorielementtien
yleinen matemaattinen analyysi on vaikeaa, mutta jos oletetaan, etta kaytettava
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elementtiverkko on suorakulmainen, voidaan nelisolmuinen elementti tulkita ter-
min A,, modifikaatioksi A”,

AP (u,0) = 67(1— v) / (511 () + o (W) (w) }dady
Q

+12 /Q{V(Bu + Bo2) (1) (Bi1 + Baz) (v)

+(1=v) Y i) (v) dady,

1,7=1

missa Bij = RY Bij, Pi = Rip; ja RY sekd R® ovat sopivia reduktio-operaattoreita.
Naiksi valitaan

B =183y, Bao = Y oo, p1=Uip1, p2=1I}po, (5)
missi II7 ja II] ovat ortogonaalisia L2-projektioita elementeittéiin vakioille ava-

ruuksille z:n ja y:n suhteen. Termin (15 suhteen voidaan tarkastella kahta vaih-
toehtoa

(E1) B2 =I0}"Buo
(E2) Bz = Bia + Siz,

missd II;Y = II7IIY on ortogonaalinen L2-projektio elementeittdin vakioon
avaruuteen ja

9 )
Si2|x = a;y(%w)(w = W5/2) + b () (y — by /2) + (Y ew — cw)

kullakin elementilld K [3]. Kaikissa tapauksissa ratkaistava elementtitehtdvé on

(Mp) Etsi wy, € Upsp siten, ettd
Al (uy,,v) = P Ay (up, v) + AL (uy,v) = Q(v) Vo € Unryp (6)

kalvotilassa ja

(Bp) Etsi u;, € Up,, siten, ettd
Al (uy,,v) = Ap(uy,v) +t2A" (w,,0) = Qv) YueUpy (7)

taipumatilassa. Tassa Up, C Up ja Uy, C Upn ovat konformisia bilineaarisia
elementtiavaruuksia.
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VIRHEANALYYSI

Sekd taipuma- ettd kalvotilan kokonaisdiskretointivirheet ey, = |||lu —
uplllarn ja e = |||lu — uyll|B,n on analyysin kannalta hyddyllistd jakaa approk-
simaatiovirheisiin

eanr (1) = Jin |w — ||| ar,n
a5 (W) ZvénUiélh [lw—2]||B,n

ja konsistenssivirheisiin

eear(w) = sup (Anr — Aly)(w, 0)|/|oll as,n (8)
veUnm,n
ee.p(u) = sup (Ap — Af)(u, v)||[v/[| 5, (9)
QEUBJL
missd ||| - ||[an = /ARG ) da |l - B = y/A%(-, ) [4]. Tadma jako nimittdin
toteuttaa
2 2

2
ey = €um t o

e = ei,B + eg,B'

Kukin naista neljastd komponentista on nyt mahdollista rajoittaa erikseen.
Ensinnékin klassinen elementtianalyysi antaa suoraan tuloksen e, pr < Chl|u||2,
silla kalvotilassa oleva kuori ei lukkiudu.

Toisaalta kuorielementin reduktion tarkoituksena on palauttaa konvergenssi
myo6s kalvotilassa. Tama tapahtuukin usein. Seuraava lause patee pyorahdyssym-
metrisen kuoren tapauksessa [2].

Lause 1 Olkoon Uy, = {u € Uy, | AL, (u,u) = 0} ja Uy = {u € U| A, (u,u) = 0}.
Talloin kullakin uy € Uy pdtee

€alup) = min |llup — lllpn = min VA (uy — v,y — v)

< Cihluls + Coh36 D), 2<s<3,

missa Co = 0 elliptisen kuoren tapauksessa.
Koska kalvotilat voidaan usein kirjoittaa muodossa

U = ug +tuy,

missa u, € Up, seuraa lauseesta 1 lukkitumisilmion lahes taydellinen poistuminen
tallaisissa tapauksissa.
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Konsistenssivirhe saattaa puolestaan olla ongelmallinen kalvotilan tapauk-
sessa. Jalleen pyorahdyssymmetrisen kuoren tapauksessa voidaan osoittaa seu-
raavaa.

Lause 2 Olkoon b # 0 ja m = 1 elliptisen kuoren tapauksessa sekd m = 0
parabolisen ja hyperbolisen kuoren tapauksessa. Tdlloin konsistenssivirheelle e. ar
patee

€c7M S C’l(g)h + CQ(f,y)hQ + Cg(t, S,y)hH—S + C’4(t,y)h2, S Z 0,

missa

C1(u) :CZ |81 () |2—m

_]0 tapauksessa (E1)

Co(u.t) = { Ct Hw|y tapauksessa (E2)
—Oot! y Ct=1Br2(w) |1+ tapauksessa (E1)
CS(t, Saﬂ) =C't XZ: |6u(ﬂ)|1+s + { Ct_1(|612(ﬂ)‘3 + ‘w‘l—i—s) tapauksessa (EQ)

Calt ) =Ct (X ()

Konsistenssivirheelle e. g pdtee
ec,B S C'1 (t7 Q)hf + C'2 (t7 Q)h??

kun

Ci(t,u) =Ct™ Y | Bi(w)h

Co(t,u) =Ct ™2 Z |pi(w)]1.

Lausetta (2) tulkittaessa on syytd huomata, ettd silein muodonmuutoksen
tapauksessa kalvotilan leikkausjannitykset p; ovat tyypillisesti hyvin pienia, joten
naihin liittyva virhekomponentin vahvistuminen on useissa tapauksissa vain
ndenndistd. Sama on totta kalvo- ja leikkausjannityksille taipumatilassa, itse
asiassa |Bi;(w)]1 ~ |pi(w)]1 ~ %, kun u on riittivan siled ja t — 0.

YHTEENVETO

Ohuiden kuorien muodonmuutosten numeerinen approksimointi ei ole viela
tana paivanakaan yksinkertainen tehtava. Perusongelma syntyy kuorien luontais-
esta omi- naisuudesta kayttaytya asymptoottisesti hyvin eri tavalla riippuen kuor-
mituksesta ja asetetuista reunaehdoista. Taipumatilassa syntyva lukkiutumisilmio
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nakyy liiallisena jaykkyytena laskujen tuloksissa. Lukkiutumisen poistamiseksi on
olemassa ainakin kaksi mahdollisuutta

(a) Korkea-asteisten (p > 8) elementtien kaytto.
(b) Erityisten kuorielementtien kaytto.

Naista ensimmainen vaihtoehto toimii myos kalvotilassa ja jalkimmainenkin antaa
tavallisesti tyydyttavia tuloksia. Voidaan kuitenkin osoittaa, etta kuorielementit
eivit valttdmatta ole luotettavia kaikkien kalvotilojen ratkaisemisessa [6].

Kalvo- ja taipumatilojen lisaksi kuoriongelmiin liittyy usein erilaisia re-
unahairioita, joiden komponentit kayttaytyvat reunan lahella kuten exp(niﬁ),
missd n = 1,2,3 tai n = 4 [5]. Néiden reunahéiriétilojen approksimoimiseen
tarvittavat menetelmat poikkeavat jonkin verran kalvo- ja taipumatiloihin liit-
tyvista tekniikoista. Tyypillisesti kaytetty ja tavallisesti toimiva ratkaisu on ele-
menttiverkon voimakas tihentdminen reunahéirion vaikutusalueella, joka onneksi
on sangen paikallinen.
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