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TIIVISTELMA

Muodonoptimoinnissa suunnittelumuuttujana on periaaa rakenteen muoto, mutta
kaytanndssa muoto sellaisenaan ei sovellu suunnitteltimaksi. Siksi muodon esitys
parametrisoidaan ja saatavia parametreja kaytetaan isielummuuttujina. Usein raken-
teen geometria kuvataan polynomisilla parametrisillaridy Niiden ohjauspisteiden
koordinaatteja voidaan kayttaa suunnittelumuuttujimak@nteen muodon riittavaan hal-
litsemiseen paastaan kohtuullisella suunnittelumuettuméaaralla. Rationaalisilla pa-
rametrisilla kayrilla jokaiseen ohjauspisteeseen kitpainokerroin, jota voidaan kayt-
tdé koordinaattien lisdksi suunnittelumuuttujana. Vaiki&in rakenteen muodon hallin-
taan saadaan lisdé joustavuutta, rationaalisia paramagitdyria on kaytetty vain harvoin
muodonoptimoinnissa. Tassa artikkelissa vertaillaayrmohisia ja rationaalisia para-
metrisia kayria muodonoptimoinnissa. Liséksi eri asteksiyria vertaillaan keskenaan.

JOHDANTO

Taman artikkelin lahtékohdat ovat muodonoptimoinnissssa rakenteelle etsitaan rajoi-
tusehdot toteuttavaa ja tietyn kohdefunktion mukaan paraahdollista muotoa. Yleen-
sa koko rakenteen muotoa ei sallita muutettavan, vaan rdymtreunan osan annetaan
vaihdella optimoinnin edetessa. Jotta muotoa voitaisisitella matemaattisen optimoin-
titeorian keinoin, on se parametrisoitava jotenkin. Useitan rakenteen reunan kuva-
taan parametrisilla kayrilla tai pinnoilla, joiden ohjaisteiden koordinatit sitten sovel-
tuvat suunnittelumuuttujiksi. Esimerkiksi polynomimagget B-splinit tai Bézier-kayrat
ovat usein kaytettyja.

Jos kayrat ovat rationaalisia, suunnittelumuuttujinavabiohjauspisteiden koordi-
naattien liséksi olla niiden painokertoimet. Tietokongsteisen suunnittelun ohjelmis-
toissa kappaleiden geometria mallinnetaan usein ratisikakayrilla ja pinnoilla, jo-
ten kytkenta muodonoptimoinnin, suunnittelun ja tuotanmalille on ainakin teoriassa
helposti luotavissa. Rationaalisilla parametrisilla ki#mon monia hyodyllisia ominai-
suuksia, niiden teoria ja algoritmit ovat pitkalle kehiyg, ja aiheesta on julkaistu katta-
via teoksiakin (esim. Piegl ja Tiller, 1997), mutta muodptimoinnissa niita on kaytetty
suhteellisen vahan (Schramm ja Pilkey, 1993; Escheratwatr, 1994; Wieghardet al.,
1997; Wanget al., 1999; Lépinest al., 2001).
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Artikkelin aluksi esitelladn polynomimuotoisten ja rataalisten B-splinien teoriaa.
Seuraavan luvun optimointiesimerkeissa tietty ongelrtiearstaan kayttaen erilaisia pa-
rametrisia kayria rakenteen muodon kuvaamiseen. Saaldksal valaisevat erilaisten
kayrien hyotyja ja haittoja muodonoptimoinnissa.

POLYNOMIMUOTOISET JA RATIONAALISET B-SPLINIT

Esitellaan seuraavassa taman artikkelin kannalta taslsgdtttavallisista ja rationaalisista
B-splineista. Kirjoittajalla ei ole taytta varmuutta kaikk asioiden suomenkielisista ni-
mityksistd, joten joissakin kohdissa on esitetty englakielinen nimitys teoksesta (Pieg|
ja Tiller, 1997), johon seuraava esitys muutenkin perustuu

Kaytetaan astetta olevista B-splinin kantafunktioistannelle merkintaas; ,(u).
Kantafunktioiden laskemiseksi tarvitaan, asteeisaksi, kasvava reaalilukujond =
{ug, ..., un}, jossasiisy < u;y1,i=0,...,m— 1. Reaalilukujau; kutsutaan solmuik-
si (knots), jonod/ solmuvektoriksi (knot vector) ja puoliavointa vali@, u;, 1) i:nneksi
solmuvaliksi (knot span). Rajoitutaan jatkossa kayttanjaksottomia (nonperiodic) sol-
muvektoreita

U={a,...,a,ups1,..., Um—p-1,b,...,b}, Q)
p+1 p+1

joissa siisp + 1 ensimmaista ja + 1 viimeistd solmua ovat yhta suuria. Koska nol-
lasta eroavat solmuvalit (jarjestysnumeroltaan. ., m — p — 1) voivat olla keskendan
erisuuria, solmuvektori on myds epatasavélinen (nonumifo

Kantafunktiot saadaan seuraavilla kaavoilla

- 1 jOSU,‘ <u< U1
Bio(u) = { 0 muutoin

U — U Uigpy1 — U
Bip(u) = ———Bi, 1(u) + — By, 1 ().
z,p( ) Uity — Us ,p 1( ) Uitpi1 — Uit i+1,p 1( )

(2)

Kaavoista (2) mahdollisesti tuleva epamaaraingimuoto maaritellaén tassa nollaksi.
Kantafunktiot/3; ,(«) ovat paloittain jatkuvia polynomeja, jotka on maaritelgkk re-
aalilukualueessa, mutta yleensa ollaan kiinostuneita valista v, u,,,|. Kantafunktiot
ovat aina ei-negatiivisia ja toteuttavat lisdksi ykkosaon kaikilla solmuvéleilla

i Bipu) =1 u€ [ui,uit). 3)

J=i—p

B-splinin madrittelemiseksi tarvitaan ohjauspistBét= (P, P}), joiden lukumaara
olkoonn + 1 kappalettad{ = 0,...,n). Ohjauspisteiden muodostamaa monikulmiota
kutsutaan ohjausmonikulmioksi. Ohjauspisteiden lukué&dgaraytyy B-splinin asteen
p ja solmuvektorin mukaan siten, etta

n+1=m-—p. 4)
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Astettap oleva B-splini saadaan yhtalon (1) mukaisella solmuvektorilla maariteltyjen
kantafunktioiden ja ohjauspisteiden summana

B(u) = ZBi,p(mPi u € [a,b]. (5)

Rationaalisen B-splinin ohjauspisteill& on painokertoimgtotka periaatteessa voi-
vat olla my0s ei-positiivisia, mutta usein oletetaan eit&> 0. Painokertoimien ja po-
lynomimuotoisen B-splinin kantafunktioides) , () avulla maaritellaan rationaalisen B-
splinin kantafunktiot
. BLp(u)wl-

Z?:o Bjp(u)w;

joiden avulla edelleen saadaan rationaalinen B-splini

Rip(u) 1=0,...,n u € |a, b, (6)

R(u) = Zni,p(u)Pi u € [a,b]. 7)

Koska solmuvektori voi olla epatasavalinen, rationaatsé-splinist kaytetaan joskus
myo6s akronyymia NURBS (NonUniform Rational B-Spline). Yht&tai (3) ja (6) nah-
daan, etta

w;=w#0 Vi = Rip(u) =B, p(u) Vi (8)

Jos siis kaikki painokertoimet ovat yhta suuria, kaavagjas@adaan rationaalisen B-
splinin erikoistapaus eli tavallinen polynomimuotoinerspiini. Jos taas solmuvektori
on muotoa
U=A{a,...,a,b,... b}, (9)
N—— N —
p+1 p+1
kaavoista (5) ja (7) saadaan B-splinien erikoistapaukdghpmimuotoinen ja rationaa-
linen Bézier-kayra. Kaavan (7) mukaiset rationaaliset Bagipgisaltavat siis erikoista-
pauksinaan polynomimuotoiset B-splinit seka polynomiroisst ja rationaaliset Bézier-
kayrat.

ERILAISET PARAMETRISET KAYRAT MUODONOPTIMOINNISSA

Tasséa luvussa vertaillaan erilaisten parametristen gdysoveltuvuutta rakenteen muo-
don kuvaamiseen muodonoptimoinnissa. Kayran ohjausgestdukumaéra on merkit-
tavin asia jota vaihdellaan. Jos ohjauspisteiden lukué@n + 1, voi jaksottomalla sol-
muvektorilla (1) maaritellyn kayrén aste olla yhtalon (40kaisestip = 1, ..., n. Tiet-
tya ohjauspistemaéraa vastaa siis useampi eri asteinei @giksi myos kayran astetta
vaihdellaan. Edellisten liséksi vaihdellaan myds sit&adkayréa polynomimuotoinen vai
rationaalinen. Sama muodonoptimointiongelma ratkamstagttamalla rakenteen reunan
muuteltavan osan kuvaamiseen erilaisia parametrisia&gyisaatuja optimointitulok-
sia vertaillaan keskenaan. Optimointiongelmat ratkaist®MA-menetelmalla (Svan-
berg, 1987). Rakenneanalyysit suoritetaan elementtiraknéh p-versiolla, jossa ele-
menttien asteluku oh0. Kolmioelementtiverkko luodaan Triangle-koodilla (Sretwk,
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1996) uudestaan jokaisella optimointiaskeleella ja vapsieiden lukumé&aré on tyypilli-
sesti5000. .. 10000.

Esimerkki 1. Tarkastellaan ensimmaiseksi klassista muodonoptintehttivaa, jos-
sa kaksiakselisen jannitystilan alaisessa aarettomeéggssi on reikd. Tehtavané on op-
timoida reian muoto siten, etta suurin rakenteessa esgintgrtailujannitys on mahdolli-
simman pieni. Tehtavan analyyttinen ratkaisu on ellipsikp akseleiden suhde riippuu
jannitystilan paajannitysten suhteista. Optimointidngeeon periaatteessa muotoa

min (rlgleag Uvert<r)) : (10)
jossal’'q on reidn reunalle sallittujen muotojen joukkdjeon rakenteen alue. Nain asetet-
tu optimointiongelma kayttaytyy yleensa huonosti kohdé&fiossa olevamax-funktion
vuoksi, koska suurimman vertailujannityksen paikka e optimoinnin edetessa. On-
gelmaa (10) vastaava ja paremmin kayttaytyva optimoigedma on

min o
t (11)
S.. Oye(r) < & reD,

jossaa on apuparametri. Vertailujannityksena kaytetaan von Bisartailujannitysta ja
rajoitusehdon arvo lasketaan sadassa pisteessa reiailaesun

Analyysit suoritetaan levyn neljdnnesmallilla, jonkaipate on esitetty kuvassa 1.
Kuvan mittasuhteet eivat pida paikkaansa, silla neljdienga koko on400 x 400 mm?
ja reian korkeuden puolikas on rajoitettd mm:iin. Levyn paksuug = 5 mm seka
materiaalivakiot? = 200 GPa ja v = 0,3. Reikd mallinnetaan parametrisella kayralla
kayttaen joko kolmea, neljaa tai viittd ohjauspistettéydasa 1 on esitetty esimerkkind
neljan ohjauspisteen malli. Reian korkeuden ei sallita movran, joten pisteeA paikka
on kiinted. Jotta neljan kayran muodostama kokonainerd relisi siled, vaaditaan etta

20 MPa

ANONONONONNONNNNNNNNT

60 MPa

Kuva 1. Esimerkissa 1 kaytetty neljannesrakenne, sen tuenta jarkiudset.
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Ohjaus- | Kayran | Kayran tyyppi| Suunnittelu-| max o..,;/MPa | Iteraatioita

pisteita aste muuttujia
3 2 Bézier 1 92,166 7
3 2 rat. Bézier 2 80,135 5
4 2 B-splini 3 81,456 5
4 3 Bézier 3 80,246 6
4 2 rat. B-splini 5 80,135 8
4 3 rat. Bézier 5 80,135 9
5 2 B-splini 5 80,548 6
5 3 B-splini 5 80,163 10
5 4 Bézier 5 80,144 6
5 2 rat. B-splini 8 80,135 15
5 3 rat. B-splini 8 80,142 11
5 4 rat. Bezier 8 80,135 9

Taulukko 1. Reika darettomassa levyssa, jannitysten minimoinnin seok

kayra kohtaa symmetria-akselit kohtisuoraan. Siksi msteA ja B y-koordinaatit ovat
samat, samoin pisteidénja D z-koordinaatit. Suunnittelumuuttujina kaytetaan kaikkia
vapaaksi jaaneitd ohjauspisteiden koordinaatteja. Kdvasimerkkitapauksessa suun-
nittelumuuttujina ovat siis pisteed x-koordinaatti, pisteei y-koordinaatti seka pis-
teidenC ja D yhteinenz-koordinaatti. Jos kdyréa on rationaalinen, suunnittelutiujina
kaytetaan liséksi suurinta mahdollista maaraa toisistégoumattomia ohjauspisteiden
painokertoimia. Neljan ohjauspisteen tapauksessa taraéénoa kaksi.

Taulukossa 1 on esitetty suurin vertailujannitys ja vadadiptimointi-iteraatioiden
maara, kun muodon kuvaamiseen kaytettya kayraa on vaihdéyrat, joilla on yhta
monta ohjauspistettd, on ryhmitelty yhteen. Jokaisen &msisélla ensimmaisena ovat
polynomiset ja seuraavana rationaaliset kayrat. Tautakbsdhdaan, etta melkein kaik-
ki rationaaliset kayrat antavat saman optimituloksennVaden ohjauspisteen, kolman-
nen asteen rationaalisen B-splinin optimitulos on hiemaaa, luultavasti numeerisis-
ta syista johtuen. Kuitenkin kaikki rationaaliset kayratavat paremman tuloksen kuin
paraskaan polynomisista kayrista. Tama ei ole yllatyk sihgelman teoreettinen opti-
mimuoto, ellipsi, voidaan kuvata tarkasti rationaalesitayrilla, mutta ei polynomisilla.
Verrattaessa polynomisia kayria, joilla on sama maarausipisteita mutta eri asteluku,
nahdaan etta korkeampiasteiset kayrat antavat tass&debéparempia tuloksia.

Esimerkki 2. Tam&n esimerkin optimointiongelma on edellisessa esiissikkasi-
tellyn muunnelma. Tehtavana on optimoida kaksiakseligenifystilan alaisessa levyssa
olevan reian muoto siten, etta levyn materiaalitilavuusr@hdollisimman pieni ja jan-
nitys on sallituissa rajoissa. Optimointiongelma on

min V'
t (12)
s.e. ou(r) <200 MPa reD,

missal’y reidlle sallittujen muotojen joukkd; on levyn materiaalitilavuuss,,; von Mi-
ses vertailujannitys j& levyn alue. Rajoitusehdon toteutuminen tarkistetaan sadas
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Ohjaus- | Kayran | Kayran tyyppi| Suunnittelu-| V/mm? | Iteraatioita

pisteita aste muuttujia
3 2 Bézier 2 2265.7 4
3 2 rat. Bézier 3 2262.6 6
4 2 B-spline 4 2243.5 8
4 3 Bézier 4 2252.2 7
4 2 rat. B-spline 6 2240.5 17
4 3 rat. Bézier 6 2241.3 24
5 2 B-spline 6 2244.3 13
5 3 B-spline 6 2242.2 12
5 4 Bézier 6 2235.8 18
5 2 rat. B-spline 9 2237.2 21
5 3 rat. B-spline 9 2235.8 22
5 4 rat. Bézier 9 2235.7 25

Taulukko 2. Reika aarellisessa levyssa, tilavuuden minimoinnin tudoks

reian reunan pisteessa.

Jalleen kuva 1 esittda levyn analysointiin kaytettavagneesmallia. Talla kertaa
kuvan mittasuhteet pitavat paikkansa, koska levyn ne§jis@n koko ore5 x 25 mm?.
Reian kokoa ei rajoiteta keinotekoisesti, joten kaikillgti#& on yksi suunnittelumuut-
tuja enemman kuin esimerkissa 1. Kuvan 1 esimerkkikaysailénittelumuuttujina ovat
pisteidenA ja B yhteineny-koordinaatti, pisteef x-koordinaatti, pistee@ y-koordi-
naatti seka pisteided ja D yhteinenz-koordinaatti. Kaikki muu on samoin kuin esimer-
kissa 1.

Taulukossa 2 on esitetty optimitilavuus ja vaadittu opiimiateraatioiden maara,
kun muodon kuvaamiseen kaytettya kayrad on vaihdeltu. &ajgilla on yhta monta
ohjauspistettd, on ryhmitelty yhteen. Jokaisen ryhmaéll&i€nsimmaisené ovat poly-
nomiset ja seuraavana rationaaliset kayrat. Tassa esgs@mli ole selvaa mitka kayrat
ovat parhaita, kun vertaillaan suunnittelumuuttujien rédaoptimitilavuutta ja vaadittua
optimointiaskelten maaraa. Yleisesti ottaen, ratiosdklikayrilla optimointi konvergoi
hitaammin, mutta saatu optimitulos on yleensa parempra¥aessa eri asteisia neljan
ohjauspisteen kayrid matala-asteiset antavat parenipksta, mutta eri asteisilla viiden
ohjauspisteen kayrilla johtopaatds on painvastainen.

YHTEENVETO

Tassa artikkelissa on vertailtu polynomisia ja ratiorsalparametrisia kayria muodo-
noptimoinnissa. Kaksi optimointitehtavaa ratkaistaapttiéén erilaisia kayria suunnit-
telureunan kuvaamiseen. Esimerkkien tulosten valossaaokata sanoa mitka kayrat
ovat parhaita. Rationaaliset kayrat antavat parempia d@ptoksia, mutta toisaalta opti-
moinnin kustannukset ovat myds korkeammat. Siksi lisé@iettovat tarpeen ennen kuin
pidemmalle menevia johtopaatoksia voidaan tehda. Myoesnpaia vertailumenetelmia
olisi syyta kehittaa.
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