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THVISTELMA

Téssé esityksessd tarkastellaan tasopalkkielementtid, jolla voidaan mallintaa liitoksil-
taan joustavia kehid. Liitoksen jousto ajatellaan johtuvan liitoksessa vaikuttavasta tai-
vutusmomentista, ja ilmié on mallinnettu kdyttdmélld lineaarisia rotaatiojousia elemen-
tin péissd. Aluksi johdetaan kisitellyn elementin muotofunktiot ja sitten ndiden avulla
jdykkyysmatriisi, konsistentti massamatriisi ja geometrinen jaykkyysmatriisi. Mat-
ritseille saadaan melko yksinkertaiset laskentakaavat. Lopussa kisiteltyd menetelmai on
havainnollistettu laskuesimerkill.

JOHDANTO

Kehérakenteita analysoitaessa oletetaan yleensd laskennan yksinkertaistamiseksi, ettd
rakenteen liitokset ovat joko tdysin jaykkid tai toimivat kuten nivelet. Todellisuudessa
liitosten kayttdytyminen on kuitenkin ndiden kahden harvoin puhtaasti esiintyvén
ddritapauksen vélissd. Kuten periaatteellisesta kuvasta 1 ndhdéén, vaihtelee pilarin ja
palkin liitoksen jaykkyys hyvin paljon riippuen kaytetystd kiinnitystavasta. Lisdksi
taivutusmomentin M ja sen aiheuttaman kulmanmuutoksen @ vilinen yhteys on epi-
lineaarinen.

Kuva 1. Pilarin ja palkin liitoksen jaykkyys.
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Tamén tyon ideana on tarkastella tasopalkkielementtié, joka huomioi palkin kiinnityk-
sen joustamisen kiinnityksen kohdalla vaikuttavan taivutusmomentin johdosta. Palkin
pddn tuenta on mallinnettu lineaarisella rotaatiojousella, jonka jaykkyys K tunnetaan.
Mikili k =0, kéyttaytyy liitos kuten nivel, ja mikili k = co, vastaa liitos tdysin jaykkaa
kiinnitysta.

Joustava tuenta voitaisiin periaatteessa mallintaa helposti my0s erillisilld jousielemen-
teilld. Télloin laskentamallin vapausasteiden méérd kuitenkin kasvaa ja siten tuntemat-
tomien solmusiirtymien ratkaiseminen tulee tydladmméksi. Johtamalla jaykkyys- ja
massamatriisi sekd geometrinen jaykkyysmatriisi elementille, joka huomioi tuennan
joustamisen, sdilyy laskentamallin vapausasteiden lukumééra entiselldén.

Joustavasti tuettuja palkkeja koskevia artikkeleita 16ytyy kirjallisuudesta lukuisia.
Naéistd voidaan mainita esimerkiksi [1], [2], [3] ja [4]. Aihe tuntuu olevan edelleen ak-
titvisen tutkimuksen kohteena.

MUOTOFUNKTIOT

Tarkastellaan kuvan 2 mukaista molemmista pdistdéin rotaatiojousella tuettua neljin
vapausasteen (Vi, ¢,, V2 ja ¢,) tasopalkkielementtid. Elementin pdissd olevat jaykét

palkin palat oletetaan dédrettoméan lyhyiksi ja niiden tarkoitus on vain helpottaa tilanteen
hahmottamista. Mikili kehén liitosten eksentrisyys halutaan huomioida, onnistuu tima
lahteessa [4] esitetylld tavalla.

Kuva 2. Molemmista pdistddn rotaatiojousilla tuettu tasopalkki.

Lausutaan palkin taipuma V(X) solmusiirtymien Vi, ¢,, V» ja ¢, sekd vastaavien

muotofunktioiden N, (x), N,(x), N5(x) ja N,(x)avulla.
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V(X): NI(X)VI + N2()()¢1 + N3(X)V2 + N4(X)¢2
_Vl _
9 (D)

Vv,

4,

Il
21
o)

N oo N 8]

Jos kulmat @, ja €, sekd siirtymét v, ja v, tunnetaan, on taipuman lauseke muotoa

v(x)= N, () v, + N, ()8, + N, (x)v, + N,(x)8,

Vl
9, : @
=[N0 N0 Ny N0l " [=Ng
2
92
missd N,(X), N,(x), N;(x) ja N,(X) ovat tutut Hermiten polynomit
X2 X3 X2 X3
NI(X):1_3?+2F Nz(X):X_2T+F
x> X x> x ©)
Kuvan 2 perusteella ndhdédédn yhteydet
¢, =0,+a, ja $,=0,+a,. 4)

Kulmat o, ja «, ovat rotaatiojousista johtuvat kulmanmuutokset palkin péissid. Koska

jouset oletettiin lineaarisiksi, voidaan kirjoittaa

ay=—— ja o), =—, (5)

missd M; ja M, ovat momentit palkin pdissd ja k; sekd k, jousien jaykkyydet.

Huomioimalla (4) ja (5) saadaan taipuman lauseke (2) muotoon
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S S
M, v M,
NI s
V)=[N) N0 NSO NGl T =N
> v, (6)
L g | |-z
L ’ ky | ’ L ke ]
=N(@@+p)
Taivutusmomentit M; ja M, kytkeytyvit taipuman v(X) kanssa lausekkeilla
M,=—EIV'(0) ja  M,=EIV(L). (7
Derivoimalla (6) saadaan
v'(x)=N"(x)(@+p) )
ja siten palkin paissi
v'(0)= %[—6 -4L 6 -2L]@+p)
- , ©)
v'(L)= ?[6 2L -6 4L](@+p)
mistd edelleen momenteiksi M; ja M,
El ~
M,=—[6 4L -6 2L](G+p)
II_EI . (10)
M, :F[6 2L -6 4L](@+p)

T
. . M M .
Sijoittamalla lausekkeesta (6) vektori p:{o —k—l 0 _kz} kaavaan (10) ja
1 2
termejé siirtelemélld padstddn muotoon

M1+E—2| aMib oML :52'[6 4L -6 2L]G
L K, L

2

. (11)
M, L M,L ~
M2+E—2| 2142 :E—ZI[6 2L -6 4L]G
L k, k, L
Otetaan kiyttoon lyhennysmerkinnét
El El
= — 'a = 12
7 K J 7 T (12)
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ja puetaan yhtdlot (11) matriisimuotoon, jolloin

Vl
1+4y, 2y, B 6 4L -6 2L|| ¢, (13)
2y, l+4y, [[M, | 6 2L -6 4L||v,
9,
Yhtilosté (13) ratkaisemalla saadaan
vl
M| El 6(1+27,) 4L(1+3y7,) ~6(1+27,) 2L A (14)
M, |~ Cal6ll+27,) 2L -6(i+2y,) 4L(+3p,)| | V.|
9,
missd lyhennysmerkinté A tarkoittaa lauseketta
=(1+4y )1+47,) - 477, (15)
Huomioimalla momenttien M; ja M, lausekkeet saadaan p nyt muotoon
i 0 0 0 0 v,
6y 6y
1~ Ll (+27.) —47,(1+37.) Ll (1+27,) ~27, #,
P=a 0 0 0 0 v,
6y 6y (16)
- Lz +27,)  -27, L2 (+27,) -4r,0+37,) 2
|
=—S
A q

Sijoittamalla (16) taipuman lausekkeeseen (6) péddstdan lopulta haettuun muotoon
~ 1. La)s s
v(x)=N q+ZSq =N '+XS 9=Ng. (17)

Joustavasti tuetun tasopalkin muotofunktio ovat siten

N (X)=N (X)+ A N (X)+ A LN, (X)

ﬁz(x>=[l+5§jN2<x)+s“N4(x>

(18)

N,(x) = 3» N L)+ N, (x)+ 3N (x)

N (x)_AN (x)+[1+ jN (X)
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missd Sj; viittaa matriisin S alkioon ja N,(Xx), N,(X), N,(x) ja N,(X) ovat Hermiten
polynomit.

Mikili liitokset ovat jiykkid eli k, =k, =oo pelkistyvit N, (x), N,(x), N;(x) ja
I\Nl4(x) Hermiten polynomeiksi, silld silloin y, =y, =0 ja siten s; =0 ja A=1. Jos

taas liitokset vastaavat nivelid eli k, =k, =0, sievenevit muotofunktiot muotoon

I\Nll(x):l—% N, (x) =0
X

. (19)
N0 = N, () =0

Poikittaisiirtymid muuttuu siten elementin alueella lineaarisesti, kuten sauvalla
kuuluukin muuttua.

JAYKKYYSMATRIISI

Yksinkertaisin tapa johtaa rotaatiojousilla tuetun tasopalkin jaykkyysmatriisi lienee
staattinen tiivistys, missé tavallisen palkkielementin ja kahden jousielementin muodos-
tamasta mallista tiivistetddn kaksi sisdistd rotaatiovapausastetta pois. Tuloksena saadaan
alkuperdiset elementit korvaava ns. superelementti. Jéljelle jddvien ulkoisten
vapausasteiden siirtymien arvojen kannalta on sama, kdytetdanko alkuperdistd palkkia ja
kahta jousta vai uutta superelementtid. Staattisella tiivistykselld tarkoitetaan statiikan
ongelman osittaista etukdteen tapahtuvaa ratkaisemista, joka ei havitd informaatiota.

Rakenteen ominaistaajuuksia ja lineaarisen stabiilisuuteorian mukaista alinta positiivista
kuormituskerrointa laskettaessa pdddytddn ominaisarvotehtdvin ratkaisemiseen.
Alkuperidiselld rakenteella ja staattisen tiivistyksen jdlkeiselld superelementeistd
koostuvalla rakenteella on eri midrd vapausasteita ja siten myOs eri mddré
ominaispareja. Ominaisarvotehtévien ratkaisut eivdt ole siis samat ennen ja jilkeen
staattisen tiivistyksen. Téstd syystd joustavasti tuetun tasopalkin massamatriisin ja
geometrisen  jaykkyysmatriisin =~ muodostamisessa  kdytetddin = muotofunktioita.
Johdonmukaisuuden vuoksi on tissd esityksessd myos jidykkyysmatriisi johdettu
kéyttden muotofunktioita.

Rotaatiojousilla tuetun tasopalkin kimmoenergia U koostuu itse palkkiin sitoutuneesta
kimmoenergiasta U, ja jousiin sitoutuneesta kimmoenergiasta U,

U=U,+U,. 20
1 2

Palkkiin varastoitunut kimmoenergia U; saadaan laskettua taipuman Vv(X) avulla kaa-
vasta

U, =L [ElIv/(x)? dx. 1)

1
2

S —y

Lausekkeen (17) perusteella taipuman toiseksi derivaataksi tulee

27



v"(x)=N"£I+iSja. 22)
Sijoittamalla (22) U;:n lausekkeeseen ja sieventdmélld paddytiddn tulokseen

L L
Ul :;aT{IEI N”TN”dX‘f'J. NI!TN!!S dX+j ST ”TN dX+J‘ ST N”TN”S dx}q‘
0 0

(23)
Koska tavallisen jaykésti tuetun tasopalkin jaykkyysmatriisi ko méaéritelladn
L
K, jEl N""N"dx, (24)
0
menee U; edelleen muotoon
U, =137k, +—k,S+-S"k, +—=Sk,S 4. 25)
? A A A’

Rotaatiojousiin varastoitunut kimmoenergia riippuu kulmista &, ja o, ollen muotoa

Uzz%klalz"'%kzazz' (26)
M M,
Yhteyden p = {0 - k—l 0 - k} ja lausekkeen (16) perusteella ndhdéén, ettd
1 2
M‘—l[s S, S s]a—lsa
TR S | 22 23 24 02
oA M 27)
, 1 1
_T:Z[SM Sp Su 544]q :X54q
2
missd S, on matriisin S toinen rivi ja S4 vastaavasti neljas rivi.
Huomioimalla (5) voidaan kirjoittaa edelleen
| . | .
«, :_Zszq Jja o, :_Xs4q- (28)
Sijoittamalla &, ja , U,:n lausekkeeseen sekd sieventdmalld saadaan
k k
U, =;aT[A;sszz+A§s4Ts4]ﬁ. (29)

Kun yhdistetddn U;:n ja U,:n lausekkeet (25) ja (29) ndhdéén rotaatiojousilla tuetun ta-
sopalkin jaykkyysmatriisin olevan muotoa

k=k,+k, +k,, (30)
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missé Ky on tavallisen tasopalkin jaykkyysmatriisi

[ 12 6 12 6 ]

g L _E L
-] 31)
oT L 12 6 12 6

Ul

_E 2 _% 4_

ja ki sekd k; lasketaan lausekkeista

1

K, :lkOS+iSTk0 +—8"k,S
A A A (32)
k k '

k,= A—;ssz2 +A—§S4Ts4

Jos halutaan huomioida myos palkin akselin suuntaiset vapausasteet, kiy tdma helposti
lisdamalla niitd vastaavat rivit ja sarakkeet. Talloin uusi 6x6 jiykkyysmatriisi on

EA v o EBA o o
L L
0 kll k12 0 k13 kl4
R — 0 k21 k22 0 k23 k24 (33)
EA EA '
-— 0 0 — 0 0
L L
0 k31 k%2 0 k33 k34
L 0 I(41 k42 0 k43 k44_

MASSAMATRIISI

Palkin liike-energia T on siirtymédn v = V(X,t) avulla lausuttuna muotoa

T=1[mv*dx. (34)

L
2

O

Lauseketta (17) derivoimalla ajan suhteen saadaan
1.) 2
v=N|I1+—S|q. 35
(1-15): .

Sijoittamalla (35) kaavaan (34) ja sieventdmalld paadytddn muotoon
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) L L m L'm L m )
T=1§" ijTN dx+j —N'NS dx+j —S"™N"N dx+j —S'N'NS dx |G
0 0 A 0 A 0 A
(36)
Tavallisen jdykésti tuetun tasopalkin konsistentti massamatriisi on muotoa
L
mozijTN dx, (37)
0
joten liike-energiaksi saadaan
o 1 1 1 <
T=§qT(mO+AmOS+ASTmO+A25Tm08jq. (38)
Joustavasti tuetun tasopalkin konsistentti massamatriisi m on siten muotoa
m=mg,+m,, (39)

missd Mg on tavallisen jaykéasti tuetun palkin massamatriisi

[ 156  22L 54  —13L]

AL| 22L 4L 13L 3L
m, == (40)
420 | 54  13L 156 -22L

|-13L -31% —22L 4L |

ja m; lasketaan kaavasta

1 1 1
m, :XmOS+XSTmO+ESTmOS. (41)

Aksiaalisten vapausasteiden huomioiminen onnistuu lisddmalld niitd vastaavat rivit ja
sarakkeet, jolloin uudeksi 6x6 massamatriisiksi saadaan
[LpAL 0 0 LpAL 0 0]
0 mll le 0 m13 m14
0 m21 m22 0 m23 m24
1pAL 0 0 1pAL O 0
0 m31 m32 0 m33 m34
0 m41 m42 0 m43 m44_

3|
I

(42)
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GEOMETRINEN JAYKKYYSMATRIISI

Mikéli muotofunktiot Nl, Nz, ... tunnetaan, elementin geometrinen jaykkyysmatriisi
saadaan niiden avulla lausekkeesta

k,=P

g

N'"N'dx, (43)

O

missd P on normaalivoima.

Lausekkeen (17) perusteella ndhdéén, ettd tilld kertaa muotofunktioiden derivaatta on
muotoa

N’=N’(I+ISJ. (44)
A
Sijoittamalla (44) kaavaan (43)ja sieventimaélld paddytdan muotoon

k =

g

O C—y

L L L
PN''N’ dx+j PNTN'S dx +j PsTNTN dx +j EZST N'N'Sdx.  (45)
0 A 0 A 0 A

Koska jaykasti tuetun tasopalkin geometrinen jaykkyysmatriisi on muotoa

L
Ky = P[NTN"dx, (46)
0

tulee joustavasti tuetun tasopalkkielementin geometriseksi jaykkyysmatriisiksi

K, =Ky +Kyg (47)

missé Kgo on tavallisen palkkielementin geometrinen jaykkyysmatriisi
36 3L -36 3L |
p | 3L 4L -3L -L°

K o= (48)
®30L|_36 —3L 36 -3L

3L -1 -3L 4L
ja Kg1 on puolestaan muotoa

1 1 1
Ky = K8+ 8Ky 587K, S. (49)

Aksiaaliset vapausasteet huomioiden saadaan 6x6 geometriseksi jaykkyysmatriisiksi
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0O 0 0 0 0 0
0 Ky kyo 0 Ky Ky,

- 0 Ky Ky 0 Kpy Ky 0
0O 0 0 0 0 0
0 Ky Kyy 0 Ky Ky
0 Ko Kuo 0 Ky Ky

ESIMERKKITEHTAVA

Tarkastellaan esimerkkitehtévassd kuvan 3 mukaista kymmenestd palkista koottua ra-
kennetta. Kehén palkit ovat suorakaiteen muotoisia 180 mm korkeita, 100 mm leveité ja
seindmdn paksuudeltaan 7,1 mm olevia putkipalkkeja. Ristedvid palkkeja ei ole liitetty
yhteen.

F=50 kN
A=3601 mm*
L 1=1,463-10" mm*
L=2m
E=210 GPa
T, p=7850 kg/m’

L L
Kuva 3. Kymmenen palkin kehé.

Rakenteen laskentamallissa on kaksi edelld kuvatun kaltaista kuuden vapausasteen ele-
menttid kutakin palkkia kohden, jolloin tuntemattomien vapausasteiden maériksi tulee
42. Ratkaistaan mallilla oikeanpuoleisen voiman vaikutuspisteen pystysiirtyma v, raken-
teen alin ominaistaajuus f; ja pienin lineaarisen stabiilisuusteorian mukainen kuormitus-
kerroin A,, palkkien liitosten jaykkyyden Kk funktiona. Télloin on oletettu, ettd arvo
k=10" vastaa saman palkin perikkiisten elementtien vilistd jiykkaa liitosta. Saadut
tulokset on esitetty oheisissa kuvissa 4, 5 ja 6. Kuvissa olevat vaakasuorat katkoviivat
vastaavat Ansys-ohjelmalla 20 tasopalkkielementin mallilla saatuja tuloksia, kun kaikki
liitokset ovat jaykkid (k=oo) tai palkkien liitoksista on taivutusjaykkyys poistettu (k=0).
Kuvaajia 4, 5 ja 6 laskettaessa jaykkyyttd k ei voitu asettaa tasan nollaksi. Saatujen
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kokemusten perusteella k voi kuitenkin olla ilman suurempia numeerisia ongelmia
melko ldhelld nollaa tai vastaavasti lukuarvoltaan hyvin suuri.

1.45

1.445
v
[mm] 1.44

1.435 \

1.43

I —— |
[~
1425 I 5 3 v
k x 10

Kuva 4. Pystysiirtyma v palkin pdiden jaykkyyden k funktiona.

70
68 /
66

f1 64
[Hz]

62

60

58

56
0 1 2 3 g 4
k x 10

Kuva 5. Alin ominaistaajuus f; palkin pdiden jaykkyyden k funktiona.

220

200

180 /

2, 160 /
140
120
100
80
60

0 1 2 3 s 4
k x 10

Kuva 6. Lineaarisen stabiilisuusteorian mukainen kuormituskerroin A, palkin péi-
den jaykkyyden k funktiona.
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Kuvien 4 - 6 perusteella voidaan tehdé seuraavat padtelmat:

e Liitosten jaykkyyden kasvaessa nollasta kdyttiytyy rakenne nopeasti kuten keh.

e Kun liitosten jaykkyys lisdédntyy, pienenevit siirtymdt, alin ominaistaajuus kas-
vaa ja stabiilisuus menetetéédn vasta suuremmalla kuormituksella.

e Pystysiirtymé v muuttuu véhén, mutta alin ominaistaajuus f; ja kriittinen kuormi-
tuskerroin 4,, muuttuvat melko paljon, kun k kasvaa nollasta.

e Joustavasti tuetulla tasopalkkielementilld saadut tulokset sattuvat hyvin Ansys-
ohjelmalla laskettujen vertailuratkaisujen valiin.

YHTEENVETO

Palkin pédiden tuennan jousto voidaan mallintaa melko yksinkertaisella tavalla kdyttden
palkin pédissd lineaarisia rotaatiojousia. Esitetty menetelmi ei vastaa tdysin todellista
epélineaarista kéyttdytymistd, mutta on kuitenkin parempi vaihtoehto kuin olettaa
liitokset suoraan niveliksi tai tdysin jaykiksi.

Esitetylld tavalla FEM-mallin tuntemattomien vapausasteiden miérd ei kasva, vaikka
tuennan jousto huomioidaan. Tavallisen jéykasti tuetun tasopalkin jiykkyys- ja massa-
matriisi sekd geometrinen jaykkyysmatriisi voidaan muuntaa vastaamaan joustavasti
tuettua palkkia kertomalla niitd tuennan jaykkyydestd riippuvalla vakiomatriisilla S.
Talloin ndiden matriisien laskenta ei muutu oleellisesti tyoladmmaéksi.

Laskuesimerkin perusteella ndhddin, ettd tuennan joustavuudella ei ole juuri vaikutusta
ristikkomaisen rakenteen siirtymiin, mutta silli on melko suuri vaikutus alimpaan
ominaistaajuuteen f; ja lineaarisen stabiilisuusteorian mukaiseen kriittiseen
kuormituskertoimeen Ay . fi:n ja Ag:n herkkyys liitosten jaykkyydelle k liittynee
rakenteen kdytoksen muuttumiseen ristikosta kehéksi. Ominaisarvojen muuttuessa mydos
niitd vastaavat ominaismuodot muuttuvat, jolloin ei ole endd kyse samasta ilmiosta.

Liitosten jdykkyyden ilmoittavat jousivakiot oletettiin tdssd esityksessd etukéteen tun-
netuiksi. Niiden suuruuden arviointi voi olla kuitenkin hankala tehtivd. Kehén liitoksen
jaykkyyteen vaikuttaa valitun liitostyypin lisdksi liitettdvien palkkien tyyppi, koko ja
lukumééra.
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