OPTIMAALINEN KILPAJUOKSU

Matti A Ranta Rakenteiden Mekaniikka, VVol. 36
Nro 1, 2003, s. 22-37

Tiivistelma: Artikkelissa esitetddn yksinkertainen energian tuoton malli ja sovelletaan
sitd neliollisen vastuslain kanssa juoksuun. Malli ottaa huomioon my0s kaarteen
vaikutuksen. Mallin nelja parametrid méaaritetddn maailmanennétystilaston (katso [10])
perusteella. Integraalit ratkeavat yhtd lukuunottamatta analyyttisesti.

LIHKEYHTALO JA ENERGIANTUOTON MATEMAATTINEN MALLI

Kineettisesséd probleemassa lahdetaan liikkeelle kaytettdvissa olevasta lihasvoimasta.

Integroidaan Newtonin Il lain

dv
—=F-D 1
M 1)

avulla muodostetut liikeyhtél6t, missd m on massa, v nopeus sekd F ja D voima ja
vastusvoima. Halutut liikesuureet saadaan kaavan (1) alkuehtoihin sovitetun ratkaisun
jalkeen joko analyyttisessa tai suoraan numeerisessa muodossa. Useissa varsinkin
yksinkertaistetuissa tapauksissa on edullisempaa kéyttaa jotain liikeyhtaloiden (1) vali-
integraalia. Naista tavallisimpia ovat: energian, litkkemé&aréan ja kulmaliikema&ran

séilymisen periaatteet.



Ihmisen energian tuotto voidaan tunnetusti pelkistad seuraavasti:

* [hmiselld on ennen urheilusuoritusta elimistosséan latenttina tietty energiamaaréa E,
jota ei voida ylittaa.

* Urheilusuorituksen aikana héan ponnistellessaan voimalla F<F,,, kuluttaa
energiavarastoaan teholla F-v.

* Urheilusuorituksen aikana aerobinen prosessi tdydent&é energiavarastoa korkeintaan

maksimaalisella vakioteholla X .

Energiatasapaino antaa tehoyhtalon

@ _

=Y_F. 2
m v (2)

Energian E(t) on toteutettava alkuehto
E(O): EO .

Integroimalla tehoyhtéld (2) voidaan energian rajoitusehto Kirjoittaa muotoon
t
Eo2E(t)=Ey+Xt- [F-vdt>0 .
0

KILPAJUOKSU

Prof. Keller on julkaisuissaan ([1] ja [2]) kasitellyt kilpajuoksua ja ratkaissut periaat-
teessa optimaalisen vauhdinjaon eripituisilla juoksumatkoilla. H&n on kayttanyt
liikeyhtalossa (1) lineaarista vastusmallia. Analyysissédan Keller totesi, ettd jos juostava

matka on ns. kriittistd matkaa pidempi, on optimaalinen juoksustrategia seuraava:

* Juostavan matkan pituudesta riippuen heti 1ahdon jalkeen n. 1-2 s kiihdytysvaiheen
aikana vauhti kiihdytetddn maksimivoimalla matkanopeuteen.

* Se valitaan niin, ettd energiavarasto on vakionopeusvaiheen jélkeen tyhja eli e=0
juostavan matkan pituudesta riippuen 1-5 s ennen maaliintuloa.

* Viimeiset metrit eli hidastusvaihe juostaan vakioteholla fv=o siten, ettd e=0.

Talléin vauhti hidastuu melkoisesti kohden metabolista nopeutta.



Erdissd muissa tutkimuksissa on kéytetty neliollista vastusmallia. Vastusmalli ei vaikuta
nopeimpaan loppuaikaan tahtddvaan juoksustrategiaan eli vauhdinjaon optimointiin,
ainoastaan numeeriset yksityiskohdat hieman muuttuvat. Lahtoyhtéldiksi voidaan ottaa
litkeyhtdl6 (1) ja tehoyhtdl6 (2) massalla jaettuna. Merkitaan

ft)=FtY/m<f,x ., €=et)=E@t)/m>0 , o=%/m

ja oletetaan vastuksen olevan muotoa

= kg + ko (V=) .

3|o

missé kr on jalkojen edestakaisesta liikuttamisesta (rotaatiosta) tuleva vastusosuus ja
kp on ilmanvastuksen osuus. Myo6téatuuli on positiivinen eli v, > 0. Lahteessa [6]
esitetaan kertoimille arviot kg =0.0464m™ ja kp=0.0033m™, joten jalkojen

rotaatiovastus on tyynella séélla ilmanvastukseen nahden yli kymmenkertainen.

Liikeyhtal6 (1) kuuluu nyt

% = f—kgv? —kp(v—v f , v(0)=0 3)

ja energiayhtalo (2)

%zg_fv , e(0)=¢y>e(t)>0. (4)

Liikeyhtalon (3) integrointi (vertaa [7]) onnistuu analyyttisesti vain jos f on vakio, joten

yleensd on parasta turvautua numeeriseen integrointiin. Tyynella s&allda on v; =0,

jolloin liikeyhtald yksinkertaistuu muotoon (k = kg +Kkp)

—rkP=f . 5
T (5)

Liikeyhtalo (5) voidaan integroida analyyttisesti, kun f = f.,, on vakio, jolloin

saadaan

1 \Y;
L aran(2) :
kVar an v (6)



2
X:_Z—lkm[l_(%) }silncosh(kVt);Vt—%an : (7)

missd V on mééritelty yhtalossa (9). Eliminoimalla voima f yhtaloista (4) ja (5) seuraa
tehoyhtalo

%(%vz +e):c—kv3 : (8)
Suurin mahdollinen nopeus

V= (fmax/ k)]/z )

suoralla radalla saavutetaan raja-arvona yhtalosta (5), kun f =f,... Suurin

mahdollinen jatkuva nopeus eli metabolinen nopeus
U =(o/k)"® (10)

saadaan raja-arvona yhtalosté (8). Edelld kuvattu juoksumalli sisaltaa nelja parametria:
k yhdistetty vastus
V tai f,, ddrimmainen lyhytaikainen suorituskyky

U tai o dd&rimmainen jatkuva suorituskyky

ey perusenergiavarasto.

PISIN PIKAJUOKSUMATKA ELI KRIITTINEN MATKA

Tarkastellaan seuraavaa kysymysté: Kuinka pitkan ajan T, eli miten pitkdn matkan D,

juoksija kykenee juoksemaan maksimaalisella voimalla ennenkuin energiavarasto on
tyhja? Oletetaan yksinkertaisuuden vuoksi, ettd juoksu tapahtuu suoralla radalla.
Integroidaan energiayhtald (4), jolloin kaavojen (7)-(10) avulla voidaan johtaa
likim&é&rdinen mutta hyvin tarkka energiayhtélo probleeman ratkaisemiseksi:

e(T.)=eg +oT, - fmaX%In cosh(kvT,)~eq + V2 In2 —k(V>-U* )T =0 .

Tasta seuraa kriittinen aika



e +VZ2In2

To=——= 11
c k(V3 _ Ug) ( )
ja vastaava kriittinen matka
3
I:)C_eov +U?In2 (12)

- k(E-u®)
Laskut osoittavat, ettd 25 s < T, <30 s ja 250 m < D, <300 m.

JUOKSU NORMAALILLA 400 m RADALLA

Vain sadan metrin juoksussa koko matka juostaan suoraan. Muita matkoja pituudeltaan
D juostaan niin, ettd maali on aina viimeisen 100 m suoran péaassa. Talléin matkan
pituudesta riippuen ldhdetddn joko kaarteeseen tai suoralle. Koska radan pituus on 400
m ja kaarteita on kaksi, on kaikilla 200 m:ll4 jaollisilla matkoilla 14ht6 kaarteeseen.
Toisin sanoen, jos D/100m on parillinen kokonaisluku, tapahtuu laht6 kaarteesta. Jos
taas D/100m on pariton kokonaisluku, tapahtuu lahtd suoralta. Tavallisimmista
Kilpailumatkoista vain 300 m ja 1500 m l&htevat suoralle. Mailimatkoja ei tdssé

tarkastella.

Lahteen [4] mukaan kaarrejuoksussa tulee liikeyhtalossé (5) voima f korvata voimalla

=y 12 (/R .

joka ottaa huomioon kaarrejuoksussa syntyvan keskipakoisvoiman kompensoimisen

lihasvoimalla.

Tarkastellaan 400m juoksua normaalilla radalla (katso Kuva 1). Koska radat
numeroidaan sisaradalta alkaen, on normaalikokoisen urheilukentdn radan n

kaarevuussédde metreind R=R(n) =100/ 7 +1.22(n —1). Lahtd tapahtuu maalilinjasta



kaarteeseen pain mitattuna matkan d(n)=1.22(n—1)2z metreind radan siséreunaa

pitkin. Matkat Xy, X, X, X3 ja x, lasketaan l&hdosta asianomaiseen pisteeseen.

Matka voidaan jakaa kuuteen eri vaiheeseen. Nopeuden v, matkan X ja energian e

madrittavat yhtalot eli tilayhtalot ovat optimivauhdinjaon mukaan seuraavat:

22 x1
vaihe 2
vaihe 1.2
vaihe[3 sisékentta
Vo
l::(2) N 4
aihe X0
vaihe 4.1 vaihe 4.2 [d(2
0 x4 maali |&ht6 rata n=2

Kuva 1. Periaatteellinen kuva 400m juoksun eri vaiheista toisella radalla, jossa n=2

1.1 Kiihdytysvaihe ensimmaisessa kaarteessa (0 <t <t,)

% + kv2
t v(0)=0 (13a)
tai
v 2 . () v(0) =0
5& + kV = fmax — E y (13b)
dx x(0)=0



e(t) = eo +ot— fmax X(t) 1 e(o): eO . (15)
Liikeyhtaloa (13a) ei voida analyyttisest integroida, vaan taytyy tyytyd numeeriseen

ratkaisuun. Liikeyhtdlén (13b) alkuehtoihin v(0)=0 ja x(0)=0 sovitettu ratkaisu —

V

Kiihdytysmatkan pituus X, saadaan matkanopeusehdosta (johdetaan myéhemmin 4.1)

L 1 in((v/—v)zl —In

X=—F——"—">53)—alCs
2K+ kR | | KR kR

(16)

v=u=Vs , (17)

mika antaa
Xo(s) = 2kﬁ+]/kR)2]{éarcsin(k—f‘qj - In{ 1- (k—SR) 2 -~ s}} : (18)

Tdassa s on parametri, joka kuvaa voiman kéytt6a suoralla. Myéhemmin esiintyvé r on

vastaava parametri kaarteessa.

1.2 Vakionopeusvaihe u =v(t,) ensimmaisessa kaarteessa (t; <t <t;)

Tall6in on voimassa dv/dt =0, U= V(ty), I = fiaarre/ fnax = vakio, jolloin

U2 2
ku2 = r2 fr%ax - (E]
(19)

x(t) = x(tp) +(t—to)u (20)




e(t) =e(tp) + (t—tg)o — [X(t) - X(tp )]I’ fmax

2. Vakionopeus u ensimmaiselld suoralla (t; < t<t,)

Talldin on voimassa dv/dt =0, s = fy o/ fnax = Vakio, jolloin
ku? =s fmax
x(t)=x(t )+ (t-tyu

e(t) = e(ty) + (t —ty)o — [x () = ()]s fmax

3. Vakionopeus u toisessa kaarteessa (t, <t <t3)

Nyt on dv/dt =0, r = fuaarre/ fmax = vakio, jolloin

u22
2 22

ku® =,Jr°f - —
max (R]

X(t)=x(tp) +(t —t)u

e(t) =e(t))+(t-ty)o - [X(t) - X(tz)]r fmax )

4.1 Vakionopeus u toisella suoralla (t; <t<t,)

Talloin on taas dv/dt =0, s = fg,ora/ fmax = vakio, jolloin

X(t)= x(t3) + (t—t3)u

(21)

(22)

(23)

(24)

(25)

(26)

(27)

(28)

(29)



e(t)=e(t3)+(t —t3)o - [X(t) - X(t3)]s fmax _ (30)

Yhtéloista (22) tai (28) saadaan yhtéalon (9) avulla matkanopeus

u=V+s . (31)
Voima r f ., kaarteessa verrattuna voimaan s f,, suoralla eli suhde r/s, jotta nopeus

pysyisi vakiona, saadaan yhtaloistd (19) tai (25) yhtdlon (31) avulla. Sen suuruus

vaihtelee radan sateen mukaan

2
> =
112021 /s =1+ (I/kR)" 21076 (32)

Tata (tai sen nelijuurta) voidaan pitdd kaarteen haitta- tai rasituskertoimena suoraan

rataan verrattuna.

AIKA JA MATKA ENNEN HIDASTUSVAIHDETTA

Juoksuradan D =400 m geometriasta (Kuva 1) voidaan paatell& matkat

X, =x(t) =iD-R(n)r (33)
Xp =¥ =xX(t2) ~X(t) =4 D (3)
X3 — %, = x(t3) - x(tz) = R(n)z (35)
X3 = x(t3) =4D . (36)

Laskemalla yhteen energiayhtalot (15), (21), (24), (27) ja (30) hidastumisvaiheen

alussa, kun t =t,, saadaan energia
e(ty) =€, + oty — oy [(l —1)Xg + X, +(r —9)3 D]= 0. (37)
Samalla tavalla laskemalla yhteen matkayhtalot (20), (23), (26) ja (29) saadaan matka

X4 = X(tg) = Xg +(tg —to)V+s , (38)



Koska ehto hidastusvaiheen alkamiselle on e(t4) =0, seuraa yhtaloista (37) ja (38) aika

e, +kV2|_Vs3’2t0 —@-r+s)Xy—(r —s)-}D-l

(e -u?)

t4(s) = (39)

Vaikka teoria on johdettu 400 m juoksulle, pétee yhtdlo (39) sisarataa pitkin kaikille

pidemmille matkoille, jotka ovat 200 m:lla jaollisia. L&ht0 on kaarteeseen ja X, saadaan
yhtélosta (18), mutta t, taytyy ratkaista yhtalosta (13a) numeerisesti.

Jos suure D/100 m on pariton kokonaisluku, tulee yhtal6 (39) korvata yhtalolla

& +kV2|—\/s3/2tO — X —(r—s)3(D-100 m)]

t4(s)= (40)
ey -u)
ja lahto tapahtuu suoralle, jolloin ty ja X, saadaan yhtéldisté (6) ja (7)

1

ty(s) = — artanh s (41)
kV

X () = L InL-5s) (42)

Ok '

Kaikissa tapauksissa yhtélo (38) antaa hidastusvaiheen alkuun juostun matkan x,(s).

4.2 Hidastusvaihe loppusuoralla (t, <t <T)

Koska e(t)=0 hidastusvaiheessa, tehoyhtalosta (8) seuraa kaksi samanarvoista liike-

yhtaloa
3
%‘i'jlx ki o (43a)
2
LY g (43b)



Liikeyhtalosta (43a) voidaan alkuehtoon v(x,)=u =V+/s sovittaen integroida nopeus

matkan funktiona.

Nopeus-matka riippuvuus kuuluu

1/3

3
V(X,5) = U{1+ [(%j Y2 _ 1}e—3k[X—X4(S)]} . (44)

Liikeyhtalon (43b) integraalifunktio, aika nopeuden funktiona, on

t(v)_i{zmw_iamw} )
“kUule (v-UP B Uvs

Matkan x — x4 (s) juoksemiseen kaytetty aika on nopeuksien avulla lausuttuna

t—ty(s)=tv(xs)]-tjv+s] . (46)

VOIMAPARAMETRIN s MAARITTAMINEN JA NOPEIN LOPPUAIKA T
Kun juoksija ajan T kuluttua on maalissa ja juossut matkan D, tulee olla
D=x(T) ,
jolloin vastaava loppuaika voimaparametrin s funktiona seuraa kaavasta (46)
T(s) =ty(s) +t{v(D,s)]-t[V+s ] . (47)

Loppuaika tulee sitten minimoida suureen s suhteen. Hyvana alkuarvauksena voima-

parametrille voidaan pitaa (katso (38)) yhtélon

%4(S)=%(S) +[t4(S)-t,(S) VS =D (48)



juurta S eli ettd energiavarasto olisi tyhja juuri maaliviivalla. Optimaalisen juoksun

loppuaika T seké vastaava arvo s optimaaliselle voimankéaytélle sf,,, matkajuoksun

suoralla osalla saadaan ehdosta

T=minT(s) . (49)

$>S

Kaarteissa saman vauhdin yllapitdmiseksi tarvitaan kaavan (32) mukaan hieman

suurempaa voimankayttéa r f,,,. Mitd suorempi rata on, sitd vahemman lisdvoimaa

tarvitaan kaarteissa. Ulkorata olisi siis nopein, mutta sieltd ei ole helppoa seurata

muiden juoksijoiden matkantekoa.

MAAILMANENNATYSTILASTOON SOVITTAMINEN

Sovitettaessa mallia maailmanennatystilastoon [10] oletetaan, ettd Kriittistd matkaa
lyhyemmat matkat juostaan téydelld voimalla ja sitd pidemmaét optimivauhdinjaolla.
Parametrit k ja V madradvat ajan kriittista matkaa lyhyemmilla matkoilla. Jos
maailmanennétystilasto valilla 50yd (45.72 m) ja 220 yd (201.168 m) puhdistetaan
tuulen ja kaarteen vaikutuksesta ja kéytetddn pienimman nelibsumman menetelméaa,

saadaan parametreille arvot:

TAULUKKO 1. Pikajuoksuparametrit

k =0.0679755 m*
V =11.1537 m/s tai
f . =8.45644 N/kg .

Matkojen 400 - 10000 m maailmanenndatyksistd on samoin pienimméan neliGsumman
menetelmalla saatu:

TAULUKKO 2. Kestavyysjuoksuparametrit

e, =1794.0 J/kg
U =6.427 m/s tai



o =18.0459 Wikg .

Kaavoista (11) ja (12) seuraa kriittiselle matkalle

T, =24.655
D, =264.75m .

Kellerin laskema kriittinen aika oli 27.36 s ja matka 291 m. Vaikka eroa on jonkin

verran, se ei hairitse tilastoon sovittamista.

Taulukot 3 ja 4 on laskettu edelld esitetyn kvadraattiseen vastuslakiin perustuvan teorian
perusteella. 100 m juoksussa on otaksuttu 2 m/s myo6tatuulta, 200 m matkalla on
kaytetty 3. rataa, jota yleisesti pidetddn mieluisimpana ja 400 m matkalla on kaytetty 1.
rataa, joka on hitain. Jos juostava matka on pidempi kuin 400 m, ajatellaan koko matka

juostavan sisarataa eli 1. rataa.

Juoksuradan kaarteen vaikutus on huomattava, silld sisdrataan n=1 verrattuna on

ulkorata n=8 laskennallisesti selvasti nopeampi: 200m:I14 0.15s ja 400m:114 0.32s.

TAULUKKO 3. Maailmanennétysajat eri matkoilla verrattuna teorian mukaan laskettuihin

optimaalisiin aikoihin



Matka D T-ennéatys T-teoria s-arvo &-virhe

(m) (min:sek) (min:sek) (%) (%)
100 9.78 9.80 100.0 -0.193
200 19.32 19.20 100.0 +0.610
400 43.18 42.89 72.555 +0.674
800 1:41.11 1:41.21 50.866 -0.095
1000 2:11.96 2:11.61 46.841 +0.269
1500 3:26.00 3:28.66 41.764 -1.274
2000 4:44.79 4:47.01 39.176 -0.775
3000 7:20.67 7:24.18 36.750 -0.790
5000 12:39.36 12:39.70 34.862 -0.044
10000 26:22.75 25:49.96 33.478 +2.115

Tilastoon sovituksessa nelibsummana on kaytetty virhealkioiden

e = (Tennétys - Tteoria
| =

j -100%
i

Tteoria

summaa
2- L S2 un N=10
N-15" o

Virhejakauman keskiarvo on +0.050% ja hajonta 0.929% sek& nelidllinen keskiarvo
0.827% ja vastaava hajonta 1.312%.

TAULUKKO 4. Juoksun eri vaiheiden kesto, pituus ja nopeus lopussa

Kiihdytysvaihe Matkavaihe Hidastumisvaihe
Matka

D (m) S m S m m/s S m m/s




400 1.749 10.231 40.270 382.591 9.50 0872 7.178 7.38
800 1.193 5.328 98.815 786.055 7.95 1.198 8.618 6.74
1000 1.115 4.718 129.175 986.072 7.63 1316 9.210 6.64
1500 1.014 3.977 206.104 1485.600 7.21 1.541 10.422 6.53
2000 0.975 3.690 284.341 1985.020 6.98 1.698 11.289 6.49
3000 0.932 3.395 441.308 2983.910 6.76 1.938 12.692 6.45
5000 0.898 3.174 756.380 4981.180 6.59 2.417 15.650 6.43
10000 0.874 3.017 1545.590 9974.460 6.45 3.501 22,525 6.43

Nopeimpaan aikaan tahtddvéd juoksustrategia edellyttdd suurimmalla osalla matkaa
tasaista vauhtia u, jonka yll&pitdmiseen vaadittava voima on suoralla s ja kaarteessa

r=1.12s maksimaalisesta voimasta (Taulukko 3). Tamé& tiedetddn jo ennestéan

kokemuksesta.

Yllattavdampad sen sijaan voi olla, ettd lopussa ei otetakaan nopeaa Kkirid, kuten
useimmiten ndhdaan , vaan tapahtuu maitohapoille meno eli kangistuminen tai jopa
"sammuminen”. Jos se pé&&see pienenkin virhearvioinnin takia alkamaan liian aikaisin,
voi koko juoksu epéonnistua. Kilpailussa loppukiri merkitsee siis, ettd matkalla ei ole
haluttu tai tarvinnut kéayttdda koko kapasiteettid. Taulukosta 4 nahdaan, ettd

hidastumisvaihe on lyhyt koko matkaan verrattuna.

Laskennallisesti voidaan tutkia, millaiseksi loppuaika muodostuu, jos energiavarasto
tyhjenee vasta maaliviivalla: 400 m:ll& on aika 0.11 s huonompi, 5000 m:ll4 0.01s

huonompi ja 10000 m:11a ei eroa enda huomaa.

YHTEENVETO

Taulukosta 4 voidaan todeta, ettd kaikilla kriittistd matkaa pidemmilla matkoilla laskettu
loppuhidastuminen Kkertoo negatiivisestd Kkiristd ja ettd matkavaiheen pituus on

95.6%...99.7% juostavasta matkasta. Toisin sanoen tasainen matkavauhti on valttia.

Tarkastelemalla &;-virhetta taulukossa 3 havaitaan, ettd 10000m:lla juostu aika on yli

kaksi prosenttia huonompi kuin teorian ennustama. Tastd voidaan péatelld, ettd joko



malli ei endd pade ndin pitkélld matkalla tai enndatys on muuten vaan huono ja tullee
selvasti parantumaan tulevina vuosina. Samoin matkojen 200m ja 400m ennatykset ovat
urheiluasijantuntijoidenkin mielestd matkoihin 100m ja 800m verrattuna huonot. Sen
sijaan 1500m:114 enndtys on noin 1.3% parempi kuin teorian ennustama. Tama johtunee
siitd, ettd matka on suosittu ja paljon kilpailtu jolloin sattumalta kaikki on onnistunut
(sddolosuhteet ovat olleet edulliset seka ”janikset” ovat antaneet sopivaa vetoapua ja ns.

imua toisin sanoen ei ole ”juostu yksinadn teorian puitteissa”).

Virheen neli6llinen keskiarvo 0.827% ja sen hajonta 1.312% osoittavat, ettd esitetty
malli neljalla parametrilld kuvaa todella hyvin optimaalista kilpajuoksua, vaikka

sellaista juoksijaa ei ole, jolla olisi kaikki taulukoiden 1 ja 2 mukaiset parametrien arvot.

Léhteessd [9] on Kkatsaus kaikkiin TKK:ssa tutkittuihin juoksun matemaattisiin

malleihin.
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