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THVISTELMA

Artikkelissa tarkastellaan tiettyd virtausmekaniikan reunaehtoa, joka muodostuu
annetusta virtaussuunnasta ja annetusta kokonaispaineesta. Ehdon fysikaalista taustaa
selostetaan. Lisdksi kuvataan ehdon linearisoidun muodon analogista vastinetta kiintedn
aineen mekaniikassa. Ajatuskokeiden kayton hyodyllisyyttd reunaehtojen yhteydessa
korostetaan.

JOHDANTO

Realististen reunaehtojen asettaminen k&ytdnnon mekaniikan tehtdvissa on tunnetusti
usein vaikea ja ratkaisun luotettavuuteen luonnollisesti oleellisesti vaikuttava osuus.
Tarkasteltavan systeemin rajat on otettava monasti melko mielivaltaisesti. Systeemin
koon kasvattaminen voi helpottaa jarkevien ehtojen asettamista, mutta k&ytdnnossé on
kuitenkin tehtdva jonkinlainen kompromissi valitsemalla tutkittava systeemi
analyysikustannusten rajoittamiseksi kohtuulliseksi. Ongelma on yleensa viela
vaikeampi fluidimekaniikassa (eli virtausmekaniikassa) kuin solidimekaniikassa (eli
kiintedn aineen mekaniikassa). Fluidimekaniikassa ratkaisualueeseen liittyy tavallisesti
ns. sisdanvirtausreuna (engl. inlet or inflow boundary) ja ulosvirtausreuna (engl. outlet
or outflow boundary). Ne ovat soveltajan enemman tai vdhemméan mielivaltaisesti
fluidiin asettamia kayrié (kahdessa dimensiossa) tai pintoja (kolmessa dimensiossa).

Kaikkien mahdollisten teoreettisesti oikeellisten reunaehtojen joukko ei myo6skaan
néytd olevan alan Kirjallisuudessa kovin Kkiteytynyt asia, koska sitd kosketellaan
oppikirjoissa aiheen tarkeyden huomioonottaen usein melko varovaisesti. Esimerkiksi
elementtimenetelmaén liittyvéssa Kirjallisuudessa esitetyt tavanomaisimmat ehdot ovat
solidimekaniikassa ns. siirtymé- ja traktioreunaehdot: joko siirtymé- tai
traktiokomponentti  (jannitysvektorin komponentti) on annettu reunalle asetetun
paikallisen  suorakulmaisen  koordinaatiston  kunkin  akselin  suunnassa.
Fluidimekaniikassa tavanomaisimmat ehdot ovat vastaavasti ns. nopeus- ja
traktioreunaehdot: joko nopeus- tai traktiokomponentti on annettu reunalle asetetun
paikallisen koordinaatiston kunkin akselin suunnassa. Ndma yksinkertaiset ehdot ovat
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suoraviivaisesti siséllytettavissa vallitseviin peruslausekkeisiin, mutta ehtojen vaatimien
jarkevien arvojen asettaminen voi olla kéytdnndsséd vaikeaa. Toisaalta esimerkiksi
laajassa kaytOssé olevan kaupallisen fluidimekaniikan kontrollitilavuusmenetelmaan
pohjautuvan  Fluent-ohjelmiston [1] reunaehtovalikoima antaa muunkinlaisia
mahdollisuuksia. Seuraavassa kasitelladn erityisesti erastd sisdénvirtausreunoilla
tietyissd tapauksissa sopivaa kaytannoéllista ehtoa seka sen solidimekaniikassa
esiintyvaa analogista vastinetta.

REUNAEHTO
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Kuva 1(a) Virtaus aukkoon. (b) Paikallinen koordinaatisto.

Tarkastellaan kuvan 1(a) esittdmaa asetelmaa. Kokoonpuristumattomaksi otaksuttu
fluidi virtaa painovoiman alaisena laajahkosta vapaan pinnan omaavasta alueesta aukon
AC kautta aluksi kanavaan ja sitten mahdollisesti mutkikkaampiin geometrioihin, joissa
tapahtuvaa virtausta soveltaja pyrkii selvittdmdan. Soveltaja on valinnut
ratkaisualueensa siséanvirtausreunaksi kéyrdn ABC. (Esitysteknisistd syista tdssa
rajoitutaan kaksidimensioiseen tapaukseen.) Virtauksen suunta on aukon kohdalla
oletettavasti jollakin tarkkuudella aukon seindmien ohjauksen johdosta aukon seinamien
suuntainen. Soveltaja kéayttda reunaehtojen esittdmiseen apuna tyypillisessa reunan
pisteessé P (kuva 1(b)) paikallista suorakulmaista karteesista x'y’- koordinaatistoa. On

luontevaa valita esimerkiksi x'- akseli yhtymaan otaksuttuun virtausvektorin suuntaan.
Taten nopeuskomponenttiv,. y’-akselin suunnassa katoaa ja saadaan ensimmdinen

reunaehto: nopeusreunaehto

vy =0. 1)

(Kolmidimensioisessa tapauksessa saataisiin lisdksi ehto v,» =0.) x'- akselin suunnassa

ei nyt kuitenkaan yleensa tiedeté erikseen nopeuskomponentin eika traktiokomponentin
arvoa. Erds mahdollisuus edetd on seuraava. Jos virtaus on “lievad” kuvan 1(a)
esittdmassa ratkaisualuetta edeltdvassé fluidialueessa, voitaneen otaksua Kirjallisuuden

16



mukaan tavanomaiseen tapaan, ettd kyseessa on likimain pyorteetdn kitkaton
stationaarinen virtaus. Té&ll6in voidaan soveltaa Bernollin yhtdl6d muodossa
(esimerkiksi [2, s. 387]):

1 1
p1+§p(v1)2+pgh1= p2+§p(v2)2+pghz- )

Tassa indeksit 1 ja 2 viittaavat kyseisten suureiden arvoihin virtausalueen kahdessa
mielivaltaisessa pisteessé. Suure p on paine, p fluidin tiheys, v virtausnopeusvektorin
itseisarvo eli virtausvauhti, g putoamiskiihtyvyys ja h korkeusasema sovitun vaakatason
suhteen. Sovelletaan yhtaléa (2) siten, ettd piste 1 on kuvan 1(a) piste P ja piste 2
fluidin vapaalla pinnalla oleva piste Q. Vapaan pinnan korkeusasema hg ja pinnalla
vaikuttavan paineen (ilmanpaine) arvo pg tunnetaan. Lisdksi otaksutaan, etta virtaus
pinnalla on vahdistd ja asetetaan v = 0. Pisteen P korkeusasema hp on myés tunnettu.

Né&iden tietojen perusteella pisteessa P (jatetddn alatunnus P syntyvan yhtalon
vasemmalta puolelta pois) on voimassa ehto: kokonaispaine on annettu eli

1 —
p+§P(Vx/)2= Po +,09(hQ—hP)E Prot - 3)

Yhtélon (3) oikean puolen arvo on siis tunnettu suure ja sille on kaytetty lisaksi
viimeisend oikealla ndkyvaa lyhennysmerkint&d; ks. huomautukset 1 ja 2. Siirryttdessa
yhtélosta (2) yhtaléon (3) on siis otettu huomioon, ettd virtausnopeusvektori on
x'- akselin suuntainen, jolloin vastaavan skalaarinopeuskomponentin nelié on samalla
virtausvauhdin nelid.

Huomautus 1. Virtausmekaniikan Kirjallisuudessa esiintyy ilmeisesti osittain
historiallisista syista paineeseen liittyvida nimityksid, jotka eivat ole valttdmatta aina
kovin osuvia. Esimerkiksi l&hteessa [1, s. 6-20] maaritelladn kokoonpuristumattomassa
virtauksessa (hieman eri merkinngin) termi

1
Pt = P+5 PV, 4)

Suureelle py,; kaytetadn nimitystd kokonaispaine (engl. total pressure) ja suureelle p

taas nimitystd staattinen paine (engl. static pressure). Tdssa staattista painetta tullaan
nimittdmaan jatkossa pelkéksi paineeksi. Se on juuri yksinkertaisesti paine p, joka
esiintyy yleensd fluidimekaniikan yhtéldissd kuten Bernoullin yhtdlossa (2), eika
suinkaan — kuten nimen perusteella voisi ehka otaksua — jotenkin nestestatiikkaan
liittyva arvo. Lisasekaannusta voi aiheuttaa edelleen, ettd absoluuttisen paineen p,

sijasta toimitaankin ehkd ns. mittapaineen (engl. gauge pressure) avulla, joka
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madritellaan arvona p, — pop, Jossa py, On sopiva referenssipaine (engl. operating

pressure). Myo6s saattaa olla, ettd stationaarisessa tilanteessa painovoiman johdosta
syntyva hydrostaattinen painejakauma on tietylla tavalla eliminoitu formulaatiosta.
N&ma mahdolliset detaljit eivét kuitenkaan muuta ehdon (3) matemaattista luonnetta. [J

Huomautus 2. Bernoullin yhtal611& on eri otaksumien alaisina yleisempid muotoja kuin
(2), joita on selostettu mm. lahteessd [2]. Niissd esiintyy tavallisesti mukana
kokonaispaine ja tdten voidaan edelleen péatyd tietyin edellytyksin matemaattisesti
tyyppié (3) olevaan ehtoon. [J

Tassa artikkelissa tarkasteltava erityisesti joskus siséanvirtausreunalle soveltuva
reunaehtosysteemi koostuu siis yhtaléistda (1) ja (3) eli nopeuden suunta ja
kokonaispaine ovat annettuja suureita. Ndmé& ehdot esiintyvadt mm. lahteessa [1, s. 6-
17]. Ulosvirtausreunalla kokonaispaineen arvoa ei yleensa pystytd arvioimaan ja on
tavallisempaa antaa pelkk& paineen arvo. Erds voimakkaasti yksinkertaistettu selitys
sisaan- ja ulosvirtausreunojen yhteydessa usein vallitsevalle virtauksien kvalitatiiviselle
erolle saadaan ajattelemalla virtausta pienen, isossa fluidialueessa olevan putken paasta
putkeen sisaan tai putkesta ulos. Sisdénvirtauksessa virtaviivat asettuvat l&hes tasaisesti
jakautuneina séteettéisesti putken aukkoa kohti. Voisi ajatella, ettd ulosvirtauksessa
tilanne on yksinkertaisesti kaanteinen siten, ettd virtausnopeusvektorit vain muuttavat
suuntansa  vastakkaisiksi. Fluidimekaniikan vallitsevat yhtalét ovat kuitenkin
epalineaarisia ja havaintojen mukaan ulosvirtaus on lahinnad suihkumaista. Léhteessa [2,
s. 88] todetaan tdhan liittyen havainnollisesti: “A match can be extinguished by
blowing, but not by sucking!”

Tassa ei kasitelld ehtojen (1) ja (3) siséllyttamistd tiettyjd perusmuuttujia soveltavaan
yleiseen (kéytdnndssé diskreettiin) formulaatioon. Kuitenkin jatkon kannalta on
mielenkiintoista linearisoida nopeuskomponentin suhteen epalineaarinen ehto (3).
(Fluidimekaniikan yhtalothdn ovat paasaantoisesti epélineaarisia ja linearisointi ja
iterointi on normaali ratkaisumenettely.) Olkoon reunalla laskennassa tietyssé vaiheessa
esiintyvéa paivitetty nopeuskomponentin v, arvo V.. Etsitadn uutta parannettua arvoa

Vg = Vyr + AV, 5)
jossa Av,: on korjaus eli muutos vanhaan arvoon nahden. Nyt yht&alosséa (3)
2 - 2 o \2 ae 2 N2 e
(Vi)™ = (Ve + AV )™ = (V)™ + 200 AVyr + (AVy )™ = (Tyr )" + 20,0 AV, (6)

On suoritettu tavanomainen linearisointi jattamalla etsityn muutoksen Av,. nelidllinen
osuus pois. Lausekkeen (6) sijoitus yhtaloon (3) tuottaa linearisoidun ehdon
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_ _ 1 2
P+ PV AVyr = Dot _Ep(VX,) . (7)

On siis huomattava, etta pdivityksen johdosta suuretta V,, pidetddn nyt annettuna, joten

ehdon (7) oikea puoli on seuraavan laskentavaiheen kannalta annettu suure. Kehitetédéan
ehtoa (7) jatkon tarpeita varten vield hieman eteenpdin. Jos hyvéksytdédn

kitkattomuusotaksuma eli ettd viskoosit jannitykset havidvat, jannitystilan ilmaisee
pelkka paine ja traktiovektori t alueen reunalla on muotoa t =—pn, jossa n on reunan

ulkoinen yksikkénormaalivektori (kuva 1(b)). Traktiokomponentti t, X'-akselin
suunnassa saadaan silloin kaavasta

ty =—cos(n,x’)p=—cp, (8)

jossa kaytettyjen merkintojen siséltd on ilmeinen. Kertomalla yhtalé (7) puolittain
termilld —c saadaan reunaehtomuoto

- — 1 o2
ty —CpVyAVyr = —CPyot + ECIO(VX') ' ©)

Jos x'-akseli on tasmalleen vastakkaissuuntainen reunan normaalin suhteen, kerroin
c=-1. Jos operoidaan muutosten avulla, ehto (1) voidaan ilmaista myds

vaihtoehtoisessa muodossa (on otaksuttu, etta v, =0)
Avy = 0. (10)

REUNAEHDON VASTINE SOLIDIMEKANIIKASSA

Fluidimekaniikassa ja solidimekaniikassa kaytetdan ilmididen kuvaamiseen tavallisesti
vastaavasti Eulerin ja Lagrangen esitystapoja. Taten nopeus v ja siirtyma u ovat niissa
ilmeisida analogisia suureita. Samoin fluidimekaniikan nopeus- ja traktioreunaehtoja
seka solidimekaniikan siirtyma- ja traktioreunaehtoja voitaneen pitad analogisina. Mutta
onko edelld esitetylla fluidimekaniikan kokonaispaine-ehdolla (3) tai (9) analogista
vastinetta solidimekaniikassa?

Tarkastellaan alustavasti kuvan 2 esittdmdd asetelmaa. Reunaehtojen mielekkyytta
voidaan joskus pohdiskella ilman syvallistd matematiikkaa sopivien ajatuskokeiden
avulla: Muodostetaan kuviteltu laboratoriojérjestely, jolla yritetddn toteuttaa tietyt
reunaehdot. Jos tdma onnistuu fysikaalisesti ajatuskokeena, on reunaehtosysteemi
todennakoisesti myds matemaattisesti jarkeva.
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Kappaleen of Tuentalaitteiston
reuna reuna

Kuva 2 Ajatuskoe ja siihen liittyvé jarjestely.

Olkoon reunaehto aluksi seuraava: siirtyma kappaleen reunan pisteessé P on paikallisen
x'-akselin suuntainen ja sen arvo on U, . Saadaan siis puhtaat siirtymédreunaehdot

(otetaan jalleen mukavuussyisté kaksidimensioinen tapaus)

u, =0, (11)
uX’ = ny. (12)

Kuvitellussa laboratoriossa jarjestely voisi olla seuraava. Pisteeseen P on kiinnitetty
sauva, jonka toista p&ata “pieni reunaehto-orja” siirtdd kuvan hammaspyoraa

kiertamalld “reunaehtoisdnnan” antaman ohjeen mukaisesti matkan T, . Orjia on

reunalla “hyvin tihedss”. Jarjestely tuntuu teoriassa mahdolliselta. Olkoon sauvalla nyt
kuitenkin joustavuutta — kuten todellisuudessa aina — ja itse kappaleen reuna ei siis
saa tarkalleen siirtymaa U, vaan tuntemattoman siirtyman u, . Olkoon sauva

lineaarisesti kimmoinen ja olkoon sen jousivakion arvo k. Talldin kappaleeseen
vaikuttaa siihen sauvan péasta kohdistuva x'- akselin suuntainen voima

Fo =k (er — Uy ), (13)

jossa siis sauvan puristuma sen lepopituuden suhteen on U, —u, . Kun kunkin sauvan

paéhén assosioidaan keskimadaréinen pieni vaikutuspinta-ala A, kappaleeseen kohdistuu
pisteessa P traktiokomponentti

Foo k. _
tX’ ZTXZK(UXr —ux!) = d (UX' _UX’)' (14)

Ehto (12) korvautuu siis ehdolla

te+duy, =da,. (15)
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Tassa oikea puoli on annettu suure, mutta vasemman puolen traktiokomponentin ja
siirtymakomponentin lineaarikombinaatiossa traktio ja siirtyméa ovat kumpikin erikseen
tuntemattomia.

Fluidimekaniikan linearisoitujen kaavojen (9) ja (10) vertailu solidimekaniikan
kaavojen (11) ja (15) kanssa osoittaa analogian muodossa (ks. huomautus 3)

AVy = Uy, (16)
Avy Zuy, (17)
_cpi, 2d, (18)
—C Pyt +%Cp(\7x' P 2da,. (19)

Huomautus 3. Jos otaksutaan epalineaarinen jousimalli siten, ettd kaavan (13) sijasta
sovelletaan nelidllista riippuvuutta

[ — 2
Fo =K' (T —uy)”, (20)
saadaan taté linearisoimalla hieman edellisesta poikkeavia analogioita. [J

Kokonaispaine-ehdon vastine solidimekaniikassa on siis tietynlainen kimmoisan
tuennan tapaus, jossa tuentaan kuitenkin liittyy annettu siirtyma. Analogian 16ytyminen
voi helpottaa solidimekaniikan harjoittajaa hyvaksymé&én kokonaispaine-ehdon
mielekkyys fluidimekaniikassa.
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