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TIIVISTELMA

Artikkelissa tarkastellaan epélineaarisen laskennan osuutta rakenteiden
mekaniikan tehtivissd. Elementtimenetelmin mukaiseen diskretointiin perustuva
staattisesti kuormitettujen rakenteiden laskentaprosessi kiydisin esittelynomaisesti
lipi vaihe vaiheelta, ja jokaisen osatehtivin kohdalla esitellddn Iyhyesti joitakin
tdarkeimpid ratkaisumenetelmid. Artikkelin tarkoitus on antaa lukijalle vain karkea
kokonaiskuva  laskentaprosessista, joten  yksittdisiin  laskentamenetelmiin

tutustuminen jdtetddn annettujen kirjallisuusviitteiden varaan.

JOHDANTO

Haluttaessa mallintaa tarkasti rakenteen kayttdytymistd annettujen kuormien
alaisena on usein turvauduttava numeeriseen epilineaariseen laskentaan: Jos
rakenteen siirtymiit kasvavat kuormien vaikutuksesta siten, ettdi deformoitunut
rakenne eroaa tehtdvdn Kkannalta oleellisesti alkuperdisesti muodostaan, on
laskennassa otettava huomioon geometrinen epdlineaarisuus. Toisaalta, jos
rakenteen jossakin kohdassa materiaalin jénnitystila ylittds suhteellisuusrajan
tehtdvén kannalta oleellisesti, on my&s materiaali mallinnettava epélineaarisesti.

Stabillisunden menetys on luonteeltaan aina epilineaarinen ja dynaaminen
tapahtuma, joten epélineaarisen laskennan kiyttoonotto on erityisen tirkedd aina
jos on mahdollista, ettd analysoitava rakenne menettdd stabiilisuutensa jollakin
mahdollisella  kuormayhdistelmdlld. Jos ollaan kiinnostuneita rakenteen

kédyttaytymisestd ennen ja jdlkeen stabiilisuuden menetyksen mutta ei sen aikana,
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voidaan tapahtuma mallintaa ja laskea kiyttden statiikan léhestymistapaa. Jos
liséksi halutaan tarkastella rakenteen liiketilaa, Jannityksid ja muodonmuutoksia
juuri stabiilisuuden menetyksen aikana, on kiytettivi dynamiikan ldhestymistapaa.
mahdollisimman tarkkaan mallinnukseen, lLittyy sithen yksi ristiriitainen piirre,
jonka tunteminen on ehdottoman tirkedd luotettavan laskennan kannalta:

Epilineaarisen laskennan tulokset saattavat olla tdysin erilaisia tidydelliselle eli

erot mallien ldhtStiedoissa saattavat johtaa kokonaan toisenlaisiin tuloksiin. Tami
Johtuu siitd, ettd tdydellnen malli saattaa menettds stabiilisuutensa raja- ja
haarautumispisteissd, kun taas hiiritylle mallille rajapiste on ainoa mahdollinen,
Vastaavasti tdydellisen mallin ratkaisujoukko saattaa sisaltid useita ratkaisupolkuja
(-pintoja), kun taas hédirityn mallin ratkaisupolku (-pinta) on yksikisitteinen. Tamin
periaatteellisen eron tiedostaminen on ensiarvoisen tirke#d niin laskentamallin
suunnittelun, laskennan kulun kuin tulosten tulkinnankin kannalta, Lisdksi on
ymmarrettavd, ettd tdydellinen ja hiiritty malli antavat erityyppistd, mutta toisiaan
tdydentdvdd tietoa todellisen rakenteen kiyttaytymisestd. Niin ollen kumpaakaan

ldhestymistapaa ei pitdisi sulkea pois eikd pitdd toista tirkedmpdnd.

LASKENNAN OSATEHTAVAT
Tarkastellaan  rakennetta, jonka laskentamallissa on # yleistettyd
siirtymédvapausastetta, jotka on koottu vektoriin qeR". Rakenne on tasapainossa,
Jos jokaista vapausastetta vastaavan siséisen ja ulkoisen voiman summa on nolla,
Yleisyyttd loukkaamatta voidaan olettaa, etti kaikki ulkoiset kuormitukset
riippuvat yhdestd kuormakertoimesta A, jolloin tasapainoyhtilét voidaan kirjoittaa
muodossa
glq.D=r(q)-p=0 (1
jossa r on sisdisten voimien vektori ja p on ulkoinen referenssikuormitusvektori.
Yhtaloryhméssd (1) on n yhtdlod ja n+] tuntematonta, Joten sen ratkaisujoukko

koostuu poluista (q, A)-avaruudessa. Ryhmén (1) ratkaisun kulku sisaltss yleisessd
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tapauksessa neljd vaihetta: 1) Primaaripolun laskenta, 2) polulla esiintyvien
kriittisten pisteiden paikallistaminen ja luokittelu, 3) haarautumispisteisiin liittyvien
sekundaaripolkujen laskenta ja 4) nurjahduksen dynaaminen analysointi.’ Kuvassa 1
on esimerkki ryhman (1) mahdollisista ratkaisujoukoista.
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Kuva 1. Ryhmén (1) kaksi erityyppistéd ratkaisujoukkoa. Ehja viiva kuvaa
taydellista ja katkoviiva hairittyd mallia, O = haarautumispiste ja [ =

rajapiste.

Primaaripolun mdiritys

Primaaripoluksi nimitetd&n sitd tasapainopolkua, joka sisltii (q, A)-avaruuden
origon. Léahtien jostakin polun tunnetusta pisteesti voidaan polkua seurata
inkrementaalisesti joko ennustaja-korjaaja (EK) menetelmilld tai approksimoimalla
polkua paloittain lineaarisesti (PL-menetelmid). Niisti ensin mainittu on
ylivoimaisesti suositumpi, koska sitd on tutkittu enemmn, ja se on tutkimuksissa
osoittautunut tehokkaaksi ja luotettavaksi. On kuitenkin huomattava, etti EK-
menetelmid voidaan soveltaa vain, jos médritettdvi tasapainopolku on riittdvin
tasaisesti jatkuva, kun taas PL-menetelmilld ei tillaista rajoitusta yleisesti ottaen
ole.

Yksinkertaisin EK-menetelmd on Newton-Raphson iterointi, jossa valittua
ohjausparametria (kuormakerroin tai jokin siirtymidvapausaste) kasvatetaan
askeleittain, ja jokaisen askeleen sisdlli muut muuttujat  iteroidaan
tasapainoarvoihinsa. Téllainen menetelmd on erinomaisen luotettava, kunhan

ohjausparametrin arvot kasvavat seurattavalla polulla rittivin tasaisesti.
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Ohjausparametrin oikea tehtivikohtainen valinta ej aina ole itsestiinselvii,
joten on jouduttu kehittdmiin luotettavampia menetelmii polun seuraamiseen.
Yksi parhaista on nk. kaarenpituusmenetelmd, joka perustuu yhtaléryhmin (1)

laajentamiseen yhtéloll4, jolla rajoitetaan yhden askeleen aikana kuljetun polunosan

pituus [27]:
r(Q)—1p=0
c(q,4,5)=0 @)

Ryhma (2) voidaan ratkaista tehokkaasti ja Iuotettavasti soveltamalla siihen
Newton-Raphson iteraatiota, ja huomioimalla linearisoidun ryhmén kerroinmatriisin
ldhes symmetrinen rakenne [4,24]. Miiritettiessi tasapainopolkua ryhmin (2)
inkrementaalisen muodon avulla, pidetdin kaikkia siirtymévapausasteita seki
kuormakerrointa muuttujina, ja kaarenpituusparametria s kasvatetaan askeleittain.
Askeleen koko voi olla vakio, tai sitd voidaan kontrolloida adaptiivisesti laskennan
aikana [7]. Kaarenpituusmenetelmists on kehitetty eri versioita, jotka on nimetty

rajoitusyhtdlon c(q,A,5)=0 mukaan. Normaalitasomenetelmissi rajoitusyhtils

[27,32]. Pdivitetyssd normaalitasomenetelmissa korjausaskel otetaan nimensi
mukaisesti suuntaan, joka on kohtisuorassa ennustaja-askeleesta Jja askeleen aikana
alemmin otetuista korjaaja-askelista koostuvaa kokonaismuutosta vastaan [24].
Kohtisuoran radan menetelmissid korjausaskel on kohtisuorassa primaaripolun
tangenttia vastaan [8]. Kuvassa 2 on havainnollistettu eri EK-menetelmia
yksinkertaisessa yhden siirtymévapausasteen tapauksessa.

Tasapainopolun madrittdminen PL-menetelmilli eroaa EK-menetelmisti
ldhinnd siing, ettd tasapainopolkua edetéén inkrementaalisesti askel kerrallaan ilman
mink#inlaista iterointia. PL-menetelmiissi (g, A)-avaruuteen konstruoidaan ensin
n+1 -kdrkinen monitahokas siten, ettd jokin tunnettu tasapainopiste on monitahok-
kaan jollakin sivulla tai tahkolla. Timin jilkeen epdtasapainovektorin g
komponentit lasketaan monitahokkaan jokaisessa kirjessi, ja laskettujen arvojen
avulla tasapainopolkua approksimoidaan lineaarisesti kyseisen monitahokkaan
sisélld [1]. Polkua edetén konstruoimalla uusi monitahokas siten, etti silli on yksi

yhteinen tahko tai sivu edellisen kanssa, kts, kuva 3.
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Kuva 2. Muutamia ennustaja-korjaaja menetelmia, a) kuormaohjattu

Newton-Raphson iteraatio, b) normaalitasomenetelméa, c) paivitetty

normaalitasomenetelma, d) kohtisuoran radan menetelma. Ennustaja- ja

korjaaja-askeleet on merkitty ehjalla viivalla.

.

Kuva 3. Tasapainopolun seuraaminen PL-menetelmall&.



PL-menetelmad on sovellettu rakenteiden mekaniikan tehtévissd melko vihin,
mutta esimerkiksi lihteessd [6] esitettyi algoritmia on kéytetty moniin mekaniikan
tehtdviin ja ainakin sauvarakenteissa sen on todettu olevan kilpailukykyinen EK-
menetelmén kanssa [21].

On huomattava, etti vaikka niennisen yksinkertaisten tasapainoyhtildiden
(1) ratkaiseminen on edell3 esitetyilli menetelmilli suoraviivaista, saattaa laskennan
alkana esiintyd ongelmia, joiden kisittelyyn tarvitaan varta vasten rédtaloityja
menetelmid.  Esimerkiksi — materiaalin  plastisoituminen  tai rakenteen
kontaktiongeﬁﬁen késittely saattavat tehda yhtilsiden ratkaisemisen kertaluokkaa
vaikeammaksi.

Singulaaripisteiden Kisittely

Alkuaan stabiili tasapainotila muuttaa luonnettaan epastabiiliksi mikili
primaaripolkua seuratessa ohitetaan nk. kriittinen tasapainopiste, jossa ryhmin (1)
inkrementaalinen muoto, tai toisinsanoen elementtimallin tangenttijaykkyysmatriisi
Kr on singulaarinen. Kriittisen pisteen ohituksen voi paikallistaa sille askeleelle,
jonka aikana Kr:n negatiivisten pivot-alkioiden miird muuttuu [18]. Kriittinen
tasapainopiste voidaan luokitella joko rajapisteeksi tai haarautumispisteeksi
erilaisten yksinkertaisten testifunktioiden avulla [3,34]. Haarautumispiste, joka voi
olla yksin- tai moninkertainen, voidaan edelleen luckitella mm. sen symmetrisyyden
perusteella usealla eri tavalla [31].

Jotta kriittisen pisteen tyyppi voitaisiin luotettavasti tunnistaa, on se ensin
paikallistettava riittavalld tarkkuudella. Tdmé voidaan tehdi Jjoko pienentdmilld
askelpituutta kriittisen pisteen ympdéristossd [21] tai interpoloimalla pieninti pivot-
alkiota tai ominaisarvoa kahden kriittista pistetts eri puolella olevan tasapainotilan
valilld [18].

Mikdli  kriittinen  piste  osoittautuu  rajapisteeksi, tiedetddn, ettd
infinitesimaalisella ~ kuormakertoimen  kasvattamisella  rakenne  menettii
stabiilisuutensa ldpilyonti-ilmion kautta. Toisinsanoen, rakenne nurjahtaa dkillisesti
rajapisteestd johonkin toiseen stabiiliin tasapainotilaan. Timi ldpilyonti on

luonteeltaan dynaaminen, ja jos halutaan tietis miten rakenne sen aikana
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kéyttdytyy, on siiryttdvd statikan polunseuraamismenettelysti dynamiikan
aikaintegrointi-menetelmiin [28,30,11]. Sopivan menetelmin valintaa on kasitelty
mm. ldhteessd [35]. Mikili l4pilySnnin analysointiin  kiytetdsin  statiikan
lahestymistapaa 1oydetddn sama stabiili tasapainotila, johon rakenne dynaamisesti
siirtyy, mutta tasapainopolku, jota sinne paistdin, saattaa olla yllittivin
monimutkainen eikd sen seuraamisesta ole sikiili hyStyd, ettd se ei kuvaa rakenteen
todellista kéyttaytymistd. Esimerkkind tdstd on kuvassa 4 esitetty laakean, hieman
epdkeskisesti pistekuormitetun materiaaliltaan lineaarisesti kimmoisen kaaren
staattinen tasapainopolku kuormakertoimen A ja lakipisteen taijpuman w

virittdmaéassd tasossa.

Kuva 4. Lapilydnnin laskenta staattisella polunseurannalla.

Haarautumispisteessd tilanne on aivan toisenlainen, silli siini yksi tai useampia
nk. sekundaarisia tasapainopolkuja leikkaa primaaripolun. Sekundaaripolut
pystytddin mddrittimiddn em. polunseuraamismenetelmilld, kunhan ensin osataan
ottaa nk. polunvaihtoaskel primaaripolulta sekundaariselle polulle. T4t kisitellddn
tarkemmin seuraavassa kappaleessa. On selvid, ettd haarautumispiste ja siitd
seuraava tasapainopolkujen monikisitteisyys on mahdollista ainoastaan teoriassa, ja
siellakin vain tédydellisten mallien yhteydessi. Tiydellinen malli ‘omituisine’

haarautumispisteineen antaa kuitenkin niin paljon hyodyllisti tietoa myés todellisen
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rakenteen mahdollisista tasapainopoluista, etti sen tutkiminen on erittiin
hyddyllistd. T4mé johtuu phdosin siitd, etti todellisen rakenteen alkuhairi6iti
(geometrian epétaydellisyyksii, materiaalivikoja, kuormien epikeskisyyksii, jne.) ei
pystytd etukdteen tietdméan. Tillsin tdydellisen mallin ratkaisujoukosta on suurta
hyotyd, koska sen avulla voidaan approksimoida  todellisen rakenteen
kdyttdytymistd  mielivaltaisilla  alkuhdiriilli. Suuressa mittakaavassa timi
approksimaatio on luonnollisestikin vain suuntaa antava, mutta paikallisesti
(pienilld hairidamplitudeilla) se eroaa vain hyvin vihidn rakenteen todellisesta
kayttdytymisestd [31].

Haarautumispisteen osalta on huomattava vield yksi laskentaa suuresti
vaikeuttava  seikka:  Joissakin  tapauksissa haarautumispisteitd ~ esiintyy
primaaripolulla hyvin suuri méiri lahekkiin tai Jopa tdysin padllekkiin, Tillainen
kriittisten ~ pisteiden  keskittymi  tekee tangenttijaykkyysmatriisin ~ hyvin
huonokuntoiseksi, joten numeerisia vaikeuksia on odotettavissa niin polun
seuraamisessa kuin polunvaihtoaskeltenkin laskemisessa. Tillaisissa patologisissa
tapauksissa on suositeltavaa pyrkid esimerkiksi ryhmiteorian avulla Jakamaan

alkuperéinen tehtdvé sarjaksi paremmin kayttiytyvis osatehtivid [10,33].

Sekundaariset tasapainotilat _

Sekundaaristen tasapainopolkujen méadrittimisessi ylivoimaisesti vaikein
ongelmakohta on em. polunvaihtoaskeleen mirittiminen. Yksinkertaisessa
haarautumispisteessd,  jossa tangenttijdykkyysmatriisilla on  vain yksi
nollaominaisarvo, ja sekundaaripolkuja on vain yksi, ei ole vaikeuksia:
Polunvaihtoaskel otetaan nollaominaisarvoa vastaavan ominaisvektorin suuntaan,
Mikéli kyseessdi on epdsymmetrinen haarautumispiste, on lisiksi laskettava
kuormakertoimen muutos. Timid onnistuu luotettavasti nk. algebrallisen
haarautumisyhtildn avulla [16].

Moninkertainen haarautumispiste on sen sijaan huomattavasti hankalampi
késitelld, koska siind ristedvien sekundaaripolkujen  lukumiiri kasvaa
eksponentiaalisesti pisteen kertaluvun m funktiona, mutta polkujen tarkkaa

lukumiairdd ei yleisessd tapauksessa tiedetd. Tiedetiin ainoastaan, ettd niiden
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maksimimdard on (3™-1)/2. Muutamia menetelmid on kuitenkin esitetty
kaksinkertaisenkin haarautumispisteen kaikkien sekundaaripolkujen l&ytimiseksi.
Algebralliset haarautumisyhtilot soveltuvat kaksinkertaisten haarautumispisteiden
kisittelyyn, kunhan sekundaaripolkujen tangentit eroavat toisistaan [16]. Yhtalsilld
on vankka teoreettinen perusta, ja ne ovat osoittautuneet toimiviksi myos
numeerisessa laskennassa [22]. Hyvin samankaltainen menetelmd on johdettu
Lyapunov-Schmidt-Koiter hajotelman perusteella, ja myds se on havaittu
numeerisesti luotettavaksi [20]. Muutamia menetelmé on johdettu perustuen mm.
epitasapainovektorin normin [15] ja potentiaalienergian minimointiin [9]
haarautumispisteen  vélittomissi Iiiheisyydess‘ai. Lisdksi on esitetty kaksi
menetelméd, jotka perustuvat tasapainoyhtél6iden hiirintdsn haarautumispisteen
ymparistossa [1,12].

Lzhinnd tehtdvin numeeristen ongelmien takia mitddn em. menetelmistid ei
voida pitd4 niin varmatoimisena, ettd se syrjayttaisi muut. Riippuu paljolti tehtivin
luonteesta, mitd menetelmdd kannattaa soveltaa. Vaikka menetelmit toimivat

teoriassa hyvin, on niiden numeerisessa soveltamisessa vield paljon tutkittavaa.

Alkuhiiriéiden mallinnus

Mikili et haluta méérittédd edelld esitetyn mukaisesti tdydellisen mallin kaikkia
tasapainopolkuja, voidaan heti alussa lisdtd malliin todellisuutta jaljittelevid
alkuhiirioita. Tdlloin ryhmén (1) ratkaisujoukko on yksikisitteinen polku, eiki siini
voi esiintyd muita kriittisid pisteitd kuin rajapisteitd. Nidin ollen hankalia
polunvaihtolaskentoja ei tarvitse lainkaan tehdd. Hairityn mallin laskennassa suurin
ongelma liittyy alkubdiridn mallintamisen, koska ennalta ei voida tietds
(suunniteltavan) rakenteen héiriditd. Onkin paidytty joko ‘varmalla puolella’
olevaan ldhestymistapaan, jossa pyritdan médrittdméin nurjahduskuorman kannalta
vaarallisin  hdiriomuoto [5] tai menetelmdin, jossa todellisen rakenteen

kayttdytymistd approksimoidaan tilastomatematiikan keinoin [14].
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Muita ratkaisustrategioita

Joissakin tapauksissa laskennan tavoitteena ei ole koko tasapainopolun mérit-
tdminen, vaan esimerkiksi pelkistddn rakenteen lommahduskuorman médrittdmi-
nen, tdydennettynd mahdollisesti jilkikriittisen tilan likimdiirsisells tarkastelulla.
Téllaisissa tapauksissa voidaan kéytt4s ensin mainittuun tehtiviin lineaarista omi-
naisarvoanalyysid ja jalkimmaiseen asymptoottista lahestymistapaa [19]. Nimi me-
netelmdt ovat luotettavia ainoastaan, jos rakenteen primaaripolku origosta tar-
kasteltavaan kriittiseen pisteeseen asti on lihes lineaarinen. Niin ollen menetelmien
kdyttdjan on etukiteen tiedettivd, tdyttadko tarkasteltava rakenne vaadittavan
lineaarisuusehdon. Viadrin kiytettyind menetelmit saattavat antaa tdysin vadrin ku-
van suunniteltavan rakenteen kantokyvysti. Erityisen vaaralliseksi tilanteen tekee
se, ettd lineaarinen ominaisarvoanalyysi on sisédllytetty kaytiannollisesti katsoen
kaikkiin yleisessd kéytossi oleviin elementtimenetelméohjelmistoihin, joita pystyy

kayttdamédén vaikka ei tuntisi taustalla olevaa teoriaa lainkaan.

RAKENTEEN DISKRETOINTI

Epilineaarisissa tehtivissd esiintyvit suuret siirtymt (translaatiot ja rotaatiot)
asettavat rajoituksia rakenteen diskretointiin kiytettiville elementeille. Riippuen
elementin kyvystd kuvata rakenteen siirtymiitila, tasapainoyhtélot  voidaan
muodostaa joko kokonais-Lagrangen tai piivitetyn Lagrangen menettelylld [2].

Mikidli elementti pystyy kuvaamaan rakenteen sirtymdtilan tarkasti riittdvin
suurille translaatioille ja rotaatioille, voidaan tasapainoyht&lét muodostaa kokonais-
Lagrangen menettelylld. Siind elementin muodonmuutokset lasketaan sen hetkisist4
siirtymistd vertaamalla niitd alkutilan siirtymiin. Kokonais-Lagrangen menettelyi
voidaan kdyttdd tehokkaasti mielivaltaisten siirtymien laskennassa mikili rakenne
on diskretoitu nk. kinemaattisesti tarkoilla elementeilld. Tillaisia ovat mm.
Reissnerin palkkiteoriaan perustuvat palkkielementti [25], py6rdhdyssymmetrinen
kuorielementti [26] seki yleinen ohuen kuoren elementti [29].

Péivitetty Lagrangen menettely eroaa kokonais-Lagrangen menettelystid sen

osalta, eftd muodonmuutokset lasketaan vertaamalla sen hetkisid siirtymia

25



edelliseen tasapainotilaan. Télloin elementin on kyettivd kuvaamaan rakenteen
siirtymdtila tarkasti vain yhden askeleen aikana. Niin ollen, jos askelpituus pidetidin
riittévén pienend, voidaan epilineaarinen tehtdvd ratkaista ‘lineaarisilla’ pienten
siirtymien teorian mukaisilla elementeilld. Tdssd tapauksessa suuret translaatiot ja
rotaatiot on kyettdvé jollain muulla tavoin péivittimiin tasapainotila kerrallaan.
Erityisen ongelmallista tdmid on rotaation osalta, koska 3D-tapauksessa se ei
noudata suunnikaslakia, eikd sitd niin ollen voida piivittdd summaamalla. Tdmin

ongelman ratkaisua on kisitelty mm. ldhteissd [13,17].

LASKENTAESIMERKKI

Tarkastellaan kuvan 5 mukaista niveltuettua laakea kaarta [23], jota
kuormitetaan pistevoimalla P. Rakenne on mallinnettu kymmenelli Reissnerin
palkkiteorian mukaisella materiaaliltaan lineaarisesti kimmoisella isoparametrisella
elementilld, joiden jdykkyysmatriisit sekd sisdisten voimien vektorit on muodostettu
kokonais-Lagrangen menettelylld. Rakenne on analysoitu seki tiydellisend eli

héiriéttdmind, jolloin pistevoiman epikeskisyys € = 0 ettd héirittyna, jolloin € # 0.

=]
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Kuva 5. Tarkasteltava kaarirakenne, E=200, v=0, A=10* ja I=10°.

Téydellinen malli

Keskiselld pistevoimalla  kuormitettuna rakenteen tasapainoyhtildiden
ratkaisujoukko sisiltdd primaaripolun lisiksi yhden sekundaaripolun, Primaaripolun
rajapisteestd P=1977 alkava lipilydnti on analysoitu staattisena, ja tuloksena on
saatu kuvan 6 mukainen tasapainopolku. Primaaripolku on stabiili origosta

rajapisteeseen asti sekd ldpilydnnin jilkeen pistevoiman arvoilla P > 1977
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Sekundaaripolku leikkaa primaaripolun kohdissa P=1910 ja P=-855, ja sen
midrittimisessd  kdytetty  polunvaihtoaskel on  laskettu algebrallisella
haarautumisyhtal6lld. Sekundaaripolulle siirryttdessd  rakenteen siirtymiétilan
symmetrisyys havidgd. Tdmi piire on ominaista haarautumispisteille  ja
sekundaaripoluille yleisestikin.
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Kuva 6. Taydellisen mallin staattiset tasapainopolut

Hairitty malli
Tédssd yhteydessd tasapainoyhtiliden tdydellisyys on poistettu siirtimalls

pistevoima hiukan (£=200) sivuun symmetria-akselilta. Talléin tasapainopolku
muuttuu  siten, ettd haarautumispisteet poistuvat, ja ensimmiinen rajapiste
kohdataan pistevoiman arvolla P=1682. Lipilyénnin aikainen staattinen epistabiili
tasapainopolku on melko monimutkainen, kuten yleensikin vastaavasti

kuormitettujen laakeiden kaarien ja kuorien tapauksessa.
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Kuva 7. Hairityn mallin staattiset tasapainopolut
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ENGLISH SUMMARY

ON COMPUTATIONAL STRATEGIES IN NON-LINEAR STRUCTURAL
MECHANICS

Sami Pajunen Journal of Structural Mechanics, Vol. 31
Nos. 34, 1998, pp. 16-30

In the paper the computational methods needed in the solution process of non-linear
structural problems are reviewed. The methods are introduced rather concisely, and
relevant references are given for detailed descriptions. The main aim of the paper is to
give qualitative picture on the solution techniques that are needed in the definition of the

global solution set of non-linear structural problem.

31






