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Klljoituksessa mallinnetaan poikkileikkaukseltaan kolmesta suorakulmaisesti liit­

tyvasta kaistasta (laipoista ja uumasta) muodostuvan avoprofiilisen 14-vapausastei­

sen palkkielementin siirtyma- ja voimasuureiden valittyminen ns. off-set-paittaisliitok­

sessa, jossa liittyvat profiilit ovat keskenaiin erilaisia tai ne on liitetty toisiinsa 

epakeskeisesti. Jatkuvuus merkitsee sita, etta mitaan vapausastetta ei ole niveloity 

tai muuten vapautettu. Liitos on suora, ja molempien profiilien kaistat ovat akse­

leiden y ja z suuntaisia, mutta teoria voidaan yleistaa kulma-, haara- ym. liitoksille. 

Johdanto 

Knjallisuudessa on useissa lahteissii esitetty estetyn vaiinnon huomioon ottava 

avoprofiilinen palkkielementti /2/, /8/. Myos vinoutumisvapausasteita huomioon otta­

via palkkielementtejii on kehitetty /9/, /10/. Avoprofiilisille elementeille lukuun otta­

matta kaksois- ja pistesymmetrisiii profiileita on ominaista, etta niiden painopiste-, 

leikkaus- ja kiertymiiakselit eiviit yhtene. Ohjatusti deformoituvilla sauvoilla efektii­

viset erikoisakselit riippuvat myos tuennasta . Tastii semaa, etta ns. keskeiset lii­

tokset, joissa solmu voidaan ajatella yhdeksi, kahdeksi tai kolmeksi pisteeks~ jois­

sa liittyvien elementtien toisiaan vastaavat erikoisakselit kohtaavat jatkuvin muo­

donmuutoksin, ovat avoprofiileilla poikkeus ja epiikeskeiset (muut) saantO. 

Liitosten epakeskeisyyden vaikutuksen koko rakenteen voimasumejakautumaan 

huomioon ottavan palkkirakenteiden elementtnnenetelmiin rungon on kehittiinyt Ti-
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mo Bjork liihteissii /2/ ja /6/. Tiimii tutkimus liittyy menetelmiin ja ohjelman 

AGIFAP /6/ edelleenkehittiimiseen. Klljoitus on jatkoa allekitjoittaneen artikkeliin 

'Avoprofiilisen sauvan ohjattu viiiinto' I ll, jossa on tiismennetty tarvittavia pems­

kiisitteitii avoprofiilisten sauvojen muodonmuutostilan mallintamiseksi ohjattuna ja 

myos liitoksissa, kuten tehdiiiin tiissiikin k:itjoituksessa. Temian kehittiimiseksi edel­

leen olisi tutkittava mm. sumeiden viilittymistii muilla kuin tiissii kiisitellyillii poilc­

kileikkauksilla. Useammasta kuin kolmesta suorasta osasta koostuvilla poikkileilc­

kauksilla piiiitylevyliitoksen yli vailruttava viiiintymii aktivoi vinoutumisvapausasteita. 

Tutkimus on sumitettu Lappeemannan TKK:n konetekniilcan osastolla professo­

ti Erkki Niemen johdolla. 

Oletukset 

1) Sauvaelementit deformoituvat avoprofiilisen ohutseiniimiiisen poikkileikkauksel­

taan vinoutumattoman sauvan teorian mukaisesti, vapaasti tai ohjatusti. 

2) Elementit on kiinnitetty toisiinsa poilcittaisen levyn viilityksellii. Tiimiin levyn 

liilcemahdollisuudet ovat solmusilltymiii . Siirtymiivapausasteita otetaan tiissii tapauk­

sessa huomioon 7 kappaletta : 

pitenemii (etenemii) u , solmulla siirtymii U 

taipumat v ja w, solmulla siirtymiit V ja W 

- kiettymiit (taipuman detivaatat) Bv = - dw/dx ja (}" = dv/dx, solmulla <9v ja <9w 

- viiiintokulma e., ' solmulla eu 
- viiiintymii (viiiintokulman detivaatta) (}~, , solmulla @'u 

Voima- ja silltymiikomponenttien etumerkit miiiiriiytyviit tavallisen oilceakiitisen 

koordinaatiston u, v, w mukaan, mutta profiilin lokaalit paikkakoordinaatit X;, y;, z; 

ja solmulinjakoordinaatit x, y, z vasenkiitisen koordinaatiston mukaan. Koordinaa­

tisto on tiiltii osin liihteiden /2/ ja /6/ mukainen. Lokaalit elementtisumeet ja 

-koordinaatit indeksoidaan pienellii k:itjaimella, solmusumeet isolla . Solmussa liitty­

vien elementtien x;-akselit ovat yhdensuuntaiset. 
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1. u 2. v 3. w 4. e u 

-&x Vm&y 
z, w z, W 
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~ 
v z,W 

+-: 
X 

v 
y 

y 
5. e, 6. <9w 7. @'u 

Kuva 1. Vapausasteita vastaavat solmusilltymiit 

X 

y 

Kuva 2. Vastaavat solmuvoimasuureet Fu, Fv, Fw , Mu , Mv , Mw ja B 

3) Profiilit koostuvat kolmesta toisiinsa suorakulmaisesti liittyviistii y- ja z -akse­

leiden suuuntaisesta kaistasta eli kahdesta yhdensuuntaisesta laipasta ja niiitii kohti­

suoraan yhdistiiviistii uumasta. Profiilin kaistat voivat myos listetii (Kuva 5.) . .x=-.ll! 
~_-akselit, joiden ei tarvitse olla piiiijiiyhyysakselit, ovat suunnaltaan muuttumattomat 

periikkiiin kytkettyjen elementtien suoralle jonolle, jonka ns. solmulinja miiiilitel­

liiiin tarkemmin tuonnempana. Tiilloin profiilit myos omalta osaltaan sitovat solmu­

levyn toimimaan oletusten mukaisella tavalla. Liitoksen puolesta sopivat myos 

eriiiit muut profiilit kuten neljiistii suorakulmaisesti liittyviistii kaistasta koostuvat 

kotelopalkit. 

4) Vapausastetta @'u vastaava solmudeplanaatiomuoto (kuva 1.7.) on 

Q = -yz 1 
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Miinusmerkki on valittu positiivisen Q :n lausekkeeseen, jotta I -palkki, jonka 

uuma on z -suuntainen (usein pystysuora) saisi positiivisesta · 0 'u :sta solmulla posi­

tiivisen lokaalin viiiintymiin (}~,;. Elementtien painopisteiden etiiisyys on riittiiviin 

pieni ( esimerkiksi tietyssii suunnassa pienempi kuin maksimipiiiimitan puolikas pro­

fiileilla). Ta1vittaessa liitos on vahvistettu y- ja z -suuntaisin rivoin siten, etta lii­

toslevyn muodonmuutos voidaan katsoa olevan muotoa 1. 

5) Liitoslevyn viiiintojiiykkyyden Gft katsotaan olevan pieni venattuna profiilin 

kaistojen taivutusjiiykkyyksiin keskipisteensii ympiiri vahvemmassa suunnassa, mutta 

sen laattataivutusjiiykkyyden katsotaan olevan sumi venattuna kaistojen laattataivu­

tusjiiykkyyksiin keskiviivansa suhteen. Tiimii vastaa tilannetta, jolloin kaistat liitty­

viit liitoslevyyn sarananivelin. Profiilin seiniimii ei ota vastaan seiniimiin keskiviivan 

suuntaisia pistemomentteja. Tutkimme siis toistaiseksi vain kuvan 3. tapausta 1). 

Jiiykkyydet ovat sumin pfutein venannollisia oheisten mittojen kolmanteen potens­

siin. Liitoslevyn viiiintOjiiykkyys Gft ei vaikuta viiiintodeplanaation muotoon, mutta 

sen maadoittava vaikutus bimomentttiin voidaan ottaa huomioon jiiykkyysmatriisissa. 

1) b3 » ci' »t3 2) b3 » t3 » ct 

- -- n -- 1 - - -- -
----t--- ::=-c 

tL I~._ i -
b I - -+! d 

I 

I 
"nivel" 

--- - - - - - - ----- - L 

Ohutseiniimiiinen profiili, liitoslevy Paksuseiniimiiinen profiili, "solmulevy" 

Kuva 3. Liitoslevyn ja seiniimien paksuuksien vaikutus liitoksen toimintaan 

Yleistetty sektorialinen koordinaatti Q,(y1,z1) 

Ohutseiniimiiisen poikkileikkauksen yleistetty sektmiaalinen koordinaatti .q(J!idil 

on lokaali siirtymiisuure, joka tysikaalisesti merkitsee sauvan piiiihiin kiinnitetyn 

poikittaisen laatan, johon profiilin kaistat liittyviit sarananivelin keskiviivaltaan, 
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(laatta)taipumaa ui(l!1,_£1) , kun sauvassa vastaavalla kohdalla vaikuttaa vaiintyma 

~,'(x) = 1 . 

Poikkileikkauksen keskiviivalla yleistetty sektoriaalinen koordinaatti yhtenee "ta­

vallisen" sektoriaalisen koordinaatin kanssa: 

2 
s s 

hs(s) on sektoriaalisesta navasta Ai seinaman keskiviivan tangentille vedetyn 

notmaalin pituus ja positiivinen, jos s kiertaa vastapaivaiin Ai:n ympati katsotta­

essa x :n positiivisesta suunnasta. Miinusmerkki johtuu ristitulon maaritelmasta va­

senkatisessa koordinaatistossa. 

Xi Ai = (ayi, azi) on sektotiaalinen napa, 
vapaasti defotmoituvalla sauvalla leik­
kauskeskio 

Vi Qi = (0,0) on otigo, vapaasti defor­
moituvalla sauvalla painopiste 

Kuva 4. Yleistetty sektotiaalinen koordinaatti 

Yleistetty sektotiaalinen koordinaatti on sauvan paan bimomentin vaikutuspinta 

sauvan paassa vaikuttavalle x-suuntaiselle pistekuotmalle /3/, Ill. 

Vastaisuudessa .0; merkitsee aina sauvan lokaalista yleistettya sektotiaalista 

koordinaattia (jos indeksi puuttuu tai on iso kitjain, se merkitsee solmudeplanaa­

tiota 1) ja m; tavallista m:aa seinaman alueella arvoltaan keskiviivan mukaisena. 

Kun paatylevyn pisteeseen (yp, zp) vaikuttaa pistekuotma P.r , niin se aiheuttaa 

levyn tasossa bimomentin 

3 

Kun paatylevylle vaikuttaa x -suuntainen kuotmitusjakautuma Px(y;, z;) , niin se 

aiheuttaa poikkileikkaukselle bimomentin 

4 

Oletusten mukaisille poikkileikkauksille kuvan 4. mukaisessa koordinaatistossa, 

jonka y;- ja z;-akseleiden suuntaisten suotien voidaan defotmaatiossa katsoa py-
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syviin suorina, yleistetyn sektmiaalisen koordinaatin lauseke on muotoa 

5 

Vakioiden miiiiriiiimiseksi tarkastellaan sektoriaalista koordinaattia cv 1 (s) mah­

dollisimman yleisellii oletusten mukaisella poikkileikkauksella . 

Z ; 

y; 

Kuva 5. Profiililinjalla w,(s) - w,(O) = Q,(y;,z;)- cv01 

Asetetaan sektoriaalisen koordinaatin s 0-kohta pisteeseen, jossa sektorialisen 

navan kautta uumalle asetettu normaali leikkaa uuman keskiviivaa. Navan etiiisyyt­

tii uurnasta merkitiiiin a:lla. Lasketaan 2:n mukaan sektoriaalisen koordinaatin arvo 

laipoilla (tai niiden jatkeilla) uuman vastakkaisella puolella etiiisyydellii a. 
c a 

w,(s 1) -w,(O) = -J -ads- J cds =0 
-(h-e) -a 

' w,(s 2 ) -w,(O) =- J - ads- J (h-c)ds = 0 6 

Havaitaan, etta Q;{J!L,_g_1)- w;(O) = 0 kuvaan 5. katkoviivalla merkityillii Yi­

.i.lL...£ i -akseleiden suuntaisilla sumilla, jotka Iisteiiviit pisteessii Bi = (ba,_kz.i1...J.Qk.1! 

sijaitsee sektoriaalisen navan Ai = (aa,_!Iz;) kanssa symmetrisesti uumaan niihden. 

Tiimii lainalaisuus ei riipu siitii, onko Ai myos profiilin leikkauskeskio. 

Kuvan 5. mukaisella poikkileikkauksella koordinaatistossa OJ!,z; : 

n,(y,,z;) = -(y,- by,Xz,- b,,)8, +ro., 

W 01 = !...J..... fJ (y1 -by1Xz1 -b,,)dA =(
1

y:i +by1b,,)81 
A, A. A, 

0; = + 1 

A; on elementin poikkipinta-ala, lyzi on tulomomentti painopisteen suhteen. 
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.O;:n kierto 

Suoritetaan koordinaatiston kierto pisteessii Bi kaavan 8 mukaiselle .O;:lle. 

y;- by; 

{Y;- by;}= [ co.sa sin a]. {Y1 = bYJ} 12 
z; -b,; -sma cosa z1 b,1 

Y;- byi 

Kuva 6. .O;:n kierto 

.Q; voidaan nyt !au sua ( elementin j) koordinaatistossa j: 

n,(y1 ,z1 ) = -((y1 - by1 )cosa +(z1 - bzJ )sina] · [-(y1 - b>1 ) sin a+ (z1 - bzJ ) cos a]+ wo, 

=~[(y1 -b>1 )
2 -(z1 -b,1 ?]sin2a+(y1 -b>'1 )(z1 -bzJ)cos2a+cvoi 13 

Tiimiin kaavan avulla voidaan laskea voimamenetelmiillii likimiiiiriiisesti voima-

suureiden viilittymistii profiililta toiselle liitoksissa, joissa oletusten mukaiset profiilit 

on liitetty yhteen kulmassa a , 0 < a < n/2 toisiinsa niihden. 

Tiillii kettaa tiissii kaavassa on kiinnostavinta tapaus , jossa a = n/2 , jolloin 

D.;(y1 ,z1 ) = (y1 - bJj )(z1 - bzJ) + CV oJ , ja Si = - 1 , CVo; = CVo; = CVo 14 

Kaikille profiileille on siis olernassa sekii positiivisen etta negatiivisen S; :n 

ornaava sektmiaalinen koordinaatti. 

{
+1, kun Z ; 

8 = 
I -1, kun Yi 

on uuman suuntainen 

on uuman suuntainen 

Liittyessiiiin solmuun, jossa on viiiintymii 8'u , elementti saa viiiintymiin 

15 

16 

Kun vastakkaisen S;:n omaavat cv; :t yhdistetiiiin solmussa, niin viiiintymii ()~, 

ja bimomentti B vaihtavat solmussa merkkinsii. Solmussa voi olla negatiivinen 

8'u ja B , vaikka niimii suureet kaikilla solmuun liittyvillii sauvoilla olisivat posi­

tiivisia tai piiinvastoin. 
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Solmulevylle yz -tasossa tai kohtisuoraan poikkileikkauksen seinamalle vai­

kuttavan pistemomenttikuorman aiheuttama bimomentti 

Solmulevyn pisteeseen R = (yM, zM) vaikuttava pistemomenttikuorma 

M = Mv] + M"'k =-MY]+ M,k voidaan aina jakaa kuvan 8. mukaan kahdeksi 

pistevoimapariksi, joiden momenttivanet Lly ja Llz ~ 0. 

V; 

y; Pv =M,/(2&) 
Pw=M,..tl(211y) 

Kuva 7. Pistemomentin jako ekvivalenteiksi pistekuormiksi 

I:JJ3 = lim,,._,o{ M v [n, (y,l>zM + t..z)- O;(yu,Zu - t..z)] + M,. [ n, (Yu + ily,zM )- n, (YM - ily,zM )]} 
6:->0 2t..z 2ily 

an ( ) an ( ) = Mv az.' y M• z M + ~.' y M> z M = - Mv(yM- byJO;- M,v(zM- b,Jo; 
' vy, 

=-[ Mv(YM- byi) + M"'(zM- b,,)]8, 17 

Kun VM = bJi~..i = b ; , niin LlB = 0 , joten pisteeseen Bi vaikuttavan 

E_-tason pistemomentin vaikutuksesta sauva taipuu vaantymiitta. 

Yleistetyn sektoriaalisen koordinaatin Q; (y1,_~t):n gradientin vni nollapisteiden 

(satulapisteiden) Bi ura nayttaisi siis muodostavan poikkileikkauksen erikoisakselin, 

jolle kohdistuvat taivutusmomentti- ja bimomenttikuonnat ovat sikali mtogonaalisia, 

etta ne eivat tee virtuaalista tyota toistensa vastinsiirtymissa. 

Liihteessa /3/ on todistettu, etta kun mielivaltaisen avoprofiilisen jaykkaseina­

maisen poikkileikkauksen seinaman keskiviivalla olevaan pisteeseen (yM,zM) vaikut­

taa pistemomentti M = MY]+ M,k, niin se aiheuttaa bimomentin muutoksen 

tli3 = -r · M = -(Yu -a,.,)M,. -(zu -a,,)M, = (yM -a,.;)Mv -(zu -a,,)M,. 18 

Miinusmerkki johtuu vasenkatisesta koordinaatistosta . Kaavat 17 ja 18 antavat 

seinamiia vastaan kohtisuoran pistemomentin vaikutukselle saman tuloksen. Sen si-
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jaan laipalle keskiviivan suunnassa vaikuttavan pistemomentin tapauksessa syntyy 

itseisatvoltaan 2Mc suuruinen ero, jossa c on vaikutuspisteen etiiisyys uumasta. 

Koska seiniimiin ei katsota ottavan laattana vast a an momenttikuormaa ( oletus 5 ), 

liitoslevy siirtiiii momentin kaksitukisena palkkina laippojen normaalijiinnityksiksi. 

Kaava 18 ei piide seiniimiin keskiviivan ulkopuolella vaikuttavalle pistemomentille. 

Kiertymien ja viiiintymiin yhteensovittaminen solmulla 

Liihteiden /1/, /2/, /3/ ja /5/ mukaan poikkileikkaus kiertyy viiiinnossii viiiintoak­

selinsa eli taipuma-akselinsa ympari, joka vapaasti deformoituvalla sauvalla yhtyy 

leikkausakseliin. Taipumat V; ja W; ja kierymiit dv; /dx = e\\;, dw;/dx = - {},; mitataan 

siis viiiintoakselilta. Laskettaessa silltymii- ja voimasuureiden viilittymistii elementiltii 

toiselle on kiettymiiii e...; ja e\\i kuitenkin piiiistiivii kiisiksi poikkileikkauksen x­

suuntaisten u (y;, z;) -siiitymien y;- ja z; -derivaattojen avulla, joiltin vaikuttavat 

kiettymien lisiiksi Q; (y;, z;) :n kaltevuudet viiiintoakselin kohdalla, kun 8,,;' ~ 0. 

Tarkastellaan asiaa mahdollisimman pelkistetyn esimerkin avulla. Solmulinja on 

sijoitettu poikkileikkauksen painopisteeseen, joten y; = y ja z; = z . 

z W; 

y V; 

Kuva 8. illoke-elementti 

z 

~--------~~r----------+--~x 

L 

d2 
e= - -

2d+h 

3d2 

a=--
6d+h 

t = vakio 

co 1 = ah 12 

ay; =-(a+ e) az; = 0 
.O;(y;, z;)= -y;z;+(a - e)z; , 19 
josta saadaan kaavojen 8, 9 ja 14 mukaan 
by; = a -e 
mo = 0 

hz;= 0 
o;= + 1 

Kuva 9. Symmetrisen U-profiilin erikoispisteet ja .Q(y;,z;) 
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Oletetaan solmulevylla vaikuttavaksi sihtymiitila 8'u = 1 muiden solmuleyyn 

sihtymiisuureiden ollessa = 0. Tiilltiin mytis elementin paan · 1 ()~,;t = 1 johtuen 

sihtymiikenttien (yz -termin) yhteensopivuuden vaatimuksesta, v; 1 = w;1 = 8,,; 1 = 0. 

Tasapainosyista 

20 

koska mikiiiin kiinnitys ulokkeen toisessa piiiissa tai kuomitus eiviit niita ole otta­

massa vastaan. Tiilltiin taipumat ovat suoraviivaisia ja kiettymiit vakioita. 

V; = X f1v;(0) , W; = -X f1v;(0). 

Pitenemii u(x) = 0 , johon vapausasteeseen palataan seuraavassa luvussa. 

Kun viela oletetaan, etta kL » 1 , eli L ~ oo , niin differentiaaliyhtaltille 

8(4
) - ee" = 0 saadaan yksinkettainen ratkaisu 

x=xo 
-------,---, 

:--.; 
: J Bw 
.,, ,, 

e;(x) = e-k< ' 

x=O 

21 

22 

Kuva 10. Kuvien 8. ja 9. uloke-elementin muodonmuutos sihtymakuormasta 

()'(0) = 0 

Heraa kysymys, minkii tiett)jen solmulevyn akseleiden kaltevuudet "edustavat" 

()j (x) :n vaimentuessa x :n kasvaessa akselin y = by; = a - e , z = b,; = 0 

kaltevuudet sailyvat vakioina: 
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au. au. au an 
-~ (x a-e 0)= - 1 (0 a-e 0)=-(a-e 0)= - (a-e 0)= 0 J·a 23 
ay ' ' ay ' ' c3y ' ay ' 

au. ( ) au; ( ) au ( O) an ( ) ( ) ozl x,a- e,O = & O,a- e,O = & a- e, = & a- e,O =- a- e 24 

Merkinniit u (x,y; ,z;) , v (x,y; ,z;) , v;1(y;, z;) , U(y, z) jne. merkitseviit sen akselin 

siirtymiii, joka on argumenteissa annettu. Ellei argumentteja ole annettu, U; on 

poikkileikkaukselle tasan jakautunut pitenemii, V; viiiintoakselin y-taipuma jne. 

"Aiirettomyydessii" kyseessii on jiiykiin kappaleen liike, joten 

ou(x,y;,z)- 8v(x,y;,z) 

ayi ax 
ja 25 

21:sta, 23:stii , 24:stii ja 25:sta seuraa, etta 

(),.; = e -a ja ()"'; = 0 "'!x. 26 

Viiantoakselin kiettymiit ()v =- dw;ldx ja ()w= dv;/dx ovat samat kuin sauvan 

sellaisen akselin kaltevuudet ou(x,y;>z;)l()y, ja au(x,y,,z;)/8z,, jolla an, Jay,= 0 

ja an, I ozi= 0 , eli kaavan 8. mukaan akselin y; = by;' Z; = b,; kaltevuudet. 

Tamii on yleinen lainalaisuus, joka voidaan helposti todentaa kiljoittamalla nii­

kyviin liihteen 11/ ja tiimiin luvun alussa esitetyn pemsteella elementin poikkileik­

kakseen x; kuvitellun liitoslevyn pisteiden etenemiin lauseke 

0v(Xi,ayi>azi) av(xi,ayi'az;) I 

u(x;,y;, z;) = u;(x)+ &. Y;- &. z; +(),;(x)n;(y;, z;) 
I I 

27 

Derivoimalla tamii y; :n suhteen ja sijoittamalla y; = by;, z; = b,; sekii vastaa­

valla tavalla z; :n suhteen saadaan tiirkeat kaavat 

28 

29 

Niiillii kaavoilla on pemstava merkitys laskettaessa siirtyma- ja voimasuureiden 

viilittymista avoprofiiliselta sauvaelementiltii toiselle paittaisliitoksissa. 

Kuvassa 9. on piinetty katkoviivalla leikkausakselin ja yz -tason akselin 
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y; = a - e asema deformoituneessa ja deformoitumattomassa tilassa sekii pistevii­

valla solmulevyn notmaalin kaltevuuskulma a = e + a leikkausakselin kohdalla. 

Viiiintoakseli muodostaa def01moituneen solmulevyn normaalin kanssa kulman 

30 

Piste Bi , jossa VOi = 0, miiiirittelee siis poikkileikkaukseltaan oletusten mu-

kaiselle elementille akselin, jolla def01moituneen liitosleyyn kaltevuudet blt! ry1_E 

!Jul &1 ovat riippumattomia viiiinnostii ja samansumuiset kuin taipuman x_-detivaa­

tat eli kiertyrnat. Kaavan 17. mukaan se on myos akseli, jolta poikkileikkaustason 

pistemomentilla ku01mitettaessa sauva taipuu viiiintymiittii. Akselia voitaisiin analo­

gisesti taipuma-akselin kanssa nimittiiii kiettymiiakseliksi . 

Pitenemiin ja viiiintymiin yhteensovittaminen solmulla 

Tarkastellaan edellisen kohdan mukaista esimerkkiii, jossa viiiintohoikka uloke­

elementti ( kL > > 1) liittyy solmuun, jossa B'u = 1 muiden siirymien ollessa = 0. 

Tiilloin Bui(x):n, B~i(x):n ja Bi(x):n kaavat 22 ovat voimassa. 

Vaihdetaan poikkileikkaukseksi tasalaippainen "vastapiiiviiiin kiettiivii" Z- profii­

li. Venataan samalla Z -profiiliin, jonka laipat osoittavat myotiipiiiviiiin. 

j 

h y--+-+--+ v y --+-+--. v 

d 

Qj(yj,Zj)= -yjZj-OJo 

OJoj = - OJo 

0 = +1 

Kuva. 11. Oikea- ja vasenkiitisen Z-profiilin .Q.(yi,zi). 

36 

t = vakio 
ay; = by;= 0 

Gz; = hz; = 0 

hd 1 hd2 

co 1 = 2-2 h+2d 

1 hd2 

co = ----=co 2 
2 h+2d 0 

d2 
Yo= h+2d 
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Asetetaan solmulinja painopisteakselille Goka on nyt myos leikkaus- ja kietty­

miiakseli). Kuten edellisessiikin esimerkissii, tasapainosyistii 

du,(x)ldx = 0 :::? u;(x) = vakio 

Sauvan kokonaismuodonmuutos on siis 

u(x,y;, z;) = u;(x) + Q,(y;, z;)B,,;'(x), josta 

u(O,y0,h/2) = U(J1o, h/2) = Q(yo, h/2) = - Yoh/2 

1 hd2 

= - --- - = - Wo = vakio = u;(x) 
2 h+2d 

33 

34 

35 

36 

37 

38 

Tiimii esimerkki osoittaa selkeiisti ( ohjaamattoman) u; :n luonteen keskimiiiiriiise­

nii (tasan jakautuneena) pitenemiinii poikkileikkauksella, ei esimerkiksi painopisteak­

selin pitenemiinii. 

Itse asiassa yksikiiiin avoprofiilisten sauvojen elementtimenetelmiin seitsemiistii 

pemssuureesta u. v. w, (), v'. w ' . ()' ei ilmennii viilittomiisti "kimmoviivaksi" 

usein katsotun painopisteakselin liikkeitii, niitii ei mitata yleiselle sauvalle tiiltii ak­

selilta. 

Painopiste on voimasuureiden erikoispiste. 

Siirtymien muunnosmatriisit 

Annetaan elementin i piiiille 2 vuoron periiiin pakkosiiltymiit u;, 2 = 1, v;, 2 = 1 , 

w;, 2 = 1 , 8,,;,2 = 1 , 8,.;,2 = 1 , 8 ... ;,2 = 1 ja 8~,;, 2 = 1 muiden siiltymien ollessa 

nollia. Tiilloin saadaan muodonmuutosfunktioiden 1 , Y; , Z; ja fl; avulla elemen­

tin i + 1 piiiin 1 sekii liitoslevyn ja solmulinjan (y0 ,Z0 ) siiltymiit. 

Y; ja Z; merkitseviit pintoja y; - x; = 0, z;- X;= 0, eli taivutusmomenttien 

vaikutuspintoja aksiaalisille pistekuormille. 
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Siirtymii Elementin piiii 2 Elementin i + 1 piiii 1 Solmu 

z, w~ 
x,u 

A--tAW 
v~y 

1 ~w 
v~y 

. ;. 

by~' byi+l 
~ 

Lie, 

y 

11i,2 

(}vi ,2 

e,,i,2 

1 lli+I,l U= 1 39a,b 

1 Vj+I ,l v = 1 40a,b 

Wi+I ,2 1 W=l 41a,b 

e,,i+I,I = Bu = 1 
1 Vi+I ,I = - (azi+I,i - a , ;) = -Lia, V = - (zo - a,;) 

1 

Wi+I ,I = -(ayi+I,i - ay;) = - Liay W = -(yo- ay;) 

42a,b 

()vi+l ,l = 1 Bv = 1 

lli+I ,l = ezi+J,l - 0 Lie, U = Z0 43a,b 

()ui+I,l = 1 Ow= 1 
llj+l ,l = eyi+I,I - 0 Lley U = Yo 44a,b 

() 'u 

an. 
B,,i+I,l = ayi' (yi, b zi+I) =- Llb,Oi Ow = - (Z0 -b,;)O; 

lli+I ,i = Qi(Liey,Lie,) - Qi+I(O,O)OiOi+i 

- (Liey-by;)(Lie, -b,;)Oi + OJoi + byi+Ibzi+Ib'i - OJoi+!OiOi+I 45a 

Solmu: U = Qi(yo, Zo) = -(yo - by;)(zo - b , ;)Oi + OJoi 45b 

Kuva 12. Sii.J.tymiisumeet 

ayj,i ja a zj,i ovat elementin j leikkauskeskion, byj,i ja bzj,i "kiertymiikeskion" 

sekii eyj ,i ja ezj ,i painopisteen paikat elementin i poikkileikkauskoordinaatistossa. 
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Kun sekaannuksen vaaraa ei ole, pyritiiiin ylimiiiiriiisiii indeksejii jiittiimiiiin pois, 

esim. ay;,; = ay; , bzi+l ,i+l = bzi+l jne. 

Llay = ayi+l ,i - ay; = ayi+l - ayi,i+l = ayi+l + Lley- ay; , Lley = eyi+l,i - 0 = eyi+l,i 

- eyi,i+l jne. Kaavoissa esiintyy siis kahdessa eri koordinaatistossa mitattuja suu-

reita, esrm. ay; , by; , ay;+ 1 ja byi+l . Tiistii ongelmasta piiiistiiiin eroon tuonnempana. 

Yhtiili:iistii 39a - 45a saadaan matriisimuodossa 

II 0 0 0 /'o;ez /'o;eY 
[bl;+1b,;+1 -(bl; -/'o,.ey)(b,; -/'o,.ez)]8; 

11 

v +ro oi - ro oi +lo;<'>;+, v 
0 0 -/'o,.az 0 0 0 

11' 11' 
0 0 -/'o,.aY 0 0 0 46 

eu 
0 0 0 1 0 0 0 

eu 
ev 

0 0 0 0 0 -/'o,.b 0 
ev 

e, y ' ew 
0 0 0 0 0 1 -t1bzoi 

s:l i+l ,i 0 0 0 0 0 0 8;8;+, 
e~ i,2 

eli {u} = [8] - I 
i+l,l i+l [T] .[8]·{u}. 

t+l , t 1 1,2 

1 0 0 0 0 0 (l)oj I 0 0 0 0 0 -ro oJOJ 

0 1 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 0 0 I 0 0 0 0 47 
[al = 0 0 0 1 0 0 0 [or = o 0 0 I 0 0 0 

0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 1 0 0 

0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 I 0 

0 0 0 0 0 0 0; 0 0 0 0 0 0 0; 

[8t on !2; :n kiettomatiiisi. Mattiisi [TLI,i saadaan poistamalla kaavan 46 

matliisista kiettomatiiisiin sii.netyt muuttujat 8 ja OJ0 indekseineen. 

Yhtiili:iistii 39b - 45b saadaan solmusii.J.tymiksi 

u 
v 
w 
e u 

0 0 0 

0 0 a,1 - Z
0 

0 0 a>',- Yo 

0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 0 0 0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

0 0 

0 

0 

0 

(byi - Yo}si 

(b,,- zo)oi 

II 

v 

1V 

48 
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u 1 0 0 0 -z. -y. -y.z. +byib-n -co.;8; u 
v 0 0 Zo -azi 0 0 0 v 
1V 0 0 Yo -ay; 0 0 0 w 
eu 0 0 0 1 0 0 0 e 49 u 

ev 0 0 0 0 0 Yo -byi e v 

ew 0 0 0 0 0 zo- bzi ew 
8' u i,2 

0 0 0 0 0 0 0; 0' u s 

Siittomatdisi solmulta i + l:en saadaan k01vaamalla tiissii Yo Yo - L1ey:llii , 

Zo Zo- L1ez:lla , a y; ayi+I:llii, Gzi a-n+I:llii, by; byi+l:llii ' b-n hzi+I :llii , C:Voi 

aJoi+I :llii ja 0; 8;+1:llii: 

ll 0 0 0 !'J.e, - Z
0 l'l.ey - Yo 

-(I'J.ey- Yo)(!'J.e,- zo ) u 
v +b},+l bzi+l -co asi+l v 

0 1 0 zo -11ez - azi+l 0 0 0 
IV w 50 

0 0 Yo - Aey -a,i+l 0 0 0 
eu e 

0 0 0 0 0 0 u 

ev e 
0 0 0 0 0 Yo - l'l.ey- b>i+l 

v 

ew 
0 0 0 0 0 Zo - 6.ez - bzi+l 

ew 
e ~ 8' 

i+l, l 0 0 0 0 0 0 oi+l 
u s 

eli {u}i+I,I = [8]~~~ ·[TL,,o · {U}s 
Kun yhtiilon 50 matriisilla [8F~1 • [rL,,. kerrotaan yhtiilon 48 matriisi 

[r]o,i ·[81 , saadaan yhtiilon 46 mattiisi [8r~, ·[TL,,i ·[81 . 

Koska on samantekeviiii, minkii nimenomaisen solmupisteen (y.,_~QL kautta on 

kuljettu, mikii tahansa liitosleyyn piste voidaan ottaa solmupisteeksL ja molempien 

sauvojen muodonmuutossuureet voidaan muuntaa samaan solmulta solmulle kulke­

vaan ns. solmulinjakoordinaatistoon. 

Kaavan 9. mukaisen !.kn tapauksessa on voimassa 

51 

Voimasuureiden muunnosmatriisit 

Annetaan sauvan piiiille 2 kullekin voimasuureelle vastaava virtuaalinen 

siittymii suumudeltaan 1, ja asetetaan kaikkien voimasuureiden niiissii siittymissii 

tekemii vittuaalinen tyo nollaksi. 
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LF .. ;+l 

~X 

Z~ui+l 
Lle{t. Mvi+!~X 

Zo ,; 

Tasapaino Ekvivalentti solmuvoimasysteemi 

Fui + Fui+l = 0 

Fvi + Fvi+l 0 

Mvi + Mvi+I + Fui+!Lie, = 0 

0 

Fu,i Fu,; 52a,b 

Fv,i Fv,; 53a,b 

Fw,; 54a,b 

M vi = Mv,; + F U,i Zo 

56a,b 

M"' = Mw,; + Fu,iYo 
57a,b 

= B; + B;+I8;8;+I- Mvi+ILibyO;- M"i+!Lib,o; 
+ Fui+I { [- (Liey - by;)(Lie, - b,;) + byi+lbzi+I]O; 

Y + CVoi- CVoi+IO;O;+I} = 0 58a 
Solmu: 

m. m. 
B; = Bo; +Mv--' (y 0 ,Z;) +Mw --' (y i>zo ) +FuD.;(Ya, zJ 

&; o/; 
= BO;- M~(yo- by;)O;- Mw(zo- b,;)o+ Fu[- (yo - by;)(za - b,;)O; + CVoi] 58b 

Kuva 13. Voimasuureiden tasapaino 
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Tasapainoyhtalot matriisimuodossa, kun ~~o on liitoslevyn vaantojaykkyydesta 

Glv johtuva bimomentin maadoittuminen liitoksessa, eika ole solmukuormia: 

0 0 0 0 0 0 
F. 0 1 0 0 0 0 0 F,, 0 

F. 0 0 0 0 0 0 F. 0 

F.. F,,. 0 59 
0 - tw, - /';a , 1 0 0 0 

M. + /';e, 0 0 0 1 0 0 
M. 0 

M. 0 0 0 0 0 
M. 0 

/';e, 
i\1\V 

[b,;,,b,,.,, -(/';e, -b,,. )(/';e, - b,J]6,. A1., 0 

B 0 0 0 -l';b,§,. -/';b,§.. o,.o,.+l B /'; 
i,2 

+mor -(J)oi+lo,.o,.+l 
i+\,1 

eli {F}. + [o]~ · [S]. . · [o]. -T • {F}. = {F}. +[EX]. . {F}. . = 0 
1,2 1+1,1 1+1 1+1 ,1 1,2 1+1,1 t+l,t 

Yhtalon 55 mattiisi on yhtalOn 42 matriisin transpoosi . 

[S] .. = (T]T. 60 
l,J I,J 

[EXl,i = [o]/' ·[SL ·[orT on epakeskisyys- eli eksentrisyysmatriisi sauvalta 

sauvalle j . Eksenttisyysmattiiseilla kootaan voimasuureet elementin paissa sa­

maan koordinaatistoon siten, etta ne ovat yhteenlaskettavissa ja nain tasa­

painoehdot voidaan asettaa. /2/ 

Merkitaan elementtikoordinaatistosta koordinaatistoon j muunnettuja voi-

masuureita lihavoidulla vektorilla 

{F} .. =[EX] .. {F}. 
l , j 1,) I 

61 

Fysikaaliselta merkitykseltaan {F}. . on sellainen koordinaatiston j voimasys-
1,, 

teemi, jonka suotittama virtuaalinen tyo koordinaatiston i yksikkomuodonmuutok­

sissa 1 , Yi _,__Z1_,_fli on sama kuin {F}; :n, kuten kaavoista 52- 58b on paatel-

tavissa. Esimerkiksi yhtalOssa 59 {F}. 
1

. =[EX]. 
1
.{F}. 

11
. Jos bimomentin maa-

r+ , 1 1+ ,1 z+, 

doittumista ei huomioida 

:L({FL.j + {R}i,j) + {P}j = o 
i 

62 

{R} .. :t ovat elementtien ekvivalentteja kuormavektoreita muunnettuina koordi-
1,, 

naatistoon j ja {P} j on solmukuormavektoti tassa koordinaatistossa. 

Voimasuurevektotin {F};,
2 

ja solmulinjan S = (yo,zo) sille ekvivalenttisen sol-
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muvoimavektmin {F}s; yhteys saadaan kaavojen Slb - 58b toisesta sarakkeesta: 

Fu 0 0 0 0 0 0 Fu 

F. 0 0 0 0 0 0 F, 

F ... 0 0 0 0 0 0 F,., 63 
Mu 0 a zi -zo a };-Yo I 0 0 0 Mu 

M,, z. 0 0 0 0 0 Mv 

A1., Yo 0 0 0 0 I 0 Mw 

B 
i ,2 - (yo-b,;)(zo- b,,)o, +ro oi 0 0 0 (b,;- Yo )o, (b,, - z.)o, 8, B 

S i 

[8r[sL.i. {F}s; = [Exrl. {FL 

Kiiiintiimiillii [EXrl saadaan tiirkeii kaava 

Fu 1 0 0 0 0 0 0 F" 
F,, 0 0 0 0 0 0 F. 

Fw 0 0 0 0 0 0 Fw 
60 

Mu 0 zo -a:n Yo -ali 1 0 0 0 M" 
Mv - zo 0 0 0 1 0 0 M. 

Mw -yo 0 0 0 0 0 Mw 

B -y0 Z 0 + bl;b,; -Ol)l; 0 0 0 
i ,S Yo -b)i z -b. o, B o n i ,2 

= [EX);· {F};,2 = [sJ ·[8rT {F}.2 
1,0 I I, 

Tiimii on liihteen /2/ mukainen eksentrisyysmattiisi, jolla voidaan muuntaa 

kunkin solmussa yhtyviin sauvanpiiiin voimasuureet lokaalista painopiste-leikkauskes­

kiokoordinaatistosta solmulinjalle. Aivan samoin kuin sii.ttymiisuureilla myos voima­

suureiden kohdalla voidaan osoittaa, etta ainakin yleistetyn sektmiaalisen koordi­

naatin ollessa oletettua muotoa voidaan solmulinjaksi valita mikii tahansa akseli. 

Elementin jiiykkyysmatriisi on liihteen /2/ mukaan 

[K] =[[EX); 
i [o] 

[o] ]·[KJ ·[[EX); 
[EX]; I [0] 

[o] lr 
[EX); 

65 

[K]; on elementin jiiykkyysmattiisi akseleiltaan kaistojen suuntaisessa elementti­

koordinaatistossa x;,y;, z;. Se saadaan piiiijiiyhyyskoordinaatistossa X;JI; ', z;' lausutus-

ta jiiykkyysmatriisista [K1; muunnoksella 

[K]; = [t]T[K1[t] , jossa 66 
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0 0 0 0 0 0 

0 cos a sin a 0 0 0 0 

0 - sin a cos a 0 0 0 0 67 
[t] = 0 0 0 0 0 0 

0 0 0 0 cos a sin a 0 

0 0 0 0 - sin a cos a 0 

0 0 0 0 0 0 

on piiiikoordinaatistosta sen elementtikoordinaatistoon muuntava matriisi. 

V;,Mvi a 

Kuva 14. Kietto solmulinjakoordinatistosta piiakoordinatistoon 

Sauvan molemmissa paissa on sama "osaeksentrisyysmatriisi" [EX]; . Moni-

mutkaisemmilla deplanaatiomuodoilla nama riippuvat myos liittyviin sauvan muodos­

ta, ja ovat yleensa eri paissa erilaiset. 

Epakeskisyysmatriisi menee yksinkertaisimpaan muotoonsa solmulinjakoordinaa­

tistossa Oxyz. Talloin myos eri elementtien epakeskisyysmatriisit ovat samanmuo-

toisia, vain indeksit poikkeavat. Jos merkitaan cyi:lla ja Czi:lla elementtien leik-

kauskeskioiden, dyi:lla ja dzi:llii kiertymakeskioiden seka ryi:llii ja l'zj:llii painopis-

teiden solmulinjakoordinaatteja, nnn epakeskisyysmatriisi sa a muodon. 

0 0 0 0 0 0 

0 1 0 0 0 0 0 

0 0 1 0 0 0 0 

[EX);= 0 -czi -cyi 0 0 0 68 

~~i 0 0 0 1 0 0 

I' . 
)'I 

0 0 0 0 1 0 

dyid zi -f>idzi -f~idyi -OJo/)i 0 0 0 -dyi -d,; t5i 

= [st ·[8rT 
Jos matriisit annetaan sauvan koordinaatistossa, kuten liihteessii /2/ , nnn r-

' 
c- ja d-alkioiden merkit vaihtuvat. 
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Yhteenveto 

Siirtyma- ja voimasuureiden muunnosmatriisit ns. kaksilaippapalkeille voidaan 

muodostaa poikkileikkausten kolmen erikoispisteen paikkojen funktiona. 

Sauvan sektoriaalisen koordinaatin OJ i(s) pohjalta on maatitelty yleistetty sek­

tmiaalinen koordinaatti Di(y, z), joka on sauvan seinamien keskiviivoilla s coi(s):n 

arvon saava solmulevyn biharmoninen laattataipuma, kun vaantymii e~ (x) = 1 . Se 

on samalla bimomentin vaikutuspinta elementin akselin x-suuntaisille pistekuormille. 

K.iisiteltava profiilijoukko on rajattu siten, etta solmulevyn vapausasteeksi tulee jay­

kan kappaleen kuuden liikemahdollisuuden ohella muotoa - yz oleva deplanaatio. 

Dmenee, etta Di(y, z):n gradientin Y'Qi 0-kohta muodostaa oletusten mukais­

ten poikkileikkauksen kolmannen erikoispisteen ''kiertymakeskion", jolla on keskei­

nen merkitys laskettaessa siirtyma- ja voimasuureiden valittymista elementilta toisel­

le. Kiertymiikeskioiden uran muodostavalla akselilla todellisen tai kuvitellun solmu­

levyn si.i.J.tymatilan u(x,y, z ) detivaatat (kallistumat) au/ay ja au/az ovat riippumat­

tomia vaiinnosta , ja ne ovat itseisarvoltaan vaiintoakselin taipurnien x-derivaattojen 

(kiertymien) av!ax ja aw!ax suuruiset. Sauva taipuu vaantymatta kuonnitettaessa 

kiertymakeskiosta mielivaltaisella yz -tason pistemomentilla. 

Jos liittyvien profiilien uumat ovat keskenaan 90° :n kulmassa, niin bimomentti 

B ja vaantymii B(x) vaihtavat tuella merkkinsa. 

Muunnosmatriisit ovat "eksakteja" avoprofiilisten palkkirakenteiden si.i.J.tymaele­

menttimenetelman perusolettamusten puitteissa tapaukselle, jossa profiilin kaistat on 

saranoitu liitoslevyyn seka tapaukselle, jossa liittyvat poikkileikkaukset voidaan 

ajatella saaduiksi kolmannesta oletusten mukaisesta profiilista poistamalla osia tai 

muuttamalla seinamien paksuuksia, eika liitoslevya ole. 
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