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Tiivistelma: Kirchhoffin ja Reissnerin-Mindlinin laattamallit ovat kaksi yksinkertai­
sinta mallia ohuen laatan kayttaytymisen kuvaamiseen. Kummankin mallin numeerista 
ratkaisua hairitsevat tietyt kaytiinnon ongehnat: Kirchhoffin malli vaatii interpolaatio­
funktioiden derivaatoilta jatkuvuutta, kun taas Reissnerin-Mindlinin malliin perustuvia 
elementteja ovat vaivanneet numeeriset lukkiutumis- ja stabiiliusongehnat. Artikkelis­
sa kasitellaan yksinkertaisia toimivia Kirchhoffin ja Reissnerin-Mindlinin laattamalleihin 
perustuvia elementtiformulaatioita. Esitetyt Kirchhoffin mallin elementit perustuvat jat­
kuvuusominaisuuden keskimiiaraiseen toteuttamiseen ns . diskreetti Kirchhoff hypoteesiin . 
Reissnerin-Mindlinin mallin elementeistii kuvataan kolmi- ja nelisohnuiset versiot, jotka 
perustuvat ns. MITC reduktiotekniikkaan ja stabilointiin, jolle esitetaan fysikaalinen tul­
kinta. 

JOHDANTO 

Luotettavien ja yksinkertaisten laattaelementtien kehittii.minen on osoittautunut en­
nakoitua hankalammaksi ongelmaksi. Erityisesti tii.mii. pii.tee keskimii.ii.raisen poikit­
taisen leikkausmuodonmuutoksen huomioonottavan Reissnerin-Mindlinin laattamal­
lin suhteen, jossa ratkaisun avaimet loydettiin vasta 90-luvun taitteessa. 

Elementtiajattelun pioneerit yrittivat soveltaa menetelmaa ensin Kirchhoffin mal­
liin . Yhteensopivuusongelmaan loydettiin ratkaisuja varsin pian. Tosin useat niista 
johtivat hyvin epii.kaytii.nnollisiin elementteihin, joissa oli hankalia vapausasteita. 
Esimerkkinii voidaan mainita Argyriksen viidennen asteen kolmioelementti , jossa 
esiintyvii.t kaikki toisen kertaluvun derivaatat nurkkasolmujen vapausasteina. Kor­
keamman kertaluvun derivaattojen mukaantulo haittaa elementin kiiyttokelpoisuut­
ta tilanteissa, joissa laatan paksuus tai materiaaliominaisuudet muuttuvat hyppii.yk­
sellisesti. Olisikin toivottavaa, ettii. vapausasteina esiintyisivat ainoastaan taipuma 
ja kiertymii.t . 

Hyvin kii.yttokelpoinen tapa konstruoida Kirchhoffin laattaelementtejii. ehdotet­
tiin jo 1960 luvun lopussa. Jatkuvuusvaatimusta ei toteutetakkaan tarkasti elemen­
tin koko reunalla vaan vain tietyissii. diskreeteissii. pisteissii.. Tii.mii.n vuoksi formu­
laatiota kutsutaan diskreetti Kirchhoff (DK) kondensoinniksi, vaikka menetelmii.n 
rajoitteet voidaan tulkita myos keskiarvomielessii.. 
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Reissnerin-Mindlinin mallin ensimmaiset elementtiformulaatiot esitettiin samaan 
aikaan kuin DK tekniikkakin. Tama on luonnollista, silla DK lahestymistavassa 
liikkeelle lahdetaan juuri Reissnerin-Mindlinin mallista. Ensimmainen huomattava 
vaikeus oli elementtien huono kayttaytyminen analysoitaessa ohuita laattoja. Tasta 
leikkauslukkiutumisen nimella kulkevasta ongelmasta paastiin eroon projisioimal­
la leikkausmuodonmuutos alempiasteiseksi polynomiksi kuin mihin interpolaatiot 
johtaisivat. Tama johti kuitenkin numeeriseen epastabiiliuteen, joka ilmenee leik­
kausvoiman heilahteluna ja pahimmassa tapauksessa jaykkyysmatriisin singulaari­
suutena. 

Diskreetti Kirchhoff ja Reissnerin-Mindlinin laattaelementtien vaatimat teknii­
kat ovat helpoiten esitettavissa vastaavien yksidimensioisten palkkimallien avulla. 
Taman vuoksi tarkastellaan aluksi Eulerin-Bernoullin ja Timoshenkon palkkimalle­
Ja. 

PALKKIELEMENTIT 

Diskreetti Eulerin-Bernoullin mallin elementti 

Kasitellaan aluksi diskreetti Eulerin-Bernoullin elementin formulaatiota. Lahtokoh­
tana on Timoshenkon keskimaaraisen poikittaisen leikkausmuodonmuutoksen huo­
mioonottava palkkimalli, jonka virtuaalisen tyon yhtalo on muotoa1 

fo\Mo"' + Q61- fov)dx = o (1) 

miss avon palkin akselin taipuma, M taivutusmomentti ja Q leikkausvoima. Palkin 
akselia vastaan kohtisuoraan vaikuttava jakaantuneen kuormituksen intensiteetti on 
f ja virtuaaliselle muutokselle on kaytetty klassista 5 symbolia. Kinemaattisia suu­
reita ovat kayristyma "'ja liukuma f. Ottamalla huomioon seka konstitutiiviset etta 
kinemaattiset yhteydet, voimasuureet M ja Q voidaan lausua muodosa: 

M = Eh = -EIB' Ja Q =GA./= GA,(v'- B), (2) 

missa B on poikkileikkaustason kiertyma, EI palkin taivutus- ja GA, leikkaus­
jaykkyys. Pilkku suureen oikeassa ylakulmassa merkitsee derivointia paikkakoor­
dinaatin x suhteen. Variaatioyhtalosta havaitaan, etta elementtimenetelman mukai­
nen diskretointi vaatii taipuman v ja kiertyman B interpolaatiofunktioilta vain C0

-

jatkuvuutta. Mikali diskreetti Eulerin-Bernoullin elementin vapausasteiksi halutaan 
taipuman ja kiertyman arvot elementin kahdessa solmussa, on lahdettava interpo­
laatioista, joissa on yhteensa vahintaan viisi vapausastetta, jotta leikkausmuodon­
muutosrajoite voidaan ottaa huomioon. Lisaksi kayristymalle "' = - B' haluttaisiin 
lineaarinen interpolaatio. Nama vaatimukset voidaan toteuttaa valitsemalla taipu­
malle lineaarinen ja kiertymiille kvadraattinen interpolaatio: 

v N1v1 + N2v2 = ~ (1- e)vl + ~ (1 + Ov2, (3a) 

B NlBl + N2B2 + N3!J.B = ~ (1- OBl + ~ (1 + OB2 + (e -1)/J.B, (3b) 

10lettaen homogeeniset reunaehdot. 
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missa e on elementin luonnollinen koordinaatti e = 2(x- Xc) /h, Xc on elementin 
keskipisteen koordinaatti ja h elementin pituus. Kiertyman kuplamuodon vapaus­
aste b..(} voidaan eliminoida asettamalla leikkausmuodonmuutos 1 keskimaaraisesti 
haviamaan elementin alueella: 

r /dX = r (v'- B)dx = 0. 
}J(e) }J(e) 

(4) 

Ehdosta seuraa 
3 ( 3 v2 - v1 

b..(} = 4 (}1 + (}2)- 2 -h- (5) 

jolloin kiertyman interpolaatio on 

(6) 

Elementin jaykkyysmatriisi voidaan nyt muodostaa ottamalla huomioon pelkas­
taan taivutukseen liittyva termi 

j EJ(}'5(}'dx. 

Nain konstruoidun elementin jaykkyysmatriisi on identtinen klassisen C 1-jatkuvia 
Hermiten interpolaatiopolynomeja kayttavan Eulerin-Bernoullin palkkielementin 
jaykkyysmatriisin kanssa. Nain ei kuitenkaan ole kuormavektorin, geometrisen jayk­
kyysmatriisin tai massamatriisin laita, silla taipuman interpolaatio on lineaarinen. 
Jakaantuneen kuorman tapauksessa kuormavektorit saadaan ekvivalenteiksi otak­
sumalla myos taipumalle kvadraattinen lauseke. Taipuman kuplamuotoa vastaava 
vapausaste D..v voidaan eliminoida momenttiehdosta 

f (x-xc)!dx=O. 
}J(e) 

(7) 

Taipuman kvadraattinen kuplamuoto ei vaikuta leikkausvoiman keskimaaraiseen 
haviamisehtoon ( 4). Ratkaisuksi saadaan 

(8) 

jolloin taipuman interpolaatio on 

(9) 

Eulerin-Bernoullin palkkimallin geometrisen jaykkyysmatriisin eli jannitysmat­
riisin tuottava termi virtuaalisen tyon yhtalossa on muotoa 

j Nv'5v'dx, 

missa N on normaalivoima. Nain muodostettu jannitysmatriisi poikkeaa huomat­
tavasti klassisen C 1-formulaation vastaavasta matriisista. Diskreetti E-B elementti­
formulaatiossa tama termi voidaan vaihtoehtoisesti kirjoittaa muotoon 

j NB5Bdx, 
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-1 

-2 

1 lvPB(L)-v(L)I -3 og v(L) 

-4 
t/ L = 10-1 4--

-5 t/L = 10-2 -B­
t/L = 10-3 *-

-6 L_ __ L_~--~--~--~ 

1 1.5 2 2.5 3 
-log(h/L) 

3.5 

Kuva 1 Suhteellinen virhe ulokepalkin paii.n taipuman arvossa verkontiheyden funk­
tiona eri hoikkuuden arvoilla (massiivinen neliopoikkileikkaus) kaytettii.essa 
lineaarista Timoshenkon elementtia. 

jolloin pii.adytii.ii.n samaan tulokseen kuin C 1-formulaatiossa. 
Vastaavasti dynamiikan tehtii.vissa tarvittava konsistentti massamatriisi tuot­

taa esitetyissa E-B palkkiformulaatioissa eri tuloksen. Menetelmien tarkkuus- ja 
suppenemisominaisuuksia on tarkasteltu viimeisessii. luvussa, tosin vain laattojen 
lommahdus- ja varii.htelytehtavissii. 

Timoshenkon palkkimallin elementti 

Suoraviivainen elementtimenetelmaformulaatio Timoshenkon mallin variaatioteh­
tii.van (1) ratkaisemiseksi saadaan valitsemalla lineaariset interpolaatiofunktiot seka 
taipuman etta kiertymiin approksimoimiseen. Tii.mii. johtaa tunnetusti menetel­
maii.n, joka lukkiutuu kun elementtiii kii.ytetaiin hyvin hoikkien palkkien analysoin­
tiin. Lukkiutumisesta paiistii.ii.n eroon vasta kun elementin pituus h on palkin kor­
keuden t luokkaa, katso kuvaa 1. 

Tulos on odotettu, sillii taipuman pitiiisi olla astetta korkeampi polynomi, jotta 
leikkausmuodonmuutoksen hii.viii.minen identtisesti elementin alueella olisi mahdol­
lista ohuen palkin rajatapauksessa. Yksinkertainen parannusehdotus on lisatii. taipu­
man interpolaatioon kvadraattinen kuplamuoto . Tii.mii elementin sisii.inen vapaus­
aste voidaan kondensoida pois elementtitasolla, joten vapausasteiden lukumii.ii.rii ei 
kasva. Kondensointu jii.ykkyysmatriisi on tiismii.lleen sama kuin leikkaustermin suh­
teen ali-integroitu (yhden pisteen Gaussin kvadratuurilla) jii.ykkyysmatriisi . Leik­
kausmuodonmuutostermin ali-integroiminenhan vastaa leikkausmuodonmuutoksen 
projisioimista vakiofunktioksi. Vakioksi projisiointi, eli keskiarvoistus voidaan suo­
rittaa myos kiinnittii.mii.llii. etukii.teen taipuman kvadraattinen kuplamuoto ehdolla 

1 = v' - B = {o = vakio, (10) 

jonka ratkaisu kuplamuodon vapausasteelle on sama kuin yhtali:issii. (8). Tiimii. on 
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tietenkin sama kuin keskiarvoehto: 

f (! -70 )dx = f (v'- B -70 )dx = 0. 
Jr(•) Jr( •) 

(11) 

Elementin kayttii.ytymistii voidaan viela parantaa redusoimalla leikkausjii.ykkyy­
den lauseketta. MacNeal [14] on johtanut redusoidun leikkausjii.ykkyyden lausekkeen 
tarkastelemalla lineaarisesti interpoloidun ja leikkausmuodonmuutoksen suhteen ali­
integroidun elementin taivutus- ja leikkausenergioita ja verrannut niita vakioliukuma­
ja lineaarista kayristymiitilaa vastaavaan tarkkaan ratkaisuun. Lineaarisesti inter­
poloitu elementti kuvaa kyseista muodonmuutostilaa tarkasti, mikali leikkausjii.yk­
kyyden lauseke G A, korvataan lausekkeella 

GA, 
G A: = ----=G::--A-:-,-=-h-::-2 . 

1 + 12EJ 

(12) 

Asian yksityiskohtainen johto loytyy esim. lahteistii. [14], [15]. 
Leikkausjii.ykkyyden korjauskertoimen lauseke (12) voidaan johtaa myos ilman 

energiatarkastelua. Lii.htokohtana on tasapainoyhtii.lon keskimiiarainen toteutumi­
nen elementin alueella: 

f (Q- M')dx = f [GA,(v'- B)+ EIB"] dx = 0. 
Jr(•) Jr(•) 

(13) 

Jotta tasapainoyhtiilon testaaminen onnistuu, on kiertymiin interpolaation oltava 
vahintaan kvadraattinen. Yksinkertaisin mahdollinen valinta on siten lineaarinen 
taipuma ja kvadraattinen kiertymii. K vadraattisella taipuman muodolla ei ole vai­
kutusta yhtiilon (13) toteutumiseen. Tilanne on analoginen keskimiiarii.isen leikka­
usmuodonmuutoksen haviamisehdon (4) kanssa. Kiertymiin kuplamuotoa vastaava 
vapausaste voidaan eliminoida elementtitasolla, jolloin ratkaisu on 

~B = 

(14) 

Elementin virtuaalisen tyon yhtiilon termissa 

leikkausvoima voidaan laskea joko tasapainoyhtiilon avulla: 

(15) 

tai suoraan maaritelman avulla, tosin keskiarvoistamalla leikkausmuodonmuutos: 
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missa 1r on projektio-operaattori, eli keskiarvoistaja. Tuloksena on tietenkin sama 
lauseke kuin yhtiilossa (15) . Virtuaalinen muodonmuutos on keskiarvoistettuna, eli 
laskettuna elementin keskipisteessa 

(17) 

Nain konstruoitu elementti on identtinen lineaarisen Timoshenkon palkkielementin 
kanssa, joka integroidaan yhden pisteen Gaussin kvadratuuria kayttaen ja johon 
sovelletaan leikkausjaykkyyden redusointia (12). 

Stabiloivan kuplamuodon ja leikkausjaykkyyden redusoinnin valisen yhteyden 
lienee ensimmaisena esittanyt Juhani Pitkaranta vuonna 1988 [17], kun taas itse 
redusointitekniikka on vuodelta 1973 ja idean isa Isaac Fried [7] . 

Leikkausjaykkyyden redusointi parantaa myos diskreetin yhtalosysteemin nu­
meerista kayttaytymista pienentamallii rakenteen jiiykkyysmatriisin hiiirioalttiutta. 
Tiimii voidaan helposti havaita tutkimalla elementin muodonmuutosenergian dimen­
siottomassa muodossa esitettya lauseketta 

u(•l - ! t EI [(dB) 2 + k (!!_) 2 (d'!? -e) 2] ds (18) 
- 2 lo h ds 2(1+v) r ds ' 

miss a on merkitty '!? = v / h, s = ( ::c - ::c~")) / h, I = Ar2 
( r on poikkileikkauksen 

jiiyhyyssade) ja k = A./ A on poikkileikkauksen leikkauskorjauskerroin. Havaitaan, 
etta leikkausenergian osuuteen jaa riippuvuus palkin hoikkuudesta r (r "'t) ikiiviillii 
tavalla. Kun r --4 0 niin leikkausenergian kerroin liihestyy iiiiretontii, jolloin myos 
elementin jiiykkyysmatriisin suurin ominaisarvo liihestyy iiiiretontii, ja rakenteen 
jiiykkyysmatriisin hiiirioalttius kasvaa rajatta. 

Redusoimalla leikkausjaykkyyttii yhtalon (12) mukaisesti, muodonmuutosener­
gian lauseke muuttuu muotoon 

U(e) = ~ 1 h ds + ~ k f4 k + (1 + v) (i) ds - B ds, IEJ[(dB)
2 

[ 2]-I(d'!? )
2
] (19) 

josta patologinen riippuvuus hoikkuusparametrista r on hiivinnyt. 

LAATTAELEMENTIT 

Diskreetti Kirchhoff elementit 

Analogisesti palkkielementtien kanssa, diskreetti Kirchhoff elementtien lahtokohtana 
on keskimaariiisen poikittaisen leikkausmuodonmuutoksen huomioonottava 
Reissnerin-Mindlinin laattamallin virtuaalisen tyon yhtalo 

missa momenttien, leikkausvoimien, kayristymien ja liukumien pystyvektorit ovat: 
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Kiiyristymiit voidaan lausua kiertymien avulla 

(22) 

ja liukumien lausekkeet ovat 

/:r:z = W,:r: - /3:r:, /yz = W,y - {3y. (23) 

Mukavuussyistii. kiertymiit f3:r: ja {Jy on miiiiritelty akselien x jay ympiiri kiertiivien 
rotaatioiden B:r: ja By avulla seuraavasti (katso kuvaa 2): 

(24) 

Konstitutiiviset yhteydet voidaan kirjoittaa kompaktissa muodossa 

(25) 

miss a Db ja D, ovat taivutus- ja leikkausjaykkyysmatriisit. 
Klassinen tapa konstruoida matala-asteinen DK elementti on otaksua taipuma 

miiaritellyksi vain elementin reunaviivoilla. Kiertymille otaksutaan tavanomainen 
elementin alueella miiiiritelty interpolaatio. Leikkausmuodonmuutosrajoitteet to­
teutetaan elementin nurkkasolmuissa ja reunan keskipisteessii.. Usein myos reunan 
normaalin kiertyma rajoitetaan lineaariseksi. 

Ehkiipii vieliikin selkeampi tapa muodostaa DK elementti on kiiyttiiii integaa­
limuotoisia rajoitteita. Kolmi- ja nelisolmuiset DK elementit voidaan siten johtaa 
seuraavasti. 

Elementin taipumaa w interpoloidaan lineaarisilla (kolmio) tai bilineaarisilla (ne­
likulmio) funktioilla, kun taas kiertymille kiiytetiian kvadraattista (kolmio) tai su­
pistettua bikvadraattista (nelikulmio) interpolaatiota, joka mukavuussyista valitaan 
hierarkiseksi . lnterpolaatio voidaan siten kirjoittaa muodossa 

n 

w l.:N;w;, (26a) 
i=l 

n n 

fJ:r: = L (Nif3:r:i + Nn+i!J.fJ:r:i), {Jy = L (N;{Jyi + Nn+ib.{Jy;), (26b) 
i=l i=l 

jossa n on elementin solmujen lukumaarii (3 tai 4). Kolmioelementille kiiytetiiiin 
alakoordinaattien L; avulla maiiriteltyja interpolaatiofunktioita 

L;, 

4L;L;+, i = 1, 2, 3, 

(27a) 

(27b) 

ja merkintii. i+ tarkoittaa solmua i seuraavaa solmua elementin reunaa pitkin positii­
viseen kiertosuuntaan kierrettaessii. Nelikulmioelementin interpolaatio maiiritelliiiin 
perusneliossii luonnollisten koordinaattien ~, 11 ja supistetun bikvadraattisen kannan 
avulla seuraavasti: 

~ (1 + ~;~)(1 + "li'fJ), 

! (1- "'~+ie- ~~+i"1 2 )(1 +~Hi~+ T/4+iTt), 

(28a) 

i=1, ... ,4. (28b) 
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n · • 

Kuva 2 Kiertyrnien mii.ii.ritehnii.t ja laattaelementin merkintojii.. 

Tiillii tavoin mii.iiritellyille hierarkisille muodoille NJ+;, N4+i indeksin i voidaan aja­
tella viittaavan myos elementin sivun numeroon. Tiilli:iin sivu i on solmusta i sol­
muun i+ oleva elementin reunan osa. Kuvaan 2 on piirretty elementtien solmukon­
figuraatiot ja solmujen sekii sivujen numerointi. 

Elementissii. on nyt 5n vapausastetta, jotka pitiiii redusoida miiiiriiiin 3n . Tiilli:iin 
elemen tin jokaisessa kiirkisolmussa on kolme vapausastetta ( w;, {3,;, {3y.) = ( w;, {3f). 
Tarvitaan siten kaksi rajoitetta sivua kohden: 

• sivun i suuntainen leikkausmuodonmuutos I• = w,, - {3,; = w,,- {3T s; hiiviiiii 
keskimii.iiriiisesti 

j ,,ds = 0, i = 1, ... ,n, (29) 
reuna i 

• kiertymii f3ni = {3T n; muuttuu lineaarisesti elementin sivua pitkin 

(30) 

Edellii on sivun normaalin ja tangentin suuntaisia yksikki:ivektoreita merkitty n; = 
[ C; S; r 'B; = [ -S; C; r) missii. C; = cos¢; ja S; = sin¢; . Rajoiteyhtii.li:it 

(29) ja (30) muodostavat yhtii.li:iparin 

nf .il./3; 

sf .il./3; 

0, 

3 w;+- w; 
2 £; 

(31a) 

(31b) 

kutakin sivua kohden hierarkisten kiertymiivapausasteiden eliminoimiseksi. Ratkai-
su on 

[ 
3 Wi+ - W; 3 T( )] 

.il./3; = 2 £; - 4 S; /3; + /3;+ s;, (32) 

missii. £; on sivun i pituus . 
Kuten palkkielementin tapauksessa, taipumalle voidaan otaksua myos kvadraat­

tinen interpolaatio jokaista sivua kohden. Niiitii vastaava vapausaste eliminoidaan 
momenttiehdosta (7) pitkin elementin reunaviivaa. 
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Klassisen DK nelikulmioelementin (DKQ) kayttaytyminen on kuitenkin osoittau­
tunut epatyydyttavaksi. Lyonsjohti vaitoskirjassaan [13] parannetun DKQ elementti­
version, jossa kaytetaan seka taipumalle etta kiertymille Lagrangen bikvadraattista 
interpolaatiota. Syntyneet lisavapausasteet eliminoidaan seuraavista kolmesta eh­
dosta: 

(33) 

Lyonsin elementissa on siten 15 rajoitusehtoa, jotka han otti huomioon numeeri­
sessa muodossa. Crisfield esitti muunnetun elementin, jossa ainoastaan kiertymille 
otetaan kayttoon Lagrangen interpolaatio ja taipumalle kaytetaan supistettua bi­
kvadraattista kantaa [5] . Tarvittavat kaksi rajoitetta Crisfield formuloi leikkaus­
muodonmuutoksen haviamisena pitkin elementin reunojen keskipisteita yhdistavien 
linjojen suhteen . N ain rotaatioiden kuplamuodot voidaan ratkaista eksplisiittisessa 
muodossa. 

Morleyn vakiokaarevuuselementti on varmasti yksinkertaisin toimivista 
Kirchhoffin laattamallin elementeista. Se voidaan johtaa myos DK kondensointi­
tekniikalla, kun kiertymille valitaan epakonformit lineaariset funktiot ja taipumalle 
tavanomainen lineaarinen interpolaatio. Soveltamalla rajoitetta (29) voidaan kier­
tymat (3., ja f3u lausua reunan normaalin kiertyman f3n avulla seuraavasti (reunalla i) : 

(
Wi+ - Wi) 

{3i = nif3ni + Si fi · (34) 

Kiertymien interpolaatio on siten 

3 
nc 

3 [(Si- Si) nc nc ] {3 = ?= Ni {3i = L T:- T Ni Wi + niNi f3ni , 
t=l t=l 1. I 

(35) 

missa Nrc on epakonformi lineaarinen interpolaatio 

(36) 

joka on jatkuva elementista toiseen ainoastaan elementin sivujen keskipisteissa. 
Mikali normaalin kiertymaan f3n kohdistuvaa rajoitetta (30) ei aseteta, saadaan 

elementti, jossa kullekin reunalle jaa yksi kiertymavapausaste. Kolme DKT ele­
menttikonfiguraatiota on esitetty kuvassa 3. 

Reissnerin-Mindlinin laattamallin elementteja 

Ehka yksinkertaisin tapa konstruoida hyvin kayttiiytyva matala-asteinen Reissnerin­
Mindlinin laattaelementti on kayttiia taipumalle kvadraattista ja kiertymille lineaa­
rista interpolaatiotaja kondensoida taipuman kvadraattista muotoa vastaavat vapa­
usasteet rajoittamalla leikkausmuodonmuutoksen tangentiaalikomponentti vakioksi 
elementin reunoilla. Jotta valtyttiiisiin leikkausjannitysten heilahteluilta tarvitaan 
myos leikkausjaykkyyden redusointia. Tata strategiaa sovelsivat Tessler ja Hughes 
1985 [8]. 

Reissnerin-Mindlinin laattamallin elementeista vain harvat lapaisevat matemaat­
tisen virhetarkastelun moitteetta. Yksi ensimmaisista alhaisasteisista R-M element­
tiformulaatioista, joille matemaattinen virheanalyysi on suoritettu ovat stabiloidut 
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(a) Mor leyn element ti (b) klassinen DKT (c) 12 vap. ast. DKT 

Kuva 3 Kolme erilaista DKT-elementtikonfiguraatiota. 

MITC elementit. Alkuperii.isen MITC reduktiotekniikan idean esittiviit Dvorkin 
ja Bathe 1984 kuorielementille [6] ja nelisolmuiselle laattaelementille [2) . Tekniik­
ka voidaan yleistii.a kokonaiselle elementtiryhmalle ja matemaattisen virheanalyysin 
naiden elementtien stabiloiduille versiolle todistivat Brezzi, Fortin ja Stenberg 1991 
[4] . 

MITC elementtiformulaatio perustuu sekamenetelmaan2
, jossa poikittaisille leik­

kausmuodonmuutoksille ( tii.smallisesti ilmaistuna niiden kovarianteille tensorikom­
ponenteille) otaksutaan itseniiinen interpolaatio . Ensimmaisessa artikkelissaan 
Dvorkin j a Bathe [ 6] so vi t ti vat namaleikkausmuodonmu u toskom ponenti t alku per ai­
siin siirtymiisuureisiin Lagrangen kertojien avulla. 

Lyly [12) on osoittanut, etta stabiloitu MITC-formulaatio ja Hughesinja Tesslerin 
tekniikka johtavat samaan tulokseen. 

Lineaarisen kinematiikan tapauksessa voidaan MITC elementtiformulaatio to­
teuttaa toisella tavalla . Leikkausmuodonmuutos lasketaan modifioiduista kierty­
mien interpolaatiofunktioista siten, etta leikkausmuodonmuutos I• elementin reu­
naviivalla on samanasteinen polynomi kuin taipuman gradientti tii.ssa suunnassa. 
Lineaariselle ja bilineaariselle elementille tii.ma merkitsee leikkausmuodonmuutok­
sen vakioisuutta. Tamii vakiokomponentti asetetaan yhtii.suureksi elementin reunan 
keskipisteessa alkuperaisistii. interpolaatioista lasketun leikkausmuodonmuutoksen 
arvon kanssa. 

Esitetiian MITC elementin konstruktion paavaiheet; yksityskohtaisempi johto 
loytyy lahteesta [9] . Taipumalle ja kiertymille kii.ytetaii.n tavanomaista interpolaa­
tiota 

n 

w=L:N;w;, 
i=l 

n 

{3., = L N;{3.,;, 
i=l 

n 

{3y = L N;{3yi. (37) 
i=l 

Lisii.ksi leikkausmuodonmuutoksen miiarittiimiseen tarvittaville kiertymille otaksu-

2 Nimi tulee sanoista Mixed Interpolated Tensorial Components. 
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taan oma interpolaatio ja merkitaan sita ylaindeksilla S 

n n 

{3; = L N;{3~i' {3; = L N;{3~' (38) 
i=l i=l 

missa N;:t ovat lineaariset alakoordinaateissa lausutut tai bilineaariset interpolaa­
tiofunktiot jan on elementin solmujen lukumaara (3 tai 4) . Uusi kiertymasuureiden 
interpolaatio (38) lisaa elementin vapausasteita kahdella sivua kohden. Nama voi­
daan eliminoida kahdesta ehdosta: 

• leikkausmuodonmuutos on vakio elementin reunalla i, eli 

T(3S k' l•i = w,. - S; = va 10, (39) 

• ja yhtasuuri alkuperaisista interpolaatioista lasketun leikkausmuodonmuutok­
sen kanssa elementin reunan keskipisteessa, eli 

w,.- sff3 8 = w,.- sff3(( = 0). (40) 

Jalkimmainen ehto voidaan lausua myos integraalin avulla: 

j sf (f3 8 -f3) ds = 0. (41) 
reuna i 

Ratkaisemalla yhtaloista ({3;;, !3&), i = 1, ... , n ja sijoittamalla ne yhtaloihin (38) 
saadaan leikkausmuodonmuutoksen laskemiseen tarvittavien kiertymien interpolaa­
tioiksi lausekkeet 

1 ~[(N C;+S;N· _ C; __ S;_ N) {3. 
2 L....- 1 + D· •+ D· •- "" 

i=l •+ ·-

(
C; __ C;_ N _ C;C;+ N ) {3 ·] 

+ D· ·- D· •+ Y• ' 
·- 1+ 

( 42a) 

.! ~[(N _ S; __ C;_ N _ C;S;+ N+) {3 . 
2 L....- 1 D· ·- D· • Y• 

i=l ·- •+ 

(
S;+Si N _ S; __ S;_ N ) {3 ·] 

+ D· •+ D· •- ""' \+ 1-

(42b) 

filS Sa 

D; = C;S;_- S;C;_. 

Merkinta i - - tarkoittaa sivua i- edeltavaa sivua. 
Tarkastellaan nyt laattaelementin leikkauskorjauksen johtamista. Menetellaan 

kuten Timoshenkon palkin tapauksessa, jossa todettiin kuplamuodon lisaamisen 
kiertymaan ja leikkauskorjauksen olevan ekvivalentteja toimenpiteita. Merkitaan 
kinemaattista operaattorimatriisia symbolilla L ja jonka adjungantti on tasapaino­
operaattori L*. Leikkausvoimat voidaan lausua tasapainoyhtiilon avulla seuraavasti: 

(43) 
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Merkitaiin kiertymavektorin lineaarista osaa ja kuplamuotoa seuraavasti 

(44) 

Laatalle yhtali:in (13) vastine on 

j (q- L*m)dA = j [D.(\lw- {3 5
- ~{3)- L *DbL({31 + ~f3 )] dA = o, 

A(•) A(•) 

eli 
(45) 

Merkitiiiin elementin nurkkasolmuihin liittyvien vapausasteiden pystyvektoria 
u:lla ja kiertymien kuplamuodon vapausastevektoria ~u:lla. Yhtiili:in ( 45) ratkaisu 
voidaan kirjoittaa matriisimuodossa seuraavasti 

~u = c- 1 K,u. (46) 

Leikkausvoimat miiiiritetiiiin yhtali:ista 

q = D.("'Vw- {3 5
- 7r ~{3) = D.(B.- pC-1 K,)u, ( 47) 

missa 7r on jiilleen projektio vakiofunktioksi jonka arvo on p operoituna kiertyman 
kuplamuotoon. Mikiili leikkausmuodonmuutos keskiarvoistetaan yhtiilossii ( 45), eli 
1 = 7r("'Vw- (3 5

), on K. = A(•)D,B. ja leikkausvoimalle saadaan 

q =(I- pA(•ln.c- 1 )D.B.u, (48) 

missa A(•) on elementin pinta-ala ja I 2x2 yksikki:imatriisi . Leikkausjaykkyyden 
redusoiduksi muodoksi saadaan siten 

n; =(I- pA(•ln.c- 1 )D •. (49) 

Tarkastellaan nyt yksityiskohtaisesti millainen ylla oleva reduktio on suorakul­
maiselle kolmioelementille, kun h on hypotenuusasivun mitta. Otaksutaan homo­
geeninen isotrooppisesti kimmoinen tasapaksu laatta (paksuus t). Kiiytetaiin kup­
lamuodolle interpolaatiota Nk = 1 11 21 3 . Yksinkertaisten laskutoimitusten jalkeen 
matriisiksi C saadaan: 

ja korjatuksi leikkausjaykkyydeksi 

• kGt [ 1 + f(t/h) 2 -g ] 
D. = 2 + a(h/t)2 + f(t/h)2 -g 1 + f(t/h) 2 

• 

Edella on kiiytetty merkintojii 
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a 
a 

3- v, 
b/a, 

b 

f 
c 

g 

~(1-v), 
c/a. 

(50) 

(51) 



Hyvin ohuen laatan tapauksessa (t/h) ~ 1, voidaan suhteellisen paksuuden neliot 
pieninii suureina jiittiiii huomioon ottamatta, jolloin saadaan likimiiiirin 

D * = kGt [ 1 -g ] 
• 2+a.(h/t)2 -g 1 . 

(52) 

Mikiili myos kytkentii. C matriisissa jiitetiian huomioon ottamatta, eli asetetaan 
c = 0, saadaan 

D* _ kGt [ 1 0 ] _ t
2 

D 
• -1+a.(h/t)2 0 1 - t2+a.h2 ., (53) 

eli kuten stabilointi on esitetty esim. liihteessii [11]. Kayttii.miilla leikkauskorjaus­
kertoimelle k arvoa 5/6, on stabilointiparametrin a.= b/a arvo viilillii 0.025 Sa. S 
0.042, kun suppeumaluku 11 vaihtelee rajoissa: ~ 2: 11 2: 0. 

Nelisolmuisen elementin matriisi C on diagonaalinen suorakaidegeometriassa. 
Otaksutaan lineaarisesti kimmoinen ortotrooppinen materiaalilaki ja tilanne, jos­
sa materiaalin symmetriasuunnat yhtyvii.t koordinaattiakselien suuntiin. Otetaan 
kiiyttoon seuraavat lyhennysmerkinnii.t : 

X12 

X23 = (54) 

Elementin pitkan x-akselin suuntaisen sivun mitta on h ja y-suunnassa t:h . Redusoi­
tu leikkausjiiykkyysmatriisi saadaan ilman likimaiiraistyksiii muotoon 

D * = [ (1 + CY.u~h/t) 2 )- 1 0 
] D., (55) • (1 + CY.yz(h/t)2)-1 

filS Sa 
kx13 kx23 

O:xz == 
1 + X12t:-2' 

CY.yz = . 
X12 + '1/Jc-2 

lsotrooppiselle materiaalille ja nelion muotoiselle elementille a.-parametrit ovat 
yhtiisuuria ja niillii on arvo a. = k(1 - 11)/(3- 11), joka siten vaihtelee rajoissa 
0.1667 Sa. S 0.3125 suppeumaluvun muuttuessa viilillii ~ 2: 11 2: 0. Mikiili suppeu­
maluvulle valitaan arvo 0.3 on stabilointiparametri 0.216, mikii vastaa melko hyvin 
liihteissii [10] ja [11] esitettyii. taipuman neliovirheen suhteen optimaalista stabiloin­
tiparametrin arvoa (katso kuvaa 13 liihteessii [10] ja kuvaa 7 liihteessii. [11]). 

Stabilointiparametrin riippuvuus elementin sivusuhteesta t: on esitetty kuvas­
sa 4a isotrooppiselle materiaalimallille, sekii kimmokerrointen suhteesta ortotroop­
piselle materiaalille neliogeometriassa kuvassa 4b. 

Kuvasta 4a voidaan havaita stabilointiparametrien a..,. ja CY.yz pienenevan ele­
mentin sivusuhteen pienentyessii.. Tiiten saattaisi olla luontevampaa miiiirittiia leik­
kauskorjaus muodossa 

( 
A(•)) -1 

1+a.­t2 
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(a) (b) 

0.25 0.25 

0.2 0.2 Clyz 

Clo:z 

0.15 0.15 
Cl Cl 

0.1 0.1 
Clo:z 

0.05 
Clyz 

0.05 

0 0 
0 0.2 0.4 0.6 0.8 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1 

t: 'ljJ 

Kuva 4 Stabilointiparametrien Cto:z, Ctyz riippuvuus (a) elementin sivusuhteesta t:, 

isotrooppinen materiaali v = 0.3, (b) ortotrooppisen materiaalin tapauksessa 
kimmokertoimien suhteesta 'ljJ = Ed E1, oletettuna v12 = v21 = 0.3, G12 = 
G13 = G23 = E2/2.6, nelii:ielementti. 

Edella esitetty menettely stabilointiparametrin arvon eksplisiittiseksi mii.ii.rit­
tii.miseksi on hyvin riippuvainen kiertymii.n kuplamuodon valinnasta. Puuttumatta 
kysymykseen stabilointiparametrin optimaalisesta arvosta, antanee menettely kui­
tenkin hyvii.ksyttii.vii.n fysikaalisen tulkinnan sen luonteesta. 

NUMEERJSIA ESIMERKKEJ A 
Demonstroidaan aluksi stabiloinnin, eli leikkauskorjauksen vaikutusta jii.ykkyysmat­
riisin hairioalttiuteen, joka mii.ii.ritellii.ii.n kaavalla 

(56) 

Mitattuna spektraalinormissa (p = 2) on symmetrisen positiivisesti definiitin mat­
riisin hiiirioalttius sen suurimman ja pienimmii.n ominaisarvon suhde. Ratkaisun 
merkitsevien numeroiden 8 ja hii.irioalttiuden vii.lillii. on yhteys 

8 ~ r -log(Gp(K)), (57) 

missii. r on laskennan merkitsevien numeroiden mii.ii.rii.. Kuvassa Sa on esitetty va­
paasti tuetun3 neliolaatan (sivun pituus L) jii.ykkyysmatriisin hiiirioalttius suhteel­
lisen paksuuden ( t/ L) funktiona kun laskennassa on kii.ytetty nelisolmuista stabiloi­
matonta (a= 0) ja stabiloitua (a = 0.1) MITC elementtiii. Rakenteesta on mallin­
nettu symmetriasyistii. vain yksi neljiinnes, ja elementtiverkko on ollut tasajakoinen 
lOx 10 . Kii.ytettii.essa DKQ tai sen kiertymien kuplamuodoilla parannettua element­
tiversiota, on hairioalttiuden logaritmi 5. 72 ja ri ippumaton suhteellisesta paksuudes­
ta. Stabiloidun MITC elementin vastaava luku paksuusalueella 10-4 < t/ L < w-10 

on 6.15, kun parametri a on 0.1 ja vastaavasti 5.51 a:n ollessa 0.4. 

3 Esimerkissa on kaytetty ns. kovaa vapaasti tuettua reunaehtotapausta, eli w = (3. = 0, missa 
s on laatan reunan suuntainen koordinaatti . 
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(a) 

log(C2(K )) 

18 a = 0.1 4-
16 a = 0.0 t}-

14 

12 

10 

8 

6 

4 

2 

0 2 4 6 
-log(t/ L) 

8 10 

(b) 

log(C2(K )) 
16 ,--,,--,---,---.---.--~ 

14 

12 

10 
t/L = 10-6 

8 

6 
t/L = 10-3 

4 

2 

-12 -10 -8 -6 -4 -2 0 
log( a) 

Kuva 5 Vapaasti tuetun neliolaatan jaykkyysmatriisin hairioalttiuden logaritmi va­
semmalla suhteellisen paksuuden funktiona ja oikealla sen riippuvuus stabi­
lointip arametrista a . Nelisolmuinen MITC elementti, 10 X 10 elementtiverkko 
laatan neljanneksella (300 vapausastetta). 

Taulukko 1 Pohjustetun konjugaattigradienttimenetelman iteraatiomii.ii.rii.n riippu­
vuus stabilointiparametrista a . 

pohjustin 

IC(O) 
SSOR 

a 
0.05 0.1 0.2 0.3 0.4 

76 
148 108 77 63 54 

Kuvasta 5b voidaan todeta jaykkyysmatriisin hairioalttiuden pienenevan, mikiili 
stabilointiparametri on pienempi kuin a ~ ( tj L )312. Kaytettaessa optimaalisia a 
arvoja, siis 0.01 ::; a ::; 1, MITC elementtien hiiirioalttius palautuu DK elementtien 
tasolle . 

Hiiirioalttiuden vaikutus nakyy erityisesti ratkaistaessa lineaarinen yhtiilosystee­
mi iteratiivisesti. Taulukossa 1 on esitetty pohjustetun konjugaattigradienttime­
netelman iteraatioiden lukumaara pyrittaessa residuaalin suhteelliseen tarkkuuteen 
10-4 edella selostetussa tehtaviissa, kun laatan suhteellinen paksuus on t/ L = 10-6 . 

Pohjustimena on kaytetty symmetrista ylirelaksaatiota (SSOR) tai epataydellistii 
Choleskyn hajotelmaa, jossa tiiyttymista ei sallita (IC(O)) [1]. IC(O) hajotelma on­
nistuu ainoastaan stabilointiparametrin arvoilla a ;:: 0.39 . SSOR pohjustimessa 
tarvittavan ylirelaksaatioparametrin w vaihtelu valilla 1-1.25 ei juurikaan vaikuta 
iteraatiomiiaraan ja antaa optimaalisen tuloksen. 

DK elementtien vaihtoehtoisia geometrisen jaykkyysmatriisin K 9 muodostamis­
tapoja on vertailtu vapaasti tuetun laatan kriittisen lommahduskuorman miiarityk­
sessa. Laatan suhteellinen paksuus on tj L = 10-6 ja materiaalivakiot ja referenssi-
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Taulukko 2 Laatan lornmahduskuorma, elementtien vertailua. 

verkko laatan neljii.nneksellii. 
elementti 4x4 8x8 16x16 
MITC4 a= 0.2 1.0068220 1.0017086 1.0004273 
MITC3 a = 0.4 3 int. p . 0.9895510 0.9974028 0.9993467 
MITC3 a = 0.4 1 int . p. 0.9859422 0.9964383 0.9991011 

DKQ-LC 1.0002306 1.0000144 1.0000009 
DKQ-LC K 9 kiertymista 1.0260923 1.0064502 1.0016079 

DKQ lineaarinen w 1.0151933 1.0037809 1.0009441 
DKQ kvadraattinen w 0.9773465 0.9941883 0.9985374 
DKQ K 9 kiertymista 1.0023089 1.0005663 1.0001408 
DKT lineaarinen w 1.0009434 1.0000751 0.9999991 
DKT kvadraattinen w 0.9881664 0.9968657 0.9991961 
DKT K 9 kiertymista 0.9981267 0.9994188 0.9998431 
BFS 1.0000165 1.0000010 1.0000001 

kuormituksen intensiteetti on valittu siten, etta Kirchhoffin laattamallin mukainen 
kriittisen kuormaparametrin arvo on yksi. Kuormitus on yksiakselinen. Taulukossa 
2 on esitetty kriittisen kuomaparametrin arvot kayttaen kolmea eri elementtijakoa. 
Lyonsin elementin Crisfieldin modifikaatiota on merkitty lyhenteellii. DKQ-LC. 

Vertailuun on otettu mukaan bikuubinen Bogner-Fox-Schmit elementti (BFS) 
[3], joka on yksi varhaisimmista Kirchhoffin mallin elementeistii.. Siinii. taipuman in­
terpolaatio on yhteensopiva ja konstruoitu klassisesta Eulerin-Bernoullin palkkiele­
mentistii. tunnettujen Hermiten interpolaatiofunktioiden avulla. Vapausasteina ovat 
taipuma, sen ensimmaiset derivatat ja sekaderivaatta w,.,y, mikii. hankaloittaa ele­
mentin kii.yttokelpoisuutta. 

Taulukossa 3 on esitetty tulokset vapaasti tuetun laatan ominaistaajuusana­
lyysistii.. Laatan materiaalivakiot on jii.lleen valittu siten, ettii. Kirchhoffin mallin 
ominaisvii.rii.htelyn alin taajuus on 1 Hz. Geometriset mitat ovat kuten edellisessii. 
esimerkissii.. 

Vaikka edellii. esitetyt testit eivii.t ole mitenkii.ii.n riittii.viii. varmojen pii.ii.telmien 
tekemiseen, voidaan niistii. kuitenkin havaita tiettyjii. ominaispiirteitii.. Klassisten 
DK-elementtien geometrisen jii.ykkyysmatriisin muodostamiseen on syyta kii.yttii.ii. 
lineaarista taipuman interpolaatiota; tosin ero ei ole suuri kii.ytettii.essii. kvadraattis­
ta taipumaa. Kaikkein huonoin tulos saatiin muodostamalla geometrinen jii.ykkyys­
matriisi kiertymien interpolaatiosta. Lyonsin-Crisfieldin menettely parantaa huo­
mattavasti DKQ elementin tarkkuutta esitetyissii. testeissii., joten kiertymien kupla­
muodon kii.ytto on suotavaa, koska elementin jii.ykkyysmatriisin muodostamistyo ei 
siitii. juurikaan kasva. Stabiloidut MITC elementit ovat tarkkuudeltaan vastaavien 
DK elementtien luokkaa. 

Bogner-Fox-Schmit elementin kii.yttii.ytyminen on ylivoimaisesti paras. Tosin 
tyomii.ii.rii. elementin jii.ykkyysmatriisin muodostamisessa on hieman suurempi DKQ 
ja MITC4 elementteihin verrattuna, sillii. BFS elementti vaatii 3 X 3 Gaussin in­
tegroinnin. Lisii.ksi systeemin vapausastemii.ii.ra hieman kasvaa w,.,y vapausasteen 
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Taulukko 3 Laatan alin ominaistaajuus, elementtien vertailua. 

verkko laatan neljanneksella 
elementti 4x4 8x8 16x16 
MITC4 Q = 0.2 0.9845722 0.9960631 0.9990106 
MITC3 a = 0.4 3 int . p. 1.0083457 1.0021861 1.0005506 
MITC3 a = 0.4 1 int. p 1.0065184 1.0017026 1.0004277 

DKQ-LC 1.0001154 1.0000072 1.0000005 
DKQ lineaarinen w 1.0140540 1.0034989 1.0008738 
DKQ kvadraattinen w 0.9886102 0.9970899 0.9992685 
DKT lineaarinen w 1.0142039 1.0035334 1.0008775 
DKT kvadraattinen w 0.9942425 0.9984429 0.9995987 
BFS 1.0000083 1.0000005 1.0000000 

ansiosta. 
Alhaisasteisten MITC elementtien taipuman ja j iinnitysresultanttisuureiden sup­

penemisominaisuuksia on tutkittu liihteissii [10], [11]. Kuten em. artikkelien tulok­
sista voidaan havaita, jiinnitysresultantit, joista erityisesti leikkausvoimat ovat sitii 
tarkempia mitii suurempi arvo stabilointiparametrille valitaan. Myos kirjoittajan 
omat kokemukset epiilineaarisista analyyseista osoittaisivat aiheelliseksi kiiyttaii hie­
man suurempia stabilointiparametrin arvoja kuin lahteissa [10], [11] . Tiima tuntuu 
luonnolliselta , sill ii epalineaarisessa analyysissa voimatila on tarkein tekijii tasapai­
nopolun kulun miiiirityksessa. 

LOPUKSI 

Kirjallisuudessa on esitetty lukematon joukko erilaisia laattaelementtien konstruoin­
t eja. Artikkelissa on pyritty valaisemaan muutamien alhaisasteisten laattaelement­
tiformulaatioiden perusteita. Pitkiiranta ja Suri [18] ovat esittiineet melko yleisen 
matemaattisen formalismin toimivien so. lukkiutumattomien ja numeerisesti sta­
biilien Reissnerin-Mindlinin mallin elementtien muodostamiseksi . He konstruoivat 
viisi ehtoa, jotka sitovat taipuman ja kiertyman interpolaatioita sekii leikkausmuo­
donmuutoksen laskemisessa tarvittavaa redusointioperaatiota. Koska em. ehtojen 
esittiiminen vaatisi raskaan matemaattisen kaluston maiirittelyii, tyydytaiin vain to­
teamaan kahden ehdon takaavan numeerisen ratkaisun yksikiisitteisyyden ja stabii­
liuden ja toiset kaksi tarvitaan rajoittamaan leikkausmuodonmuutosta laskettaessa 
mahdollisesti syntyvaii konsistenssivirhetta, joka aiheutuu redusointioperaatiosta jo­
t a tarvitaan korjaamaan taipuman ja kiertymien interpolaatioden "epiitasapainoa". 
Vii des ehto sitoo taipuman ja kiertymien interpolaatioita. Voidaankin tyydytyksella 
todeta, etta laattaelementtien konstruoinnin periaatteet viimein tunnetaan. 
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