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TIIVISTELMA Taman artikkelisarjan tarkoituksena on valaista virtuaalisen tyon 
periaatteen kii.yttokelpoisuutta yksinker taisten perusrakennemallien kuten sauvoJen , 
laattojen ja kuorien tasa.J?.ainoyhtaloitajohdettaessa. Sarja koostuu neijasta a.rtikkelista, 
joissa. kussa.kin kiisitell ii.an yhtii. edellii. mainituista. rakennetyypeistii.. Huomiota kiin­
nitetaii.n virtua.a.lisen tyon peria.a.tteen systemaattisuuden lisiiksi erikoisesti siihen, miten 
liiketilan erilaiset perusotaksumat vaikuttavat tehtii.vien formulointiin. Tiissii. osa.ssa 
kii.sitellii.ii.n kuorirakenteita edellii. esitetyn ohjelman muka.isesti. 

JOHDANTO 

Kuoret ovat pinta.ra.kenteita kuten artikkelisarjan osassa II kii.sitellyt laattara.kenteetkin . 
Erona on kuitenkin se, etta kuoret muodostuvat kaa.revista pinnoist a. kun taas laata.t 
ovat ta.sopintoja. Suhcle on aiva..n vastaavanlainen !win suorien j a. kaa.revien sauvojen 
vii.lill ii.. Myos kuoressa rakenteen pinnan ulottuvuuksiin liittyy pa.ksuuden suunnassa 
pieni mitta. Lopullisesta tehtii.vii.n matemaattisesta formulaatiosta paksuuclen suuntai­
nen koorclinaat ti suocla.ttuu jii.lleen kokonaan pois, jolloin kuoriprobleema redusoituu 
puhta.asti kaksiclimensioiseksi. Kuoren rakennemalli siis koostuu ii.arettomii.n ohuesta 
kalvosta., joka sijoi ttuu referenssipinnalle. Tii.ksi valita.an useimmiten kuoren keskipinta . 

Tarkastelussa kii.ytetii.ii.n tii.ysin yleisia. kayrii.viivaisia suorakulmaisia koordinaa.tte­
ja. Erikoistapauksena kiisitellii.a.n pyorii.hdyssymmetristii. kuorirakennetta. Tiissii. esi­
tyksessii. on tarkoi tus jii.lleen korostaa. virtuaalisen tyon peria.at teen sekii. paikallisen 
suora.kulma.isen koorclinaatiston sovelta.misen tarjoamia etuja. yleisissii. kii.yriiviivaisissa. 
koordinaa.teissa mii.ii.riteltyjen tehtii.vien ratkaisussa. 

KUOREN GEOMETRIA 

Laatan geometriaa mii.ii.ritettii.essa laatan keskipinta asetettiin x, y-tasoon , jossa z = 0. 
Nii.in ei voicla menetella lworen tapauksessa., va.a.n jokaisen kuoren referenssipinna.n 
pis t een ( Cl', (J) asema.n lco[miclimensioisessa avaruuclessa. X, y, Z maarit taa. pa.ikkavektori 
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K uva 1. Kuoren geornetria. 

P ararnetrit C\' ja /3, joita kutsutaan jatkossa rnyi:is pintapararnetreiksi, voivat olla rnieli­
valtaisesti valittuja ja niiden rnuodostarnat kayraviivaiset koordinaattiviivat sij aitsevat 
kuoren referenssipinnalla. Kaytanni:issa pararnetrit kuitenkin pyritaan valitsernaan si­
ten, etta tietyt koordinaattiviivat yhtyvat kuoren reunaviivaan. T aysin rnielivaltaisen 
rnuotoista rakennetta analysoitaessa tarna ei kuitenkaan ole rna.hdollista. 

Referenssipinnan paikallista norrnaalikoordinaat tia rnerkitaiin jatkossa syrnbolilla 
z , jota kaytettiin rnyi:is yhdelle suunnaltaan kiinteiille globaalille koordinaatille. Niiin 
rnenetelliian, jotta siiilytettiiisiin esityksen yhdenrnukaisuus osassa II esitetyn laattateo­
rian kanssa. Suurta haittaa ei merkintiisopimuksesta varmaan kuitenkaan piiase syn­
tymiiiin. Kyseisen z-koordinaatin positiivinen suunta valitaa.n siten, etta jiirjestelma 
a, /3, z tulee oikeakiitiseksi. Referenssipinnan koordinaattiviivojen tangenttivektorit 
saadaa.n paikkavektorin derivaattoina parametrien C\' ja f3 suhteen. Vastaavat yk­
sikkota.ngenttivektorit saadaan jakamalla ne mittakaavatekiji:iillii eli LAME'n para.met­
reilla Ho: ja H f3, jotka skaalaavat derivaattavektorit laadultaan ja pituudeltaan oikeiksi: 

Mittakaava tekiji:iiden lausekkeet ovat 

Ha =l~:l= (~)2+(~)2+(~)2, 

H{J =I~; I= (~;)2 + (~~)2 + (~;)2. 

Koordinaattiviivojen valinen kulma x miiiiritetaan yhtali:ista 
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Jos a ja f3 ovat ortogonaalisia, cos x = 0. Suunnaltaan muuttuvan normaalin suuntainen 
y ksikkovektori 

Kaarevan pinnan geometriaa kuvataan perinteisesti niinsanottujen pinnan ne­
liomuotojen avulla. Ensinnakin, koska i"o = i"o( a, (3) ja ez = ez( a, (3) differentiointi 
antaa 

Pinnan ensimmainen neliomuoto I on 

ja toinen vastaavasti 

II d ~ d ~ _ ( fli"o flez )(d )2 ( fli"o flez fli"o flez )d d/3 ( flro flez )(d/3)2 = 1'o· ez- -·- CY + -·-+-·- CY + -·-
Oct Oct Oct fJ f3 fJ f3 OCY fJ f3 fJ f3 

= H~(da)2 -2 HaHf3dadf3+ H~(d/3)2. 
Ra Raf3 Rf3 

Pinnan kaarevuudet ja kaarevuussateet Ra ja R{J koordinaattiviivojen suunnissa on 
maaritelty aivan vastaavasti lcuin osassa I sauvan tapauksessa, eli 

1 flea ~ ~ 1 flez 
Ha fJa . ez =ea. Ha fJa' 

1 fJef3 ~ ~ 1 flez 
H{J 8(3 . ez = e{J. H(J 8(3' 

(1) 

joissa ja.!kimmiiinen esitysmuoto on saatu ehdosta, etta yksikkonormaali on kohtisuo­
rassa pintakoordinaatteja vastaan. Lisiiksi on maaritelty pintaan liittyvat kierevyydet 
ja kierevyyssiiteet Ra{J = R{Ja: 

1 

Ra{J 

Miiarittamiillii nyt normaalikaarevuus 

1 II 
R I' 

(2) 
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H cia 
j a etsimalla si lle aariarvot parametrin .A = H; d(J subteen saadaan toisen as teen yhtalo 

( 
cos X 1 ) 2 1 1 1 1 - + - - (- - -)(- - -) = 0, 

R Rcxf3 R Ro: R Rf3 

pinnan piiiikaarevuuksien maiirittamiseksi. Tama voidaan edelleen esitt iiii muodossa 

1 2 1 
( -) - 2H- + J( = 0 

R R ' 

JOss a kertoimet H Ja J( , joita kutsutaan pin nan keskikaarevuudeksi Ja Gaussin 
kaarevuucleksi, ovat 

2H = _ 1_(2cosx + _1_ + _1_ ) = 2._ + 2._ 
sin 2 x Ro:f3 Ro: Rf3 R1 R2 ' 

1 ( 1 1 1) 1 1 
J( = sin2 x R~f3 - Ro: Rf3 R1 R2. 

P iiii.kaarevu uksiksi saadaan 

~1 = H + J H 2 
- J( , 2._ = H - J H 2 - J( 

R2 ' 

j a ne esiintyvat paasuunnissa, jotka ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan. 
Pintaa sanotaan elliptiseksi, jos Gaussin kaarevuus on positiivinen J( > 0, 

paraboliseksi, jos Gaussin kaarevuus haviaa J( = 0 ja hyperboliseksi, jos Gaussin 
kaarevuus on negatiivinen J( < 0. 

Rajoitetaan tarlmstelu tiissa yhteydessa suorakulmaisiin kayraviivaisiin koordinaat­
teihin, jolloin siis x = 1r /2. Ortogonaalisuudesta seuraa 

Osassa II laattaa kasiteltaessa johdettiin pinnan koordinaat tiviivojen suuntaisten 
y ksikkotangent ti vek toreiden deri vaat to jen lausekkeet: 

0 

Nama pateviit myos kuoren tapauksessa. Sen sijaan yksikkonormaali ei enaii ole suun­
naltaa.n vakio, joten tarvitaan lisiiksi lausekkeet normaalivektorin derivaatoille sekii pin­
nan tangenttivektoreiden derivaattojen komponentit normaalin suunnalle. Nama saa­
daan suoraan kaarevuuksien ja kierevyyden miiiiritelmista (1) ja (2) komponenteitta in . 
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Tiiten 

0 
1 8Ho: Ho: 

----

a F"} 
H/3 8(3 Ro: 

{ ~ } ' 1 8Ho: 
0 

Ho: 
- e/3 --- --
00: H/3 8(3 Raj3 

e. Ho: Ho: 
- --- 0 
Ro: Ro:f3 

(3) 
_1_8Hf3 H f3 

0 

:p { ~ } 
Ho: 00: Ro:/3 

{ ~ } 1 8Hf3 
0 

H/3 ----
Ho: oo: R/3 

H/3 H/3 
Ro:f3 R/3 

0 

Mielivaltaisen kuoren referenssipinnan ulkopuolisen pisteen paikkavektori saadaan 
jiilleen lisiiii.mallii vastaa.va.an referenssipinna.lla olevan pi steen paikkavektoriin normaalin 
suuntainen komponentti: 

i(o:,(J,z) = 1~(o:,(J) + zez(o:,(J). 

Taman derivaatta.vektoreiksi saadaan soveltama.lla. suoraan eclellii esitettyii 

(4) 

KUOREN KINEMATIIKKA ELI LIIKETILA 

Kuoren kuten laa.tankin liike maa.riiytyy ka.ikkiaan viiclen toisistaan riippumattoman lii­
kekomponentin avulla.. Niiista. kolme on translaatioita ja kaksi rotaatioita. Koordinaat­
tien o:, (3 ja. z suunta.iset transl,a.a.tiokomponentit ovat u, v ja. w. Keskitason normaalin 
suuntaisen ainesaikeen rotaatiokomponentit o:- ja (3-koorclina.a.ttiviivojen ympiiri ovat Bo: 
ja 8!3. Kaikki mitii osassa II esitettiin laatan kinematiika.sta piitee tasmiilleen samanlai­
sena kuorirakenteeseen. Niin perinteisissii laa.tta- kuin kuoriteorioissa siirtymiivektorille 
otaksutaa.n lineaa.rinen riippuvuus normaa.likoorclina.atista z. Tamii tarkoittaa sit ii, etta 
jokaisen normaa.lin suuntaisen a.inesaikeen ota.ksuta.an pysyvan rakenteen cleformoitues­
sa sum·ana. Reissner-Mincllinin ja. Kirchhoffin kuoriteorioiden valisenii erona on se, 
etta jalkimmiiisessii keskipinnan normaa.lin otaksutaan pysyviin normaalina deformaa­
tion a.ika.na, kun taas edellisessii normaalin rotaa.tiot ova.t riippumattomia muuttujia. 
Siirtymii- ja rotaatiokomponenttien positiiviset suunnat on esitetty kuvassa 2. 
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Kuva 2. Siirtymiit ja rotaatiokomponentit. 

Lineaarisen teorian mukainen kuoren siirtymiitila on edellisen perusteella 

11(a,(3, z) = [u(a,(3)- zB13(a,f3) ] e0 (a,(3) 

+ [v(a,(3)- z80 (a,(3)] e13(a,f3) + w(a,(3)ez(a,(3). 
(5) 

Tiimii eroaa aikaisemmin esitetystii laatan siirtymiitilasta ainoastaan siten, etta pinnan 
normaalin suuntainen yksikkovektori ei ole suunnaltaan va.kio eikii nainollen vakio 
derivoinnin suhteen. 

Muodonmuutoksia miiiiritettiiessii hyodynnetaan ja.lleen paikallista kiinteaii suora.­
kulmaista koordinaattijiirjestelmaii X , Y, Z. Tiilloin tarvittava.t derivaattojen viiliset 
muunnoskaavat saadaa.n kiiyttokelpoiseen muotoon (vrt. osa II) 

8 
8a 
8 

8(3 
8 
8z 

8 
8X 
8 

8Y 
8 

8Z 

(6) 

Siirtymiivektori 11 voidaan esittii.ii myos paikallisen koordina.attijiirjestelmiin avulla: 

jossasiirtymiikomponentitovat ux = i/.·(n Uy = 17·ey, 1tz = 17 ·ez. Muodonmuutosten 
lausekkeet ovat tiismiilleen samat kuin aikaisemmin laattateorian yhteydessii: 

16 

811 -
Ex= 8X ·ex, 

8z7 _ 
Ey = 8Y . el, ' 

817 -
Ez = 8Z . ez' 

817 - 817 -
/xl' = 8Y. ex+ 8X. ey, 

8z7 _ 8z7 _ 
lJ' Z = 8Z . el, + 8Y . ez' 

817 - 811 -
tzx = 8X · ez + 8Z ·ex. 

(7) 



Paikallinen koordinaatisto sijoitetaan siten, etta X- ja Y-koordinaattiviivat sivu­
avat kussakin pisteessa kuoren pinnalla kayraviivaisia pintakoordinaatteja a ja (3. 
Ta.lli:iin Z-koordinaattiviiva yhtyy kuoren paikallisen normaalin suuntaan, eli yk­
sikki:ivektoreiden viiliset yhteydet ex = e0 . , ev = efJ, e2 = ez ovat voimassa. Kun 
derivointisaanti:ii:in (6) sijoi tetaan paikkavektorin derivaatat (4) ja otetaan huomioon 
edella esitetyt yksikki:ivektorien viiliset yhteydet, saadaan 

f) f) 
z H _z_ 

r ax l H.(l + -) fJa 
f) Ra a Ro:fJ f) 

= H fJ_z_ z 
fJY Hf3(1 + -) 8(3 RafJ RfJ 
f) 0 0 f) 

fJZ f}z 

Itse asmssa on esitetty kaiinteinen yhteys differentiaalioperaattoreiden valilla, jota 
jatkossa. tulla.an nimenoma.an kayttamiian. Se, etta matriisi, joka. valittiia yhteyden 
operaattoreiden viilill ii, ei ole clia.gonaalinen, kun z :f. 0, tarkoittaa fysika.alisesti , 
etta. ortogonaalisuus referenssipinnalla ei takaa ortogona.ali suutta referenssipinnan 
ulkopuolella. Ei-ortogonaalisuus aiheutta.a kaytiinni:in ongelmia, koska tarvittava.n 
kaa.nteisma.triisin a.lkiot tulevat olema an varsin mutkikkai ta lausekkei ta. Tat a va.rten 
siirretai:i.n ta.rkastelu paa.kaa.revuuskoordinaatistoon, jossa. pinnan kierevyys 1/ RafJ 
haviaii. J atkossa siis koordinaatit a ja. (3 ota.ksuta.a.n piiaka.a.revuuskoorclina.a.teiksi. 
Tiilli:iin eclellii esitetty matriisi pa.la.utuu clia.gonaa.liseen muotoon ja. sa.aclaa.n 

f) 

ax 
f) 

fJY 
f) 

fJZ 

0 

H-1(1 +_:_)-I 
fJ RfJ 

0 

fJ 
fJa 
f) 

8(3 
fJ 

fJz 

(8) 

Ti:i.stii yhtal i:istii nahclaa.n myi:is myi:ihemmin ta.rvi tta.va.t yhteyclet clX = H a( 1 + z I Ro: )do: 
ja elY= Hf3(1 + z/ RfJ )cl(J. 

KUOREN MUODONMUUTOKSET 

Tarkastella.an eclelleen kuvassa. 1 esitettya kuorirakennetta.. Siirtymiitila. on esitetty 
kaavassa. (5). Johdetta.essa. muodonmuu tosten lausekkeita tehcla.a.n verta.ilua. va.sta.a.vien 
laatta.teoria.n lausekkeiclen kanssa. a.lleviivaa.malla. ne termit, jotka. eiva.t esiinny la.a.tta.­
teoriassa. l(aavojen (7) ja (8) perusteella saadaa.n 

817 ~ z -] 1 817 ~ 
Ex= ax. ex= (1 + R:) Ha fJa. eo:, 

017 ~ z -] 1 817 ~ 
Ey = fJY. el, = (1 + R;) HfJ 8(3. efJ, 

(9) 
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Ehl oil z -l 1 EHi z -1 1 ot7 
rx,- = oY . (, +oX . el, = (1 + R(;) HfJ o(J . eo: + (1 + Ji;;) Hex oa. . efJ, 

ot7 ~ oil ~ EJt7 ~ z -l 1 fh7 ~ 
lYZ =oZ. el' + oY. ez oz . e{J + (1 + R;) H {J o(J. ez, 

ot7 ~ ot7 ~ z -l 1 8t7 
rzx = ~x · ez + "'Z ·ex = (1 + -) -- · ez + 

u u Rcr Hex oa. -----=--

Naissa on ainoana erona laattateoriaan verrattuna differentiaalioperaattoreiclen muun­
noskaavassa (8) esiintyvat pinnan kaarevuudesta johtuvat alleviivatut termit 1 + 
z/Ri,i = a.,(J . Siirtymavektorin (5) clerivaatan lausekkeissa 

eron laa.ttateoriaan a.iheuttavat koorclinaattiakselien suunta.isten yksikkovektoreiclen cle­
rivaattojen komponentit normaa.lin suunnalle seka norma.a.lin suunta.isen yksikkovekto­
rin derivaatta.. Pelkistetysti voitaisiin sanoa, etta ero laatta.- ja. kuoriteoria.n valilla on 
nahtavissa verta.ilemalla. yhtaloita (3) ja. (8) vasta.aviin kaavoihin (5) ja (12) a.rtikkeli­
sa.rjan osa.ssa II. 

Sijoitta.malla siirtymavektorin clerivaatat lausekkeisiin (9), ottamalla huomioon 
yksikkovektoreiclen derivaatoille eclella johcletut tulokset (3) saa.cla.an 

(10) 
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Nama voidaan esittaa tavanomaisesti myos z:n kasvavan potenssin mukaan kehitettyina 
sarjalausekkeina. Ottamalla kayttoon eri kertoimille lyhennysmerkinnat , joihin liittyy 
perinteinen deformaatiotilan geometrinen tulkinta, saadaan lausekkeet 

Ea = E~ + Z Ko: + O(z2
), 

EfJ = E~ + n.fJ + O( z2
), 

')'o(J = ~~~(J + Z K 0 fj + O( z2
), 

/fjz =i$z[1- ;fj +0(z2
) ] , 

/zo:=i~a [1 - ;<> +0(z2
) ]. 

(11) 

Vakiotermit , joissa yla.indeksi nolla viittaa kuoren referenssipintaan, edustavat kalvoti­
lan muodonmuutoksia. Lineaarisesti kuoren normaa.likoordinaa.tista riippuvien termien 
kertoimet vastaa.va.t referenssipinna.n kaa.revuuksien ja kierevyyden muutoksia., joita. ni­
mitet iiiin yleistetyssa mielessa kayristymiksi. Ka.lvotilan muodonmuutosten la.usekkeet 
ova.t 

(12) 

Kayristymien la.usekkeet ovat 

K·a· = _2._ (~ + ( ~ + RaBa) &Ha + ~ + Ra.&B(J ) ' 
Ra Ha&o: Ha Ha H fJ &f3 Ra H a&o: 

KfJ _ _ _ 1_ (__0:_ + ( _2:._ + RfJefJ) &HfJ + ~ + Rf3&ea ) 
- RfJ H fJ &f3 H fJ HfJ Ha&o: RfJ H f3 &f3 ' 

--- -- -

K·afj = _ 2._ (__0:_ _ ( _2:._ + Ra8(3). fJH a + Ra&Ba) 
Ra Ho:&o: Ha Ha H fJ &f3 Ha&o: 

(13) 

__ 1 (~ _ (~ + RfJ Ba) &HfJ + RfJ &ef3). 
RfJ HfJ&f3 HfJ HfJ Ha&o: H f3 &f3 --- --

Kirchhoffin teoriaan piias tiian , kuten la.attojenkin kohda.lla., asettama.lla. ka.hdessa. 
viimeisessa yhta.loista (10) ta.i (12) /fJz = /zo = 0, joista saa.daan rota.a.t ioille ra joitteet 

&w v 
Ba = HfJ&f3 - RfJ' 

(14) 
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Sijoittamalla nama yhteydet muodonmuutosten lausekkeisiin (10) paadytiian vastaaviin 
perinteisen kuoriteorian lausekkeisiin 

Eo=~+ (1 + ~) - 1 [(1 + ~) ~ DHa + ~ 
H aDo: Ra Rf3 H a H f3 Df3 Ra 

- z ( _.!.:__ DRa +-1-~ DHa +-D-(~))] ' 
R~ HaDo: H a H f3 Df3 H f3 Df3 HaDo: H aDo: 

Ef3 = ~ + (1 + ~) - 1 [(1 + ~) _.!.:___ DH{J + ~ 
H f3 Df3 Rf3 Ra H f3 HaDo: Rf3 

-z (~ DRf3 + _1 ~ DHf3 + _D_(~))] 
R~ H f3 Df3 H f3 HaDo: HaDo: H f3 Df3 H f3Df3 ' (

15
) 

/af3 = _ _!!__ DHa _ ~ DHf3 + (1 + ~)- 1 
[(1 + ~)~ 

H a H f3 D(3 H f3 H 0 Do: Ra Rf3 H aDo: 

-z (~ DRf3 __ 1 ~ DHa +-D-(~))] 
R~ HaDo: H a H o:Do: H f3 Df3 HaDo: H f3 Df3 

+ (1 + ~{3 ) - l [ (1 + ~J H~~(J - z (~l~ ::;(3 

__ 1_~ DHf3 +-D-(~))] . 
H f3 H f3 Df3 HaDo: H f3 Df3 HaDo: 

Nama voidaan lopuksi ha.luttaessa esittaa. z:n kasvavien potenssien mukaan kehitettyina 
sarjoina, vastaten lausekkeita (11 ), joissa keskipinna.n muodonmuutokset ovat sa.mat 
!min yhtali:i issa (13) esitetyt , mutta. kayristymat ovat la.usekkeiden (13) sij asta. muotoa 

"-a = ( 2_ _ 2_) ~ DH a _ _.!.:___ DRa _ ~ __ 1_ ~ DH a _ _ D_( ~ ), 
Rf3 Ra Ha H f3 Df3 R'?,. H aDo: R~ H a H f3D(3 Hf3Df3 H aDo: HaDo: 

J ohdetta.essa. jatkossa. tasa.pa.inoyhta.li:iitii on tar peen purka.a. muodonmuutoskom­
ponentti /af3 osiin siten, etta /af3 = Eaf3 + Ef3 0 , jossa 

__ 1_Dt7 . ~ _ ( ~)-1_1_(Dv _ DBo: _ tt- zBf3 8Ha ) 
Ecx[J- H a Do: e{J - 1 + Ra H o: Do: z Do: H [J D(J ' 

__ 1_ oil . ~ _ ( ~)-1_1_ (Du _ DBf3 _ v - zBa DHf3 ) 
E[Jo:- H [J D(J ea- 1 + R[J H f3 D(J Z D(J H a Do: . 

Naiden fysikaalinen tulkinta. on helposti ha.va.innollistettavissa kummankin alkua.a.n 
toisia.an vastaa.n kohtisuorassa. asemassa oleva.n ma.teriaa.lisaikeen erikseen kokema.na 
kulma.nmu u toksena. 
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---j 

~l~/i 
r (~ y 

RrJ d~ = ds 

Kuva 3. Pyorahdyssymmetrinen kuorirakenne. 

Pyorahdyssymmetrisen kuoren tapauksessa, kuva 3, saadaan geometrian lm­
vaus yksinkertaisesti tulkinnalla a-+ rJ, f3-+ c/J. Koordinaatti cjJ on pyora.hdyssymmet­
risen kehan suuntainen . Tunnuksen z kahden eri merkityksen vuoksi kaytetaan globaa­
lien koordinaat tien symboleina tassa sekaannuksen vaittamiseksi kaunokirjainfontteja 
X, Y, Z. Kuoren paikkavektori on muotoa 

Lasketaan tasta derivaatat 

Lamen parametrit saavat arvot 

Koordinaattiviivojen suuntaisten yksikkovektoreiden lausekkeet ovat niiinollen 

e-o = cos{) sin c/Je X+ cos 1'J cos c/Jey- sin 1'Je z, 

e<l> = cos c/J(y- sin c/Jey. 

Pinnan normaalin suuntainen yksikkovektori on 
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Yksikki:inonnaalin derivaatat, joita tarvitaa.n kaa.revuuksien maiirittamisen yhteydessa, 
ovat 

Oez _a . "' ~ _a "'~ · {)~ 7!ii = -cosusm 'l'ex-cosucos'l'ey-sJn ez , 

() ez . _a ).. ~ • _a . ).. ~ fjf = - sm u cos 'l'e r1:' + sm u sm 'l'e Y· 

Maaritelmien (1) ja (2) avulla voida.an laskea pinnan kaarevuuclet 

1 1 1 sin{) sin{) 1 
R{) H{) ) Rq, H q, T Rf!q, = o, 

joista ka.ksi ensinma.inittua ovat myi:is paakaarevuuksia. Keskikaarevuus ja Gaussin 
ka.arevuus ovat vastaavasti 

H = ~(_2__ +sin{)) , 
2 R {) T 

Kun kuormitus on myi:is pyi:iriihclyssymmetrinen, kuoren kinematiikan maiirittaii la.u­
sekkeen ( 5) sija.sta. Ia. us eke 

-ti(rJ, z) = [1t(rJ)- z8q,(fJ) ]ea(rJ) + w(19)e2 (fJ). 

Niihdaan, etta kehan suunta.inen siirtymi:ikomponentti hiiviaa, eli v = ef! := 0, ja. 
riippuvuus ¢-koorclina.a.tista jaa pois. Edelleen leikkausmuodonmuutokset 'Y.J¢ = 'Y1>z = 
0. Reissner-Mindlinin teorian mukaiset muodonmuutokset lasketaan ka.a.voista (10), (12) 
ja. (13) ja. ne ova.t 

z _1 ( clu z dB q, w ) 
Eo= (1 + R1) Rf!cl19 -RaM+ Rf! 

du w z ( du w dBq,) 2 
= RoclfJ + R11 - Rf! R

0
d19 + R{) + d-;9 + O(z ), 

zsinrJ (u -z8q, w ) Eq, = (1 + --)-1 cos{)+- sin19 
T T T 

u w . z sin{) ( 1£ w ) ? = - cos{) + - sm () - -- - cos{) + - sin 19 + ef) cot 19 + 0( z-)) 
T 1' 1' T 1' 

'YzO = (1 + ~ )- 1 (~- _}!_- 8q, ) 
Rf! R1Jcl19 Rf! 

z 2 ( clw 1£ ) 
=(1 - Ro + O(z )) Rflcl19- Rf! -Bq,' 

kun ta.a.s vastaa.va.t Kirchhoffin teorian mukaiset (12), (15) ja (16) ovat 

Eo= (1 + ;fl )-1 [R~~{)- ;fJ d~ (R~~{)) + ;f! d~ (;J + :J 
clu w z ( 1£ clR.? w cl clw ) 2 

= RadfJ + Ro - RiJ R~ d19 + Rf! + d19 ( RfJdrJ) + O( z ), 

z sin 19 _1 [ u w . z ( cl w 1£ ) ) 
E.p = ( 1 + --) - COS 19 + - Sill{) - - -- - - COS {) 

T 1' 1' T Ri}cl{) R{) 

u w . z cos 19 ( dw u . w . ) 2 = - cos19 +- sm19- -- --- -(1- sm19) +- sm {)tan rJ + O(z ), 
1· r 1· R0clrJ Rf! Rf! 

'"'fz{) := 0. 
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KUOREN TASAPAINOYHTALOT 

Osittaisintegrointi kahdessa dimensiossa 

Artikkelisarjan osassa II johdettiin varsin yksityiskohtaisesti yleiset osittaisintegrointi­
kaavat kahdessa dimensiossa 

1 1 8h f. gh 1 1 89 
g~dad,B = -H nads- ~hdad,B, 

a fJ va s fJ a fJ va 

11 8h f. 9 h 1189 g - dad,B = -npds- - hdacl,B . 
a {J 8,8 s H a a {J 8,8 

(17) 

Integrointikaavat ovat samassa muodossa suoraan sovellettavissa myos kaarevien pin­
tojen yli integraalej a laskettaessa. Kuoren reunapinnan yksikkonormaali on kuoren tan­
genttitasossaja suuntakosinit na ja np ovat sen projektiot pintakoordinaattien suunnille. 

Virtuaalisen tyon periaate 

Virtuaalisen tyon periaate on esitettavissa lyhyesti kaavana 

b'W" + b'W" = 0. (18) 

Sisaisten voimien tekema virtuaalinen tyo kuoren, kuten laatankin tapauksessa on 

Virtuaalisten muodonmuutoskomponenttien lausekkeet saadaan eel ella esi tetyista la.u­
sekkeista. (10) ... (16) va.rioima.lla eli muodollisesti asettamalla tt ____, b'tt jne. Ottamalla 
huomioon, etta kuoren tilavuusa.lkio 

T clX elY z z 
cl11 = dXdYdZ = -d dad a d,Bdz = H 0 H p( 1 + -)(1 + -)dad,Bdz, (19) 

a ~-' Ra Rp 

Ja etta kussa.kin pisteessa erikseen pa.teva.t jannityskomponent tien valilhi yhteydet 
17x = 17 a, Tx 1, = T 0 p ... seka virtuaa.listen venyma.komponenttien valilla vasta.avasti 
DEx = DEa, D!x 1, = D!a{J ... sisii.isten voimien tekeman virtua.a.lisen tyon la.useke voida.a.n 
kirjoitta.a muotoon 

HV" =- j (i7abE 0 . + i7pbEp + To:fJD/o:{J + TfJzD!fJz 
v 

z z 
+ Tzob/za)Ho:H{J(1 + -R )(1 + -R )dzdad,B. 

cr {J 

Tahan la.usekkeeseen sijoiteta.an suora.an muodonmuutosten la.usekkeet (10). 

(20) 

Ulkoisten voimien tekema virtua.a.linen tyo koostuu tila.vuusvoimien , esimerkiksi 
ra.kenteen oman painon, ja. pinta.voimien tekemasta tyosta 
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8TtV" = J .f. 817 ciV + j f. oil ciA 
V A, 

= J [.(,oux + j 1, Dtty + fzouzJdV + j [t_,oux + tyD1ty + tzD1tz]ciA. 
V A, 

(21) 

Nimitys pintavoimat kiisittiiii kuormitukset, jotka kohdistuvat kuoren pintaan , siis ylii­
ja alapintaan sekii reunapintaan. Eclelliset on jiitetty tarkastelusta erillisinii pais , jolloin 
ne voiclaan ajatella sisii.llytetyiksi likimain ti lavuusvoimien osuuteen. Kuormitus kuoren 
reuna.lla voiclaan ja.kaa suoraan komponentteihin reunaviivan normaalin ja. ta.ngentin 
suunni lle, jolloin f = t,e, + t ses + tzez. Talloin on otettava huomioon sii rtymii­
ja. rotaatiosuureiclen positiiviset suunnat seka. niistii aiheutuvat muu tokset t iettyihin 
etumerkkeihin. Sa.maan asia.an pala.taan uuclelleen eclempiinii. Kuoren reuna.lla pinta.­
a.lkio on 

ciA = J( c1X) 2 + ( dY)2 cl z = 

z z 
n~ (l + -)2 + n~(l + -)2dzds = dzds , 

Ro: Rf3 

Otta.ma.lla. huomioon siirtyman la.useke (5) saa.daan tiiten 

oW"= l h jlJa.o·u + f f3 8v + f z8w](1 + -k: )(1 + i)HaHpclzclo:cl(3 

+ 1 j[t,oun + tsD1l 8 + t zow]cl zcls 
s, z 

- f f j[faz8Bp + ff3 z8Ba ](l + Rz )(1 + Rz )Ho:Hpclzclo:cl(3 
Jo: J{J z a {3 

+ JJ[t, z8Bs + t. zoB,]clzcls. 
s , z 

Sisaisten voirnien tekema virtuaalinen tyo - kalvotila 

(22) 

(23) 

Sijoitetaa.n la.usekkeista. (10) va.rioima.lla. syntyvien muoclonmuutosten la.usekkeet sekii 
sisaisten etta ulkoisten voimien tekemien virtua.alisten toiclen la.usekkeisiin (20) ja. 
(23). J a.eta.a.n ta.rka.stelu eclelleen ka.hteen osa.an erottama.lla. ka.ikki rotaa.tiotermit sekii 
leikka.usmuoclonmuutostermit /(J z ja. /zo: oma.ksi osakseen - ta.ivutusti lan ta.rkasteluksi . 
Kalvotilan tarka.steluun jiiii nainollen ka.ikkien siirtymiikomponenttien osuuclet . Nain 
menetellaan, jotta. koko ta.rkastelu voiclaan ja.kaa pienempiin kokonaisuuksiin. Merkintii 
8WJ eclustaa. kalvotilan osuutta sisaisen virtuaalisen tyon lausekkeesta ja. 8TtVJr vas­
taavasti ta.ivutustila.n osuutta.. Merkinniit 8Wj' ja. HVj'1 ovat vasta.a.via ulkoisen vir­
tua.alisen tyon osuuksia. 

Sijoitetaan nyt venymien DE~, DE~ , DE~fJ ja. DE~a la.usekkee t sisaisten voimien 
tekemiin virtuaa.lisen tyon la.usekkeeseen (20) otta.ma.lla huomioon ti la.vuusalkion lau­
seke (19). l(un samalla. miiaritelliia.n kalvoja.nnitysresulta.ntit tavanoma.isella. tavalla 
jiinnitysja.ka.umien integra.a.leina. kuoren pa.ksuuclen yli , 
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Na = 1 aa(l + i; )dz, 

Na{J = r Ta(J(l + _!___ )dz, Jz R{J 

Nf3 = 1 (l + i )af3dz, 

N{Ja = r T(Ja(l + _!___ )dz, Jz Ra 

saadaan tuloksena kalvotilan osuus virtuaalisen tyon lausekkeesta 

bWJ =- i (a0 bt~ + a(Jbt'/J + T0f3bE~f3 + Tf3abt'/J 0 )dV 

(24) 

= _ ( ( { [Na( a6u +~aHa + 6w) +Nf3 ( a6v + !.::.._ aHfJ +ow) 
} a } f3 H aaa Ha H f3af3 Ra H f3 af3 H f3 Haaa Rf3 

( 
abv btt aHa ) T ( abu bv aH{J )] } 

+ Naf3 H aaa- H a H f3af3 + Afla H f3af3- H f3 H aaa HaBf3 dadf3 . 

Sovelletaan tassa lausekkeessa osittaisintegrointikaavaa (17) niihin termeihin, joissa 
esiintyy siirtymii..komponent tien bu, bv tai bw derivaattoja, ja kootaa.n taman j ii.lkeen 
kumma.nkin komponentin kertoimet erikseen yhteen , jolloin saada.a.n 

Viiva.integraali reunaviivaa pitkin voidaan esittii..ii.. a.iva.n vastaavasti lmin laattateo­
ri a.ssa muodossa 

- 1[(No:na + Nf3a 11f3)bu + (Nf3nf3 + Nap~a)bv]ds = -1(N,bu, + N, 8 btt 8 )ds, 

jossa on mii.aritelty, kuva. 4, 

N, = n~Na + nanf3(Naf3 + N{Ja) + n~Nf3, 
N, 8 = no:nf3(Nf3- Na) + n~Na{J- n~N{Jo· 

ja. on kii.ytetty hyvaksi yhteyksia 

bu = coswb1l 11 - cos ·l/;bu 8 = 11. 0 b1ln- 11f3b1l 8 , 

bv = cos'lj;b1l 11 + coswb1l 8 = n(Jbll, + 11 0 b1l 8 , 

La useke (25) voidaa.n taman jalkeen esit tii.a muodossa 

(26) 

(27) 

(28) 
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s 

Kuva 4. Kuoren voimasuureet. 

Kalvotilan lausekkeisiin ei laatan taivutustilan kinemaattisen mallin valinnalla kuiten­
kaan ole minkaanlaista vaikutusta. 

Sisaisten voimien tekema virtuaalinen tyo - taivutustila 

Nienetelliian nyt aivan vastaavalla tavalla lmin edellii, sijoittamalla kuitenkin rotaatioita 
sisal tiiviit tenuit muodonmuutosten lausekkeista (10) sisiiisten voimien virtuaalisen 
tyon lausekkeeseen, jolloin saadaan taivutustilan osuus oTtV!J tiistii tyostii. Sovelletaan 
Reissner-Mindlinin teorian kinematiikan kaavoja. Miiiiritelliiiin jiinnitysjakaumia 
vastaavat momenttiresultanti t 

Ma = j a 0 (1 + i; )zdz, 

Mo:{3 = j Taf3(1 + i; )zdz, 

sekii lisaksi leikkausvoimaresultanti t 

Qa = 1 Taz(1 + ~ )dz, 
z {3 

Niiin piiiistiiiin tulokseen 

M f3 = j 0'(3(1 + i: )zdz, 

l\II{Ja = 1 Tf3a(1 + ~ )zdz , 
z Q 

Q{3 = j Tf3z( 1 + ~o: )dz. 

(29) 

(30) 

Lukuunottamatta alleviivattujen termien osuutta tiimii lauseke on tiismiilleen samaa 
muotoa kuin vastaava lauseke laattateoriassa. Soveltamalla osittaisintegrointikaavoja 
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(17) virtuaalisen tyon lauseke saadaan muotoon 

Tii.ma la useke ei ole riippumaton siir tymii.komponentin w varia.atiosta, joten edellii. suo­
ritettu jako kalvo- ja taivutustilaan ei jaa tarka.stelua kahteen toisistaan riippumatto­
maan osaan, kuten tapa.htui laattarakenteiden analyysissa. Reunaintegraalitermi voi­
daan esittii.a muodossa 

J.[(Mo:na + M{3an{3)5(){3 + (Mf3n{3 + j\!Ja f311 0 .)5Bo:- (Qana + Q{3nf3)5w]ds 

= -J.[Jv/,5()8 + M,.5()., + Q,5w]ds, 

jossa on maii.ritelty 

ja lisiiksi 

M, = n;Ma + n 0 n{J(Ma{3 + j\lf{Ja) + n~Mf3, 

Mns = nan{3(M{3- Ma) + n;Nfa{J- n~M{Ja· 

Myos rotaatiokomponenttien muunnoska.avaa 

5Ba =- cos'lj;5Bs- cosw5(), = -nf35().- no:5B,, 

5(){3 = -cos w5Bs +cos 1p6B, = -n0 5B8 + nf35(),, 

on hyodynnetty. Lauseke (31) on lopulta 

(32) 

(33) 

(34) 
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Sovellettaessa perinteista Kirchhoffin teoriaa leikkausmuodonmuutokset /o: z ja 
/f3z hiiviavat , eika tasta johtuen sisaisten voimien tekeman virt uaalisen tyon lausek­
keeseen tule leikkausvoimien osuut ta la.inkaa.n , koska rotaatiokomponentit maa.raytyvii t 
ehdon (14) mukaisest i. J otta v~iltyttaisiin kohtuuttoman pi tkien lausekkeiden kirjoitta­
miselta, ote taan kayt toon merkinnat 

(36) 

jotka itse asiassa ovat kuoren toclelliset leikkausvoima t ilma.n tilavuusvoimien osuut t a . 
T alloin lauseket ta (31 ) vastaten saaclaan 

Kun nyt muunnetaa.n reunaintegraa.lilausekkeessa derivaattaoperaattorit ketjuderivoin­
tisaantoa 

(38) 

hyvaksikayttaen seka lasketaan kuoren kaarevuuclet ja kierevyys reunaviiva.n koorcli-
naa.teissa 

(39) 

kay t taen muunnoskaavoja (27) ja (34), saaclaa.n t aivutustilaa.n liittyvan sisaisen vir­
tuaalisen tyon lauseke ta.rvittavan osittaisintegrointioperaation jalkeen muotoon 
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Suoritetaan reunaintegraalissa viela kerran osittaisintegrointi s-koordinaatin suhteen , 
jolloin saadaan 

(40) 

Viimeisin termi lausekkeessa ( 40), eli osittaisintegroinnissa kuoren reunaviivaa pitkin 
syntynyt sijoitustermi, saa arvoja ainoastaan kuoren kulmapisteissa, eli kaikissa reu­
naviivan tangentin epajatkuvuuskohdissa. Viivaintegraaliin syntynyt ta term.i a bw :n 
kertoimena 

* olvlns 
V,, = Qn +--a;-' (41) 

kutsutaan kuoren korvikeleikkausvoimaksi tai Kirchhoffin leikkausvoimaksi. Huomatta­
lwon viela, etta rotaatioiden eo., ef3, en ja e. positiiviset suunnat voidaan perustellusti 
valita hyvin monella tavalla, jolloin tiettyjen termien etumerkeissa tapahtuu muutoksia. 
Tiissa yhteydessa rotaatioiden eo ja ef3 etumerkit on valittu siten, etta siirtyman lauseke 
(5) saa symmetrisen muodon muuttujien a ja (3 suhteen . 

Ulkoisten voimien tekema virtuaalinen tyo - kalvotila 

Ulkoisten voimien tekema virtuaalinen tyo kuuluu eclella miiariteltyyn kalvotilaan ja on 
muotoa 

8W}' = i h 1 (fo:bu + f f3bV + .fz8w)dz( 1 + i: )(1 + -k; )HoHf3 da cl(3 

+ r r (tnb1tn + t.8u . + t zbw)clzds. 
}St }z 

Maiiritellaan ulkoiset kuormitusresultantit vastaavasti lmin edella sisaiset, talla kertaa 
erikseen tilavuus- ja pintavoimille 

Po = .fo:( (1 + -)(1 + -)clz, 1 z z 

z R o: R f3 

1 z z 
Pf3 = f f3( 1 + R )(1 + R )dz, 

z 0: f3 

1 z z 
Pz = .fz(l + R )(1 + R )dz , 

z 0: f3 

jolloin saadaan 

Tn = 1 tndz , 

Tn s = 1 isc\Z, 

T z = 1 tzdz, 

( 42) 

8W[ = ( ((po:8u +pf38v+pzbw) Ho: H f3 clad(3 + ( (Tnbu 11 +Tn8 8u.+Tz8w)ds. (43) 
l o: }{3 J., 
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Ulkoisten voimien tekema virtuaalinen tyo - taivutustila 

Kuoren taivutustilassa ulkoiset momentit tekevat virtuaalista tyota, joka on 

Maarittelemalla ulkoiset momenttiresultantit erikseen tilavuus- ja reunakuormituksille 

1?1.a = f az( 1 + -)(1 + -)dz, j z z 

z R a R f3 

j z z 
1n f3 = f f3z(1 + -)(1 + -R )cl z, 

z R a {3 

Wn = j tn zdz, 

Wns = j t. zdz, 

( 44) 

jolloin tama lauseke saa muodon 

8H1tJ = -1 { (mabB{J + 1nf3bBa)HaH{3clo:cl{3 + 1 (WnbBs + WnsbBn)ds. (45) 
a · } {3 s, 

Edella esitetty on johdettu Reissner-Mindlinin teorian perusotaksumien pohjalta. 
Kirchhoffin teoriaa sovellettaessa rotaatiotermit maaraytyvat ehdoista (14) , jolloin 
lauseke ( 45) saa muodon 

Rotaatiosuureet on maaritetty kayttaen muunnoskaavoja (38) ja (39). Sovelletaan ti­
lavuusintegraalissa Greenin integrointikaavaa eli suoritetaan yhden kerran osittaisin­
tegrointi , ja samalla lausutaan reunaintegraalissa momentit ja derivaattaoperaattorit 
reunaviivan koordinaat teissa kayttama.lla kaavoja (38). Talloin saadaan 

jossa kuoren reunalla mn = nama + nf3mf3. Suorittamalla viela osittaisintegrointi 
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jalkirnrnaisessa eli reunaintegraaliterrnissa rnuuttujan s suhteen saadaan lopulta 

( 46) 

Viirneinen terrni saa nollasta eroavia arvoja vain kuoren reunaviivan kulrnapisteissa. 

Kuoren tasapainoehdot ja reunaehdot 

Kuoriteoriassa ei kalvo- ja taivutustiloja voida erot taa toisistaan , vaan niiclen valilla 
vallitsee tietty kytkenta. Kirjoitettaessa Reissner-Mindlinin teorian rnukaisia 
tasapainoyhtiiloita kootaan sisaisten (28) ja (35) seka ulkoisten ( 43) ja ( 45) voirnien 
tekernien virtuaalisten toiden lausekkeet virtuaalisen tyon periaattetta kuvaavaan 
yhtaloon (18). Nain saadaan ensin tilavuusintegraaliosuus 

Koska taman integraalilausekkeen tulee havita kaikissa rakenteen sisapisteissa ja koska 
virtuaaliset siirtyrna.kornponentit on siten valittu , etta /5u -:f. 0, /5v -:f. 0, 15Bcr -:f. 0, 
/58!3 -:f. 0 ja /5w -:f. 0 ainakin osassa tarkastelualuetta., tulee koko ra.kenteessa. olla. voirna.ssa 
ta.sapainoyhtalot 

( 47) 
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Kuva 5o a) Kuoren reunan voima- jab) momenttisuureet o 

M13- Ma 8Ho: 8M13 Mo:/3 + Mf3 o: 8H13 8Nlaf3 _ Q _ 
H a H 138{3 + H 138{3 + H 13 H aoo: + H aoo: 13 + m /3 - O, 

8Qa 8Q13 Qo: 8H13 Q13 aHa Na N13 
+--+--+---+----- --+ p -0 

Haoo: H138{3 H13 Haoo: Ho: Hf38{3 Ro: R13 z-
0 

Syntyneestii vii den tasapainoyhtiilon ryhmastii voidaan leikkausvoimat Q o: ja Q /3 
eliminoida, ra tkaisemalla ne kolmannestaja neljannestii yhtiilostii ja sijoi ttamalla jiiljelle 
jaaviin kolmeeno 

Kokoamalla vastaavista yhtaloista reunaehtotermit saadaan yhtalo 

-1 [(N,- T,)8u, + (Nn s - Tns)bu 8 + (Mn- vVn)8B. 

+(iVfns- Wns)bBn + (Qn- Tz)bw]ds = 0° 

Koska ja1leen siirtymat ovat mielivaltaisia ja ainakin osalla reunaviivaa erisuuria !min 
nolla, tulee joko tasapainoyhtiiloiden eli geometristen reunaehtojen (kuva 5) 

-Nn+Tn=O, 

-Nns + Tns = 0, 

-j\lfn + Wn = 0, 

-Nfns + Tllfns = 0, 

-Q, + Tz = 00 

toteutua reunan osalla s1 ja kinemaattisten vastaavasti 

b1l 71 = 1l 11 - U11 = 0, 

b1ls = 1ls - Us = 0, 

8Bs = Bs -e. = 0, 

8Bn = en - Bn = 0, 

8w = w- w = 0, 

(48) 

(49) 

osalla Su 0 Yliiviivalla varustetut siirtymiisuureet ovat annettuja siirtymiii eli niinsanot­
tuja pakkosiirtymiii ja ehdot ( 49) edustavat kinemaattisesti luvalliselle siirtymiitilalle 
asetettavia vaatimuksiao Reunaehdot ( 48) ja ( 49) yhdessii huolehtivat siitii, etta reuna­
integraali hiiviiia laatan koko reunaviivallao 
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Kirchhoffin teorian yhtiilot saadaan sijoittamalla, kuten edella, sisiiisen virtu­
aalisen tyon (28) ja ( 40) ja ulkoisen lausekkeet ( 43) ja ( 46) virtuaalisen tyon yhtaloon 
(18). Helposti havaitaan, etta pii.ii.dytii.ii.n tasapainoyhtii.li:iihin, jotka ovat tiismii.lleen 
samat lmin edella Reissner-Mindlinin teorian pohjalta johdetut (47), joista kuitenkin 
leikkausvoimasuureet on eliminoitu pois. Reunaintegraali reunaehtojen mii.ii.rittii.miseksi 
saa muodon 

- Nn + - + -- - - - -- - T, DUn 1 [ ( lvin Mns T1Vn vVns ) 

8 Rn Rns Rn Rns 

_ (N 111, 111ns _ TVn _ TVns _ T )b·u 
ns + R + R R R ns s 

ns s ns s 

8Wns 8bw] I - (Vn- ----a;-- Tz + m,)bw- (M,- W,) an cis- Wnsbw s = 0, 

josta seuraa reunaehclot 

reunalla St. ja. 

N 
i'11n l\1718 TVn TVn s T 

- n - - - -- + - + -- + n = 0, 
Rn R11s Rn Rns 

-N _ 111, _ 111, 8 TV, vV,s T _ 
ns R R + R + R + ns- 0, 

ns s ns s 

OWns 
- V,, + ----a;-+ Tz- mn = 0, 

-i\1, +TV, = 0, 

bu = u- ii = 0, 

bv = v- v = 0, 

bw = w- iv = 0, 

8bw _ ow 8iv _ 
0 an - an- an - ) 

(50) 

(51) 

Su :lla. Lisii.ksi ratkaisun tulee toteuttaa kuoren mahclollisissa nurkkapisteissii. tasapai­
noehto 

111ns - TVns = 0, 

reuna.n osalla. S t ta.i Su :lla taipuman rajoite-ehto 

bw = w -tv= 0. 

(52) 

(53) 

Pyorahdyssymmetrisen kuoren tapauksessa (a --) {), f3 --) 1/Y), kun lisii.ksi 
kuormitus on pyorii.hclyssymmetrinen, mistii. seuraa ehclot Nfl q, = 111fl q, = Qq, ::::::: 0, 
pii.ii.dytaii.n kolmeen tasapainoyhtaloon 

clN{) N{)- Nq, Q.J 
R.1d{) + 

1
• cos{)+ Rf! + P.? = 0, 

dM{) M.1 - Mq, 
R,?d{) + Hq, cos{)- Q,? + 7Hf) = 0, 

dQ.1 Q{) N.1 Nq, . -- + - COS{) - - - - Sill{) + Pz = 0. 
Riid{) r Rii 1· 
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Reunaehdot ovat Reissner-Mindlinin teorian mukaan 

-No+ T, = 0,} 
- Qo+Tz= O, 

- Mo + w., = 0, 

St : lla, tai 

tai vastaavasti Kirchhoffin tapauksessa 

M, w11 } - JV,-- + - + T, = 0, 
Ro Ro 

l f T 0 S t : lla, 
1 o + z- n~ o = , 

!lifo - TtV11 = 0, 

YHTEENVETO 

tai 

lt- fi = 0,} 
w- tv= 0, 

Bq,- Bq, = o, 
s 11 : lla, 

Artikkelisarjassa selvitelliiiin l ~ihinnii opetustarkoitusta silmiilla. pita.en erilaisten perus­
rakennetyyppien analysointia. Rakenteiclen muodonmuutoksia tutkitaan kiiyttam a.lla 
hyva.ksi paikallista suoraviivaista ortogonaalista koordinaattija.rjestelmaii. Ta.ssa osassa 
esitetaan eri kuori teorioiden perusteita. I\ uorien yleiset tasapainoyhtalot johdetaan so­
veltamalla virtuaalisen tyi:in periaatetta. Esitetyn menettelyn etuna on systemaat tisuus, 
jonka avulla monimutlmisetkin tarkastelut voidaan suorit taa periaatteessa hyvin yksin­
kertaisesti , ainoastaan perusmatematiikan alkeisiin tukeutuvia menetelmia kayttaen. 
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