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TIIVISTELMA Taman artikkelisarjan tarkoituksena on valaista virtuaalisen tyon peri­
aatteen kayttokelpoisuutta yksinkertaisten perusrakennemallien, kuten sauvoJen, laat­
tojen ja kuorien tasapainoyhtiiloita johdettaessa. Sarja koostuu kolmesta artikkelista, 
joissa kussakin kiisitellaiin yhtii edellii mainituista rakennetyypeista. Huomiota kiin­
nitetaiin virtuaalisen tyon periaatteen SY,stemaattisuuden lisaksi erikoisesti siihen, mi­
ten liiketilan erilaiset perusotaksumat va1kuttavat tehtiivien formulointiin. Tiissii osassa 
kasitellaan laattarakenteita edellii esitetyn ohjelman mukaisesti. Tarkastelussa selvi­
tetiian varsin perusteellisesti myos analysoinnissa tarvittavia matemaattisia tyokaluja. 

JOHDANTO 

Laatta- ja levyrakenteita yhdessii kuorirakenteiden kanssa kutsutaan usein myos pinta­
ra.kenteiksi. Niissa rakenteen pinnan ulottuvuuksiin liittyy paksuuden suunnassa pieni 
mitta, jossa pieniii matkoja kulkevalle normaalikoordinaatille valitaan tehtaviin ratkai­
sussa aivan erityinen rooli. Lopullisesta tehtiiviin matemaattisesta formulaatiosta tiimii 
koordinaatti suodattuu kokonaan pois, jolloin laattaprobleema redusoituu puhtaasti 
kaksidimensioiseksi. Laatan ja levyn osa.!ta rakennemalli siis koostuu 'aiirettomi:in' 
ohuesta tasomaisesta kalvosta, joka sijoittuu laatan referenssipinnalle. Tiiksi valitaan 
useimmiten laatan keskipinta. Paksuuden suunnassa kulkevan koordinaatin eliminointi 
tapahtuu jiilleen kehittiimiillii kaikki siirtymiifunktiot potenssisarjoiksi normaalikoor­
dinaatin suhteen ja ottamalla tarkasteluun mukaan tavanomaisesti vain korkeintaan 
ensimmiiisen asteen tennit. Virtuaalisen tyon periaatteen mukaisissa tilavuusintegraa­
leissa normaalikoordinaatti nainollen hiiviaii ratkaisusta. 

J atkossa tarkastelu suoritetaan aluksi mieliva.ltaisen muotoiselle tasomaiselle laatal­
le kayttiien tiiysin yleisiii kiiyriiviivaisia suora.kulmaisia koordinaatteja. Erikoistapauksi­
na kiisitellaiin suorakaide- ja ympyralaattaa. Alan oppikirjoissa, kuten FLI'JGGE (1972), 
NovozHILOV (1964), OoEN (1967), VLASOV (1963) ja WASHIZU (1975) on suoritettu pe­
rusteellisia pintarakenteiden traditionaalisia analyyseja. Tiissa esityksessii on tarkoitus 
kuitenkin korostaa virtuaalisen tyon periaatteen seka pa.ikallisen suorakulmaisen koordi­
naatiston sovelta.misen tarjoamia erinomaisen kiiyttokelpoisia etuja kaksidimensioisten, 
yleisissii kayriiviivaisissa koordinaateissa maiiriteltyjen tehtiivien ratkaisussa. 

51 



K uva 1. Laatan geometria. 

LAATAN GEOMETRIA 

Laatan kaksidimensioinen rakennemalli on matemaattisessa mielessa tasopinnan alue 
reunoineen. J os asetetaan tiimii taso yhtymaan suorakulmaisen karteesisien koordi­
naattijarjestelman x, y-tasoon, sen jokaisen pisteen aseman miiarittaii paikkavektori 
1-:o = ro ( 0'' ;3) kaksidimensioisessa avaruudessa X' y. Paikkavektori 

maaritelliian siten, etta kutakin pisteparia ( 0'' f]) vastaa tiismiilleen yksi tason piste. 
Para.metrit a ja f3 voivat olla taysin mielivaltaisesti valittuja ja. niiden muodostamat 
kiiyravii vaiset koordinaa.ttiviivat sija.itseva.t ta.rkastelta.va.lla tasolla. Kaytiinnossa para­
metrit kuitenkin pyritaan va.litsemaan siten, etta tietyt koordinaattiviivat yhtyviit 
laatan reunaviivaan. Ta.ma onnistuukin hyvin esimerkiksi suorakaiteen tai ympyri:in 
muotoisen laatan tapauksessa, mutta taysin mielivaltaisen muotoista laattaa analysoita­
essa. tamii ei kuitenkaan ole mahdollista. 

Keskitason normaa.lin suunta.isen z-koordinaa.tin positiivinen suunta vali taan siten, 
etta ja.rjestelmii a, f], z tulee oikeakatiseksi. Keskitason koordinaattiviivojen tangentti­
vektorit sa.adaan paikkavektorin derivaattoina. Kun derivaatat lasketaan parametrien 
a ja f3 suhteen, yksikkotangenttivektorit saadaan jaka.malla ne mittakaavatekijoilla eli 
LAME'n para.metreilla. H o: ja Hf3, jotka skaalaava.t deriva.a.ttavektorit laadulta.an ja pituu­
deltaa.n oikeiksi : 

~ 1 ch7
0 

ea = Ho: 00'' 

~ 1 oro 
ef3 = H13 of]. 

Mittakaavatekijoiden lausekkeet ova.t 
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Ha = ~~:~ = 

Hf3=1~;1= 



Koordinaattiviivojen viilinen kulma x miiiiritetiiiin yhtiilostii 

~~ 1at lot 
cosx =ea. ep = Ha oa. Hp 8(3 

= H a
1
H f3 ( ~: ~; + ~~ ~~) . 

Jos a ja (3 ovat ortogonaalisia, cos x = 0. Keskitason normaa.likoordinaatin z suuntainen 
yksikkovektori 

Rajoitetaan tarkastelu tiissii yhteydessii suorakulmaisiin koordinaatteihin, jolloin 
siis x = 1r /2. Ortogonaalisuudesta seuraa 

Tiistii saadaan derivoima.lla koordinaatin a suhteen 

eli 
ae"' ~ ~ aep 
oa . ep = -eCi . aa . (la) 

Vastaavasti derivoimalla koordinaatin (3 suhteen: 

(lb) 

Lisiiksi tiedetiiiin, etta yksikkovektorin derivaattavektori on kohtisuorassa itse vektoria 
vastaan eli 

oe"' ~ oea ~ 
oa . ea = 8(3 . ea = 0, 

aep ~ aep ~ 
oa . ep = 8(3 . ep = 0. 

(2) 

Tarkastellaan seuraavaksi sekaderivaattatermiii 82 i"/8a8(3. Koska 8i"/8a = Haea 
ja 8i"/ 8(3 = H f3 ep, tiimii lauseke voidaan kirjoittaa kahdella vaihtoehtoisella tavalla 
derivoinnin kommutatiivisuuden eli vaihdanna.isuuden nojalla. Niiin saadaan 

Tiimii on yhtiikuin 

eli 

(3) 
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Maaritetiian taman avulla vektoreiden eOI ja ~ derivaattojen komponentit a- ja (J­
koordinaattien suunnille. Ratkaistaan aluksi vektori 8e01 / 8(3: 

Muodostamalla skalaaritulo yksikkovektorin ef3 kanssa saadaan 

Ratkaisemalla yhtalosta (3) nyt puolestaan vektori 8~j8a saadaan vastaavanlaisella 
tarkastelulla 

Ottamalla lisaksi huomioon kaavat (1) saadaan 

(4) 

Yhteydet (2) ja ( 4) ovat matriisimerkinnoin 

0 

(5) 

Mielivaltaisen laatan keskitason ulkopuolisen pisteen paikkavektori saadaan jalleen 
lisaamalla vastaavaan keskitasolla olevan pisteen paikkavektoriin normaalin suuntainen 
komponentti: 

r(a,(J,z) = i'o(a,(J) + ZCz. 

Taman derivaattavektoreiksi saadaan soveltamalla suoraan edella esitettya 

(6) 
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a,u 
\jf 

s,us eP 

' 
n,u,

1 

~,v 

Kuva 2. Siirtymii- ja rotaatiokomponentit. 

LAATAN KINEMATIIKKA ELI LIIKETILA 

Laatan liike maaraytyy kaikkiaan viiden toisistaan riippumattoman liikekomponentin 
avulla. Naista kolme on translaatioita ja kaksi rotaatiota. Koordinaattien a, (3 ja z 
suuntaiset translaatiokomponentit ovat u, v ja w. Keskitason normaalin suuntaisen 
ainesaikeen rotattiokomponentit a- ja (3-koordinaattiviivojen ympari. ovat ()"' ja (){3 · 

Laattateorian kaksidimensioisuuden mukaisesti seka translaatiot etta rotaatiot riippuvat 
ainoastaan laatan pintakoordinaateista. Laatta on siis kokoonpuristumaton normaalin 
suunnassa. Rotaatiot miiaritetaiin eri laattateorioissa aivan vastaavalla tavalla kuin eri 
palkkiteorioissa. Perinteisissii laattateorioissa siirtymiivektorille otaksutaan lineaarinen 
riippuvuus normaalikoordinaatista z. Tama tarkoittaa sita, etta jokaisen normaalin 
suuntaisen ainesaikeen otaksutaan pysyvan rakenteen deformoituessa suorana. Rotaa­
tioita voidaan rajoittaa edellyttamalla, etta kyseiset ainesaikeet pysyviit kohtisuorassa 
laatan deformoitunutta keskipintaa vastaan, jolloin estetaan leikkausmuodonmuutosten 
syntyminen. Syntyviiii teoriaa nimitetaan Kirchhoffin teoriaksi. Kirchhoffin laattateo­
riassa rotaatiot sidotaan tietylla tavalla laatan translaatiokomponentteihin. J os niiin 
ei tehda saadaan yleisempi Reissner-Mindlinin teoria, joka jattaii rotaatiokulmat riip­
pumattomiksi. Lineaarisen teorian mukainen laatan siirtymiitila on edellisen perusteella 

u(a,(3, z) = [u(a,(3) - z8f3(a,(3)] ea(a,(3) + [v(a,(3)- zBa(a,(3)] ef3(a,(3) + w(a,(3)ez . 
(7) 

Tama on aikaisemmin esitetyn palkkiteorian yksidimensioisen kinematiikan looginen 
laajennus kahteen dimensioon. Rotaatiokomponenttien ()"' ja (){3 positiiviset suunnat on 
valittu kuvan 2 mukaisesti. 

Muodonmuutoksia miiaritettaessa hyodynnetiian jalleen paikallista kiinteaa suo­
rakulmaista koordinaattijiirjestelmiia X, Y, Z, nyt kolmessa dimensiossa. Talloin tarvit­
tavat derivaattojen viiliset muunnoskaavat saadaan kiiyttokelpoiseen muotoon (vrt. osa 
I, kaava (4a)) 

a ai ai ai a 
-·ex -·ey - · ez 

a a a a a a a a ax 
a ai ai ai a 

(8) -·ex -·ey -·ez 
a ,a a ,a a ,a a(3 aY 
a ai ai ai a 
az -·ex -·ey - · ez az az az az 
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Paikkavektorin r derivaattojen lausekkeiden (6) perusteella saadaan yksityiskohtaisem-
rmn 

a a 
a a 
a 

aj3 
a 

[H• ii.·iix Ha ea · ey H. ii. · iiz l ax 
H13~ ~~·ex H13 ~. ey H13~ ~~· ez 

a 
(9) ay e.· ex e •. ey ez · ez a 

az az 
Siirtymavektori it voidaan esittaa myos komponentteina paikallisen koordinaat­

tijarjestelman koordinaat tiakselien suunnille 

ii = uxex + 1tyey + uzez, 
jossa siirtymakomponentit ovat 

ux=ii·ex, 
uy=u·ey, 

Uz = U · ez . 

(10) 

Muodonmuutokset maaritetaan analogisesti osassa I esitetyn sauvateorian kanssa 
paikallisissa suorakulmaisissa koordinaateissa 

au ~ 
EX= ax ·ex, 

au ~ 
Ey = aY . ey, 

au ~ 
Ez = az ·ez, 

au ~ au ~ 
/XY = ay · ex+ aX · ey, 

au ~ au ~ 
/YZ = az · ey + ay · ez, 

au ~ au ~ 
/ZX = aX · ez + az ·ex. 

(ll) 

Tassa on edullista sijoittaa ja suunnata paikallinen koordinaatisto siten, etta 
X - ja Y-koordinaattiviivat asetetaan sivuamaan kussakin pisteessa laatan pinnalla 
kiiyriiviivaisia pintakoordinaatteja a ja (3. Talloin Z-koordinaattiviiva yhtyy laatan 
normaalin suuntaan , eli yksikkovektoreiden viiliset yhteydet ex = ea, ey = ~, ez = ez 
ovat voimassa. On huomatt ava kuitenkin, et ta nain on taas vain tarkalleen ottaen 
paikallisen koordinaatiston origossa. Valittomasti, kun siirrytiiiin pois origosta, tan­
gentin suunta muuttuu eivatkii kiintean paikallisen koordinaattijarjestelman koordi­
naatit seuraa kiiyriiviivaisia a- ja ,8-koordinaattej a. Nain valittaessa havaitaan myos, 
et ta derivointisaanto (9) eri koordinaat tij iirjestelmien valillii pelkistyy yksinkertaiseen 
diagonaaliseen muotoon 

a a 
ax n, 0 

:] 
a a 

a H - I a 
(12) ay {3 a.s 0 a a 

az az 
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Itse asiassa kaavassa on esitetty kii.ii.nteinen yhteys differentiaalioperaatioiden vii.lillii., 
koska jatkossa tullaan nimenomaan kii.yttii.mii.ii.n paikallisissa koordinaateissa mii.ii.ritet­
tyjii. derivaattoja. 

LAATAN MUODONMUUTOKSET 

Tarkastellaan edelleen kuvassa 1 esitettyii. laattarakennetta. Siirtymii.tila on esitetty 
kaavassa (7). Muodonmuutosten lausekkeet ovat kaavojen (ll) ja (12) perusteella 

au_ lou_ 
fX = {)X . ex = Ha. 8a . ea., 

au_ 1au _ 
fy = - · ey = -- · ef3 

8Y Hf3 8(3 ' 
au_ au_ 

€z = {)Z · ez = {)z · ez, 
au _ au _ 1 au _ 1 au _ (13) 

/XY = 8Y . ex + 8X . ey = Hf3 8{3 . ea.+ Ha. 8a . ef3, 

au_ au_ au_ 1au_ 
/YZ = 8Z . ey + 8Y . ez = 8z . ef3 + H{3 8{3 . ez, 

au_ au _ lou_ au_ 
{ZX = {)X · ez + {)Z ·ex = Ha. aa · ez + {)z ·ea.. 

Siirtymii.vektorin (7) derivaatat ovat 

au (au 80f3) _ ( ) 8ea. ( 8v 80a.) _ 8~ 8w _ 
8a = 8a - z 8a ea.+ u- z()f3 8a + 8a - z 8a ef3 + (v- zOa.) 8a + 8a ez, 

au (au {)(){3)- ( ) 8ea. ( 8v {)()a.)- {)~ 8w-
{){3 = {){3 - z a(J ea.+ u- z()f3 {)(J + {)(J - z {)(J ef3 + (v- zOa.) a(J + a(J ez, 
au 

0 
_ 

0 
_ 

{)z =- {3ea.- ae{3. 

Nii.iden sijoittaminen lausekkeisiin (13), ottaen huomioon yksikkovektoreiden derivaa­
toille edellii. johdetut tulokset ( 4) tai (5) antaa 

_ _ _1_ (au _ 80f3 v- zOa. 8Ha.) 
€X - fa - Ha. 8a z 8a + Hf3 8(3 ' 

fy = €(3 = _1_ ( 8v _ z {)()a. + u- z()f3 8Hf3) 
Hf3 8{3 8(3 Ha. 8a ' 

Ez = €z = 0, 

_ _ _1_ ( 8v _ {)()a. _ u- z()f3 8Ha.) 
/XY - /a(3 - Ha. 8a z 8a Hf3 8(3 

+ _1_ (au _ z 80f3 _ v - zOa. 8Hf3) 
Hf3 8(3 8{3 Ha. 8a ' 
1 8w 

/YZ = /{3z = H{3 8(3 -()a., 

1 8w 
/ZX = {za. = Ha. 8a - (){3· 
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Ryhmittelemalla lausekkeet normaalikoordinaatista z riippumattomaan ja lineaa­
risesti riippuvaan osaan, lopullisiksi muodonmuutosten lausekkeiksi saadaan 

(14) 

8w 
lf3z = Hf38f3 - Ba, 

8w 
/zcr. = Ha8a - 0f3 · 

Kirchhoffin teoriaan paastaan asettamalla /{3z = /zcr. = 0, jolloin kaksi viimeista 
yhtaloa maarittavat rotaatioille rajoitteet 

(15) 

Vastaavat muodonmuutosten lausekkeet ovat siis Kirchhoffin teoriassa 

J ohdettaessa jatkossa tasapainoyhtaloita on tar peen 'purkaa' muodonmuutoskom­
ponentti /cr.f3 osiin siten, etta /cr.f3 = Ecr.f3 + Ef3cr., jossa 

Naiden fysikaalinen tulkinta on helposti havainnollistettavissa kummankin alkuaan 
toisiaan vastaan kohtisuorassa asemassa olevan materiaalisaikeen erikseen kokemana 
kulmanmuutoksena. 
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Muodonmuutoskomponenteista (14) ja (16) €a, €(3 ja (af3 voidaan jakaa erillisiin 
keskipinmin muodonmuutoksiin ja kayristymiin, z-koordinaatista riippumattomien ja 
lineaarisesti riippuvien termien mukaisesti: 

€a = €~ + Z"-a, 

€(3 = f'/J + Z "-(3' 

/af3 = €~(3 + €~a + ~ z("-af3 + "-f3a)· 

Keskipinnan muodonmuutokset liittyvat laatan tarkasteluun levyna, eli tapaukseen, 
jossa kuormitukset kohdistuvat laattaan laatan keskipinnan tasossa, kun taas kayristy­
mat seka leikkausmuodonmuutokset /(3 z ja / z a liittyviit taivutustilaan kuormituksen 
ollessa kohtisuorassa laatan keskipintaa vastaan. Pienten siirtymien teorian ollessa 
kyseessii nama tarkastelut voidaan suorittaa toisistaan taysin riippumattomina. 

S uorakaidelaatan tapauksessa, kuva 3a, saadaan yksinkertaisin esitys seuraavasti: 
a -+ x, {3 -+ y . Tiilloin paikkavektori on muotoa 

ja koordinaateilla on pituuden dimensio, joten mittakaavatekijiit ovat vakioita H :c = 
Hy = 1. Lisaksi yksikkovektoreiden derivaatat haviavat, koska vektorit ovat vakioita 
myos suunnaltaan. Reissner-Mindlinin teorian mukaiset muodonmuutokset (14) ovat 
muotoa: 

au 8By 
€;r; =ax - za;;, 

8v f)()'" 
€y = 8y- za:y, 

8v au (8B:c 8By) 
/:cy = ax + ay - z ax + ay ' 

ow 
/yz= ay -B:c , 

ow 
/ z:c = ax -By. 

vastaavat Kirchhoffin teorian muodonmuutokset (16) ovat 

au 82w 
E:c =~-z~, 

ux ux 

8v 82w 
fy = ay - z ay2 ' 

8v au 82w 
/ :cy = ax + ay - 2z 8x8y. 

Ympyralaatan tapauksessa, kuva 3b, tehdiian valinta a -+ r, {3 -+ </J . Paikka­
vektori on 

r(r, </J, z) = r cos cpe;r; + r sin ¢>ey + zez. 
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a) X b) 

y 

Kuva 3. a) Suorakaide- jab) ympynilaatta. 

Derivoimalla saadaan 
~ 8i ... ~ . ... ~ 
er = Or =COS '1-'e, +Sill '1-'ey, 

~ lai .... ~ ... ~ 
e¢ =; {)ljJ =-Sill '1-'e , + COS<pey, 

jolloin mittakaavatekijat ovat Hr = 1 ja H¢ = r. Lisiiksi yksikkovektoreiden derivaatat 
r:n suhteen hiiviiiviit ja ljJ:n suhteen ne ovat 

Reissner-Mindlinin teorian antamat lausekkeet (14) ovat nyt muotoa 

au BB¢ 
tr = or - z or ' 

€¢ = ~ 8v + ?::_ _ z (~ 8Br + B¢) ' 
r aljJ r r 81jJ r 

/r¢ = 8v + ~ au _ ~ _ z ( 8Br + ~ 88¢ _ Br) ' 
or r aljJ r or r 81jJ r 

law 
/¢z =; aljJ -Br, 

ow 
/zr = Br -8¢ . 

Vastaavasti Kirchhoffin teorian lausekkeet (16) ovat 
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K uva 4. Laatan reunaviivan geometria. 

LAATAN TASAPAINOYHTALOT 

Osittaisintegroint i kahdessa dimensiossa 

Tasapainoyhtalot johdetaan jalleen kayttamiilla virtuaalisen tyon periaatetta. Talloin 
joudutaan soveltamaan tyyppiii. fs fi(x,y)(oh(x,y)jox)dS olevia integraaleja kasitel­
tii.essii Greenin teoreemaan pohjautuvaa osittaisintegrointia kahdessa dimensiossa. 

Olkoot g = g( a, {3) ja h = h( a, {3) kaksi kahden muuttujan o: ja {3 funktiota, 
jotka on mii.iiritelty tarkasteltavassa alueessa. Tavanomaisista integrointikaavoista, jotka 
sovellettuna nii.iden kahden funktion tuloon ovat 

r r ()~h) do:d{3 = r [gh]a ,(f3) d{3, 
} a } {3 uo: } {3 at(f3) 

11 o(gh) 1 [ ]f3,(a) 
~do:d{3 = gh do:, 

a {3 1-' a f3t(a) 

saadaan suoraan tulon derivointisaiintoii soveltamalla, WEMPNER (1981), MALVERN 

(1969), kaavat 

11 oh 1 [ ] a,(f3) 11 a9 9!:}do:d{3 = gh d{3- !:lhdo:d{3, 
a {3 uo: {3 at(f3) a {3 UO: 

11 oh 1 [ ] f3,(a) 11 og g()f.ldo:df3= gh do: - (}f.lhdo:d{3. 
a {3 1-' a f3t(a) a {3 1-' 

(19) 

Sijoitustermeissii ylii.- ja alarajan miiarittaviit funktiot miiariiytyvat kuvan 4 mukaisesti. 
Esimerkiksi integraalissa {3-koordinaatin suhteen alueen reunaviiva, joka otaksutaan 
sileii.ksi suljetuksi kiiyraksi, jaetaan kahteen osaan pisteilla A ja B. Nama pisteet 
edustavat {3- koordinaatin iiii.riarvoja tarkastelualueessa. lntegroinnissa alarajana on 
laatan reunaviivan vasen puoli o: 1 ({3) ja ylii.rajana reunaviivan oikea puoli o:2 ((3). 
Vastaavat rajat o:-koordinaatin suhteen laskettavassa integraalissa ovat pisteiden C ja 
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D viilillii kiiyriit ,B1 (a) ja ,B2 (a). Jotta reunaehdot laatan reunaviivoilla voidaan ottaa 
helporrunin huomioon, sijoitustermeissii olevat viivaintegraalit muunnetaan reunaviivaa 
kiertiiviin koordinaatin s avulla esitetyiksi. Kun kiiytetiiiin ulkoisen normaalin n 
suuntakosineille merkintojii no: = (en . eo:) = cos w ja n{3 = (en . CiJ) = cos '1/;' voidaan 
kuvan 4 merkintojii kiiyttiien kirjoittaa 

nads =(en· ea)ds = Hf3d,B, 

nf3ds = (e'n · CiJ)ds = -Hada. 

On huomattava vielii, etta valittaessa koordinaatti s kiertiimiiiin laatan reunaviivaa 
vastapiiiviiiin (vastoin kuvassa 4 sovellettua kiiytiintoii), tulee niiissii kaavoissa muuttaa 
termin ds etumerkki . Viivaintegraalit lasketaan niiinollen seuraavasti: 

1 [ ] o:,({3) 1 I 1 I gh d,B = gh d,B - gh d,B 
o: a 1 ({3) {3 o:=a, {3 _ o:=o:, 

iA d,B !B d,B = ghl -ds + ghl - ds 
B o:=o:, ds A a=a 1 ds 

!B d,B iA d,B 
= ghl -ds + ghl -ds 

A a=a 1 ds B a=a 2 ds 

= 1 !!.!!_nads, J. Hf3 

Toisella rivillii kirjoitettu yhtiisuuruus piitee, koska reunan osalla a 1 (,B) koordinaatit ,B 
ja s kasvavat vastakkaisiin suuntiin. Vastaavanlaisella laskutoimituksella muunnetaan 
toinenkin viivaintegraaleista ja niiinollen kumpikin niistii voidaan erikseen lausua 
n1uodossa 

( [gh]a,(f3) d{3 = 1 Hgh nads, 
}{3 a ,({3) J. {3 

r [ght2
(a) da = 1 gh n{3ds, 

Ja f3,{a) J. Ha 

J os reunaviivaa kiertiiviin koordinaatin s kiertosuunta valitaankin positiiviseksi vasta­
piiiviiiin, edellii esitetyn mukaisesti ds:n etumerkki tulee vaihtaa. Mutta tiilloin 
,B ja s kasvavat vastakkaisiin suuntiin reunaviivalla a = a- 2 (,8), joten lopullinen 
in tegrointikaava siiilyt tiiii et umerkkinsii. 

Kun nyt niiin johdetut lausekkeet sijoitetaan kaksidimensioisiin osittaisintegroin­
tikaavoihin ( 19), saadaan lopulliset sovell uskaavat 

(20) 

Virtuaalisen tyon periaate 

Virtuaalisen tyon periaatteessa kuviteltua, virtuaalista siirtymiitilaa vastaavan raken­
teen sisiiisten voimien virtuaalisen tyon 6W• (s=sisiiinen) ja ulkoisen kuormituksen 
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tekemiin virtuaalisen tyon 8Wu ( u=ulkoinen) summa hiiviaa. Tama periaate voidaan 
esittaa lyhyesti kaavan muodossa 

8W' + 8Wu = 0. (21) 

Sisaisten voimien tekema virtuaalinen tyo laatan tapauksessa on 

Tama lauseke jakaantuu kahteen osaan vast a ten levytilan eli kalvotilan ( venytys) ja 
laattatilan ( taivutus) osuutta. Virtuaalisten muodonmuutoskomponenttien lausekkeet 
saadaan edella esitetyista lausekkeista (14) tai (16) varioimalla eli muodollisesti 
asettamalla u f- 8u jne. Lausekkeissa on talloin z-koordinaatin suhteen vakiotermeja 
ja ensimmaisen asteen termeja. Keskipinnan virtuaalisia muodonmuutoksia merkitiian 
ylaindeksilla (- )0

• Ottamalla huomioon, etta laatan tilavuusalkio 

(22) 

Ja etta kussakin pisteessa erikseen piiteviit jiinnityskomponenttien viililla yhteydet 
ux = u0 , rxy = Tcxf3· ·· seka virtuaalisten venymakomponenttien valilla vastaavasti 
8Ex = 8Ea, 8/xY = 8/cxf3·· · virtuaalisen tyon lauseke voidaan kirjoittaa muotoon 

8W' = - i (ua8E~ + Uf38E~ + Tcxf38f~{3)HcxH{3dzdadf3+ 

-i [zuoc8~~;oc + ZU[38~~;{3 + ZTcx(38~~;oc{3 + T(3z8/{3z + Tzcx8/zoc]HcxH{3d zdad(3 

8W} + 8WJJ. 
(23) 

Sisaisten voimien tekemii virtuaalinen tyo on jaoteltu esitetylla tavalla kalvotilaan ja 
taivutustilaan liittyviksi osuuksiksi. 

Ulkoisten voimien tekema virtuaalinen tyo koostuu tilavuusvoimien, esimerkiksi 
rakenteen oman painon, ja pintavoimien tekemiista tyostii 

8Wu = r F 8u dV + r [. 8ii dA Jv JA, 
= f [fx8ux + fy8uy + fz8uz]dV + j [tx8ux + ty8uy + tz8uz]dA. lv A, 

(24) 

Nimitys pintavoimat kasittiiii kuormitukset, jotka kohdistuvat laatan pintaan, siis yla­
ja alapintaan seka reunapintaan. Edelliset on jiitetty tarkastelusta erillisina pois, jolloin 
ne voidaan ajatella sisallytetyiksi likimain tilavuusvoimien osuuteen. Kuormat laatan 
reunalla jaetaan suoraan komponentteihin reunaviivan normaalin ja tangentin suunnille, 
jolloin t = tnen + t,e, + tzez. Talloin on otettava huomioon kuvan 2 perusteella 
siirtyma- ja rotaatiosuureiden positiiviset suunnat seka niista aiheutuvat muutokset 
tiettyihin etumerkkeihin. Samaan asiaan palataan uudelleen edempana. Sijoittamalla 
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siirtyman lauseke (7) ja hajoittamalla tilavuusintegraali osiin, kuten edellii, seka myos 
pintaintegraali, jossa dA = dzds, saadaan 

bWu = f f f [fabu + ff3bv]dzHaHf3dexd(3 + 1 f [tnbun + t,bu,]dzds 
Ja }(3 Jz •• Jz 

-1 h 1 [fa zM}f3 + ff3zb()a- fzbw]dzHaHf3dexd(3 
(25) 

Sisaisten voimien tekema virtuaalinen tyo - kalvotila 

Johdetaan erikseen lausekkeet kalvo- bWJ ja taivutustilaan 5VV[1 liityvien sisiiisten 
voimien tekemiille virtuaaliselle tyolle. Lausekkeista (14) tai (16) varioimalla syntyvien 
z-koordinaatista riippumattomien termien bE~, bE~, bE~f3 ja bE~a sijoitus kalvotilan 
sisiiisten voimien tekeman virtuaalisen tyon lausekkeeseen antaa 

bWJ =- I (uabE~ + O"f3bE~ + Taf3bE~f3 + Tf3abE~a)dV 
f f { f [ ( obu bv 8Ha ) ( obv bu 8Hf3 ) 

=-}a }f3 }z ua Ha8ex + Ha Hf38f3 + O"f3 Hf38f3 + Hf3 Ha8ex 

( 
obv bu 8Ha ) ( obu bv 8Hf3 )] } 

+ Taf3 Haoex - Ha H[38(3 + Tf3a H[38(3- Hf3 Haoex dz HaH[3dexd(3. 

Miiiiritelliiiin kalvojiinnitysresultantit tavanomaisella tavalla jiinnitysjakaumien inte­
graaleina yli laatan paksuuden 

Na = 1 O"adz, Nf3 = 1 O"f3dz, Naf3 = Nf3a = 1 Taf3dz = 1 Tf3adz, (26) 

Integrointi z-koordinaatin suhteen tuottaa lausekkeen, josta z-koordinaatti on suodat­
tunut pois: 

bWJ = -1 f {Na( obu +!.:!__ 8Ha) +Nf3( obv +!.:!:.._ 8Hf3) 
a }f3 Ha8ex Ha Hf38f3 Hf38f3 Hf3 Ha8ex 

N ( obv _ !.:!:.._ 8Ha ) N ( obu _ !.:!__ 8Hf3 ) } H H d d(3 
+ af3 Ha8ex Ha Hf38f3 + f3a Hf38f3 Hf3 Ha8ex a f3 ex . 

Sovelletaan tiissii lausekkeessa osittaisintegrointikaavaa (20) niihin termeihin, joissa 
esiintyy siirtymakomponenttien bu tai bv derivaattoja, ja kootaan taman jiilkeen 
kummankin komponentin kertoimet erikseen yhteen, jolloin saadaan 

bWJ = f f [( 8Na + Na- Nf3 8Hf3 + 8Nf3a + Naf3 + Nf3a 8Ha )bu 
}a }f3 Ha8ex Hf3 Ha8ex Hf38f3 Ha Hf38(3 

( 
Nf3- Na 8Ha 8Nf3 Naf3 + Nf3a 8Hf3 8Naf3), ] H H d d(3 + -- + -- + + -- uv a (3 ex 

Ha Hf38f3 Hf38f3 Hf3 Ha8ex Ha8ex 

- ![(Nana + Nf3anf3)bu + (Nf3nf3 + Naf3na)bv]ds . (27) 
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Viivaintegraali reunaviivaa pitkin voidaan esittaa muodossa 

- J.[(Nana + Nf3anf3)ou + (Nf3nf3 + Na[Jna)ov]ds 

=- /. [ na n{J J [ ~aa ~a;] { ~~} ds. 

ja ottamalla viela huomioon kuvasta 4 geometriset relaatiot siirtymiikomponenttien 
val ilia 

tama on edelleen 

ou = coswoun- cos'I/Jou, = naOUn- nf3ou., 

ov = cos'ljJOun + coswou, = nf30Un + naou. , 

- /. [ na n{J ] [ ~: ~:] { ~~ } ds = 

- /. [ na n{J] [ ~: ~:] [ ~; ~~] { ~:: } ds = 

-/. [Nn Nn•] { ~::} ds =- J.(NnOUn + Nn 3 0u 3 )ds. 

jossa on maaritelty 

Sarna komponenttimuodossa on: 

Nn = n~Na + nanf3(Na{3 + N{Ja) + n~Nf3, 
Nns = nanf3(Nf3- Na) + n~Na{J- n~N{Ja· 

Lauseke (27) voidaan taman jalkeen esittaii muodossa 

(28) 

(29) 

Kalvotilan lausekkeisiin ei laatan taivutustilan kinemaattisen mallin valinnalla ole 
luonnollisestikaan minkaanlaista vaikutusta. 
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Kuva 5. Voimasuureet laatan reunaviivalla. 

Sisaisten voimien tekema virtuaalinen tyo - taivutustila 

Menettelemiilla aivan vastaavasti kuin edella, nyt osuuden hWiJ suhteen ja soveltamalla 
Reissner-Mindlinin teorian kinematiikan kaavoja saadaan 

Maarittelemalla jannitysjakaumia vastaavat momenttiresultantit 

seka lisaksi leikkausvoimaresultantit 

(32) 

sisaisten voimien tekeman virtuaalisen tyon lauseke saa muodon 

Lukuunottamatta leikkausvoimien osuutta tiimii lauseke on tasmiilleen samaa muotoa 
kuin vastaava lauseke kalvotilassa. Momenttiresultantteja (31) vastaavat kalvovoimare­
sultantit (26) ja siirtymakomponentteja hu ja hv rotaatiot MJ{3 ja h()a.. Soveltamalla 
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jalleen osittaisintegrointikaavoja (20) virtuaalisen tyon lauseke saadaan muotoon 

Menettelemalla samoin lmin edella kalvotilan ratkaisun yhteydessa, ottamalla huomioon 
kuvan 2 perusteella geometriset relaatiot rotaatiokomponenttien valilla 

88a = - cos 1;88 s - cos w88n = -n1388 s - na88n, 

88[3 =- cosw888 + cos'!f;88n = -na88. + n[388n, 

viivaintegraalitermi voidaan esittaa muodossa 

l[(Mana + M[3an[3)68[3 + (M[3n[3 + Ma[3ncx )88a- (Q cxncx + Q[3n[3)8w]ds 

= - 1[Mn88s + Mnsb8n + Qn8w]ds, 

jossa on maaritelty 

Lauseke (33) on lopulta 

(34) 

(35) 

(36) 
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Sovellettaessa perinteista Kirchhoffin teoriaa leikkausmuodonmuutokset /a.z ja 
/{3z haviiiviit, eikii tiistii johtuen sisiiisten voimien tekeman virtuaalisen tyon lausek­
keeseen tule leikkausvoimien osuutta lainkaan, koska rotaatiokomponentit maiiriiytyvat 
ehdon (15) mukaisesti. Tassa tapauksessa lauseketta (33) vastaten saadaan 

cws - I I [( aMa. Ma.- Mf3 aH{3 aM{3a. Ma.(3 + M(3o: aHa. ) a8w 
u II -- --+ --+-- + -- --

Ha.aa. Hf3 Ho:aa. Hf3af3 Ha. Hf3a{3 Ha.aa. 
0'. {3 

(
Mf3- Ma. aHa. aMf3 Ma.f3 + Mf3a. aHf3 aMa.f3) a8w ] H H d d{3 

+ Ho: Hf3af3 + Hf3af3 + Hf3 Ha.aa. + Ha.aa. Hf3af3 a. f3 a. 

f[ ~ ~] + }. (Ma.na. + Mf3a.nf3) Ha.aa. + (Mf3nf3 + Ma.f3na.) Hf3af3 ds. 

Tehdaan mer kin tasopimukset 

Q* aMa Ma. - Mf3 aHf3 aMf3a Ma.f3 + Mf3a aHa. 
a=--+ +--+ ' Haaa. Hf3 Ha.aa. Hf3af3 Ha. Hf3a{3 

Q
* Mf3- Ma. aHa. aMf3 Ma.f3 + Mf3a. aHf3 aMaf3 
f3 = Ha. Hf3af3 + Hf3af3 + Hf3 Ha.aa. + Ha.aa.' 

(38) 

jotka ovat todelliset leikkausvoimat ilman tilavuusvoimien osuutta. Lisaksi muunnetaan 
viivaintegraalilausekkeessa derivaattaoperaattorit kayttiien ku van 4 geometriaa ja ketju­
derivointisaiintoii hyvaksi 

a an a as a a a 
Ha.aa. = Ha.aa. an+ Ha.aa. as = na. an- nf3 as' 

a an {) as a a a (39) 

Hf3a{3 = Hf3af3 on + Hf38{3 as = nf3 an + na. as' 

jolloin taivutustilaan liittyvan sisiiisen virtuaalisen tyon lauseke saa tarvittavan osittais­
integrointioperaation jiilkeen muodon 

8WlJ = 1 { [a(Hf3Q~) + a(Ha.Q~)] 8wHa.Hf3da.d{3 
a. }!3 Ha.oa. Hf3af3 

j [ a8w a8w (Q* * ) c ] + s Mn an + Mn•as- a.na + Qf3nf3 uw ds. 

Suoritetaan reunaintegraalissa viela kerran osittaisintegrointi s-koordinaatin suhteen, 
jolloin saadaan 

ow• = { { [a(Hf3Q~) + a(Ha.Q~)] 8 H H d d{3 
II }a. }f3 Ha.aa. Hf3af3 w o: f3 a. 

j [ a8w ( * aMns l I + s Mn an - Qn +-----a;- )8w ds + Mns8w ." 

( 40) 

Viimeisin termi lausekkeessa ( 40), eli osit taisintegroinnissa laatan reuna vii vaa pitkin 
syntynyt sijoitustermi, saa arvoja ainoastaan laatan kulmapisteissii, eli kaikissa reu­
naviivan tangentin epajatkuvuuskohdissa. Viivaintegraaliin syntynytta termiii 8w:n 
kertoimena 

V: _ Q* aMns 
n- n + as , ( 41) 
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kutsutaan laatan korvikeleikkausvoimaksi tai Kirchhoffin leikkausvoimaksi. Huomat­
takoon viela, etta rotaatioiden Be, B13, Bn jaB, positiiviset suunnat voidaan perustellusti 
valita hyvin monella tavalla, jolloin tiettyjen termien etumerkeissii tapahtuu muutoksia. 
Tiissa yhteydessii rotaatioiden Baja B13 etumerkit on valittu siten, etta siirtyman lauseke 
(7) saa symmetrisen muodon muuttujien a ja f3 suhteen. 

Ulkoisten voimien tekema virtuaalinen tyo - kalvotila 

Ulkoisten voimien tekemiin virtuaalisen tyon lauseke kalvotilassa on ( ks. (25) ) 

Maaritellaan ulkoiset kuormitusresultantit vastaavasti kuin edella sisaiset, talla kertaa 
erikseen tilavuus- ja pintavoimille 

jolloin saadaan 

Ulkoisten voimien tekema virtuaalinen tyo - taivutustila 

Laatan taivutustilassa ulkoisten kuormitusten tekemiin virtuaalisen tyon lauseke on ( 
ks. (25) ) 

5W]r = -ll j[z(fa5Bf3 + ff35Ba)- fz5w]dzHaHf3dadf3 

+ f f [z(tn6B, + t,5Bn) + tz5w]dzds . 
}St Jz 

MaarittelemiilHi ulkoisten voimien momentti- seka leikkausvoimaresultantit erikseen 
tilavuus- ja reunakuormituksille 

m13 = j f13zdz, 

Pz = j fzdz, 

Wn = j tnzdz, 

Tz = j izdz, 

Wns = j t,zdz, 

ulkoisten voimien tekeman virtuaalisen tyon lauseke saa muodon 

5W]r = -ll [ma5Bf3 + m138Ba - PzbW ]H aH 13dadf3 

+ /. [Wn5B, + Wns5Bn + Tz5w]ds . 
•• 

(44) 

(45) 
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Edella esitetty lauseke on johdettu Reissner-Mindlinin teorian perusotaksumien 
pohjalta. K irchhoffin teoriaa sovellettaessa rotaatiotermit maaraytyvat ehdoista 
(15), jolloin lauseke (45) saa muodon 

1L r r B8w B8w 
8WII =- Ja }{3[ma HaBet+ ffi(3 Hf3Bf3- PzDw]HaH{3dad{3 

r [ B8w B8w ] - J., Wa HaBet + Wf3 Hf3Bf3 - Tz8w ds. 

Sovelletaan tilavuusintegraalissa Greenin integrointikaavaa eli suoritetaan yhden kerran 
osittaisintegrointi, ja samalla muunnetaan reunaintegraalissa momentit ja derivaatta­
operaattorit reunaviivan koordinaatteihin kayttamalla kaavoja (39). Talli:iin saadaan 

u f f [ Bma ma BHf3 Bmf3 m13 BHa ] 
DWu =}a }f3 HaBet + H13 HaBet + H13Bf3 + Ha Hf3Bf3 + Pz DwHaHf3dad{3 

r [ B8w B8w ] 
- J., Wn Bn + WnsBs- TzDW + mnDW ds, 

jossa laatan reunalla mn = nama + n13mf3. Suorittamalla viela osittaisintegrointi 
jalkimmaisessa eli reunaintegraalitermissa muuttujan s suhteen saadaan lopulta 

u f f [ Bma ma BHf3 Bmf3 m13 BHa ] 
DWu =}a }f3 HaBet + H13 HaBet + Hf3Bf3 + Ha H13Bf3 + Pz DwHaHf3dadf3 

r [ B8w ( BWns ) ] I - J., Wn Bn - -----a;- + Tz - mn 8w ds - Wn 8 DW 
8

• 

( 46) 

Viimeinen termi saa nollasta eroavia arvoja vain laatan reunaviivan kulmapisteissa. 

Laatan tasapainoehdot ja reunaehdot 

Laatan tasapainoehdot aluksi kalvotilassa saadaan sijoittamalla kalvotilaan liittyvat 
sisaisten (30) ja ulkoisten ( 43) voimien tekemien virtuaalisten ti:iiden lausekkeet 
virtuaalisen tyon periaatteeseen (21). Nain saadaan ehtoyhtali:i 

11 [ ( BNa Na. - Nf3 BH13 BNf3a Naf3 + Nf3a BHa. ) , --+ --+--+ --+p vu 
a f3 Ha.Ba Hf3 HaBet H13Bf3 Ha. Hf3Bf3 a 

( 
Nf3- Na BHa BN13 Naf3 + Nf3a BHf3 BNaf3 ) 8 ] H H d df3 

+ Ha. Hf3Bf3 + H13Bf3 + Hf3 HaBet + HaBet + Pf3 v a f3 a 

-f. [(Nn- Tn)Dun + (Nns- Tns)8u.]ds = 0. 

Koska virtuaaliset siirtymat 8u ja 8v ovat taysin mielivaltaisesti valittuja, eli 8u f. 0 ja 
8v f. 0 ainakin osassa tarkastelualuetta, maaritelty ehto toteutuu ainoastaan, kun koko 
laatassa ovat voimassa tasapainoyhtalot 

BNa Na. - Nf3 BH13 BNf3a. Naf3 + Nf3a BHa. O 
Ha.Ba + H13 HaBet + Hf3Bf3 + Ha Hf3Bf3 + Pa = ' 

Nf3- Na. BHa BN13 Naf3 + Nf3a BH13 BNaf3 O 
Ha Hf3Bf3 + H13Bf3 + H13 HaBet + HaBet + Pf3 = ' 

( 47) 
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ja lisaksi laatan reunalla, jossa siirtymat voivat ainakin osalla reunaviivaa havita, joko 
tasapainoyhtalot 

-Nn + Tn = 0, 

- Nns + Tns = 0, 

reunan osalla St tai siirtymatilalle asetetut reunaehdot 

DUn = Un - Un = 0, 

DU 8 = U8 - U8 = 0, 

( 48) 

( 49) 

osalla su. Yliiviivalla varustetut siirtymasuureet ovat annettuja siirtymia eli niinsanot­
tuja pakkosiirtymia ja ehdot ( 49) edustavat kinemaattisesti luvalliselle siirtymatilalle 
asetettavia vaatimuksia. Reunaehdot ( 48) ja ( 49) yhdessa huolehtivat siitii, etta reuna­
integraali haviaa laatan koko reunaviivalla. 

Taivutustilassa Reissner-Mindlinin teorian sovelluksena virtuaalisen tyon peri­
aatteeseen sijoitetaan sisiiisten (37) ja ulkoisten (45) toiden lausekkeet. Nain piiadytaan 
tasapainoyhtiiJoihin, joiden tulee toteutua koko laatan alueella 

seka tasapainoehtoihin 
-Mn + Wn = 0, 

-Mns + Wns = 0, 

Qn -- Tz = 0, 

reunan osalla St ja siirtymatilan reunaehtoihin 

8()n = ()n - Bn = 0, 

80. = (), - iJ. = 0, 

8w = w- w = 0, 

(50) 

(51) 

(52) 

reunan osalla su. Voima- (48) ja momenttitasapainoehtojen (50) fysikaalinen tulkinta 
maaritelmien (29) ja (35) kanssa on helposti tunnistettavissa kuvassa 6 esitetyn laatan 
reuna-alkion tavanomaisiksi tasapainoehdoiksi. 

Kirchhoffin teorian yhtalot saadaan sijoittamalla lausekkeet ( 40) ja ( 46) virtu­
aalisen tyon yhtaloon (21). Helposti havaitaan, etta nain piiiidytiiiin tasapainoyhtiiloon, 
joka on tasmiilleen sama kuin se edellii Reissner-Mindlinin teorian mukaisesti johdettu, 
josta leikkausvoimasuureet on eliminoitu pois. Sen sijaan toisistaan riippumattomia 
reunaehtoja voidaan tiilloin antaa vain kaksi kutakin laatan reunaa kohden . Nama ovat 

(53) 
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K uva 6. a) Laatan reuna-alkioon vaikuttavat voimat jab) momentit. 

reunalla St ja 
86w ow ow 
an = an - an = 0' (54) 

6w = w- w = 0, 

su:lla. Lisiiksi ratkaisun tulee toteuttaa laatan nurkkapisteissii tasapainoehto 

Mns- Wns = 0, (55) 

reunan osalla St tai Su :lla taipuman rajoite-ehto 

6w = w - w = 0. (56) 

Reunaehdoista (53) havaitaan, etta vaatimus viiantomomentin hiiviiirnisestii laatan 
reunalla ehdoissa (51) kytketiian leikkausvoiman hiiviarniseen, mikii aiheuttaa tietyn­
laisen epiikonsistentin formulaation. 

Suorakaidelaatan tapauksessa (a __, x, f3 __, y), kun otetaan huomioon, etta 
mittakaavatekijiit ovat vakioita, laatan tasapainoehdoiksi kalvotilassa tulee 

ja taivutustilassa vastaavasti 
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Reunaehdot , esimerkkina y-akselin suuntaisella laat an sivulla , jossa n = x , ovat 

N.,- T, = 0, 

N , y- T, y = 0, 

M ., - W., = 0, 

M,y- W,y = 0, 

- Q., +Tz = 0, 

St : lla, tai 

u - u = 0, 

v- v = 0, 

(),- 0, = 0, 

By - By = 0, 

w -w = o, 

Su : lla. 

Sovellettaessa taivutustilan tarkasteluun Kirchhoffin teoriaa tasapainoyhtiilot pelkis­
tyviit yhdeksi yhtiiloksi 

a2 M , a2 (My, + M,y) a2 My am, amy 
-a 2 + a a +-a 2 +-a +-a + Pz = 0· 

X yx y X y 

ja reunaehdot vastaavas ti muotoon 

M,- W, = 0,} 
aw,Y 

V., + ay + Tz - m, = 0, 
St : lla, tai 

aw _ aw _ 0 } 
ax ax - ' 

w - w = 0, 

Su : lla. 

Lisiiksi laat an nurkkapisteissii ehto jen 

M,y - W,y = 0, St : lla, t ai w - w = 0, Su : lla. 

t ulee toteutua. 
Y mpyralaat an t apauksessa (a -> r , (J -> cp ) laatan tasapainoehdot kalvotilassa 

ovat 

ja taivutustilassa 

aMr aM¢>r Mr - M¢> _ Q _ O 
or + ra¢ + r r + mr - , 

aM¢ aMr¢> Mr ¢> + M¢r Q 0 -- + - - + - ¢> + ffi¢ = , 
racp ar r 

Reunaehdot laatan kehiilla ovat 

Nr- Tr = 0, 

Nr¢> - Tr¢> = 0, 

Mr- Wr = 0, 

M r¢> - Wr¢> = 0, 

- Qr + Tz = 0, 

S t : lla, 

&Qr + aQ¢> + Qr +Pz = 0. 
ar ra¢ 7' 

tai 

u- u = 0, 

v- v = 0, 

Br - Or = 0, 

B¢- (J<t> = 0, 

w- w = 0, 

Su : lla. 
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Sovellettaessa taivutustilan tarkasteluun Kirchhoffin teoriaa tasapainoyhtiili:it pelk­
istyvat jiilleen yhdeksi yhtiili:iksi 

reunaehdot muotoon 

8w _ 8w = O,} 
8r 8r 

w - w = 0, 

St : lla, tai Su : lla. 

Ympyran sektorin muotoisen laatan nurkissa tarvitaan vielii ehtoja 

tai w -w = o, Su : lla. 

YHTEENVETO 

Artikkelisarjassa selvitelHi.iin liihinnii opetustarkoitusta silmiilla pitiien erilaisten perus­
rakennetyyppien analysointia. Rakenteiden muodonmuutoksia tutkitaan kiiyttiimiillii 
hyvii.ksi paikallista suoraviivaista ortogonaalista koordinaattijarjestelmiiii. Tiissii osas­
sa esitetiiiin eri laattateorioiden perusteita. Laattojen yleiset tasapainoyhtali:it joh­
detaan soveltamalla virtuaalisen tyi:in periaatetta. Esitetyn menettelyn etuna on sys­
temaattisuus, jonka avulla monimutkaisetkin tarkastelut voidaan suorittaa periaatteessa 
hyvin yksinkertaisesti, ainoastaan perusmatematiikan alkeisiin tukeutuvia menetelmiii 
kiiyttiien. 
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