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T IIVISTELMA Taman artikkelisarjan tarkoituksena on valaista virtuaalisen tyi::in peri
aatteen kiiyttokelpoisuutta xksinkertaisten perusrakennema.llien kuten sa.uvojen, laa.tto
jen ja kuonen tasapainoyhta.li::iitiijohdettaessa.. Sa.rja koostuu neljastii artikkelista, joissa. 
kussakin kasitelliian yhtii edellii ma.inituista ra.kennetyvpeistii. Huomiota kiinnitetiiiin 
virtuaalisen tyon periaatteen systemaattisuuden lisa.ksl erikoisesti siihen miten erilai
set kinema.a.ttiset perusota.ksumat vaikutta.vat tehtiivien formulointiin. kukin ta.rka.s
telu kasittiiii ra.kenteen geometria.n 1 siirtymatila.n ja niiistii johdetun pienten si irtymien 
olettamuksen muka.isen eli geometnsesti lineaa.risen muodonmuutostila.n maaritta.misen 
seka tasa.pa.inoehtojen johtamisen reunaehtoineen. Huomiota. kiinnitetaan jonkin verra.n 
myos rakennema.llien taustaan seka. a.na.lyysin yhclenmuka.isuuteen. 

JOHDANTO 

Ra.kenteiden analyysin eraanii perustehtiiva.nii on luocla kulloinkin ta.rkastelta.va.na 
olevasta ra.kenteesta ka.ytti::ikelpoinen, ma.hdollisimman yksinkerta.inen , mutta. kuitenkin 
riittiivan hyvin rakenteen todellista kiiyttiiytymistii kuvaava ra.kennema.lli. Taman 
ma.llin ana.lysointi toclellisen kolmiulotteisen rakenteen sijasta tarjoaa mahdollisuuden 
valt tiia lahes poikkeuksetta. eteentulevat varsin mutkikka.a.t ja tyolaiit laskutoimitukset. 

Rakennustekniikan, samoin kuin monen muunkin alan sovelluksissa on tavoittee
na pyrkiii keveisiin ma.teriaa.lia siiastaviin rakenneratka.isuihin. Nain piiiidytiian usein 
hoikkiin rakenteisiin, joissa. rakenteen geometria ta.rjoaa oivan mahdollisuuden redusoi
cla eli alentaa. tarkastelta.van probleeman climensiota.. Yksinkertainen sa.uvamalli pe
rustuu siihen seikkaa.n, etta sauvan poikkileikkauksen ka.rakteristiset mitat ovat pieniii 
sauvan pituuteen verrattuna. Talloin niille koordinaateille , jotka. kulkevat poikkileik
kauksen tasossa- siis itse asiassa. hyvin lyhyita. ma.tkoja- voida.an ratka.isussa va.lita. yk
sinkertaisempi rooli ja. suodattaa. ne kokonaa.n pois lopullisesta tehta.viiformulaa tios ta. 
Tiimii tehcliian kehittiimallii siirtymafunktiot potenssisarjoiksi, joista. ratka.isuun ote
ta.an tava.nomaisesti vain korkeintaa.n linea.a.risesti poikkileikka.uskoorclinaateista. riippu
va.t tenuit. Itse siirtymafunktiot ja.a.viit niiin a.inoastaan sauvan aksiaa.likoordinaatista 
riippuviksi. Poikkileikkauskoordinaa.tit hiiviiiviit ratkaisusta virtua.alisen tyi::in peria.at
teen muka.isessa tilavuusintegra.alissa., joissa. syntyy erila.isia. voima.resulta.ntteja. ta.i sau
van j iiyhyyksiii. Naitii ova.t poikkileikka.uksen a.ksiaa.lijiiyhyys eli pinta-ala, taivutus
ja vaa.nti::ijiiyhyyclet ja kehittyneemmissii sauvateorioissa lisiiksi erilaiset kiiyristymii- ja 
viiaristymajiiyhyydet. Alhtperainen kolmidimensioinen tehtiivii formuloidaan niiin yk
sidimensioiseksi. 

Laatta.-, levy- ja kuorira.kenteiden eli niin sa.nottujen pinta.rakenteiden malleissa. 
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ainoastaan r akenteen paksuutta karakterisoiva mitta on pieni pinnan muihin mittoihin 
verrattuna. Naissa malleissa siis vain paksuuden suunnassa kulkeva koordinaatti jaa pois 
tehtavan lopullises ta formulaatiosta. Talloin tarkasteltavan mallin dimensio redusoituu 
kolmesta kahteen. 

Tassa esityksessa, ja jatkona seuraavissa kolmessa osassa, pyritaan korostamaan 
erityisesti suoritetta.van analyysin selkeytta ja systemaattisuutta. Tarkastelu koostuu 
eri vaiheista, jotka ovat rakenteen geometria.n kuvaaminen, kinematiikan maa.rittaminen 
ja ta.ta seura.ava. muodonmuutosten la.usekkeiden laskeminen taysin meka.anisesti . Apu
na. kaytetaan - ikiii:1.nkuin tyokaluna - paika.llista. ka.rteesista. koordinaa.ttijii.rjestelmaii, 
PAAVOLA ja SALONEN (1991 ), ( 1992). Lisaksi pa.inotetaan virtuaa.lisen tyon periaa.tteen 
kayt tokelpoisu u t ta. tasapa.inoy htii!Oiden johta.misessa.. Ta.va.noma.isem pi vapaakappa.le
kuvioita hyvaksi kayttavii menettely - va.ikka onkin erittain havainnollinen yksinkertai
sia. suoria rakenteita. tarkasteltaessa- on ka.arevia rakenteita analysoitaessa usein varsin 
hanka.la, ja sen soveltaminen geometrisesti epii.Jineaarisissa. analyyseissa on kiiytiinnossii 
liihes mahdotonta. Alan oppikirjoissa, kuten FLUGGE (1972), 0DEN (1967), VLASOV 
(1963) ja WASHIZU (1975), on esitetty sauvarakenteiden perusteellisia analyyseja. 

SAUVAN GEOMETRIA 

Sauvan rakennemalli eli sauvamalli koostuu siis yhdesta, suorasta tai kaarevasta 
viivasta, sauvan akselista. Taman vii van asema ja samalla kunkin sen pisteen etii.isyys 
kiinteii.sta globaa.lin koordinaa.ttija.rjestelmii.n origosta mii.araytyy paikkavektorin F:, 
avulla. Paikkavektori voi olla minkii. tahansa mielivaltaisen skalaariparametrin a: 
funktio, to = i10 ( a:). Toisin sanoen, vektorin kiirki piirtiia liikkuessaan muuttujan a: 
funktiona avaruuteen viivan, joka on sauvan akseli. Parametrina voi myos olla suoraa.n 
kaarenpituus s, jota. jatkossa kii.ytetaan tehtii.van formuloinnissa. Paikkavektori voidaa.n 
jakaa komponentteihin globaalin koordinaattijiirjestelmii.n x, y, z koordinaattiakselien 
suunnille, jolloin 

ro = 17,(s) = x(s)ex + y(s)ey + z(s )ez. 

Matemaattisessa tarkastelussa tehtii..van maarittelyalue on tarkalleen ottaen edellii. 
mainittu yksidimensioinen sauvan akseli. Reuna-alue, jolla reunaehdot annetaa.n, 
koostuu vain akselin kahdesta paatepisteestii.. 

Tarkasteltaessa yleista kolmidimensioista sauvarakennetta on edullista kii.yttii.ii. 
koordinaattijii.rjestelmii.ii., jossa kiiyrii.viivainen s-koordinaattiviiva yhtyy sauvan akseliin. 
Huolimatta siitii., etta edellii mainitun globaalin koordinaattijii.rjestelmii.n koordinaatit 
tulevat samannimisiksi, otetaan poikkileikkauksen tasossa kii.yttoon tutut suoraviivaiset 
y- ja. z-koordinaattimerkinnii.t siten, etta y-akseli yhtyy sauvan pii.ii.normaalin suuntaan 
eli on oskuloivassa tasossa (piiiikaarevuustaso) eli tasossa, jonka virittiivii.t pii.iinormaali 
ja sauvan akselin tangenttivektori ja z-akseli vastaavasti sivunormaalin suuntaan, 
kohtisuoraan oskuloivaa tasoa vastaan. Lisaksi koordinaattijiirjestelma s, y, z valitaan 
oikeakatiseksi. Koordinaattien y ja. z virittii.ma taso, poikkileikkaustaso, siis seuraa 
kii.yraviivaista akselia ollen kohtisuorassa akselia vastaan jokaisessa sen pisteessii.. 
Tasossa. kaarevan sauvan tapauksessa oskuloiva taso on juuri sauvan taso. Tii.lloin 
sivunormaali on kohtisuorassa tiitii. tasoa vastaan. 

Sauvan akselin suuntainen tangenttivektori maii.ritellii.ii.n paikkavektorin derivaat
ta.na. Jos derivaatta lasketaan suoraan kaa.renpituuspa.rametrin suhteen, tuloksena saa
daan yksikkotangenttivektori e •. Jos taas derivaatta lasketaa.n jonkin muun parametrin 
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(\' suhteen, yksikkotangenttivektori maaritetaii.n jakamalla derivaattavektori ns. mitta
kaavatekijalla eli Lame'n parametrilla He., joka skaalaa derivaattavektorin laadultaan 
ja pituudeltaan oikeaksi 

1111SSa 

( dx )2 + ( dy )2 + ( dz )2. 
da da da 

Havaitaan myos, etta pii..tee yhteys 

ds = H 0 da. 

Koska e, on yksikkovektori, sen derivaatta on kohtisuorassa itse vektoria vastaan. 
Olisi varsin luonnollista mii..aritella sauvan paii.normaalin suunta ey yksikkotangenttivek
torin derivaatan suunnaksi, mutta nii.in tehtaessa sauvan kaarevuudesta riippuen z
koordinaatti joutuisi vaihtamaan suuntaa.nsa eclesta.kaisin kahden va.stakka.isen suunnan 
vii.lillii... Tastii.. syystii on eclullisempaa mii.aritella sauvalle sopivalla tavalla alapuoli, johon 
y-koorclinaatti suunnataan. Nii.in z:n suunta pysyy samana koko sauvassa ja. samalla 
mii..ii.rii..ytyy sauvan akselin kaarevuus "• = 1/ R., josta merkintojen lyhentii.miseksi 
voidaan alaindeksit s jii.ttii.ii.. kokonaan pois 

tai 

de. 
cis 

1 

R 

Suure Ron nimeltii.ii.n sauvan kaarevuussacle ja se on positiivinen kaarevuuskeskipisteen 
sijaitessa negatiivisen y-akselin puolella. Nain mii..ii.riteltaessa derivaattavektorilla ei ole 
komponenttia. toisen poikkileikka.uskoordinaatin eli .z"koordinaa.tin suunna.lle. Kaikissa. 
muissa suunnissa tangenttivektorin clerivaatalla olisi nollasta. eroa.va.t komponentit 
kummassakin poikkileikkauksen tason ortogonaalin koordina.a.tin suunnassa.. Tii.lloin 
maii..rii..ytyisi sauva.n akselille toinenkin kaa.revuuskomponentti "~. 

Sauvan akselin sivunormaali ez = e. X ey on sekii.. kohtisuorassa yksikkotangentti
etta yksikkonormaalivektoreita vastaan tii.ydentii.en oikeakii..tisen koordinaattijiirjestel
mii.n e8 , ey, ez. Sivunormaalin deriva.a.tta.na. maii.ritellii.ii.n sa.uva.n a.kselin kierevyys 

T = 1/T. = 1/T 

tai 

Lopuksi normaa.livektorin derivaa.tta. lasketaa.n ristitulomaaritelmasta ey = ez X e. 
ja saadaan 
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K uva 1. Tasosauvan geometria. 

Kolme edella johdettua yksikkovektorin derivoimiskaavaa, eli 

(1) 

kulkeva.t nimella Frenet'n kaavat, VAisALA (1975) . Erityisesti naita yhteyksia tullaan 
kiiyttamaan ja.tkossa yleista sauva.ra.kennetta. aua.lysoitaessa.. 

Ka.a.reva.lla. tasosauvalla yksikkovektori ez on vakio, joten sen derivaatt a. hiivia.a. 
Tama ta.rkoittaa. myos sita, etta tasosa.uva.n a.kselin kierevyys havi iia. Frenet 'n kaa.vat 
tasokayralle pelkistyvat siis muotoon 

(1a) 

Koska. sa.uva.ra.kenne on kuitenkin kolmidimensioinen, ta.rvita.an paikkavektoria 
myos a.kselin ulkopuolella olevien pisteiden a.sema.n miiarittiimiseksi. Minkii ta.hansa 
sa.uvan a.kselin ulkopuolien pisteen paikka.vektori sa.a.daan summaamalla vastaavassa 
poikkileikkaustasossa olevan sauvan akselin pisteen paikkavektoriin nonna.alien suun
taiset komponentit. Nain sa.a.da.au paikkavektori 

jonka derivaatta.- eli ta.ngenttivektoreiksi saadaan soveltamalla suoraan edellii esitettyii 

(1 y) ~ z ~ y ~ + - e + -e - -e R s T y T Z) 

Tasossa sauvan geometrian maarittelee paikkavektori 
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~· 
(a ) ( b ) 

Kuva 2. Euler-Bernoullin (a) ja Timoshenkon (b) sauvamallit. 

Talloin riippuvuus z-koordinaatista jaa tarkastelun ulkopuolelle ja vastaaviksi lausek
keiksi saadaan 

&i7 ai'o aey 
as= as +va; = 
ai" --e ay - y· 

( y) ~ 
1 + R e., 

(2a) 

Huomataan myos, etta samalla siirryttiin kahden muuttujan esitykseen, mista johtuen 
derivaattatenneissa kokonaisdifferentiaalioperaattori korvattiin vastaavailla osittaisdif
ferentiaaliop eraattoreilla, d/ds-) a/as. 

TASOSAUVAN KINEMATIIKKA ELI LIIKETILA 

Pisteen liikkeen tasossa maarittavat kaksi toisistaan riippumatonta ortogonaalista lii
kekomponenttia eli translaatiota. Sa.uva.rakenteiclen ana.lyysissa tra.nsla.atiokomponentit 
u ja v annetaan a.kselin tangentin ja edella maa.ritellyn sauva.n alapintaa. kohden suun
natun paanormaa.lin eli y-koordinaatin suunnissa.. Lisaksi tutkitaan eri suunta.isten 
a.inesaikeiden rotaatioita. Ka.ikki rotaa.tioliikkeet tasossa tapa.htuvat rakenteen tasoa 
vastaa.n kohtisuoran a.kselin ympari. Sa.uvateorioissa tarkastellaan eritoten sauva.n akse
lia vastaa.n kohtisuorien normaaleiden kiertymista. Tavanoma.isesti norma.a.lien ota.ksu
ta.an pysyvan sum·ina ra.kenteen deformaation ta.pahtuessa, mika myos tarkoittaa sita, 
etta poikkileikkaustasojen ota.ksutaan pysyvan tasoina. Tama on itse asiassa. suora seu
raus eclellama.initusta. siirtymafunktioiclen kehittamisesta potenssisa.rjoiksi , joista ote
taa.n tarkasteluun korkeintaan lineaa.risesti normaalin suuntaisesta koordinaatista. riip
puvat termit . Rotaa.tiokulma voidaan kiinnittaa edellyttamalla, etta normaalit pysyvat 
kohtisuorassa sauvan akselia vastaa.n, jolloin sama.lla es tetaa.n leikkausmuodonmuutok
sen syntyminen. Leikkausmuodonmuutos voidaan myos valita erilliseksi vapaaksi muut
tujaksi, eli sallia. sen tapahtuvan vapaasti muusta deformaa.tiosta riippumatta. Edel
li sta teoriaa nimitetaa.n Euler-Bernoullin ja jalkimmaista Timoshenkon palkkiteoria.ksi . 
Euler-Bernoullin palkkiteoriassa rotaatio sidotaan sauvan transla.atiokomponentteihin. 
Kuvassa 2 pyrita.a.n havainnollisesti selventamaan sauvan kayttaytymista eri mallien 
muka.an. 

Kuvassa 3 on esitetty tasosauva.n deformaa.tio. Kunkin pisteen liike voidaan edella 
mainituin otaksumin ta.rkka.an kuva.ta siirtymavektorilla 

u(s , y) = u.(s, y)e.(s) + 1Ly(s, y)ey(s) 

= [u(s) - ysinB(s)] e.(s) + [v( s)- y(l- cosB(s))] ey(s), 
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K uva 3. Tasosauvan deformoituminen. 

joss a siis u( s) ja v( s) ovat akselilla olevien pisteiden siirtymiikomponentit ja e 
sauvan poikkileikkaustason kiertymii. Havaitaan helposti , etta tiissa kuvauksessa 
jokainen sauva.n a.kselin normaali pysyy sum·ana. Yksinkertaistettaessa edellistii 
pienten siirtymien tapauksessa trigonometriset termit voidaa.n korvata sarjamuotoisilla 
kehi telmilliiiin 

Virhetermi 0(85 ) esimerkiksi kuvaa niita. termeja, jotka ovat verrannollisia kulman 
e viidenteen tai korkeampiin potensseihin . Rajoituttaessa lineaariseen teoriaan, eli 
otta.malla huomioon vain kehitelmien ensimmiiiset termit, saadaa.n tavanomainen 
Timoshenkon pa.lkkiteoria.n siirtymiitila 

t7(s, y) = [tt(s)- yB(s)] e8 (s) + v(s)ey(s), (3) 

joss a rotaatio B( s) on riippumaton siirtymakomponenteista tt( s) ja v( s ), toisin sanoen 
normaa.lin kaltevuutta. ei ole sidottu sa.uva.n akselilla olevien pisteiden siirtymaiin eikii 
akselin kaltevuuteen. 

Muodonmuutokset miiaritelmiensii mukaa.n ovat siirtymiisuureiden paikkaderivaat
toja eli gra.dientteja., jotka voidaan laskea missii taha.nsa. koordina.attijiirjestelmiissa. 
Tiettyja etuja saavutetaan kiiyttiimallii hyviiksi paikallista. karteesista kiinteiisuuntaista, 
siis ei-kiiyriiviivaista. koordinaattijarjestelmiiii X, Y. Tama jiirjestelmii kiinnitetiiiin ja 
suunna.ta.an kussa.kin ra.kenteen pisteessii tiiysin mielivaltaisesti eikii sille ole tarvetta 
a.settaa. minkiianlaisia jatkuvuusvaatimuksia.. Kuhunkin rakenteen pisteeseen voidaan 
siis tarvittaessa kiinnittaii oma riippumaton paikallinen koordinaattijiirjestelmiinsii. 
Ketjuderivointisiianti::ia soveltamalla miiaritetiian eri koordinaattijiirjestelmissii lasket-
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tujen derivaattojen keskinainen riippuvuus 

Kuvan 3 mukaisesti 

a 
OS 
a 
ay 

ax a aY 
as ax+ as 
ax a aY -+-oy ax ay 

X= (i"- i"o) ·ex, 

Y = c i" - 1"'0 ) . ey . 

(4) 

Koska paikallinen koordinaatisto on tiissa tarkastelussa kiintea, paikkavektori i"o ja yk
sikkovektorit ex' ey ovat vakiovektoreita ja derivointisaiinto saa varsin kaytti::ikelpoisen 
muodon 

{ 
~} lai::. ex as as 
a - at ~ 

- -. e :.;: ay ay · 

8i"~]{8} as_.. ey oX . 
or ~ a 
-·ey -ay aY 

(4a) 

Sijoittamalla paikkavektorin i" derivaattojen lausekkeet (2a) tiihan saadaan 

(5) 

Siirtymavektori u voidaan esittiia myos paikallisen koorclinaattijarjestelman kanta
vektoreiden avulla, eli 

joss a 
ttx = u· ex, 
uy=u ·ey. 

Muodonmuutosten lausekkeet tutuissa. suorakulma.isissa koordinaateissa ovat 

oux 
€X = oX' 

otty 
€y = aY' 

oux ouy 
I'XY = oY + oX. 

(6) 

(7) 

Komponenttien ttx ja tty lausekkeita ei suora.an tunneta yhtalossa (3) maaritellyn kine
matiikan perusteella. Niitii. ei myoskiiiin ole ta.rpeen miiarittiia, koska muodonmuutosten 
lausekkeet (7) sa.ada.an sijoittamalla komponentit (6) valittomasti muotoon 

au ~ 
€X =oX· ex, 

au ~ 
€y = oY ·ey, (8) 

ott ~ ott ~ 
/'XY = oY ·ex+ oX· ey. 
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Nain johdetut lausekkeet ovat taysin yleispatevia kaikissa kayraviivaisissa koordi
naat tij arjes telmissa. 

Laskennan suorittamisen kannalta tulee paikallinen koordinaatisto nyt sijoittaa ja 
orientoida mahdollisimman edullisesti. Eras mahdollisuus on tehda se siten, etta X
koordinaattiviiva asetetaan sivuamaan kussakin pisteessa sauvan akselia. Talloin myos 
Y -koordinaattiviiva yhtyy sa.uvan normaaliin, eli yksikkovektoreiden valiset yhteydet 
ex = e, seka ey = ey ovat voimassa. On huomattava kuitenkin, etta nain kay tarkalleen 
ottaen ainoastaan siina poikkileikkaustasossa, jossa paikallisen koordinaatiston origo 
sijaitsee. Valittomasti, kun siirrytaan pois origosta, tangentin suunta muuttuu eivatka 
kiintean paikallisen koordinaattijiirjestelman koordinaatit seuraa sauvan geometriaa. 
Nain valittaessa havaitaan myos, etta derivointisaanto (5) eri koordinaattijarjestelmien 
va.lilla pelkistyy yksinkertaiseen diagonaaliseen muotoon 

(9) 

Itse asiassa kaavassa on esitetty kaanteinen yhteys differentiaalioperaatioiden valilla, 
koska jatkossa tullaan nimenomaan kiiyt tamaiin paikallisissa koordinaateissa maari tet
tyja. derivaattoja. 

TAIVUTETUN SAUVAN MUODONMUUTOKSET 

Tarkastellaan edelleen kuvassa 3 esitettya kaarevaa tasosauvaa. Sauvan siirtymatilana 
kaytetaiin Timoshenko-pa.lkin kinematiikan maarittamaa kaavassa (3) esitettya. lause
ketta. Laskemalla muodonmuutokset (8) kayttaen hyvaksi derivoimissaantoa. (9) saa
daan lausekkeet 

(10) 

Tarvittava t siirtymavektorin (3) derivaatat voidaan nyt helposti laskea, koska vektori 
on maaritelty muuttujien s jay avulla. Tuloksena saadaan 

au (au ae) _ ) De, Dv _ Dey 
~= ~-y~ e,+(u-ye ~+~ey+v~ , 
us us us us us us 

(11) 

Sijoittamalla nama muodonmuutosten lausekkeisiin (10) ja kayttamalla hyvaksi edella 
johdettuja Frenet 'n kaavoja (1a) saadaan tarkasteltavassa poikkileikkauksessa lopulli-
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siksi muodonmuutosten lausekkeiksi 

( y) -1 (du dB v) 
EX = Es = 1 + R ds - y ds + R ' 
Ey· = Ey = 0, 

( y)-1( u-'lJe dv) 
I X )•" = I sy = 1 + R - ---R + ds - e 

(12) 

_ ( y) -1 (dv -u ) 
- 1 + Ji cis - Ji - 8 · 

Venymii Ey hiiviiiii sauvateorian alkuotaksumien perusteella, niinkuin pitiiiikin. Nii.in 
saatujen eksaktien lausekkeiclen johtaminen vaihtoehtoisesti clifferentiaaligeometrian 
tarjoamien piirrosten avulla on vahintii.ii.nkin ongelmallista ellei perii.ti mahdotonta. 

On hyvii. viela huomata, et ta tarkoituksena oli johtaa paikallisen koordinaatiston 
origon miiiirittiimassii poikkileikkaustasossa venymien E8 = EX , Ey = Ey ja lsy = I XY 

lausekkeet. Tiitii varten paikallinen koordinaatisto suunnattiin eclellii esitetyllii tavalla. 
Jotain muuta ta.rkoitusta varten toisenla.inen paikallisen koorclinaatiston orientaatio olisi 
saattanut olla eclullisempi. 

Esitettyjii lausekkeita. voidaan nyt helposti likimaa.riiistiiii. Jos nimittiijiissii olevassa 
termissa. arvioidaan tenni yj R pieneksi ykkosen rinnalla, toisin sanoen kaarevuussiide 
otaksutaan suureksi, saadaan 

clu v de 
Es = -~ + -R - y-cl ' 

cs s 
clv u 

Is y = cls - R - e. 
(13) 

Jos taas kehitetaan lausekkeet y:n suhteen kasvavaksi potenssisarjaksi saada.a.n tulok-
seksi 

dv v y (du v Rcle) 2 
Es = ds + R - R ds + R + cls + O(y ), 

( Y 2 ) (dv u ) lsy = 1- R + O(y ) ds - R- e . 

(14) 

Kuvassa 4 pyritiian ha.vainnollistamaan leikkausmuodonmuutoksen syntymista .. 
Rotaatio e voidaan valita siten, etta palkin leikkausmuodonmuutos lsv hiiviaii Euler
Bernoullin otaksuman mukaisesti. Kumma.stakin edelliijohdetusta lausekkeesta, samoin 
kuin kuvasta 4 niihdiiiin, etta niiin tapahtuu, kun rotaatio on 

e = dv - .:.:. 
cls R 

(15) 

Tiitii otaksumaa vastaava venyman lauseke on 

(16) 

tai sarjamuotoisessa. esi tyksessii vastaavasti 

(17) 
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K uva 4. Leikkausmuodonmuutos. 

On helppo nahda lausekkeista (13) ja (14) ja todeta oikeiksi suor·an sauvan . 
venymien ja liukumien lausekkeet antamalla kaarevuussa.teen R kasvaa, jolloin termi 
1/ R lahestyy nollaa. Tulokseksi saadaan 

du dB 
Es = ds - y ds' 

dv 
/sy = ds - e, 

tai vastaavasti Euler-Bernoullin teorian mukaisesti kaavoista (16) ja (17) leikkausmuo
clonmuus eliminoituna 

SAUVAN TASAPAINOYHTALOT 

Tasapainoyhtalot johdetaan tassa yhteyclessa kayttamalla virtuaalisen tyon periaatetta. 
Taman periaatteen soveltamisen systemaattisuus ja yksinkertaisuus seka koko analyysin 
yhdenmukaisuus kaikkien rakennemallien tapauksessa puoltavat tata valintaa. Lisi:iksi 
virtuaalisen tyon periaatteen soveltuvuus seka analyyttisten etta numeeristen lasken
tamenetelmien perustyokaluksi on omiaan yhclentamaan opetuksessakin perinteisesti 
varsin erillaan olevia laskentatekniikkoja. 

Ainoana perusmatematiikan tyokaluna virtuaalisen tyon periaatteen soveltamisessa 
sauvarakenneanalyysiin tarvitaan yksidimensioista osittaisintegrointia. Maariteltaessa 
funktiot g = g( s) ja h = h( s) osittaisintegrointikaava on 

1 g ~~ ds = [gh]: -1 ~! hds 

= g(C)h(£)- g(O)h(O) -1 ~! hds (18) 
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Virtuaalisen tyon periaatteessa kuviteltua, virtuaalista siirtymatilaa va.staavan 
rakenteen sisaisten voimien virtuaa.lisen tyon bW3 (s=sisainen) ja ulkoisen kuormituksen 
tekeman virtuaalisen tyon HV" ( u=ulkoinen) summa haviaa. 

8Ws +8W" = 0. (19) 

Rakenteen sisainen jiinnitystila ja siihen lii ttyva energia on luonteeltaan reaktiivista -
ulkoinen kuormitus aiheut taa rakenteen deformoitumisen ja rakenteen sisa.lle syntyvat 
ulkoisen kuormituksen tasapainottavat jannitykset vas tustavat deformaatioiden synty
mistii. Ta.lloin 

(20) 

Hajoittamalla tilavuusintegraali erillisiksi integraaleiksi sauvan poikkileikkausalan A ja 
pituuden yli saadaan tilavuusalkioksi. 

r dX Y 
dV = dAdX = ciAdscis = ciA(1 + R)ds. 

Kertoimena oleva cierivaa.ttatermi miiaraytyy suora.an cieriva.atta.operaa.ttoreiden valises
ta riippuvuudesta lausekkeista ( 4) ja. (5). T aman jalkeen sijoitetaa.n muodonmuutosten 
lausekkeet (12), jolloin saadaan 

sws =- r {j [O"s( 1 + ]!_ )- 1 (dbn - y d88 + bv) 
Js A R cis cis R 

y ( cibv bn ) ] y } + Tsy(1 + R)-1 ds- R- 88 (1 + R)dA ds . 

Edellisessii otettiin jo huomioon jokaisessa poikkileikka.uksessa. piitevat yhteyciet O"X = 
O"s Ja Txy = Tsy· 

Kun maaritellaan normaalivoima-, leikkausvoima- ja taivutusmomenttiresulta.ntit 
tavanomaisella tavalla sisaisten jannitysjakaumien integraaleina yli sauvan poikkileik
kausalan 

N = i O"sdA, Q = i TsyciA, M = i <73 yciA, (21) 

suodattuu samalla y koorciinaatti pois tehtiivaformulaatiosta, joka pelkistyy puhtaasti 
yksidimensioiseksi, s-koordina.atista riippuva.ksi. Sisaisten voimien virtua.alisen tyon 
lauseke sa.a. nain muodon 

sws = _ f [N( cibu + bv) _ Mci88 + Q( dbv _ 8u _ 88 )] cis. (22) 
}s cis R ds ds R 

Va.sta.ava.s ti ulkoisen kuormituksen tekema virtuaalinen tyo, joka koostuu sekii 
tilavuusvoimien, esimerkiksi rakenteen oman painon etta pintavoimien tekemastii tyosta, 
on 

8W" = f f·8t7 ciV+j f.8i1 dA 
lv A, 

= f [fx8ux + jybuyjdV + j [txbux + tybuy]dA. lv A, 

(23) 
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Nimitys pintavoimat kasittaa kuormitukset, jotka kohclistuvat sauvan kahteen paaty
poikkileikkaustasoon A 1, mutta mahdollisesti myos vaippapintaan sauvan yla- ja 
alapinnalla. Kun otetaan huomioon siirtyman lauseke (3), hajoitetaa.n tila.vuus
ja pinta.integraa.lit osiin seka otetaan huomioon, etta kussakin poikkileikkaustasossa 
pateva.t relaatiot fx = f, ja fy = .fy ja. pa.a.typoikkileikkauksissa. vastaa.vasti t x = t 8 ja. 
t y = iy , saaclaan 

5Wu = ll [.f.(5u- y5B) + fy5v](l +~)clAds 

+ ;· [t,(5u- y5B) + ty5v]clA . 
A, 

Kasittelyn l~rhentamiseksi on tassa jatetty palkin vaippapintaan mahdollisesti kohdistu
vien ulkoisten kuormitusten osuus huomioonottamatta. Maaritellaan kuonnitusresul
t.antit. ensin tilavuusvoimille 

n = l .fs(l + *)dA, 

q = l .fy(l + ~)dA , 

m = .f. y(l + - )ciA. j y 

A R 

(24) 

Iviuodosteaan eclelleen sauvan kummassakin paassa. a.kselin yksikkotangenttivektorin ja 
paa.typoikkileikkaust.ason ulkononnaalin i'i pistetulo 

n.=i'i·e., 

jolloin ns( e) = 1 ja n , (O) = -1 , kuva 5. Taman avulla voidaa.n sauvan kummassa.kin 
paassa. maaritella ulkoisten pintavoimien kuorma.resulta.ntit seura.ava.sti: 

IVa = j t.n. ciA, 
A, 

Qo = j iyns ciA , 
A, 

(25) 

Mo = j t 8 yn 8 clA. 
A, 

Talloin ulkoisten voimien virtuaa.lisen tyon la.useke saadaan muotoon 

(26) 

On huomattava, etta sijoitustermissa. alarajan termit tulevat mukaan miinusmerkkisina, 
mutta suureen ns mukanaolo maaritelmissa (25) johtaa kuitenkin oikeaan lopputulok
seen. Asiaa on havainnollistettu kuvassa 5. 
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Kuva 5. Kuormitusresultantit sauvan paissa. 

Sijoittamalla edella maaritetyt sisaisten ja ulkoisten voimien virtuaalisen tyon 
lausekkeet (22) ja (26) virtuaalisen tyon periaatteen kaavaan (19) saadaan 

-1 [N(d01t + ov) _ MdoB + Q(dov _ o1t _ oB) 
s ds R ds ds R 

- nou- qov +moe] ds + [Naou + Qaov- M0 oB]: = 0. 

Sovelletaan taman jalkeen osittaisintegrointia kaikkiin niihin termeihin, joissa esiintyy 
virtuaalisten siirtymakomponenttien ou, ov tai oB clerivaattoja. Kootaa.n yhteen kunkin 
komponentin kertoimet. Nain saadaa.n 

1 { [ clN Q ] [ clQ N ] - + - + n ou + - - - + q ov 
s cls R ds R 

[dM ] } - cls - Q + m oB ds 

+ [< -N + Na)01t + ( -Q + Qa)ov + (M- M0 )oe]: = 0. 

Jotta yhtalo toteutuisi mielivaltaisesti valittujen virtuaalisten siirtymakomponenttien 
Ott, ov, oB suhteen, kunkin siirtymakomponentin kertoimen t.aytyy erikseen havita seka 
sauvan a.kselilla etta paissa. Na.in muodostuvat sauvan tasapainoyhtalot 

dN Q 
ds+ R +n =0, 

dQ N 
-- -+q=O, 
ds R 
d.M 
ds - Q +m = 0, 

joiden tulee toteutua jokaisessa sauvan akselin sisapisteessa seka reunaehdot 

-N +No= 0} 
-Q + Qo = 0 

.M- Mo = 0 

kun s = St, tai 
ou = u- u = 0} 
ov = v- v = 0 

oe =e-o= o 
kun s = Su. 

(27) 

(28) 
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kummassa.kin akselin pa.a.tepisteessii. TVIeka.a.nisten eli voima.tilalle asetettujen reuna.eh
tojen tulee toteutua. kuonnitetulla. osa.lla. reuna.-aluetta. s 1 , missa. edellytetiiiin tasa.
pa.inoa. ulkoisten kuormien kanssa, ja. geometristen vastaa.vasti tuetulla. reunalla Su. 

Reuna.-alueet s 1 ja S 11 voivat lisaksi menna. paallekkain eri va.pa.usasteiden eli siir
tymiikomponenttien osalta.- esimerkiksi tuetussa sa.uvan pa.assa. voi kuonnituksena olla 
aksiaalinen voima. tai ta.ivutusmomentti. Alueita St ja. Su ei nainollen voi puhtaa.sti 
erottaa. toisistaan. Geometristen reunaehtojen osalta. voi myos havaita., etta. virtuaalis
ten siirtymien tulee olla. kinemaa.ttisesti luvallisia. eli toteuttaa geometriset reunaehdot 
mukaa.nluettuna. niin sa.notut pa.kkosiirtymiit eli nollasta. eroavat tunnetut siirt.yma.t fi , 

v ja. B. Yhtiilosysteemista (27) voiclaa.n helposti eliminoida. leikka.usvoiman osuus pois, 
jolloin saa.daa.n yhtaloryhma. 

clN 1 (dJ\.1 ) - + n + - -- + m = 0, 
cls R cls 
cl ( clAf ) JV - -- + m - - + q = 0, 

cls cls R 

(29) 

Tuloksena. saadut tasapainoehclot eli clifferentiaaliyhtalot (27) ja. (29) ovat luonnol
lises ti sa.uva.n nmteriaa.lis ta. riippumattomia.. Jos haluta.an eclelleen johta.a. tasa.paino
yht~ilot siirtymiikomponenttien avulla. la.usuttuina. , tulee tarkasteluun kytkeii tarka.stel
ta.van sauvan materiaalin konstitutiivinen malli, toisin sanoen jiinnitys-muoclonmuutos
riippuvuus. Tasa.pa.inoehclot. ovat myos riippumattomia sauvan tarkastelussa tehdyistii 
kinemaat.tisista otaksumista, toisin sanoen siita., kaytetaa.nko Timoshenkon vai Euler
Bernoullin palkkiteoriaa.. Jos eclella suoritettu tarkastelu tehclaan ottamalla. huomioon 
jo ennalta. Euler-Bemoullin pa.lkkit.eorian mukaan rotaatiolle asetettava ra.joite (15), 
sa.aclaan itse asiassa suoraa.n tasapainoyht~i.lot (29). Reunaehclot saaclaaan tiilli:iin muo-
to on 

- N + No - ~ ( M - j\;J o) = 0 ) R 

-elM+ Qo = 0 
c!s 
j\1- Mo = 0 

YHTEENVETO 

kun s = s 1 ta.i 

(30) 

Artikkelisarjassa selvitellaan lahinna opetusta.rkoitusta silmalla. pitaen erila.isten perus
rakennetyyppien analysoint.ia. Rakenteiclen muoclonmuutoksia tutkitaan ka.yttamalla. 
hyvahi paikallist.a suoraviivaista ortogonaalista koordinaattijarjestelmaa. Eri pa.lk
kiteorioiden perusteita. pyritaan selkiyttamaan. Tasapainoyhtali:it johcletaan sovelta
malla. virtuaalisen tyi:in periaatetta. Esitetyn menettelyn etuna. on systemaa.ttisuus, 
jonka. avulla monimutkaisetkin ta.rkastelut voidaa.n suorittaa. periaatteessa hyvin yk
sinkertaisesti, ainoast.aan perusmatematiikan alkeisiin tukeutuvia laskentamenet.elmia 
kayt tam:alla. 
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