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Artikkelissa tutkitaan ohuen pyorahdyssymmetrisesti kayttaytyvan kuorirakenteen 

muodon optimointia. Suunnittelun kohdefunktiona on rakenteen paino, jota 

minimoidaan, kun suunnittelun rajoituksina ovat rakenteen siirtymat, jannitykset 

seka sailiorakenteille sisatilavuus. Suunnittelumuuttujina ovat elementtien 

nurkkakoordinaatit seka paksuudet. 

Optimoinnin osana kaytetty elementtimenetelma perustuu klassisen kuoriteorian 

mukaisten differentiaaliyhtaloiden tarkkoihin ratkaisuihin. Talla tavoin saadaan 

ratkaistua seka siirtymat etta jannitykset teorian puitteissa tarkasti koko 

rakenteessa pienella maaralla elementteja. Differentiaaliyhtaloiden ratkaisujen 

avulla saadaan myos optimointialgoritmissa kaytettyjen rajoitusyhtaloiden 

derivaattojen tarkat analyyttiset lausekkeet. Ratkaistuissa esimerkeissa verrataan 

tilamuuttujien analyyttisia derivaattoja differensseilla laskettuihin seka esitetaan 

joitain optimoituja kuorirakenteita. 

JOHDANTO 

Pyorahdyssymmetriset kuorirakenteet ovat melko yleisia erilaisissa teknisissa 

sovellutuksissa, kuten paineastioissa, sailioissa , kattorakennelmissa, jne. Naiden 

laskentaan on kehitetty useita erilaisia teorioita, joihin on sovellettu myos 

optimointia mm. lahteissa [1] ja [2]. Hintonin ryhman [1] pyorahdyskuoren 

optimointi kayttaa Mindlin-Reissner kuoriteoriaan pohjautuvaa elementtia, jossa 

siirtymien interpolointi on likimaaraista elementin alueella. Riittavan hyvien 

tulosten saavuttamiseksi ohjelmassa kaytetaan adaptiivista verkon generointia 
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rakenteen muodon muuttuessa. Mota Soaresin ryhman [2] kuoren optimointi 

perustuu Loven ja Kirchoffin klassiseen kuoriteoriaan ja sen perustalle 

muodostettuun kartiokuorielementtiin. Kartiokuorielementin siirtymat on siina 

interpoloitu srujakehitelmilla. Molemmissa menetelrnissa osa herkkyysanalyysissa 

tarvittavista derivaatoista lasketaan analyyttisesti, osa differensseilla. 

Tassa artikkelissa optimoinnissa tarvittavat siirtymat ja jannitykset lasketaan 

Outisen kehittiirnalla tarkalla elementtimenetelmiilla [3]. Menetelma perustuu 

Loven ja Kirchoffm klassiseen kuoriteoriaan ja Reissnerin ja Meissnerin esitta­

maan ohuen pyorahdyssymmetrisen kuoren perusdifferentiaaliyhtalopariin 

L(W)-2fW=rU+H 

L(U)=-£9 W+G , 
(1) 

jossa L on lineaarinen, toisen kertaluvun differentiaalioperaattori seka 

f, r, H ja G kerroinfunktioita, jotka riippuvat kuoren muodosta, kuorrnituksesta 

ja materiaalista. Perusparin (1) tuntemattomina funktioina ovat kuoren 
meridiaanikiertymasta ~<p riippuva funktio W seka kuoren leikkausvoimasta Qp 

riippuva funktio U. Naiden kaikkien tarkat lausekkeet on esitetty esimerkiksi 

lahteessa [ 4]. 

Differentiaaliyhthloparin (1) yleinen ratkaisu on 

(2) 

jossa (wP,uP ) on yhtalon (1) jakin yksityisratkaisu ja (wc,Uc) on vastaavan 

homogeenisen differentiaaliyhthloparin 

L(W)-2fW=rU 

L(U) =- Ee W 

yleinen ratkaisu. 

(3) 

Outisen [3] esittamassa siirtymamenetelmaan perustuvassa tarkassa elementti­

menetelmassa kuorirakenne jaetaan tyypillisiin peruskuoriin esim. sylinteri-, kartio­

ja pallokuoriin, joihin kuhunkin erikseen sovelletaan yhtiiloita (1) ja (3) . 

Elementtijako kuorirakenteessa on siis mahdollisimman luonnollinen ja talla tavoin 

elementtien suuri maara tutkittavassa rakenteessa etenkin ohuissa kuorirakenteissa 
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tyypillisilHi reunahairioalueilla voidaan valttaa. Menetelman formulointi johtaa 

normaaliin elementtimenetelman mukaiseen jaykkyysyhtaloon 

(K]{U} = {R} . (4) 

Tarkkaa elementtimenetelmaa on sovellettu lahteessa [5] menestyksekkaasti myos 

joihinkin laminoituihin kuorirakenteisiin. 

OPTIMOINTIONGELMA 

Optimoinnin tarkoituksena on minimoida kuorirakenteen materiaalitilavuutta V m, 

kun suunnittelumuuttujavektorin s komponentit si ovat esimerkiksi elementtien 

paksuuksia h; seka elementtien solmukoordinaatteja (xi, Yi) kuvan 1 mukaan . 

Minimointiongelmassa rajoitetaan elementtien aksiaalisiirtymaa v, sateettais­

siirtymaa tv ja von Mises vertailujannitysta avert seka rakenteen sisatilavuutta ~ . 

Lisiiksi suunnittelumuuttujille asetetaan yla- ja alarajat s~ ja siL. Optimoinnin 

konvergoinnin nopeuttarniseksi siirtyma- ja jiinnitysrajoituksia asetetaan usearnpia 

jokaiselle elementille, kuten mm. lahteessa [6] on todettu. 

y 

-- ----- ------·---- --·- · ·-- ---- · ----- ·- -~ 

X 

Kuva 1. Eripaksuisista ympyralaatoista , sylinteri- ja kartiokuorista valrnistettu 

kuorirakenne seka sen suunnittelumuuttujina kaytetyt paksuusmitat h; ja 

solmukoordinaatit (xi, Yi) [8]. 
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Matemaattisesti optimointiongelma voidaan esittaa muodossa 

ehdoilla 

VL :s;v:s;vU 

ML ~~r~Mu 

O"vert ~ (J~ert (5) 

VsL ~ Vs 

i = 1,ooo,n 0 

Numeerisena ratkaisijana optimointiongelmassa kaytetai:in SQP algoritmia [7], jota 

pideilian varsin tehokkaana menetelmana erityyppisiin ongelmiino 

OHUEN PYORAl-IDYSSYMMETRISEN KUOREN T ARKKA 

ELEMENTIIMENETELMA 

Tarkan elementtimenetelman perusajatuksena on jakaa kuorirakenne en 

peruskuoriin, kuten esimerkiksi sylinterikuoriin [9), kartiokuoriin [10) seka 

pallokuoriin [11] ja kayttaa naihin kuhunkin perusparin (1) eri kuormitustapausten 

yksityisratkaisuja seka vastaavan homogeenisen parin (3) yleisili ratkaisuao Naiden 

ratkaisujen avulla voidaan muodostaa kullekkin peruskuorelle jaykkyysmatriisi [ k] 
seka erityyppisille kentilikuormituksille ekvivalenttinen solmukuormitusvektori 

{r} 0 Tiilla tavoin on mahdollista kayttaa peruskuoria elementteina, joiden maara 

pysyy nain elementtimallissa pienenao Muita etuja on, etta solmusiirtymat {U} 

yhta!Osta ( 4) voidaan ratkaista tarkasti ja etta myos kaikki kenttafunktiot S 

elementin alueella, esimo siirtymat ja jannitysresultantit, voidaan ratkaista teorian 
puitteissa tarkasti yhililon (1) kenttiikuormituksen yksityisratkaisun sp 
aksiaalikuormituksen yksityisratkaisun sm seka yhili!On (3) yleisen ratkaisun sc 
summana 

(6) 

Kenttiifunktion homogeenisen osan yleinen ratkaisu Sc saadaan yhtiilosta 
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joss a vektorissa {A} on tuntemattomia integrointivakioita seka vektorissa { S} 
funktioita yhtalon (3) ratkaisusta [3]. 

ELEMENTIN JA YKKYYSMA TRIISIN MUODOSTUS 

Yhtiili:in (3) ratkaisu vastaa kuvan 2a homogeenista kuormitustilannetta, jossa 

elementilla ei ole kenttiikuormitusta, eika aksiaalikucirmitusta. Tille elementin 
mittaussysteemille 4 X 4 joustomatriisin [ Qc] maarittelee joustoyhtii.lO 

(8) 

josta joustomatriisi [ ac] voidaan ratkaista yhtalon (3) ratkaisujen 

(9) 

ja 

(10) 

avulla. Tiilloin homogeenisen kuormituksen joustomatriisiksi seuraa 

(11) 

Matriisit [ D] ja [ C] yhtalossa (11) sisiiltavat funktioita homogeenisen yhtalon (3) 

ratkaisusta. 

Kuvan 2b mukaisen mittaussysteemin 5 x 5 joustomatriisi saadaan kaavasta (11) li­

saamiilla siihen aksiaalisen jouston vaikutus, joka saadaan aksiaalisen kuormituksen 

yksityisratkaisusta yhtalosta ( 1 ). Koska kuvan 2b elementilla ei ole jaykan 

kappaleen liikemahdollisuutta, saadaan elementin 5 x 5 jaykkyysmatriisi jousto­

matriisin kaanteismatriisina 

(12) 
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Kuvan 2c 6 x 6 jii.ykkyysmatriisi [ k] saadaan elementin aksiaalisesta tasapainoeh­

dosta, jolloin symmetrisen jii.ykkyysmatriisin [ k] ensimmii.inen ja neljas rivi ovat 

toistensa vastalukuja . 

y 

3 

..... 
(b) X 

y 

Kuva 2. Kuorielementin jii.ykkyysmatriisin muodostamiseen kii.ytettyja 

solmusuureiden mittaussysteemejii.. 

EKVIV ALENTIISEN SOLMUKUORMITUKSEN MAARITYS 

Eri kenttii.kuormituksia 
solmukuonnitukset {r} 

vastasuureista yhtii.lostii. 

esim. painekuonnitusta vastaavat ekvivalenttiset 
voidaan laskea elementin kiinnitysreaktioiden {r} 

(13) 

jossa {tlp} ja { FP} sisii.ltii.vii.t vastaavan kenttii.kuonnituksen yksityisratkaisun 

solmusiirtymii.t ja solmuvoimat [3]. 
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HERKKYYSANAL YYSI 

Eras tiirkeimmista vaiheista rakenneanalyysin ja optimoinnin yhdistamisessa on 

herkkyysanalyysi, jossa tutkitaan rakenteen vasteiden muutoksia 

suunnittelumuuttujien muutoksiin [12] . Herkkyysanalyysin menetelmat perustuvat 

yleensa tarkkoihin analyyttisiin derivaattoihin tai differensseilla laskettuihin 

arvioihin. 

Derivoimallajaykkyysyhtalo (4) suunnittelumuuttujien sk suhteen saadaan 

(14) 

josta edelleen solmusiirtymien derivaatat 

(15) 

Siirtymien derivaattojen ratkaisun jalkeen kenttafunktioiden derivaatat voidaan 

ratkaista derivoimalla yhtalOa (6) suunnittelumuuttujien suhteen 

(16) 

Nama derivaatat yhtiiloissa (15) ja (16) saadaan laskettua analyyttisesti 

differentiaaliyhtaloiden ratkaisujen avulla tai differensseilla. 

ANAL YYTIINEN MENETELMA 

Ohuen pyorahdyssymmetrisen kuorirakenteen tarkassa elementtimenetelmaformu­

laatiossa elementin jaykkyysmatriisin, ekvivalenttisten solmukuormitusvektoreiden 

ja kenttiikuormitusten yksityisratkaisujen lausekkeet on melko helppo derivoida 

suunnittelumuuttujien suhteen. Jaykkyysmatriisin [.k] derivaatta voidaan laskea 

maaritelmiistii 

[k"][a]=[I] , (17) 
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josta derivoimalla suunnittelumuuttujien suhteen saadaan 

(18) 

kun matriisi (!] on 5x5 ykkosmatriisi. 

Joustomatriisin derivaatta a(a] voidaan ratkaista derivoimalla yhtiilostii (11) 
ask 

homogeenisen osan joustomatriisi 

(19) 

ja lisaamal!a siihen aksiaalisen jouston derivaatat. 

Yhtalossa (15) tarvittava ekvivalenttisten solmuvoimien {r} derivaatta saadaan 

yhtiilosta (13), joka johtaa lausekkeeseen 

(20) 

jossa tarvitaan jaykkyysmatriisin derivaattojen a(k] lisaksi solmuvoimien ja 
ask 

1 
.. . ks. . tk . . d . . a{FP} . a{uP} 

so musurtym1en y ItYJSra msuJen envaattOJa -- Ja -- . 
ask ask 

as 
Eri kenttafunktioiden derivaatat -:;- voidaan laskea yhtiilostii (16), jossa 

ask 

k · . tk . . d . asp . asm ·ct I k H . y s1ty1sra msuJen envaatat- Ja -- vo1 aan as ea suoraan. omogeemsen 
ask ask 

as 
osan derivaatta ~ saadaan yhtalosta (7), josta 

ask 

(21) 
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Integroitivakioiden derivaatat Cl{ A} lasketaan yhthlosta ( 10) derivoimalla 
ask 

. h . 1 . 1 . . h · aik o{ Fe} JO on tarvitaan e emenun so muvmffilen omogeemsen osan v utus - .., - . 
osk 

Jakamalla elementin solmuvoimat 

{F} = [k]{u} - {r} 

(22) 

( 23) 

homogeenisen ratkaisun seka aksiaalisen ja kenttakuorrnituksen yksityisratkaisun 

mukaisiin osiin 

(24) 

saadaan elementin solmuvoimien homogeenisen osan derivaatat kaavalla 

(25) 

Kaavoissa (24) ja (25) 4xl vektori {Fe} on taydennetty sopivankokoiseksi 6xl 

vektoriksi {Fe} 1isaam1Hla nollat aksiaalisille vapausasteille. 

DIFFERENSSIMENETELMA 

Thlla menetelmalla on hyvin helppo 1askea eri vasteiden g muutoksia 

suunnittelumuuttujien muutoksiin osk. Yleisesti kaytetyt menetelmat ovat g1obaali 

menetelma, jossa lasketaan suoraan vasteiden muutoksia suunnittelumuuttujan 

muutoksiin esimerkiksi 

(26) 
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tai kaavan (15) kaytto, jossa lasketaan ensin elementeittain differensseilla 

a[k] [ k(sk + osk)]- [ k(sk )] 
--== 
ask osk 

(27) 

ja 

(28) 

Menetelmat ovat kuitenkin laskennallisesti raskaita ja epatarkkoja aiheuttaen joskus 

hairioita optimointialgoritmeissa. 

ESIMERKKEJ A 

Esimerkki 1. Esimerkissa tarkastellaan kuvan 3 ohuen pyoriihdyssymmetrisen 

ympyralaatan keskikohdan taipuman w ja von Mises vertailujiinnityksen crvert 
aw . acr 

derivaattoja laatan paksuuden suhteen - Ja ~, kun kaytetaan joko 
ah ah 

analyyttista menetelmaa tai differensseja eri askelpituuksilla osk kaavassa (26). 

Ympyriilaatta on reunoiltaan jaykasti tuettu ja sitii kuormittaa tasainen 

painekuorma p = 68, 9 kPa [ 1]. 

+ X' I 
i 
! p 

Kuva 3. Esimerkin 1 ympyralaatta kuormituksineen, kun kuoren materiaalin 

kirnmomoduuli E = 200 GPa ja Poissonin vakio v = 0, 3 . 
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Derivaatat ow ja ocr vert voidaan laskea analyyttisesti esimerkiksi liihteen [ 13] 
oh oh 

avulla ja tulokset tiismiiiiviit tiiysin tiissii artikkelissa esitettyyn menetelmiiiin, joka 

pohjautuu ympyriilaatan osalta liihteeseen [14]. Kuvassa 4 on esitetty differensseillii 

laskettujen arvojen ~: ja a~;rt suhteelliset virheet tarkkoihin analyyttisiin 

arvoihin. Tiilloin joko liian pieni tai liian suuri askel kaavassa (26) aiheuttaa eroja 

derivaatan arvoon, joskin melko suurella alueella tulokset ovat kohtuullisia. 

S X 10--5 

~ - 5 

~Ira 
-10 

·· · ·· · ··. 

. . . . . . . . . . . . 

·· : · 

..... .. .. .. .. 

-1SL-----~----~-----L----~-----L----~----~----~ 

6 7 8 9 10 1 1 12 13 14 
pararneai l 

0 

- 2 
.c 
~ -4 . .. : . . ... ..... . · . .. ······ ·· ·.· ···· ··· ·· ·.·• ·· · · · ·· ·· ; •· ·· · ...... · . .. . . .. . .. . . · .. . 

11;§ -6 

-8 

-10L-----~----~----~-----L----~----~----~----~ 
6 7 8 9 11 12 13 14 

parameai t 

Kuva 4. Kaavalla (26), eri askelpituuksilla 8sk = sk X w-t, laskettujen 

derivaattojen suhteellinen virhe. 

Esimerkki 2. Esimerkissii tutkitaan kuvan 5 mukaista sylinterimiiistii nestesiiiliotii, 

joka on valmistettu yhdistelemiillii eri paksuisia sylinterikuoria [15]. Sylinteri­

kuoren korkeus on 5 m ja sen siide on 12 m. Optimoinnissa suunnittelumuuttujina 

ovat kuorten paksuudet, kun elementit on jaettu tasajaolla kuoren pituudelle. 

Siiteettliissiirtymille on asetettu rajoitus IMI ~ 5 mm ja von Mises vertailujiinni­

tyksille O'vert ~ 5 MPa . Kuvassa 6 on esitetty optimoinnista saadut materiaali­

tilavuudet, kun siiilio on rakennettu eri miiiiristii tasapaksuja sylinterikuoria. 
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14.------.------.------.-------.------.------.------, 

12 

10 

8 

~ 
m 

6 

4 

QL-----~------~----~-------L------~----~----~ 
-1 0 2 3 4 5 6 

Xfm 

Kuva 5. Esimerkin 2 hydrostaattisella paineella kuormitettu sylinterikuori, joka on 

jaykasti tuettu alustaansa. Kuoren materiaalin kimmomoduuli E = 21 GPa ja 

Poissonin vakio v = 1/6 seka nesteen pg = 10 kN/m3
. 

60.-----.------.------.-----~-----,-----,,-----, 

55 

~50 
.,.= 

40 

35 

30L_----~----~----~L-----~-----L----~----__J 
0 2 3 4 5 6 7 

elementtien lukumlliirii 

Kuva 6. Nestesai.lion materiaalitilavuus erimaarilla tasapaksuja sylinterikuoria. 

Yhden ja kahden elementin malleissa materiaalitilavuuden ero on 35%. 

29 



Esimerkki 3. Esimerkissa optimoidaan kuvan 7 mukaisesti tuettua tasoittuvista 

pinnoista valmistettua nestesailiota. Sen kuormituksena on nesteesta, jonka 

pg = 10 k.N/ m3 
, aiheutuva hydrostaattinen paine ja ylipaine p = 10 kPa. 

Optimoinnissa suunnittelumuuttujina ovat 

a) kaikkien elementtien yhtasuureksi kytketty paksuus ja elementtien solmukoor­

dinaatit seka 

b) kaikkien elementtien paksuudet ja solmukoordinaatit. 

Kaytetyssa mallissa on 11 elementtia, 21 vapausastetta ja suunnittelumuuttujien 

maara on a) kohdassa 19 ja b) kohdassa 29. Sateettais- ja aksiaalisiirtymille on 

asetettu rajoitukset 1&1 ~ 0, 5 mm ja I vi ~ 0, 5 mm seka von Mises 

vertailujannityksille O'vert ~ 10 MPa. 

2 

1.5 ·· · · · · · ····· · ··· · ·· · ·· · ....... ... ... . : 

y 

m 

0.5 ··· · · · ·· · · ·· · ·<· ·· ··· · ··· · · · ·: ·· 

11 

0 ____ --0...-J _ . ... .. .. . . •.. . ... .... . .. . . ... . ... . .. .. , ... .. .. . .. . .•... . 

1.5 2 2.5 3 3.5 4 

Xjm 

Kuva 7. Esimerkin 3 rengasmaisesti tuettu nestesailio kuormituksineen. Kuori on 

valmistettu yhdestatoista tasoittuvasta pyorahdyskuoresta ja sen materiaalin 

£=210GPaja v=0,3 . 

Kuvissa 8 ja 10 on esitetty a) jab) kohdan optimimuodot, kun b) kohdan laskennan 

lahtokohtana on kaytetty a) kohdan optimimuotoa. Talloin kuoren 

materiaalitilavuus on pienentynyt lisaa 22 % . Kuvissa 9 ja 11 on materiaali­

tilavuuden muuttuminen kaytetyn SQP-algoritmin eri iteraatiokierroksilla. 
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2.5 

y 

m 

4.5 

Xfm 

Kuva 8. Esimerkin 3 a) optimitulos tapauksessa, jossa kaikki. tasoittuvat kuoret on 

asetettu samanpaksuisiksi. 

2.2 

I 

2 

1.8 

"' 
....:::. 

~· 
1.6 ·>· · ···· · · 

"' :J 
:J 
;. 

1.4 _g 
:~ 
-;:; 
" ·c 

1.2 !ol 
" 2 

0.8 

0 .6L-----~~----~------~------_L ______ _L ______ _L ____ ~ 

0 5 1 0 15 20 25 30 35 
iteraatiokierrosten lukurnaarii 

Kuva 9. Esimerkin 3 a) materiaalitilavuuden muuttuminen optimointialgoritmin eri 

iteraatioilla 
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2.5 

y 

m 

4.5 

X/m 

Kuva 10. Esimerkin 3 b) optimitulos, jolloin kaikilla elementeilla on oma suunnit­

telumuuttujansa elementin paksuudelle. 

0.64 

0.62 
. . . ... ........ .. ....... .... ..... .. .. ... ... ..... ... ... ........ ...... .. ., .. 

• • • • • • • • • • • • ' •••••• • • • ••• • • • ~ • •• • ••• 0 • • •• • • • •• ·:· . .. • • • • • • • • • • • • • •• • • 0 • • •• • • ••• • • 

0.52 · · ·· ·· · ·· ·· · ·· ··· ·· 

iteraatiokierrosten lukumiiara 

Kuva 11. Esimerkin 3 b) materiaalitilavuuden muuttuminen optimointialgoritmin 

eri iteraatioilla. 
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YHTEENVETO 

Artikkelissa esitetiiiin tehokas menetelma ohuiden pyorahdyssymmetrisesti 

kayttiiytyvien kuorirakenteiden optimointiin. Menetelma perustuu tarkalle 

elementtimenetelma!le, jonka tuloksena seka siirtymat etta jannitykset ovat teorian 

puitteissa tarkkoja luonnollisella elementtijaol!a. Myos herkkyysanalyysi voidaan 

suorittaa analyyttisesti seka paksuus- etta paikkamuuttujien suhteen, jolloin 

optimoinnista saadaan varsin tehokas. 
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