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JOHDANTO 

Jannitysintensiteettikertoimet lasketaan yleensa numeerisesti elementtimenetelmaa kayt
taen. Laskemamenetelmat voidaan jakaa energiamenetelmapohjaisiin ja siirtymapohjai
siin sen tnukaan lasketaanko jannitysintensiteettikenoimet energiasuureisiin pohjautuvia 
menerelmia, kuten esimerkiksi jaykkyyden derivointimenetelmaa kayttaen, vai solmu
jen siirtymia tai siinymakenttaa hyvaksi kayttaen. Tassa anikkelissa esiteraan regressio
analyysiin ja Williamsin sarjaratkaisuun perustuva menetelma, jonka tulokser ovat aina
kin esitettyjen esimerkkitapausten perusteella huomattavasti tarkempia kuin perinteisten 
siinymapohjaisten menetelmien. Menetelmaa voidaan soveltaa seka tasojannitys- etta 
rasomuodonmuutastilaongelrniin ja sen avulla voidaan laskea saran kuormitustapojen I 
ja II jannitysimensiteettikenoimet K 1 ja K 11 . Menerelmaa voi kayttaa kaik.kien sellais

ten elementtimenetelmaohjelmistojen yhteydessa, jotka tulostavat solmujen koordinaatit 
ja solmusiinymat. 

SIIRTYMA TILA SARON KARJEN LAHELLA 

Tassa kohdassa esitetaan William sin sarjaratkaisu, kun yleensii kasittelematta jatetyt eri
koistapaukset otetaan huomioon. Tuloksesta havaitaan, etta perinteinen Williamsin sar
jaratkaisu kuvaa oikein kuormitustavan I kimmoisat siirtymat, mutta kuom1itustavalla II 
siirtymakemassa on jaykan kappaleen rotaatio mukana. Talla on merkitysta tassa artik
kelissa esitettavan menetelman yhteydessa. 
Sijoitetaan napakoordinaatiston origo kiilamaisen saran karkeen ja mitataan kulmaa 8 

saran keskiviivan suuntaisesta suorasta, kuten kuvassa 1 on esitetty. Sijoittamalla Airyn 
jannitysfunktion ODY:aan 

(1) 

ratkaisuyrite 

en 
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Kuva 1. Kiilamaiseen saroon liitetyt napakoordinaatisto ja kaneesinen koordinaatisto. 

saadaan funktiolle /(8) differentiaaliyhtalo 

(3) 

jossa pilkku tarkoittaa 8 -derivaattaa. Kun tiihan sijoitetaan ratkaisuyrite f =eke, saa

daan karakteristinen yhtalo 

jonka juuret ovat 

k1 = i(A + 1) 
k2 = -iO~ + 1) 
k3 = i0~-1) 
k4 = -i(J...-1) 

(4) 

(5) 

Kun karakteristisen yhta!On juuret ovat erisuuria, niin ratkaisu voidaan kirjoittaa muo
toon 

/(8) =A cos[(A -1)8] + Bcos[(A + 1)8 ]+ C sin[ (1 ... -1)8] + D sin[(A + 1)8). (6) 

Karakteristisen yhta!On juuria tarkastelemalla saadaan seuraavat erityistapaukset: 

A = 0 ==? k1 = k4 = i, k2 = k3 = -i 
A = -1 ==? k1 = k2 = 0 
A = 1 ==? k3 = k4 = 0 

Niiita karakteristisen yhta!On moninkenaisia juuria vastaavat ratkaisut ovat 
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(7a) 

(7b) 

(7c) 



A= 0: /(8) =A cos(8)+ B8 sin(8)+ Csin(8) + 158 cos(8) 

A= ±1: /(8) =A+ Bcos(28)+ ce + Dsin(28) 

(8a) 

(8b) 

Ratkaisuissa (6) ja (8) on ensin kirjoitettu ratkaisun symmetrinen osa muuttujan 8 suh
teen, ja sen jaJkeen antimetrinen osa. Energiatarkastelulla /6/, n;, /8/ voidaan osoittaa, 
etta parametrin A. on oltava positiivinen, jotta kimmoenergia pysyisi aarellisena. 
Rajoitutaan tarkastelemaan tapauksia, joissa saron kyljet ovat kuormittamattomat. Tal

loin saron kylkien reunaehdoista 

cr 9 (8 = ±ex) = 0 

't rB (8 = ±ex ) = 0 

saadaan /6/ funktion /(8) reunaehdoiksi 

/(8 =±a)= 0 
j'(8 =±a)= 0. 

(9) 

(10) 

Tutkitaan milia kulman a arvoilla ratkaisu (8b), jossa A= 1, on mahdollinen. Sijoitta
malla ratkaisu (8b) reunaehtoihin (10), saadaan yhtaloryhma 

1 cos(2ex) a sin(2ex) A 0 

1 cos(2a) -ex -sin(2a) B 0 
= (11) 

0 -2 sin(2ex) 1 2cos(2ex) c 0 

0 _sm _a ? . (I ) 1 2cos(2a) D 0 

Koska haetaan ratkaisua (8b), missa ainakin jokin kenoimista A,B,C,b on nollasta 
eroava, on yhtaloryhman (11) kerroinmatriisin determinantin oltava nolla. Kerroinmat
riisin karakteristiseksi yhtaloksi saadaan 

8 sin(2ex )(sin(2ex)- 2ex cos(2ex )) = 0. (12) 

Kun kulma ex rajoitetaan valille ex E (0, n: ], saadaan kulman arvoiksi, joilla ratkaisu (8b) 

on kaypa 

a 1 = rr = 180° 
a 2 z 0,71514rr =:: 128,7° 

n: 
ex 3 = -=90° 

2 
(13) 

Taman artikkelin puitteissa kasitelUUin vain sarotapaus, jossa a = n: , jolloin yhtalbryh
m:ista (11) saadaan ratkaistua kenoimet 

A A A ,._ 

B=-A , C=D=O (14) 
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Tuloksen (14) perusteella tapaus A.= 1 tulee ratkaisuun mukaan, kun saroa kuormitetaan 
kuormitustavalla I, mutta kuormitustavalla II tama osuus ratkaisusta on nella. Ratkaisu
ja (6) ja (8b) tarkastelemalla havaitaan, etta ratkaisussa (6), jota Williamsin sarjaratkai
sussa yksinomaan kaytetaan, symrnetrinen osuus.on oikein huomioonotettuna, mutta an
timetrinen osuus ei ole nella kuten pitaisi. Lahteessa /6/ tata ei ole otettu huomioon. 
Lahteessa /7 I tapa us A. = 1 on jatetty pois perusteluja esittamatta. 
Kun A.> 01\ A."# 1 ja a= 1t saadaan reunaehdoista (10) parametrille A. arvot 

n 
A.=-, n = 1,3,4,5, ... 

2 
(1 5) 

kuten lahteessa /6/ on esitetty tapausta n = 2 lukuunottamatta. Lauseke (15) patee kui
tenkin myos talle tapaukselle. Ratkaisun (6) kertoimille saadaan reunaehtoja (10) sovel
tamalla ja sijoittamalla a = 1t 

B =-n-2 A 
n n + 2 n n = 1,3,5, .. . (16a) 

Dn =-Cn 

Bn =-An 
D = _ n-2 C n = 4,6,8, .. . 

n n+2 n 

(16b) 

Sarotapaukselle saadaan siis Airyn jannitysfunktioksi 

00 

$ = :2>~- f/1(8 ) (17) 
n=l 

miss a 

f. (8) ~A,[ cos(cx,e)- ~: cos(~.e) ]+c,[ sin(cx,8)- sin(~ .eJ]. n ~ 1,3,5, ... 

h (8 ) = A2[1- cos(28)] = A2[1- cos(~ 28)], (n = 2) 

J.{8) ~A,[ cos(cx,e)- cos(~,e J]+c,[ sin(cx.e)-~: sin(~.e)]. n ~ 4,6,8, ... 

a = n- 2 Cl. = n+ 2 (18) 
n 2 ' 1-'n 2 

Tulos on sama kuin Williamsin sarjaratkaisu /6/ lukuunottamatta fu nktiota j 2 (8), jossa 
nyt antimetrinen osuus on identtisesti nella. Williamsin sarjaratkaisussa vastaavan ter
min antimetrinen osuus on nella, mutta ei identtisesti, jolloin derivoitaessa tastii tem1ista 
tulee ylimaaraisia termeja. Koska jannityksia laskettaessa derivoidaan Airyn jannitys
funktiota, jatkossa esiteltavat tulokset poikkevat Williamsin sarjaratkaisun tuloksista. 
J iinni tykset saadaan Airyn jannitysfunktiosta lausekkeilla 
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1 a<P 1 a 2<P () =--+---
r r ar r2 ae 2 

a2<P 
0 e =-2-

ar 

't e = -~(.!. d<jl) 
r dr rae (19) 

Koska kiisittelyssa on jo rajoituttu isotrooppiseen materiaaliin, ovat materiaaliyhtalot ta
sojannitysrilassa 

[ 

£ r J 1 [ 1 -V 0 ][ 0" r J c:8 = - -v 1 0 cr 8 

y re E 0 0 2(1+v) 'tre 

Venymien lausekkeet napak.oordinaatistossa ovat 

au, 
E, = dr 

u, 1 dUe 
Ee =-+--

r rae 

joista paastlHin inregroimalla siirtymien 1ausekkeisiin 

u, = J E ,dr + g1 (8) 

Ue = f[ rc:8 - (u,- g1 (8))]de- J g1 (8)d8 + g2(r) 

(20) 

(21) 

(22) 

Naissa termit g1 (9), - J g1 (9 )de ja g2 (r) ovat jaykan kappaleen siinymakentan mukai

ser siirrymat. Kuvan 1 karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa jaykan kappa
leen siirtymakentan Jausekkeiksi saadaan 

Suorittamalla koordinaatiston kierto ja sijoittamalla naihin yhteydet 

x = rcos(S) 
y = r sin(8) 

saadaan jaykan kappaleen siirtymakentaksi napakoordinaatistossa 

(23) 

(24) 
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[u~]=[ co_s(9 ) ]uo +[sin(9)Jvo +[Ol.,o 
ug -Stn(9 ) COS(9) r r (25) 

Sijoittamalla Airyn jannitysfunktion avulla lausutut jannityskomponentit materiaaliyh
taloihin (20) ja suorittamalla tarvittavat laskelmat saadaan siirtymien sarjakehitelmiksi 

u, = cos(8 )u0 + sin(9 )v0 + 

+ 2~ L~5~_.[V(n -2)cos(~ .. e)- (nV +2(v - 3))cos(a,.e)]r"12 + 

+A24[v cos(29)+(1-v)]r+ 
00 

+ L An[v(n + 2)cos(~ ne )- (nv + 2(v- 3))cos(a ne )]rn12 + 
n=4,6,8 .... 

00 

+ L,.cn[vCn+2)sin(Pn6 ) - (nv +2(v -3))sin(a ne )]rn12 + 
n=1.3,5, ... 

+ =~,:~[V(n- 2)sin(~ .. e )-(nil+ 2(v- 3))sin(cx .. e )]r"12
} (26) 

Ue =- sin(9 )u0 + cos(8 )v0 + rw 0 + 

+-f-{ f An[-v(n- 2) sin (~ ne )+ (nv- 2(v- 3))sin(an8 )]rn12 + 
_£ 13-n=' ,:>, ... 

-A2 4v sin(28 )r + 
00 

+ I. An[ - v(n+ 2)sin(P ne )+ (nv- 2(v- 3))sin(ane )]rn12 + 
n=4,6,8, ... 

00 

+ L,cn[v(n+2)cos(Pn9)-(nv -2(v -3))cos(ane)]rn12 + 
n=1,3,5, ... 

+ .. J:[~[V(n-2)cos(~ .. e )-(nV-2(v- 3))cos(n .. e )]r"12
} (27) 

missa V = 1 + V. Jannitysintensiteettikertoimet saadaan kertoimista A1 ja C1 lausekkeilla 
/6/, 17/, /8/ 

Kl = .J2itA1 

K n = .J2it cl 
(28a) 

(28b) 

Jos siirtymat johdetaan Williamsin sarjaratkaisun avulla, niin siirtyman u, Jauseke sai
lyy ennallaan, mutta siirtymaan Ue tulee lisatermi 
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(29) 

Vertaamalla tara lausekkeeseen (25) nahdaan, etta tama vastaa jaykan kappaleen rotaati
ota. Williamsin sarjaratkaisun avulla lasketuissa siirtyman lausekkeissa on siis jiiykan 
kappaleen rotaatio mukana. 

REGRESSIOANAL YYSI 

Ensimmaisen kertaluvun regressioanalyysissa ratkaistaan tilastolliseen malliin 

(30) 

liittyva estimointitehtava. Tarkoituksena on estimoida p x 1-kerroinvektori j3, kun seli
tettava n x 1-vektori y ja n x p -datamauiisi X tunnetaan. Hairiotermi u oletetaan nor
maalijakaantuneeksi, jotta regressiomallin varianssianalyysi olisi mahdollista. 

Kun hairiotermin u kovarianssimauiisi on Hivistajamauiisi, niin kerroinvektorin j3 mi
nimivarianssiestimaatti b saadaan lausekkeella /9/, /10/ 

(31) 

ja taman kovarianssimatriisi lausekkeella 

(32) 

Lisaksi voidaan todistaa, etta kerroinv~ktorin estimaatilla on N(b,cr 2 (X T X)- 1) -ja

kauma. 
Mallin residuaali eli sovitusvirhe maii.ritellaan kaavalla 

r=y-Xb. (33) 

Residuaalin voidaan todistaa olevan ainakin likimaaraisesti normaalijakautunut ja sen 
odotusarvo on nolla. Normalisoimalla residuaali siten etta sen varianssi on yksi voidaan 
tunnistaa malliin tilastollisessa mielessa sopimattomat yhtalot, jotka voidaan taten pois
taa. Sopimattomia yhtaloita kutsutaan vieraiksi (engl. outlier). Yhtalo katsotaan vieraak
si, jos sita vastaava residuaali on itseisarvoltaan suurempi kuin esim. 3. Tata kii.ytetaan 
hyvaksi inrensiteettikertoimien laskennassa. 
Lisaa regressioanalyysin teoriasta ja erilaisista testeista ja testisuureista lOytyy lahteista 

/9/ ja /10/. 

REGRESSIOMALLI 

U seimmissa nykyisissa elementtimenetelmii.ohjelmistoissa voidaan m1Hiritella paikallisia 
koordinaatisroja ja laskennan tulokset, Hihinna siirtymat, voidaan tulostaa tallaisessa 

35 



koordinaatistossa halutuille solmuille. Siiro on hyva mallintaa singulaarisilla elementeil
Hi, kuten Iahteissa /6/, n I on esitetty. Kun tassa artikkelissa esiteltavaa menetelmtHi kay
tetiiiin jannitysintensiteettikertoimien laskentaan, mallinnettavaan kappaleeseen on maa
riteltiiva paikallinen napa-koordinaatisto, jonka origo on saron kfujessa ja jonka kulma
asemaa mitataan saron suuntaisesta suorasta kuten kuvassa 1 on esitetty. Seuraavaksi on 
valittava sopiva maara solmuja siiron karjen ympiirilta, joiden siirtymat u,1, Ue; ja koor-

dinaatit r; , e J tulostetaan tassa koordinaatistossa. Saron ympiiriston solmujen koordi

naattien ja siirtymien muunnos tahan paikalliseen koordinaatistoon voidaan tietenkin 
tehda myos erilliselHi ohjelmalla. 
Numeroimalla siiron ympiiriston solmut tarvittaessa uudelleen voidaan nyt siirtymien 

lausekkeiden (26) ja (27) avulla muodostaa regressiomalli 

Eu0 

Ev0 

u' v' 0 kil kin 
r a;l r r r Ew 0 

u,J a21 C31 a41 C41 1 1 
Kl 

u,N r r 0 k;N kilN 
r r r r r Ku 

= 
UN VN a2N a3N c3N a41 c4N 

A2 
Uel ue ve w? e e e e e e e 

1 1 kn kill a21 a31 C31 a41 C41 
A3 

LieN u~ e e e e e e e e e c3 
VN WN kiN kilN a2N a3N CJN a4N c4N 

A4 
c4 

(34) 
jossa kerroinmatriisin alkiot saadaan laskettua liitteessa 1 esitetyilla lausekkeilla. 
Regressiomallissa (34) kolme ensimmaista tuntematonta on kerrottu ja naira vastaavat 

kerroinmatriisin alkiot jaettu kimrnornodulilla E kerroinmatriisin kuntoluvun (engl. 
condition number) parantamiseksi. Jos saroa kuormitetaan vain kuormitustavalla I, on 
kaikki antisymmetriset termit K 11 ,C3,C4, ... poistettava regressiornallista. Riippuen 

kappaleen mallinnuksesta, reunaehdoista ja kuormituksesta myos osa jaykii.n kappaleen 
siirtymatermeisUi voidaan apriori asettaa nollaksi. 
Regressioanalyysia on aikaisemrnin kaytetty hyvaksi jannirysintensiteettikertoirnien 

laskennassa, mutta regressioon on kaytetty vain siiron kyljilHi olevia solrnuja, koska siir
rymien sarjakehitelmien korkempien termien mukaanotto on koettu hankalaksi /2/, /3/. 
Jos saro on kuormitettu vain yhdella kuormitustavalla, niin saran kyljilHi siirtymien sar
jakehitelmien parittomat tai parilliset termit ovat nollia, jolloin vahaisempi maara ter
meja tuottaa tarkemman tuloksen. Lahteessa /11 regressioanalyysin kaytto jannirysinten
siteettikertoimien laskennassa lahes esitetliiin jaykan kappaleen siirtymatermeja lukuun
otramatta, mutta siellakin ~arjakehitelmasta otetaan lopulta vain ensimmainen termi ja 
kaytetaan sita saron kyljen solmuihin . 
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ESIMERKKI 1 

Ensimmaisena esimerkkina tarkasteltiin kuvan 2 mukaista neliOlevya, jossa on keskei
nen saro ja kuorrnituksena tasainen vetokuormitus sliroa vastaan kohtisuorassa suunnas
sa. Talle tapaukselle jannitysintensiteettikerroin saadaan Hihteesta /4/. Levyssii. oletettiin 
olevan tasojannitystila ja sliron kuorrnittuvan kuorrnitustavalla I. 

cr0 =100MPa 

K uva 2. Neliolevy, jossa on keskelHi Hipimeneva sliro. 

Kuva 3. Rakenteen elementtimalli ja sliron klirjen mallinnus. 

Levysta mallinnettiin oikea alaneljannes ANSYS-ohjelmalla. Sl:iron ymparist6 mallin
nettiin 6-solmuisilla kolmioelementeilla ja muualla kaytettiin 8-solmuisia neliOelement
teja. Yhteensa mallissa oli elementteja 98 kpl ja vapausasteita 622 kpl. Mallille lasket
tiin jannitysintensiteettikerroin K1 , josta tulokset esitellaan jaljempana. 
Toisessa vaiheessa elementtiverkkoa optimoitiin energianonnin mukaisen virheen suh
teen, kun optimointimuuttujina oli kuvan 3 parametrit R1 ja R2 . Virhe estimoitiin AN
SYS-ohjelman PRERR-komennolla. Energiavirheen optimointi on sikali jlirkevaa, etta 
optimissaan jannitys- ja muodonmuutoskentat ovat elementtien yli mahdollisimman jat
kuvia. Talloin inyos solmusiirtymat saavat optimoinnin rajoitusten puitteissa tarkimmat 
arvot. Optimoinnin tuloksena parametrit saivat arvot R1 = 1,77 mm ja R2 = 15,6 mm, 
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jolloin naiden suhde on R1 I R2 ""0,11. Tama on lahes sama kuin Hili tees sa n I suositeltu 
empiirinen arvo 0,15. 
Yertailutulokset laskettiin saron kyljen siirtymista kahdella eri kaavalla 121, 131, joista 

ensimmltinen on symmetriselle sarotapaukselle 

(35) 

ja toinen 

(36) 

v A 

Kuva 4. Siirtymat v A ja v8 . 

missa LQ on singulaarisen elementin sivun pituus pitkin saron kylkea seka v A ja v8 

taman elementin kuvassa 4 esitetyt solmusiirtymat. Kaava (35) on sama kuin lahteessa 
16, s.2011 esitetty. Lisaksi jannitysintensiteettikerroin laskettiin viela ANSYS-ohjelman 
KCALC-makrolla. Talle intensiteettikertoimelle kayteHian merkintaa Kf!VSYS. Analyyt
tinen jannitysintensiteettikerroin saadaan lahteesta 141 neljan merkitsevan numeron tark
kuudella 

KJarkka = 1,334cr .,.,Jna = 52,87 MPa.Jffi (37) 

jossa on otettu huomioon jannitysintensiteettikertoimien erilainen maarittely (lahteessa 
141 Jit puuttuu, koska jannitysintensiteettikertoimet maaritellaan eri tavalla). 
Koska mallissa saron karjen Iabella jaykan kappaleen rotaatio ja saroa vastaan kohti
suora jaykiin kappaleen siirtyma ovat ilmeisesti nollia, ne jatettiin regressiomallista 
pois. Myos kaikki antisymmetriset termit jatettiin pois. Jannitysintensiteettikertoimet 
laskettiin regressiomallilla aluksi ottaen kaikki siirtymat alueesta R3 ~ 30 mm ja sen jal-

keen poistamalla vieraat yhtalot regressiomallista. Vieraiksi katsottiin yhtalOt, joiden 
studentisoitu residuaali ylitti arvon 3. Siirtymien sarjoista otettiin maksimissaan 6 ter
mia. Tulokset on esitetty viiden merkitsevan numeron tarkkuudella taulukossa 1. 

T aulukko 1. RegressioanalyysilHi lasketut sarjan kertoimet. Verkko A vastaa alkuperais
ti.i. ja verkko B optimoitua elementtiverkkoa. Numero 1 vastaa tapausta, jossa on kaikki 
yhtalotja numero 2 tapausta, jossa vieraat yhtalOt on poistettu regressiomallista. 

KI A2 A3 A4 As A6 
IMPa.Jffi IMPa /MPa·m-112 IMPa· m-1 /MPa -m-312 IMPa ·m-2 

Verkko Al 52,991 -37,463 78,520 95,447 -912,89 
Yerkko A2 52,500 -36,244 67,622 91,633 -868,15 
Yerkko B 1 52,990 -34,756 74,030 65,240 -740,09 307.01 
Yerkko B2 52,873 -34,625 72,359 65,704 -730,25 304.22 
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T aulukko 2. Eri menetelmilla lasketut jannitysintensiteettikenoimien arvot. 
KTarkka = 52,87MPa.Ji!i. 

Kfegr KfCT KfPDT KfNSYS 

/MPa.Ji!i /MPa.Ji!i /MPa.Jrn /MPa.Jrn 

Verkko A 52,50 83,07 67,58 72,74 
virhe% -0,7 57 28 38 

Verkko B 52,87 56,48 56,15 61 ,82 
virhe% 0,0 6,8 6,2 17 

Vertaamalla taulukon 1 jannitysintensiteettikertoimen arvoja tarkkaan ratkaisuun nah
daan, etta vieraiden yhtaloiden poistaminen kannattaa ainakin optimoidun elementtiver
kon tapauksessa tassa esimerkissa. Regressiomallilla lasketuista jannitysintensiteettiker
toimista vertailuun kelpuutettiin arvot, joiden laskennassa vieraat yhtalot oli poistettu. 
Venailu on esitetty taulukossa 2, josta niihdaan, etta regressiomalli tuottaa huomattavas
ti tarkempia tuloksia kuin perinteiset siirtymapohjaiset laskentamenetelmat. Lahteen /3/ 
mukaan DCT- ja QPDT-menetelmilla paastaan noin 1 prosemin tarkkuuteen, jos ele
menttiverkko osataan valita oikein. Ongelmana DCT- ja QPDT-menetelmissa on suppe
nevuus, koska intensiteettikerroin voi lahestya tarkkaa arvoa kummalta puolelta tahansa 
ja lisaksi ratkaisu hajaantuu hyvin pienelHi elementtikoolla. 
Kuvissa 5 ja 6 on esitetty saron kyljen siirtymat alkuperaisella ja optimoidulla element

tiverkolla laskettuna. Niista havaitaan, etta saron karjen singulaarisen elementin neljas
osapisteeseen siirretyn solmun siirtyma ei sovi siirtyman sarjaratkaisuun, kun kaytetaan 
alkuperaista elementtiverkkoa. Optimoidulla elementtiverkolla sopivuus on paljon pa
rernpi. Lahteessa /3/ on aikaisemrnin todettu, etta taman solmun siirtyman arvo voi olla 
epatarkka, mika on tassa tullut myos todettua. Olisi siis oltava varovainen taman sol
rnun siirtyman kayttamisessa jannitysintensiteettikertoimen K1 laskentaan, mita ei kaa
van (35) kaytossa ole juuri painotettu. 
Regressioanalyysiin kaytossa on varmennettava, etta regressiomalliin tehdyt oletukset 

pitavat paik.kansa. Naita ovat ensinnakin virhetennin nonnaalijakautuma, jonka toteutu
mista voi arvioida nonnaalitodennakoisyyskuvion (engl. Normal Probability Plot, NPP) 
avulla. Jos virhe on norrnaalijakautunut, niin NPP:n pitaisi olla mahdollisimman ll:ihelHi 
suoraa. Verkon B2 sovitusvirheen normaalitodennakoisyyskuvio on esitetty kuvassa 7, 
josta nahdi:Uin, etta virhe on ainakin likimaarin norrnaalijakautunut. Toiseksi regressio
mallin eri yhtaloiden virheiden pitaisi olla korreloimattomia ja homogeenisia. Tata voi
daan arvioida tulostamalla residuaali vs. ennustettu vaste eli sirontakuvio. Syntyvlin ku
vion tulisi olla mahdollisimman satunnainen. Korrelointi ilmenee suuntauksena ja hete
rogeenisuus tihentymina. Kuvasta 8 havaitaan, etta verkon B2 tapauksessa korrelointia 
ei ole nahtavissa, mutta lievaa heterogeenisuutta ilmenee. 
Tahan mennessa kertyneiden kayttokokemusten mukaan regressiomalliin liittyvia tilas
rollisia tunnuslukuja, kuten selitysastetta, luotettavuusvaleja, estimoitavien kertoimien 
keskihajontoja tai t-testeja ei juuri voi kayttaa apuna regressiomalliin mukaan otettavien 
kertoimien maaraa paatettaessa. 
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Kuva 5. Saran kyljen siirtymat alkuperaisella elementtiverkolla. 
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Kuva 6. Saran kyljen siinymat optimoidulla elementtiverkolla. 
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Kuva 7. Verkon B2 regressiomallin sovitusvirheen norrnaalitodennak:aisyyskuvio. 
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K uva 8. Yerkon B2 regressiomallin sirontakuvio. 

ESIMERKK12 

Toisena esimerkkina tarkasteltiin kuvan 9 mukaista yhdistettya kuormitustapausta. Kun 
kyseessa on tasomuodonmuutostila, jannitysintensiteettikertoirnien analyyttiset arvot 
saadaan lahteesta /5/, ilmeisesti kolmen merkitsevan numeron tarkkuudella. Tasojanni
tystilalle johdetuista kaavoista piHi.staan tasomuodonmuutostilan kaavoihin tekema.lla 
materiaalivakioille muunnos 

E 
£~--

1-v2 
v 

v~--

1-v 
(38) 

L 

Kuva 9. Yhdistetty kuormitustapaus. Pituus L=l m, leveys W=0,2 m, saron piruus 
a=0,06 m. Kuormitus a 0= 100 MPa. Saro on 45° kulmassa ja sen karki on 0,5 m etai

syydella molemrnista paista. 
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Taulukko 3. Jannitysintensiteettikenoimet K1 ja Ku yhdistetylle kuormitustapaukselle. 

Intensiteettikenoimet v)~~e II 
/ MPa.Jm 

KJarkka 38,7 ? 

KTarkka 
Tl 

19,2 ? 
KRegr 

I 
38,4 -0,8 

KRegr 
II 

19,5 1,2 

K~SYS 39,4 1,8 

KANSYS 
II 19,9 3,6 

Kappaleen FEM-mallissa oli elementteja 191 k:pl ja vapausasteita 1158 kpl. Elementti
verkkoa ei optimoitu. Vertailuratkaisu laskettiin ANSYS-ohjelman KCALC-makrolla. 
Regressiomalliin otettiin jaykiin kappaleen siirtymat ja 6 symmetrista seka antimetrista 
tem1ia siirtymien sarjakehitelmista. Tulokset on esitetty taulukossa 3, jossa virheet on 
laskettu lahteen /5/ esittamiin arvoihin verrattuna. 
Lisaksi taman esimerkin yhteydessa havaittiin, etta regressiomallilla lasketut jannitys
intensiteettikenoimet olivat karkeasti virheellisia, jos regressiomallissa ei ollut jaykim 
kappaleen siirtymia mukana. Tama on tietysti odotettavissa. 

YHTEENVETO 

Laskettujen esimerk.kitapausten perusteella esitetty menetelmi:i tuottaa varsin tarkkoja 
arvoja jannitysintensiteettikenoimille myos yhdisteryssa kuormitustapauksessa. Ele
menttiverkon optimointi energianormin mukaisen virheen suhteen parantaa tuloksia en
tisestaan. Menetelman vahvana puolena on sen soveltuvuus riippumatta FEM-analyysiin 
kaytetysta ohjelmasta. Lisaksi jannitysintensiteettikenoimet voidaan laskea yhden ajon 
perusteella. Menetelmaa voi soveltaa myos kuorrnitustapaukseen III, kun jannitysimen
sireettikerroin on vakio sarorintamaa pitkin. 
Menetelman luotettavuuden varmistamiseksi olisi laskettava useampia esimerkkita

pauksia. Useampia esimerkkeja laskemalla on mahdollista kehittaa heuristisia saantoja 
montako termia siirtyman sarjakehitelmasta on otettava ja kuinka suurella alueella reg
ressiomallia sovelletaan. Menetelmaa olisi myos verrattava kehittyneempiin jannitysin
tensiteettikenoimien laskentamenetelmiin joista mainittakoon · CIM (engl. Countour 
Integral Method) ja CUTOFF-menetelma n1. 
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Liite 1. Regressiomallin kerroinmatriisin alkioiden lausekkeet. Solmun j koordinaatit 
ovat (r1,8 1). 

uj = cos(8 1)1 E 

vj = sin(8 J) IE 

uJ = -sin(8 1 )I E 

vJ = cos(8 1) I E 

m~=r- I E 
1 1 

kij = $ [ -(1 +v)cos(38 J I 2)- (3v -5)cos(8 J I 2)].[rj 
2£ 27t 

k[11 = $ [30 +v)sin(38 1 I 2)+(3v- 5)sin(8 1 12)].[rj 
2£ 21t 

k~ = $ [ (1 +v)sin(38 J 12)-(7 -v)sin(8 J I 2)]fj 
2£ 27t 

kJ11 = $[3(1+v)cos(38 1 l2)-(7-v)cos(8 1 12)].[rj 
2£ 21t 

a7_1 = ~[O+v) cos(28 1 )+1-vh 
1 [ (i+2 ) (i-2 ) ] '/2 a[; = lE (1 + v)(i- 2)cos -

2
- 81 - (i(l +v) + 2(v- 3))cos 

2
81 r) , i = 3,5,7, ... 

1 [ (i+2 ) (i-? )] '/2 a[; = 
2

£ (1 +v)(i + 2)cos 281 - (i(l +v) + 2(v- 3))cos --:j-8 1 r) , i = 4,6,8, .. . 

cij = 2~ [ (1 +v )(i + 2)sin( i ~ 2 
81 )- (i(l +v)+ 2(v- 3))sin( i ~ 2 

81) }J12, i = 3,5,7, .. . 

cij = 2~ [(1 +v)(i- 2)sinC ~ 2 e j )-uo +v)+ 2(v- 3))sin( i ~ 2 e j) Jr1n. i = 4,6,8 •... 

at= _ 3._(1 +v) sin(28 J )r1 E 

a~ = 2~ [ -(1 + v)(i - 2)sinC ~2 81 ) + (i(l +v)- 2(v - 3))sinC ~ 2 
81 )}J12

, i = 3,5,7, .. . 

a~ = 2~ [ -o +v)(i +2)sinC ~2e j )+ucl +v)- 2cv- 3))sinC ~ 2 e j) }112
• i = 4,6,8, .. . 

e 1 [ . ( i + 2 ) . (i- 2 )] .12 cu = 
2

£ (1 + v )(l+ 2) cos -
2
-81 - (t(l + v)- 2(v- 3))cos 2 81 r) , i = 3,5,7, ... 

e . l + . 1 -- i/2 . 1 
[ ( . 2 ) (' ') )] cu = 

2
£ (1 +V )(t- 2)cos -

2
-81 - (t(l +v)- 2(v- 3))cos -

2
-81 r1 , t = 4,6,8, ... 
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