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Tiivistelmii: Artikkelissa kehitetaan laskumenetelma, jonka avulla voidaan helposti 
laskea kehiirakenteen voimasuureet, kun osittain jaykkien liitosten toimintaa kuvataan 
lineaarisilla kiertojousilla. 

JOHDANTO 

Teriisrungon liitokset otaksutaan yleensa joko nivelellisiksi tai taysin jaykiksi. Todelli­

suudessa liitosten toiminta on naiden aiiritapausten valiltii. Staattisessa kasittelyssii 

voidaan kiiyttiia liitoksen toiminnan kuvaamiseksi rakennemallia, jossa palkin paissii on 

lineaariset kiertojouset. Laskelmissa kaytettiiva jousivakio puolestaan arvioidaan liitok­

sen momentti - kiertymlikuvaajan avulla. 

Kun liitosta kuvaavan jousen jousivakio on saatu arvioitua, voidaan paistiiiin jousilla 

varustetun sauvan sauvavakiot ja kiinnitysmomentit selvittiiii soveltaen laskutekniikkaa, 

jota on pitkiiiin kaytetty viisteellisten kehasauvojen yhteydessa. /1/, /2/. Sen jalkeen 

kehii ratkaistaan tavanomaiseen tapaan. 
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SAUVAVAKIOT 

Muodostetaan kuvan 1 mukainen rakennemalli sauvalle, jonka poikkileikkaus on vakio 

ja jonka piiissii on erisuuret kiertojouset. 

EI 
t:1~---41j 

L 

Kuva 1. Sauvan rakennemalli. 

Kun mallin mukaista sauvaa kuormitetaan toisesta paiistiiiin voimaparilla M = 1, niin 

vapaasti tuetun kaksitukisen palkin piiiden kiertymiit ovat kuvan 2 merkintojen mukaan 

seuraavat. 

M, = 

Kuva 2. Kiertymiit momentista M1 = 1. 

Sauvan piiiden kiertymiit voidaan laskea siten, etta taivutusmomentin aiheuttamaan 

kulmanmuutokseen lisiitiiiin sauvan piiiissii olevan momentin aikaansaama kiertojousen 

kulmanmuutos. 
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1 L 
al = - + - (1) 

sl 3EI 

L 
(3 = --- (2) 

6EI 

Kun samalla tavoin kuormitetaan sauvaa sen vastakkaisesta paasta saadaan kuvan 3 

mukaisin merkinnoin. 

t 
(3 

Kuva 3. Kiertymat momentista M2 = 1. 

1 L 
az =- + ­

S2 3EI 
(3) 

Maaritetaiin nyt sauvan paiden momentit siten, etta tuella 2 kiertyma hiiviaa. Saadaan 

yhtaloksi 

(4) 

Tasta voidaan selvittaa sauvan paissa vaikuttavien momenttien suhde. 

(5) 

Tuella 1 olevaksi kiertyman arvoksi tulee. 
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[32 D 
~~ = M 1a 1 - M2 f3 = M 1(a1 --) = - M 1 

~ ~ 

Tiissa on merkitty 

(6) 

(7) 

Sauvanpaiin kiertyman ja siihen vaikuttavan momentin valinen yhteys on selvitetty ja 

niiin sauvavakioille voidaan kirjoittaa tutut lausekkeet. 

KIINNITYSMOMENTIT 

f3 
b =­

D 
(8) 

Kehan ratkaisussa tarvitaan liihtoarvoina jaykasti kiinnitetyn sauvan kiinnitysmomentit. 

Myos niiden laskeminen sujuu vaivattomasti samalla tavalla kuin viistesauvoilla. 

Asetetaan vain kiertymat sauvojen molemmissa paissa nolliksi ja otetaan huomioon 

sauvan kenttakuormituksen aiheuttamat kulmanmuutokset a 10 ja ~0• Niita laskettaessa 

vapaasti tuetulle kaksitukiselle palkille tarvitsee ottaa huomioon vain taivutusmomentin 

vaikutus sauvan janteella. Nain saadaan yhtalopari, josta kiinnitysmomentit MK voidaan 

ratkaista. 
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MK 1a 1 - MK2(3 + a 10 = 0 

-MK1(3 + MK2a 2 - a20 = 0 

Tasta seuraa kiinnitysmomenteille lausekkeet 

~atO- (3a2o 
MKI =-----

D 

D 

Tulos on yhtapitava liihteen /5/ kaavojen kanssa. 

VOIMASUUREIDEN LASKEMINEN 

(9} 

(10) 

Kun sauvavakiot ja kiinnitysmomentit on selvitetty, voidaan keha ratkaista laskijan 

mieltymyksen mukaan yleisella siirtymamenetelmalla tai vaikkapa Crossin momentin­

tasausmenetelmalla. Suurempien kehien yhteydessa kannattaa laskut suorittaa ATK:n 

avulla kayttamallii ohjelmaa, jossa on liitoksien jousimalli mukana tai tavallisella 

kehaohjelmalla. Jos turvaudutaan jalkimmaiseen vaihtoehtoon, niin siina kiertojousi 

voidaan korvata ~L:n mittaisella sauvalla, jonka jaykkyys valitaan siten, etta kulman­

muutos on momentin vaikutuksesta sama kuin kiertojousella. 

EI = S~L (11) 

Haittapuolena on sauvojen lukumaaran lisaantyminen rakennemallissa. Sivusiirtyvissa 

keharakenteissa voidaan nain saatua 1.- kertaluvun ratkaisua viela tarkentaa ottamalla 

pilarien sauvavakioissa normaalivoiman vaikutus huomioon /3/. Sivusiirtyman aiheutta­

ma lisarasitus voidaan laskea P-delta menetelmlin avulla /4/. 
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Kuten ede!Hi olevasta teoriasta ja jiiljempanii seuraavasta esimerkistii ilmenee, ei osittain 

jiiykillii liitoksilla varustetun kehan analysointi ole sen tyoliiiimpiiii kuin viisteellisten 

kehiisauvojen tapauksessa. Suurempi ongelma on selvittiiii jousivakion arvo liitokselle. 

ESIMERKKI 

Lasketaan yleisen siirtymiimenetelmiin avulla kuvan 5 mukainen kehii, jonka palkki on 

IPE550 ja pilarit HE220B. Palkin ja pilarin viilisen osittain jiiykiin liitoksen toimintaa 

kuvataan lineaarisella kiertojousella, jonka jousivakioksi arvioidaan S = 50000 kNm/­

rad. 

170 kN/m 
1 s kN ~-~~- -----~r·-1 

I I i ! I I I I • --. . . . 

7 . 2 m 
-t'---·------:;""' 

Kuva 5. Kehiin mitat ja kuormitus. 

-f 
I 
I 6 m 
I 

1 

Palkin sauvavakiot kaavojen (1), (2), (3), (7) ja (8) mukaan ovat. 

a 1 = lX:2 = 0.03702*10-3 

f3 = 0.00851 *10'3 

D = 1.298*10-6 

a1 = a2 = 28.52*103 

b = 6.56*103 
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Pilarien sauvavakiot ovat 

a = 4EI/L = 11.33*103 

b = 2EI/L = 5.66*103 

Kiinnitysmomentti tasaisesta kuormasta kaavan (10) avulla 

a 10 = ~0 = pL3/(24EI) = 18.75*10'3 

MK = 411.8 kNm 

( Sarna lukuarvo saadaan myi:is lahteessa /5/ esitetylla laskutavalla ). Muodostetaan 

seuraavaksi rakenteen jaykkyysmatriisi valitsemalla siirtymat kuvan 6 osoittamalla ta­

valla. 

__ .,. 

Kuva 6. Kehlin siirtymat. 

Ratkaisuyhtali:iksi saadaan siten 

r 
1888 

-2832 
~__-2832 

~r....., r- ~ -2832 -2832 I OJ ! i 15.0 
39850 656~~ &2 / = L! -411.8 
6560 3985~ 6~ 411.8 
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Siirtymiksi tulee 

()1 = 9.725*10-3 m 
()2 = -11.78*10-3 rad 
()3 = 12.96*10-3 rad 

1.-kertaluvun teorian mukainen taivutusmomenttipinta siirtymistii laskettuna on esitetty 

kuvassa 7. Sarna tulos saadaan myos kehiiohjelmalla, kun palkin piiihin sijoitetaan 

0.001 m mittaiset lisiisauvat tai kun kiiytetiiiin kehiiohjelmaa, jossa sauvaelementin 

jiiykkyysmatriisi muodostetaan kiertojousen vaikutuksen huomioonottavien sauvavakio­

den avulla /6/. Jos liitosmomentit kasvavat liihelle liitoksen momenttikestiivyyttii, 

voidaan laskenta suorittaa asteittaisen kimmoisen analyysin avulla, jossa liitoksen 

jiiykkyyttii pienennetiiiin kuormituksen lisiiiintymisen mukaan. 

119.3 kNm 161.0 kNm 

45.8 kNm 94.2 kNm 

Kuva 7. Kehiin taivutusmomenttipinta. 

Jousivakion vaikutus esimerkkikehiin voimasuureisiin niikyy oheisesta vertailusta, jossa 

on pilarien piiiden momentit ja kehiin sivusiirtymiit laskettuna jousivakion huomioivalla 

kehiiohjelmalla. 
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Liitoksen Vasen pilari Oikea pilari sivusiirtyma 
jousivakio alap ylap alap ylap 

0 -45 0 -45 0 31.8 
30000 38.8 -107.3 -88.6 147.5 10.5 
50000 45.8 -119.3 -94.2 161.0 9.7 
80000 50.4 -127.2 -97.9 169.6 9.3 
Jaykka 59.3 -142.7 -105.4 186.7 8.5 
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