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Tiivistelmi: Artikkelin tarkoituksena on tiydentid teoksessa Arvo Ylinen: Kimmo- ja
lujuusoppi, n:ossa 96 esitetyn ulokepalkin probleemaa eriilli kiinnitetyn pdén reunaeh-
totapauksella, joka tuottaa palkin poikkipinnan siirtymikertoimelle mielenkiintoisen
lukuarvon. Reunaehtoon piddytidn méirittelemilld palkin poikkileikkauksen keski-
midriiset siirtymikomponentit ja kiertymi tietyn tyokriteerin perusteella.

JOHDANTO

Leikkausvoiman vaikutus palkin muodonmuutoksiin esitetdén palkkiteoriassa tavalli-

sesti muodossa [1, s.287] (kuva 1)

_r 2
dv—CGAdx, (1)

Tissi dv on leikkausvoiman Q johdosta palkin akselin alkion dx osuudella syntyvi ak-
selin poikittaissiirtymd, A palkin poikkileikkauspinta-ala, G palkin materiaalin (homo-

geeninen, isotrooppinen) liukukerroin ja { poikkipinnan siirtymiikerroin.

Kaava (1) esiintyy kirjallisuudessa usein myds vaihtoehtoisessa asussa

e
D= r6a @

jolloin siis k=1/(. Tistd kertoimesta kdytetdiin englanninkielisessi kirjallisuudessa

yleensd nimitystd “shear correction factor”.
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Kuva 1 Leikkausjdnnitysten aiheuttama palkin taipuma [1, kuva 189].

Jos leikkausvoimasta syntyvit leikkausjdnnitykset jakautuisivat tasaisesti poik-
kileikkauspinnalle, siirtyméikertoimen arvo olisi tasan 1. Niin ei kuitenkaan kéy todel-
lisuudessa ja kertoimen { sopivan numeroarvon valinnalla pyritésin saamaan realistinen
mallitus. Kirjallisuudessa esitetddn eri tavoin johdettuja Cin arvoja. Esimerkiksi suora-

kaidepoikkileikkaukselle on tavanomaisin kéyttoarvo [1, s.288]

6
C—g, 3)

mutta eri perustein voidaan péityd myos esimerkiksi arvoon [1, 5.289]

_ 24+15v

C—m (@)

tai arvoon [1, s.329]

3. G
C—4 2F ©)

Niissd E on kimmokerroin ja v Poissonin vakio.

Viimeinen tulos on saatu tarkastelemalla ulokepalkin tdsméllistd ratkaisua ja tdmi ar-
tikkeli késittelee juuri kyseistd tapausta erdstd uutta reunaehtovalintaa kayttden. Siind
toimitaan poikkileikkaukselle méadriteltyjen keskiméériisten siirtymékomponenttien ja
keskimédrdisen kiertymén avulla ja ndiden suureiden tarkastelu suoritetaan esivalmiste-

luna.
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SAUVAN POIKKILEIKKAUKSEN SIIRTYMASUUREET

Tasosauvojen yhteydessd operoidaan jdnnitysresultanteilla N, O ja M, joiden tutut
médrittelykaavat ovat kuvan 2 merkinnéin

g XU

<V
/
0

»v

Kuva 2 Sauvan jdnnitysresultantit.

N=[o,dA — 0=[t,dA  M=[o,ydA, ©)
Lausekkeiden tdsméllinen sisdlté on ilmeinen.
Sauvan poikkileikkausten ajatellaan tavallisesti liikkuvan kuvan 3 ‘“harjasmallin”
tapaan; siis ikddnkuin kukin poikkileikkaus olisi jaykkd tasolevy. Tdma malli on kétevi

mm. sauvan liittyessd muihin rakenneosiin, jolloin sauvan pii voidaan tavallaan liimata

ympéristoon yksinkertaista kinematiikkaa kéyttden.

Kuva 3 Poikkileikkauksen siirtymad.



Poikkileikkauksen siirtymiitilan kuvaavat tdysin poikkileikkauksen origon (esimerkiksi)
siirtymidkomponentit Y4, Vo ja poikkileikkauksen kiertymd 0. Nédin ajatellen paddytddn
lisdksi tyokésitteitd tarkasteltaessa havainnolliseen esitykseen, koska esimerkiksi pien-
ten siirtymien tapauksessa ja lineaarisessa teoriassa jénnitysresultanttien poik-
kileikkauspintaan tekemd tyo on yksinkertaisesti

W= %(NuO + Qv, — M0) @)

(Viimeisen termin miinusmerkki johtuu tdssd valituista merkkisddnnoistd, joissa myotd-

pédividin tapahtuva kiertymi on positiivinen.)

Todellisuudessa sauvan poikkileikkaukset eivit luonnollisestikaan yleensid liiku aivan
kuten kuvassa 3 on esitetty. Tdmén kirjoittajille on tullut muussa yhteydessd esille
asetelma, jossa toisaalta tiedetdén - tai otaksutaan tiedetyksi - poikkileikkauksen sauva-
teoriatyyppinen jénnitysjakauma ja toisaalta siirtymien yksityiskohtainen jakauma
poikkileikkauksessa. Tdlloin on syntynyt tarve mééritelld jossain keskimédrdisessd
mielessd suureiden Yo, Yo, 0 vastineet - merkitddn niitd tunnuksilla %o, V,0 - joilla on
mm. kiyttod verrattessa sauvamaisten rakenteiden tdysin elementtimenetelmélld saatuja
ratkaisuja puhtaan sauvateorian antamiin ratkaisuihin.

Tissd tarkoitetaan (lineaarisella) sauvateoriatyyppiselld jdnnitysjakaumalla, ettd tie-

tyssd poikkileikkauksessa jannityskomponenttien lausekkeet ovat periaatteessa muotoa

0, = fulN + L0+ fuM (8)
T, = gyN +gQQ+gMM )

Suureet f ja & ovat kussakin poikkileikkauksessa tiettyjd annettuja y:n ja mahdollisesti
z:n funktioita ja erityisesti siis jdnnitykset riippuvat (lineaarisesti) pelkéstddn ky-
seisessd poikkileikkauksessa vallitsevista jidnnitysresultanttien arvoista. Erds kaavojen
(8) sovellus on (kuva 4)

o, =lN+XM,
A1 &)

1( 1(3 6y 1(3;1'2 1)
SLY LAY | VLY [ B VA o TR L R R ¥
o A(hy) A[z hsz m\2r2” "8
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Kyseessd ovat lihteessd [2, s. 93] esitetyn teorian lievilld modifikaatiolla saadut kaa-
vat. Sauvan akseli on suora, poikkileikkaus on suorakaide, jonka korkeus h=2a voi

muuttua (4'= dh/ dx) ja materiaali on homogeenista ja isotrooppista. Lisdksi

1 2
A=bh=2ab, I=7bl’=7ab, (10)
Riippuvuus z-koordinaatista puuttuu ja fp = 0.
A-A
A <—| | b |

A <« (b)

Kuva 4 (a) Korkeudeltaan muuttuva palkki. (b) Palkin poikkileikkaus.

Kun asetetaan h'=0, pdddytddn tdssd jatkossa sovellettaviin poikkileikkaukseltaan
muuttumattoman palkin tuttuihin kaavoihin
1
o,=—N+2<M ,
A I

3 y*
=—|1-Z
k. 2A( a )Q-

Jinnitysresultanttien N, Q, M kuviteltuun jiykkind kappaleena liikkuvaan poik-
kileikkaukseen tekemé tyo on lausekkeen (7) perusteella

(11)

W, =%(NEO+QV0~M§). (12)

Poikkileikkauksessa vaikuttavien jinnitysten siirtymien u(y,z) ja v(y,z) yhteydessi
tekemd tyo - otaksutaan w =0-

1
W, :E(J.GxudA+J.‘czyvdA)_ (13)



Sijoittamalla tdhin lausekkeet (8) saadaan

W, = %{U (fyu+ gy AN +
+U(fQu + ng)dA]Q +

[ Gt guraau} (14)

Eris loogiselta tuntuva tapa mérittid keskimédrdiset siirtymédsuureet %y, ¥y, § on aset-

taa vaatimus W, = W, josta seuraa - koska N, Q, M ovat mielivaltaisia -

T, = [ (fyu+ gyv)dA,
By = [ (fou+ 8ov)dA, (15)
0= ‘J (fyu+gyv)dA.

Erityisesti kaavoihin (11) liittyvéssi yksinkertaisessa tapauksessa saadaan
7, = [ fyudA = j%udA - %JudA’
2
7, = [ ggvdA = j%a - z—i)vdA = %ja - %)vdA, 16)
0 = fyudA = —J—;—,ua’A = —%J‘yudA.

Nimi ovat ne poikkileikkauksen keskiméddriisten siirtymidkomponenttien ja keski-
méiriisen kiertymin lausekkeet, joita kdytetddn jatkossa. Mielenkiintoista on huomata
suureiden %, ja v, médritelmiin syntynyt aluksi ehkd hieman oudolta vaikuttava muoto-

€r0.

ULOKEPALKIN TASMALLINEN RATKAISU

Lihteessd [1, s. 325] on Kkisitelty kapean suorakaidepoikkileikkauksen omaavan
isotrooppisen ja homogeenisen p#dstiéin kuormitetun ulokepalkin (kuva 5 (a))
matemaattisen kimmoteorian antamaa ratkaisua ja verrattu sité palkkiteorian mukaiseen

ratkaisuun.
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Kuva 5 (a) Paistd kuormitettu ulokepalkki [1, kuva 210]. (b) Ulokepalkin kiinni-

tystapa [1, kuva 211].
Sopivaa vaadittavat ehdot toteuttavaa Airyn jidnnitysfunktion polynomimuotoista

lauseketta kiyttden saadaan jidnnitykset

3F
0,=- I'=
: 2a3b( ,
G, =0, (17)
3F
Ty =4—a31;(612—y2),
Téssd
N=0, Q=F, M=-F(l-x) (18)

ja palkkiteorian kaavojen (11) havaitaan antavan tismilleen samat arvot suureille O, ja

Ty

Siirtymékentiksi saadaan

F a’ (1 v) 5 3 2

=- DB—y+| == +=Qk- -Cy+C

u Mb{ It ) E( x=x7)y |- Cy+G, (19)
3F x’

= [v(l —x)y* + (l)c2 - —3—)}+ Cx+C,
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jossa Gy, C,, C; ovat integroimisvakioita.

Ylinen kisittelee kuvassa 5 (b) esitetyt reunachtotapaukset. Kummassakin asetetaan

ensinnikin origossa ehdot 1 =0, v =0, joista seuraa
, G=0 (20)
Edellisessi tapauksessa vaaditaan lisiksi, ettd origossa dv / dx =0, jolloin

C =0, Q@1

Jilkimmiisessd tapauksessa otaksutaan, ettdi palkin yld- ja alareunassa u =0, josta

seuraa

F
C = m(4 +5v) (22)

Ylinen tarkastelee erityisesti jilkimmdistd tapausta, jossa kimmoviivan yhtdloksi

saadaan (asetetaan jilkimmiisessi lausekkeessa (19) y =0)

v=i(3lx2—x3)+——ix (23)
6EI 4 GA

ja pystysiirtymé palkin vapaassa pddssi

G
3 5-2—
5= L + E ﬂ (24)
3EI 4 GA
Vertailu teknillisen taivutusopin mukaiseen lausekkeeseen
S ,
T 3EI @25)

antaa siirtymékertoimen arvon (5).
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UUDEN REUNAEHDON KAYTTO

Kun tutkitaan ratkaisua (19) leikkauksessa x = 0, saadaan lausekkeet

F a 1 v
u(0,y) = —m[—?’gy +(E - E))’S} —Cy+Cy

v(0,y) = viy’ +C,

4Ea’h

ja kaavat (16) antavat lopuksi

i1,(0) =G,
3Fvi
()
% (0 20Eab %
2 2 3
5(0)=l _2Fa _Fva Jr2(1 bC1
/1 5G 10E 3

Jaykin kiinnityksen ajatellaan vastaavan tapausta
5,(0)=0, ¥,000=0, 6(0)=0.

Niiistd seuraa integroimisvakioiden arvoiksi

F (12E 3 )
= ——+=v|,
4Eab\ 5 G ' 5
__3Fvi
27 20Eab’

C,=0.

Kimmoviivan yhtiloksi tulee lopuksi

F 5 3 6 F 3vF 3vFi
v=—(31x —x)+ ——+ X —
6EI 5GA 20Eab 20Eab

(26)

@7

(28)

(29)

(30)



ja pystysiirtymd palkin vapaassa péissi

_FP L 6FL »
3EI 5GA° B

Tédten suoritettu analyysi tuottaakin tavanomaisen poikkipinnan siirtymékertoimen
arvon (3).

Kuvassa 6 on esitetty siirtymdkomponenttien jakaumat palkin tuetussa padssd tapauk-
sessa [ =2h=4a, v=0,2. Origossa ollut piste ei siirry x-suunnassa, mutta y-suun-
tainen siirtymé on kaavan (30) mukaisesti —3vFI/(20Eab). Témi siirtymd kumoaa
palkin pdéssd juuri kaavassa (30) esiintyvin toisen Poissonin vakiosta riippuvan termin

ja siis siirtyméikertoimen arvon riippuvuus Poissonin vakiosta hividd ylldttien
kokonaan.

:

0.5—% _ 05—

F/(Eb) F /(Eb)
—'— ._‘__

Kuva 6 Siirtyméikomponenttien u ja v jakaumat palkin tuetussa pissi.

Jdykilld kiinnitykselld voitaisiin tarkoittaa kontinuumin yhteydessid esimerkiksi vaa-
timuksia
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u0,y)=0, v(0,y)=0, (32)

N#itdi ei pystytd tietenkddn toteuttamaan kidytetyn yksinkertaisen Airyn
jdnnitysfunktioon perustuvan ratkaisun yhteydessi, vaan voidaan pelkéstdén estidd kap-
paleen jdykin kappaleen liikkeen mukaiset siirtymét jollain valinnalla, joista kaksi jos-
sain mielessd kaavojen (32) kanssa sopusoinnussa olevaa kdyvit ilmi kuvasta 5 (b).
Kaavat (16) antavat vaihtoehtoisen perustan diskretoida dédrettomin monessa pisteessi
kirjatut ehdot (32) kolmeksi erilliseksi ehdoksi: Lausekkeiden (32) sijoitus kaavoihin
(16) tuottaa selvisti vaatimukset (28). Niiden soveltaminen valitun Airyn
jannitysfunktion yhteydessi on sikili tyydyttdvad, ettd analyysi johtaa kirjallisuudessa
tavanomaisesti suositeltuun suorakaidepoikkileikkauksen siirtymékertoimen arvoon
{=6/5.
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