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Tiivistelma: Artikkelissa tarkastellaan Ylisen keskisesti puristetuille suorille ja alku­
kayrille sauvoille johtamia kriittisen jannityksen kaavoja jannityksen ylittaessa suhteelli­
suusrajan. Yhdysvalloissa on huomattu niiden ennustavan erittain hyvin puusauvojen 
puristuskestavyyden ja ryhdytty kayttamaan niita puupilareiden mitoitukseen. 

JOHDANTO 

Teknillisen korkeakoulun professori Arvo Ylinen (1902-1975) tutki jo vaitoskirjassaan 

[ 1 ], joka ilmestyi 1938, keskisesti puristettujen sauvojen nurjahtamista ei-kimmoisessa 

alueessa, ts. jannityksien ylittaessa suhteellisuusrajan. Epakeskisesti puristettuja ja alku­

kayria sauvoja han kasitteli 1941 ilmestyneessa julkaisussa [2]. Kansainvalisesti tunne­

tuiksi hanen tutkimustuloksensa tulivat Kansainvalisen sillan- ja talonrakennustekniikan 

yhdistyksen julkaisujen [3] ja [ 4] kautta, joissa tarkasteltiin puristussauvojen mitoitusta ja 

ehdotettiin sen perusteeksi tangenttimoduuliteoriaa. 

Ylisen kaavat jaivat pitkaan enimmakseen vain tutkijoiden kaytt66n, ks. es1m. 

Zyczkowski [6] s.57. Kuitenkin jo melko varhain Ylisen nurjahduskaavaa Qaljempana 

oleva kaava (8)) suositettiin kaytettavaksi puristettujen puusauvojen mitoitukseen [8]. 

Myohemmin my6s Zahn totesi sen sopivan hyvin yhteen koetulosten kanssa [9]. Edelleen 

Zahnin [11] mukaan National Forest Products Association (NFPA) hyvaksyi sen 

hiljattain ( 1991) kaytettavaksi puurakenteiden mitoitusmaarayksissa (National Design 

Specification for Wood Construction, NDS), joissa se korvaa Yhdysvalloissa yli 40 

vuotta puupilareiden mitoituksessa kaytetyn neljannen asteen paraabelin. Se on my6s 

valittu NFPA:n ja ASCE:n (American Society of Civil Engineers) yhteiseen standardiin, 

Load and Resistance Factor Design Specification for Engineered Wood Construction 

(LRFD), jonka suhteen tosin ei liene viela tehty lopullista paat6sta. 

Taman artikkelin tarkoituksena on palauttaa mieliin Ylisen ei-kimmoista nurjahdusta 

koskevat ty6t. Heratteen sen kirjoittamiseen on antanut erityisesti Zahnin julkaisu [ 11]. 
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Aluksi esitetaan Ylisen mitoituskaavat puristettuja pilareita varten. Nimitetaan niita 

lyhyesti nurjahduskaavoiksi . Sitten esitellaan eraita empiirisia mitoituskaavoja ja 

tarkastellaan niiden ja Ylisen nurjahduskaavojen keskinaisia suhteita. 

YLISEN NURJAHDUSKAA VAT 

Julkaisussa [3] Ylinen tarkastelee keskisesti puristettujen suorien sauvoJen mitoitusta 

jannitysten ylittiiessii suhteellisuusrajan. Han lahtee liikkeelle tangenttimoduulin 

lausekkeesta 

E = da = E a - a 
1 de b - c' a 

Ehdoista da I de = 0 kun a = a Y ja da I de = E kun a = 0 seuraa 

() - () 
E, = E - Y,:___ 

0" y- CO" 

Tiista saadaan integroimalla jannityksen ja venyman valinen yhteys 

e = _!_[ca - (1 - c )a Y In (1-~ )] 
E cry 

(1) 

(2) 

(3) 

jossa integroimisvakio on saatu ehdosta e = 0 kun a = 0 . Parametrin c miiarittamiseen 

Ylinen antaa kaavan 

(4) 

jossa 8 P on poikkeama epalineaarisen venymiin ja Hooken lain mukaisen venyman viililla 

8 P =e P - e H ,p suhteellisuusrajalla a p · c:n arvoiksi Ylinen antaa 0,8 .. ·0,875 mantypuulle, 

0,93 kuusipuulle, 0,857 alumiiniseokselle, 0,977 teriikselle ja 0,86 betonille. Jossakin 

maarin erilaisia arvoja on esitetty teoksessa [5] s.82. Arvolla c=1 kaava (3) redusoituu 

kimmoplastiseksi jannitys-venymayhteydeksi, ts. Hooken laiksi jannityksen ollessa 

myi:iti:irajan alapuolella ja venymaakselin suuntaiseksi suoraksi myi:iti:irajalla. Yhtiili:in (3) 

sopiva dimensioton esitysmuoto on (kuva 1) 
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Kuva 1. Yhtiilon (5) mukaiset jannitys-venymiikuvaajat, lahde [3]. 

Ee (j 0" 
-= c--(1-c)ln(1--) (5) 
(jy (jy (jy 

Ylinen on kayttanyt mybs muotoa 

cr 1 - c( cr I cr )" 
e=- Y 

E 1-( cr I cry)" 
(6) 

olevaa yhtiilbii jannitys-venymayhteyksien approksimointiin, [5] ja [6). Tapauksessa n=1 

saadaan parametrin c arvoiksi 0,997 teriikselle ja 0,975 magnesiumseokselle. 

Ylinen sovelsi tangenttimoduulin lauseketta (2) keskisesti puristettujen suorien sauvojen 

nurjahdusjannityksen miiarittamiseen. Merkitsemiillii Eulerin nurjahdusjannitystii 

(7) 

jossa f...=Lii on sauvan hoikkuus ja i = JiiA poikkipinnan jayhyyssiide, Ylisen esittiimii 

nurjahdusjannityksen crcr kaava (17) liihteessii [3) saa muodon 

( cr E + crY )2 - 4ccr EO" Y 

4c2 
(8) 
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Kayttamalla merkintoja 

(9) 

kaava (8) antaa kriittisen puristusvoiman lausekkeen 

(10) 

Se voidaan muuntaa myos muotoon 

(11) 

Julkaisussa [ 4] Ylinen kasitteli epakeskisesti puristettujen ja alkukayrien puusauvojen 

lujuutta soveltaen myos tangenttimoduulia (2). Alkutaipuman v=.fosin(nx/L) omaavan 

sauvan kriittiselle reunajannitykselle han johti lausekkeen (liihde [ 4] kaava ( 48)) 

(12) 

Yllii olevassa kaavassa lyhenteet ovat 

' -roh A= _crY m = -Jc_ 1-' 
;z , crb 

(13) 

h on reunaetaisyys puristettuun reunaan ja crb taivutuslujuus, joka voi siis poiketa 

puristusmy6t6rajasta cry. 

Merkinnoin (9) saadaan edelleen kriittisen puristusvoiman lauseke 

~ = __!_[1 + (1 + ~m') PE - (1 + (1+ ~m') PE )z -4c PE l 
PY 2c PY PY PY 

(14) 

tai kaavaa ( 11) vastaavasti esitettynii 
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p I p p p 
-+(l+Pm )-=1+c-­
PE ~· PE py 

EMPDRISET MITOITUSKAA VAT 

(15) 

Empiiristen kaavojen taustalla on yleensa jokin teoreettisin perustein johdettu tulos, jota 

sitten on muokattu paremman yhtapitavyyden saamiseksi koetulosten kanssa esim. lisa­

kertoimien tai -parametrien avulla. Eras vanhimmista pilarien mitoitukseen kaytetyista 

empiirisista mitoituskaavoista on Rankinen kaava 

(16) 

jossa \jf on sopivasti valittava numeerinen parametri. Rankinen kaavalla on myos muita 

nimityksia: Rankinen-Gordonin kaava, Navier'n-Rankinen kaava ja Navier'n-Schwarzin 

kaava (ks. [3] ja [11]). Timoshenko [1 2] s.195 mainitsee, etta sen esitti ensimmaisenii 

Tredgold ja sen sovitti Hodgkinsonin kokeisiin Gordon. Lopullisen muodon esitti 

Rankine 1866. (Ks. myos Todhunter&Pearson [14] Vol. I s.454, Tredgold; Vol. I s.525 

Hodgkinson; Vol. II, s.321, Rankine). 

Rankinen kaava (16) voidaan saattaa ns. interaktio- eli yhteisvaikutusmuotoon 

(17) 

Interaktioyhtalon ajatuksena on, etta kriittinen kuorma riippuu molemmista (tai yleisesti 

useasta) murtumistavoista eli se on murtosuhteiden PIPY ja PIPE funktio . Mikiili sama 

yhtiilo kuvaa kriittista kuormaa koko hoikkuusalueella, silla on on oltava oikea kayttay­

tyminen rajatilanteissa, ts. jomman kumman murtosuhteen ollessa nolla. Rankinen 
kaavasta nahdaan, etta se kuvaa puhdasta nurjahdusta vain, kun \jf = crY I n2 E. Tallo in 

tullaan yksinkertaiseen interaktioyhtaloon 

(18) 

joka esitetaan joskus myos muodossa 
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I I I 
- +-=­
PE py p 

(I9) 

Jos 'Jf <crY I n2 E, niin kaava (I7) antaa liian suuria P:n arvoja riittavan hoikille sauvoille. 

Muulloin se on konservatiivinen. 
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Kuva 2. Puupilareiden puristuskokeiden tuloksia, liihde [II]. 

Yhtiilo (I8) on symmetrinen muuttujien PIPY ja PIPE suhteen, mika on sopusoinnussa 

Zahnin [II] keriiiimien puupilareita koskevien koetulosten kanssa. Sitii vasto in koetu­

lokset eivat vahvista yhtiilon (IS) mukaista lineaarista riippuvuutta muuttujien suhteen. 

Yhtiilo (18) antaa aivan liian konservatiivisia tuloksia (kuva 2). Koetulosten mukaan 

murtosuhteiden summan tulee olla ykkostii suurempi kummankin ollessa nollasta poik­

keava. Tahiin piiiistaiin lisaiimiillii oikealle puolelle positiivinen symmetrian sailyttiiva 

termi. Yksinkertaisin tiillainen termi on murtosuhteiden tulo 

(20) 

Tiillii on kuitenkin sellainen merkillinen vaikutus, etta yhteisvaikutus haviaa, niin kuin 

niihdiiiin kirjoittamalla yllii oleva yhtiilo muotoihin 
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(21) 

Yhteisvaikutuskuvio on nelio, ts. interaktio haviaa, koska esim. PIPY :n ollessa nollan ja 

ykkosen valissa PIPE on ykkonen ja kaantaen. Tama tulos antaa viitteen, jonka mukaan 

lisatermi olisi kerrottava ykkostii pienemmallii luvulla c. Silloin paadytiiiin vuorovaiku­

tusyhtiiloon 

p p p p 
-+-=1+c--
~. PE ~. PE 

(22) 

Mutt a tama on tiismiilleen Ylisen yhtalo (11 ), johon tultiin taysin toiselta pohjalta. 

Parametrin c ollessa 0~:5:1, kuten Ylisella, vuorovaikutusyhtalo (22) antaa rajatapa­

uksina lineaarisen yhteyden (18) ja neliokuvion (21) ja on muulloin naiden valissa. 

Sopivalla parametrin c arvolla saadaan hyva yhteensopivuus koetulosten kanssa. Zahn 

[11] on osoittanut, etta puupilareille sopiva arvo on c=0,8. Tiima nakyy selviisti kuvasta 

3, jossa kaavan (22) tai pikemminkin kaavan (10) mukainen kiiyra 

(23) 

on esitetty rinnan koetulosten kanssa. Abskissana on suhteellinen hoikkuus ~ = ~ PY I PE . 

1.5 ,---~--....---~---.---~---. 

PIPY - Ylinen, c = 0.8 

.5 

0 2 

Kuva 3. Ylisen nurjahduskaava ja puupilarien koetulokset, lahde [ 11]. 
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Tulos on hiukan yllattiiva: Ylisen kaava ( 11) osoittautuu erittain hyvin sopivaksi sellai­

seen tarkoitukseen, johon sita ei alunperin johdettu. Ylinenhiin tarkasteli nurjahdusta 

tangenttimoduuliteorian mukaan, kun taas yhteisvaikutuskayran (22) johto oli puhtaasti 

ad hoc-tyyppinen ja se pyrkii ottamaan huomioon sauvojen epahomogeenisuuden, alku­

kayryyden ym. epataydellisyyksia. 

Mainittakoon tassa myos toinen symmetrinen interaktioyhtalo, joka sisaltaa vain yhden 

parametrin. Se on potenssiyhtiilo 

(~)a +(~)a = 1 jossa a ~ 1 
py PE ' 

(24) 

Siihen ei kuitenkaan ole yhta helppoa liittaii epalineaarista jiinnitys-venymayhteytta kuin 

Ylisen kaavaan. 

ECCS:n nurjahduskayrat perustuvat Perryn-Robertsonin kaavaan 

(25) 

jota vastaava yhteisvaikutusyhtalo on 

(26) 

Suhteellisen hoikkuuden funktiona kriittisellii kuormalla on lauseke 

(27) 

(Perry 1886, Robertson 1925, ks. [13]). Alunperin kerroin 11 oli 11 = foh I i 2
, jossafo on 

alkutaipuma, h reunaetiiisyys ja i jayhyyssade. Otaksuen alkutaipuma verrannolliseksi 

pilarin pituuteen ja reunaetaisyys jayhyyssateeseen saadaan n verrannolliseksi hoikkuu­

teen 11 =H. Kertoimen k lukuarvona on ollut 0,001-0,003, [13]s.122. Brittilaisessa 

normissa BS 449 kiiytetiiiin nykyiiiin parabolista lauseketta 11 = 30 ·1 0-<i !-? (Godfrey, 

1962, ks.[13]). Myos Ranskan normi perustuu paraboliseen yhteyteen (Dutheil, 1952, ks. 
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[13]). Vertailu Ylisen alkukayraa sauvaa koskevaan kaavaan (15) osoittaa taas 

yhtenevyyden, mikali parametrin c arvoksi pannaan c= 1. 

ECCS:n ja Suomen B7-normin nurjahduskayra on melkein sama kuin Perryn­

Robertsonin kaava. Erona on tekijan T}lauseke, joka B7:ssa on 

(28) 

Numeerinen kerroin o: riippuu sauvan poikkipinnan muodosta. Sen katsotaan ottavan 

huomioon seka alkukayryyden etta jaannosjannitysten vaikutukset. 

Kirjoittamalla Ylisen alkukayraa sauvaa koskeva kaava (14) suhteellisen hoikkuuden 

funktiona 

(29) 

nahdaan selvasti sen samankaltaisuus Perryn-Robertsonin kaavan kanssa. Parametrin c 

sopivalla valinnalla saadaan B7:n nurjahduskayriin hyvin yhtyvia kayria (kuva 4). 

1,00 

PIPY 
0,90 

0.80 

0,70 

0,60 
Nurjahdusluokka A 
Nurjahdusluokka B 
Nurjahdusluokka C 

0,50 Nurjahdusl uokka 0 

0,40 

0,30 

0,20 

0.10 

0,00 L.--"--"---L---'-----'---'---'---. 

0,00 0.50 1.00 1,50 2.00 2.50 3.00 3.50 

Kuva 4. Ylisen nurjahduskayrat ja B7:n kayrat. 
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YHTEENVETO 

Ylisen kaavat (8) ja (1 2) johdettiin alkuaan ei-kimrnoista nurjahdusta tai alkukayraa 

puristusta varten. Niiden uusi soveltaminen puusauvojen mitoitukseen perustuu kuitenkin 

kokonaan toisenlaiseen lahestymistapaan. Vertaamalla koetuloksiin on huomattu, etta 

Ylisen kaava (11) kuvaa hamrnastyttavalla tarkkuudella puupilareiden puristuskesta­

vyytta koko hoikkuusalueella valitsemalla parametrille c sopiva arvo. Voidaan siis sanoa, 

etta Ylisen kaava osoittautuu yllattaen sopivaksi sellaiseen tarkoitukseen, johon sita ei 

alunperin johdettu. Ylinenhan tarkasteli nurjahdusta tangenttimoduuliteorian mukaan,kun 

taas yhteisvaikutuskayran (22) johto oli puhtaasti ad hac-tyyppinen ja se pyrkii ottamaan 

huomioon sauvojen epahomogeenisuuden, alkukayryyden ym. epataydellisyyksia. 

Myos alkukayria sauvoja koskeva Ylisen kaava (29) kelpaa hyvin kuvaamaan nykyisin 

kaytettyja nurjahduskaavoja. 

Kirjallisuusviitteet 

[1] Ylinen A., Die Knickfestigkeit eines zentrisch gedriickten geraden Stabes im 
elastischen und unelastischen Bereich. Diss. Technische Hochschule Helsinki, 193 8. 

[2] Ylinen A., Dber die Knickbiegefestigkeit eines exzentrisch belasteten geraden Stabes 
und eines zentrisch belasteten urspriinglich gekriimrnten Stabes. Suomalaisen Tiede­
akatemian toimituksia. SarjaA. Nid. LVII, N:o 14. Helsinki, 1941. 

[3] Ylinen A., A method for determining the buckling stress and the required cross­
sectional area for centrally loaded straight columns in elastic and inelastic range. 
IABSE Publications, Vol. 16, 529-550. Zurich, 1956. 

[4] Ylinen A., Dber die Festigkeit von gedriickten Holzstaben. IABSE Publications, 
Vol. 26, 611 -626. Zurich, 1956. 

[5] Ylinen A., Kimrno- ja lujuusoppi I. 2. painos. WSOY, Porvoo, 1965. 

[6] Ylinen A. ja Eskola A., Theory of a statically indeterminate pin-jointed framework 
the material of which does not follow Hooke's law. IABSE 6th Congress, Prelimi­
nary Publication, 167-176. Stockholm, 1960. 

[7] Zyczkowski M., Combined loadings in the theory of plasticity. PWN-Polish 
Scientific Publishers, Varsava, 1981. 714 s. 

12 



[8] Malhotra S.K., A rational approach to the design of solid timber columns. 
Applications of Solid Mechanics, Study No. 7, University of Waterloo, Waterloo, 
Ontario, Canada, 1972. 

[9] Zahn J.J. , Design of wood members under combined load. J. Struct. Engrg ., ASCE, 
Vol. 112, No. 9, Sep. 1986, 2109-2126. 

[10]Zahn J.J., Empirical failure criteria with correlated resistance variables. J. Struct. 
Engrg., ASCE, Vol. 116, No. 11 , Nov. 1990, 31 22-3137. 

[11] Zahn J.J., Re-examination ofYiinen and other column equations. J. Struct. Engrg., 
ASCE, Vol. 118, No. 10, Oct. 1992,2716-2728. 

[1 2] Timoshenko S.P.&Gere J.M., Theory of elastic stability. 2nd edition. McGraw­
Hill Book Company, 1961. 

[13]AIIen H.G.&Bulson P.S., Background to buckling. McGraw-Hill Book Company, 
1980. 

[14]Todhunter !.&Pearson K., The history of the theory of elasticity. Vol. I., Vol. II . 
Dover Publications, 1960. 

Martti Mikkola, professori 
Rakenteiden mekaniikka 
Teknillinen korkeakoulu 

13 


	pg 3- pg 12
	pg 13

