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Tiivistelma: Terasrungon liitokset ovat yleensa osittain jaykkia ja osittain lujia. 
Liitoksen kiertojaykkyys on talli:iin jossain nivelellisen ja taysin jaykan valilla ja 
sen taivutuskestavyys liitettavaa palkkia pienempi. Artikkelissa tarkastellaan 
tallaisten liitosten vaikutusta yksittaisen palkin staattiseen toimintaan kimmo- ja 
plastisuusteorian avulla. Artikkelin alussa johdetaan kulmanmuutosmenetelman 
laajennetut perusyhtali:it tapauksille, joissa palkin paissa olevien lineaaristen 
kiertojousien jaykkyydet ovat toisistaan poikkeavat. Palkin paissa olevat osittain 
jaykat liitokset vaikuttavat palkin kantokykyyn, voimasuurejakaumiin , siirtymiin 
ja rakenneanalyysin suorittamiseen. Artikkeli on alustava osa Teknillisen korke
akoulun terasrakennetekniikan laboratoriossa tana vuonna kaynnistynytta tutki 
musprojektia "Terasrungon staattinen toiminta". 

Johdanto 

Yleensa terasrungon liitokset oletetaan joko nivelellisiksi tai taysin jaykiksi, vaikka 
ne todellisuudessa ovat yleensa osittain jaykkia ja osittain lujia. Liitoksen kierto 
jaykkyys on tal loin jossain nivelellisen ja taysin jaykan valilla ja sen taivutuskesta
vyys (MR) liitettavaa palkkia (MR,b) pienempi . Liitosta rasittava taivutusmomentti 
(M) ja sita vastaava liitoksen suhteellinen kiertyma (8) voidaan esittaa kuvan 1 
mukaisilla momentti-kiertymakuvaajilla. Liitoksen suhteellisella kiertymalla 
tarkoitetaan sita nettokiertymaa, joka saadaan, kun palkin paan kiertymasta 
vahennetaan pilarin kimmoinen kiertyma. Taysin jaykan liitoksen kuvaaja yhtyy 
pystyakseliin ja nivelellisen vaaka-akseliin. Osittain jaykan liitoksen kuvaaja 
kulkee naiden aaritapausten valilla. Liitosalueen materiaalin epajatkuvuus, 
paikalliset myi:itaamiset ja lommahtamiset, jannityskeskittymat ja yleinen geomet
rian muuttuminen aiheuttavat sen, etta kuvaaja on yleensa epalineaarinen. Liitok
sen kiertojaykkyys (Si) on momentti-kiertymakuvaajan kulmakerroin. Liitoksen 
sekanttijaykkyys (merkitty katkoviivalla kuvaan 1) on momentti-kiertymakuvaajan 
kahden pisteen valisen suoran kulmakerroin. Suhteellinen kiertojaykkyys (u) on 
palkin jaykkyyden (EI/L) ja liitoksen kiertojaykkyyden suhde (u = EI/LS;). 

Liitoksen jaykkyyden merkitys terasrungossa tunnettiin jo taman vuosisadan 
alkupuolella. Yhdysvaltalaiset Wilson ja Moore tutkivat niittiliitosten kiertojayk
kyytta vuonna 1917 [1]. Yhdysvalloissa, Kanadassa ja Englannissa tehtiin 1930-
luvulla erilliset koesarjat paaosin niittiliitoksille. Viimeisen kahden vuosikymmenen 
aikana on osittain jaykkia liitoksia tutkittu valtaisasti, mista esimerkkina ovat 
kirjallisuuskatsauksessa [2] listatut noin 200 artikkelia. 
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Liitoksen oikea mallintaminen parantaa terasrungon analysoinnin tarkkuutta. Kay
tossa olevien tietokonepohjaisten analysointimenetelmien tarkkuus on monesti 
ri stiriidassa sen virheelli se n alkuoletuksen kanssa, etta liitokset ovat nivelellisia 
tai taysin jaykkia. Osittaisen jaykkyyden hyodyntaminen saattaa johtaa taloudelli 
sempaan lopputulokseen , mutta edellyttaa samalla liitoksen momentti-kierty
mayhteyden tuntemista. 

Osittain jaykilla liitoksilla kootun rakennusrungon tarkka analysointi on melko 
tyolasta. Niinpa tassa artikkelissa tarkasteltu vain yksittaista palkkia, jonka paissa 
on kiertojaykkyyksiltaan toisistaan poikkeavat liitokset.. Artikkeli on osa Teknilli
sen korkeakoulun terasrakennetekniikan laboratoriossa tehtavaa laajempaa tutki
musprojektia "Terasrungon staattinen toiminta". 
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Kuva 1. Liitosten momentti -kiertymakuvaajia. 

Kulmanmuutosmenetelman laajennetut perusyhtalot 

Tarkastellaan kuvan 2 palkkia (g(x), L, El). Palkin paiden liitosten lineaariset 
kiertymisjaykkyydet ovat S1 ja S2. 

Palkin paiden kulmanmuutoksille voidaan kirjoittaa seuraavat yhteydet: 
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Yhtaloissa (1) 8
9

; on nivelellisesti tuetun palkin tuen kiertyma mielivaltaisesta 
vertikaalikuormasta g(x) ja 8i; on kiertojousen kiertyma, jolle patevat kaavat (2) 
palkin paissa. 
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Kuva 2. Kulmanmuutosmenetelman merkintbja. 

Palkinpaan momenteille M12 ja M21 voidaan yhtaloista (1) Iahti en johtaa seuraa
vat lausekkeet: 

Lyhennysmerkinta u = EI /LS; on liitoksen suhteellinen kiertojaykkyys. Yhtalot (3) 
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palautuvat perinteiseksi kulmanmuutosmenetelman perusyhtaloiksi sijoittamalla 
niihin u; = 0 eli kun S; = oo. 

Palkin paissa olevien lineaaristen kiertojousien vaikutus voimasuureisiin 

Yleinen tapaus 

Yksittaisen, vaakatasossa olevan palkin kuvan 3 mukaiset tukimomentit M1 ja M2 

saadaan yhtaloista (3) sijoittamalla niihin 912 = 921 = \f = 0 eli: 

1 
M1 = M12 = u ! -(6u2 + 2)egt - eg2 1 

(4) 
1 

M2 = - M21 = u ! egt + (6u1 + 2)eg2l 

Yhtaloissa (4) 9
9

; on nivelellisesti tuetun palkin tuen kiertyma mielivaltaisesta 
vertikaalikuormasta g(x). 

(X), L, El 

Kuva 3. Yksittaisen palkin tukireaktiot ja -momentit. 

Pal kin tukireaktioiksi (R1 ,R2) ja ken tan taivutusmomenttijakaumaksi (M(x)) 
saadaan lausekkeet: 

(5) 

Lausekkeissa (5) R
9

; on nivelellisesti tuetun palkin tukireaktio ja M
9
(x) sen taivu

tusmomenttijakauma mielivaltaisesta vertikaalikuormasta g(x). 
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Tasan jakaantunut kuormitus 

Sijoittamalla yhtaldihin (4) ja (5) nivelpalkin paiden kiertymat ja keskikohdan 
taivutusmomentti eli lausekkeet 

8 = - 8 = gL 3 
91 92 24EI 

M (.!:_) = gU 
9 2 8 

(6) 

saadaan seuraavat lausekkeet tukimomentille ja palkin keskikohdan taivutus
momentille: 

6o:u1 + 1 gL 2 

12o:u/ + 4(1 + o:)u1 +1 12 

M = 6u1 + 1 
2 6o:u1 + 1 

Missa: 

gU 
+_ 

El ja 
LS1 

8 

(7) 

Palkin keskikohdan taivutusmomentin lauseke vastaa kentan maksimimomenttia 
vain tapauksessa o: = 1. Kuvassa 4 on esitetty kaavojen (7) mukaiset paan 1 
tukimomentin ja keskikohdan taivutusmomentin itseisaNot u, :n funktiona o::n eri 
aNoilla {0, 0.5, 1, 2 ja oo). 

Havainnollisuuden vuoksi on tassa artikkelissa laskettu kuvan 1 254x1 02x22 UB 
-pal kin (I = 28. 7E6 mm4

) ja 152x152x23 UC -pi Iarin valisille liitoksille (3) sekantti
jaykkyys valille 0 .. 0.01 rad. Olettamalla palkin pituudeksi L = 6000mm saadaan 
suhteellisen kiertojaykkyyden (u) aNoiksi talldin: 

L 1: Paatylevy 350x135x15, pultit 6M16, pilari jaykistetty 
L2: Kulmaterakset t = 8mm laipoissa, pultit 1 OM16 
L3: Kulmaterakset t = 8mm uumassa, pultit 6M16 

u = 0.2 
u = 0.7 
u = 2.1 

Kuvan 4 ja kaavojen (7) perusteella voidaan tehda seuraavia johtopaatdksia: 

1. Tietylla palkin paan liitoksen kiertojaykkyyden arvolla palkin tuki-ja kenttamo
mentit ovat yhtasuuria. Kun palkin paiden liitosten suhteelliset kiertojaykkyydet 
ovat samoja (u, = u2 = u = 1 /6) palkin maksimi tuki- ja kenttamomentti on gl 2/16. 

2. Kun liitoksen suhteellinen kiertojaykkyys (u) pieni, niin melko pienikin muutos 
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suhtee llisessa kiertojaykkyyd essa muuttaa taivutusmomentteja oleelli sesti . Kun 
liitoksen suhteellinen kiertojaykkyys on suuri , niin muutos suhteelli sessa kierto
jaykkyydessa ei muuta taivutusmomentteja oleelli sesti. Koska liitoksen kiertojayk
kyys (Si) on kaantae n verrannollinen suhtee lli se n ki ertojaykkyyteen (u), tarkan 
rakenneanalyysin tekeminen edellyttaa sita, etta mita joustavampi liitos on, sita 
tarkemmin se n ki ertojaykkyys ja samalla momentti -ki ertym ayhteys on tunn ettava. 

3. Tarkastelemal la kuvaajia o.:n aNoi lla 0.5, 1 ja 2 voidaan todeta, etta pienet 
keskinaiset erot paiden suhteellisissa kiertojaykkyyksissa vaikuttavat enemman 
keskikohdan kuin tuen taivutusmomenttiin erojen ollessa siel lakin suhteellisen 
pienia. 

e)IIIIlllllll!lllll l ll ll llllllllll l ll l llll ll l~ ~II I IIIIIIIIII I II II IIIII I IIII I IIII I IIIIIIII:J> 
a = 0 a = 0.5, l, 2 

q)IIIIIIIIIIIIIII IIIIIII IIII IIIIDIIIIl! 

a = OO 

1.5 .-------- ----- -:--M-:--C-:--L/:-::-2)- .-----, 

M * 12_ gt 

0 
0 

I 
1'6 

0.5 

_ sl _ a 
s 2 

1.5 2 

u2 El 
ul = LS 

ul l 

ul 

Kuva 4. Liitosten suhteel li sen kiertojaykkyyden vaikutus palkin tukimomenttiin 
(M 1 ) ja keskikohdan taivutusmomentin arvoon (Mu2) . 
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Pistekuorma 

Kuvan 5 mukaiseen palkkiin vaikuttavan pi stekuorman (F) aiheuttamat tukimo
mentit saadaan kaavoista (4) sijoittamalla niihin yksinkertai sest i tuetun palkin 
paiden kiertymat el i 

CD 
~ 

11 

891 = (1 - ~) [1 - (1 - ~fl 

t F 

FL 2 

6EI 

CD 
SL ~ ~ · cl-s)L} 

Kuva 5. Pistekuorman (F) kuormittama palkki. 

(8) 

Kun pistekuorma on pall<in keskella (~ = 0.5 ja M
9
(L/2)= FL/4), saadaan paan 1 

tul<imomentiksi ja l<eskil<ohdan taivutusmomentil<si seu raavat lausel<keet: 

6o:u1 + 1 FL M = -1 
12o:u

1
2 + 4u1 + 4u2 + 1 8 

M (!:_) = [2 -
6(1 + o:)u1 +2 

+ 1 J 

FL (9) 
2 12cw1

2 + 4u
1 

+ 4u2 8 

Missa: 
El 51 u2 

ul a. =-
L51 52 u1 

Palkin paissa olevien lineaaristen kiertojousien vaikutus siirtymiin 

Yleinen tapaus 

Pall<in taipumaviiva voidaan ratl<aista integroimalla kaavan (5) taivutusmoment-
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tijakauma kahdesti ja ottamalla huomioon reunaehdot. Palkin taipumaviiva saa
daan superpositioperiaatteella seuraavasti: 

W (X) = w9(x) + WM
1
(x) + WM

2
(x) 

M L 2 

WM (x) = ~(1 - ~){2 - ~) 1 

1 L L L 6EI (1 0) 

x -(~)]2 M2L 2 
WM2(x) = L[1 L 6EI 

Yhtaloissa (1 0) w
9
(x) on nivelellisesti tuetun palkin taipumaviiva mielivaltaisesta 

vertikaalikuormasta g(x). 

Tuen kiertymat saadaan tukimomentin ja tunnetun kiertojaykkyyden avulla 
kaavoista (2). 

Tasan jakaantunut kuormitus 

Sijoittamalla kaavoihin (1 0) tukimomentit M1 ja M2 kaavoista (7) ja yksinkertaisesti 
tuetun palkin keskikohdan taipuma (5gl 4/384EI), saadaan keskikohdan taipumak
si: 

L w (-) 
2 

5gL 4 
= -- + 

384EI 

= 
11 

_ ..i( 3(1 + a)u1 + 1 )] 5gL 4 
(11 ) 

5 12au/ + 4(1 + a)u1 + 1 384E/ 

Mlssa: u1 

Esitetty taipuma on kentan maksimitaipuma vain tapauksessa a= 1. Kuvassa 
6 on esitetty kaavan (11) mukaiset keskikohdan taipumat u1:n funktiona a:n eri 
arvoilla (0, 0.5, 1, 2 ja = ). 

Kuvan 6 ja kaavan (11) perusteella voidaan todeta liitoksen todellisen kiertojayk
kyyden merkittava vaikutus palkin keskikohdan taipumaan. 
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Kuva 6. Liitosten suhteelli sen kiertojaykkyyden vaikutus palkin keskikohdan taipu
maan. 

Plastisuusteorian mukainen pal kin kantokuorma tasan jakaantuneelle kuor
malle 

Kuvan (7) mukaisen mekan ismin tyoyhtalon perustee lla saadaan palkin kanto
kuormaksi (gu) : 

(12) 

Kaavassa (12) Mp.b on palkin ja Mp.ii liitokse n plastinen taivutuskestavyys. 
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gu 
M p, 1 rrmmrrrmmmmmmnmmmm M p ,2 

~ 
~ ~ L ~ ( l -~ ) L ~ 

11 11 11 

Kuva 7. Tasaisesti kuormitetun palkin mekanismi 

Parametri (~) on maaritettava siten , etta murtokuorma saavuttaa minimin. Kun 
palkin paiden liitosten plastiset taivutuskestavyydet ovat samat ja pienemmat kuin 
palkin, minimi saavutetaan arvolla ~ = 0.5 ja kantokuormaksi saadaan : 

8 g =- (M . + M b) 
u L 2 PJ p, 

(13) 

Siirtymat 

Palkin lopullise n murtomekanismin muodostuminen edellyttaa ensin syntyvilta 
plastisilta nivelilta riittavaa kiertymiskykya. Toisaalta joskus voidaan joutua 
arvioimaan palkin taipuma juuri ennen sortumista. Tarvittavan kiertymiskyvyn ja 
taipuman "tarkka" analysointi on hankalaa, koska rakenteen jaykkyys muuttuu 
sen plastisoituessa. Olettamalla, etta palkin seka liitosten kimmo- ja plastisuus
teorian mukaiset kestavyydet ovat yhtasuuret (My= MP = MR) ja etta ensimmaiset 
nivelet syntyvat liitoksiin, voidaan sym metristen liitosten tapauksessa kirjoittaa 
kaavojen (1 ), (6) ja (13) avulla epavarmalla puolella oleva arvio vaadittavalle 
kiertymiskyvylle: 

(14) 

Tasaisesti kuormitetun palkin kantokyky 

Tarkastellaan tasaisesti l<uormitettua palkkia (g, L, El), jonka paissa on identtiset 
liitokset (ex= 1 ). Seka liitosten etta palkin kimmo- ja plastisuusteorian mukaiset 
kestavyydet oletetaan yhtasuuriksi (My = M = MR). Kaavojen (7) ja (13) avulla 
voidaan palkin suhteellinen kantokyky (gi~/MR,b) esittaa kimmoteorian (e) ja 

47 



plaslisuusleorian (p) mukaan seuraavilla lausekkeilla: 

( g/
2 

)
6 

= 12(2u + 1) MRJ MRJ 2 
~ 

MRb MRb MRb 6u + 
' ' 

( g/2 le = 12 4u + 2 Mw 2 __ J:?: 

MR,b 6u + 1 MR,b 6u + 1 
(15) 

( g/
2 

)p = 8(1 
M 

+ ______!!)_ ) 
MR,b MR,b 

Miss a: u = El 

LSj 

Kaavojen (15) ylempi kimmoleorian mukainen kanlokyky on voimassa silloin, kun 
kanlokyvyn maaraa liiloksen keslavyys ja alempi silloin, kun kantokyvyn maaraa 
palkin keslavyys keskella. 

Pilaen mielessa lahli:iolelus (My= MP = MR) voidaan kaavojen {16) ja kuvan 8 pe
rusleella todeta : 

1. Kun palkin kanlokyvyn maaraa liiloksen kestavyys, palkin kimmoleorian mukai
nen kanlokyky kasvaa kun liiloksen kiertojaykkyys (Si) pienenee. 

2. Kun palkin kanlokyvyn maaraa palkin kestavyys, palkin kimmoteorian 
mukainen kanlokyky kasvaa liiloksen kiertojaykkyyden kasvaessa. 

3. Mila jaykempi liilos , sila suurempi laytyy sen momenttikeslavyyden olla, jotta 
palkin kimmoleorian mukainen kantokyky ylittaisi vastaavan, yksinkertaisesti 
luelun palkin kanlokyvyn. 

4. Kun palkin ja liitoksen jaykkyyksien suhde eli suhteellinen kiertojaykkyys on 
riittavan suuri (u ~ 1/6), on olemassa sellainen liitoksen suhteellisen kiertojayk
kyyden ja momenllikeslavyyden yhdistelma (MR,i = 2MRJ(6u + 1 )), etta palkin 
kimmoinen ja plaslinen kanlokyky oval samat. Tassa pisleessa liitosten ja palkin 
momenttikestavyydel saavulelaan samanaikaisesti. Taman pisteen vasemmalla 
puolella saavuletaan liitosten momenltikestavyydet ensin ja oikealla vastaavasti 
palkin. Jotta palkin kimmoinen kantokyky ylittaisi vastaavan, jaykasti tuetun palkin 
kanlokyvyn, liiloksen kiertojaykkyyden ja momenttikeslavyyden ollava riittavan 
suuria (u ::; 0.5 ja MR.i ~ 0.5 MR,bl· 

5. Palkin maksimi kimmoleorian mukainen kanlokyky saavutetaan suhteellisen 
kiertojaykkyyden arvolla u = 1/6 ja kun liilos on yhla keslava kuin palkki. 
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16 
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R,b 

12 

8 

s ., MR. 
J .J 

aJITCIT I I I I m 
-X El, MR ,b, L 

plastinen kantokyky 

(e), (p) 

U = 00, 2, l, l /2, l /6, 0 U=__§_!_ 
LSj 

0.5 1.0 MR,j 

MR,b 
Kuva 8. Palkin suhteellinen kantokyky kaavojen (15) mukaan. 

Johtopaatokset 

Palkin kimmoteorian mukaiset voimasuureet ja siirtymat muuttuvat oleellisesti, 
kun taysin jaykaksi tai nivelelliseksi oletettujen liitosten todelliset kiertojaykkyydet 
otetaan huomioon. 

Liitosten osittaisen jaykkyyden hyodyntaminen palkin kantokyvyssa edellyttaa 
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yleensa plastisuusteorian soveltamista, jolloin liitosten kiertymakyky on tarkis
tettava. Plastisuusteorian mukaisessa tarkastelussa osittain jaykat liitokset voivat 
muuttaa nivelten syntyjarjestyksen painvastaiseksi kuin on totuttu .. 

Tarkastelemalla paistaan lineaarisilla kiertojousilla tuetulle palkille johdettuja 
lausekkeita voidaan todeta, etta jopa nain yksinkertaisen rakenteen tarkka 
analysointi osittain jaykkien liitosten tapauksessa on hankalaa. 
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