
LINEAARISESTI MUUTTUVALLA NORMAALIVOIMALLA KUORMI­

TETUN SAUVAN NURJAHDUS 

Markku Heinisuo 
Rakenteiden Mekaniikka, Vol.26 
No 4, 1993, pp. 25-37 

Tiivistelma: Artikkelissa esitetaan tasonurjahdustarkastelu niveltuetulle 
sauvalle, kun normaalivoima muuttuu lineaarisesti sauvan akselin 
suunnassa. Sauva voi ella tasajaykka tai jaykkyys voi muuttua paloittain 
(kaksi jaykkyytta). Laskennassa otetaan huomioon mahdollinen kimmoi­
nen alusta. Ratkaisumenetelmana kaytetaan elementtimenetelmaa. 
Tulokset esitetaan kaytannon mitoitusta varten suhteellisina nurjahdus­
pituuksina. 

JOHDANTO 

Kaytannon rakenteissa esiintyy usein kuormitustapaus, jossa sauvan 

pituussuuntainen normaalivoima muuttuu lahes lineaarisesti. Tallaisia 

tapauksia on es imerkiksi jatkuvan ristikon alapaarre ja jatkuvan orren 

alalaipan osa keskituen molemmin puolin (kuva 1 ). Ristikon sauva­

voimat muuttuvat solmuissa, joten ristikon paarteen mitoitukseen 

esitetty menetelma on varsin likimaarainen. Jatkuvan palkin sivusuun­

nassa tukemattoman alalaipan stabiiliutta tarkastellaan usein olettamal­

la alalaippa tai sopiva osa palkin alareunaa muusta rakenteesta irralli­

seksi sauvaksi, jota muu osa rakennetta tukee kimmoisesti (kuva 1 ). 

Kun palkin kuormituksena on suhteellisen tasan jakautunut kuormitus, 

niin taman irrallisen palkin osan kuormitus on lahes lineaarinen normaa­

livoima keskituen lahella. Sama tilanne on jatkuvan ristikon alapaar­

teella, joka on usein tukematon sivusuunnassa tukien valilla. Jatkuvan 
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sandwich-palkin alapaarteen paikallista nurjahdusta voidaan tarkastella 

esitetylla teorialla. Sandwich-palkin ydin on kimmoinen alusta paarteel­

le. Vakio-omallapainolla kuormitetulle pilarille kuormitusoletus on tarkka. 

lllillllllllllllllllllllllllll.lllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllllll 

VAPAAN LAIPAN 

l 
LASKENTAMALLI 

H -f------------r 
H/ 6 (EC3) 

Kuva 1. Jatkuvan orren alalaipan lineaarinen normaalivoimakuormitus 

keskituen alueella. 

Muu rakenne tukee tata. irrallista osaa kimmoisesti. Yleensa oletetaan 

konservatiivisesti, etta muu osa rakennetta ei tue puristettua osaa 

lainkaan. Jatkuvan palkin tapauksessa palkin uuma ja muu ylapuolinen 

rakenne aiheuttaa joustavan tuen irralliselle alaosalle sivusuunnassa. 

Tama jousto voidaan laskea tarkastelemalla poikkileikkausta kehana. 

Ymparoivien rakenteiden (uuma + muut ylapuoliset rakenteet) vaikutus 

saadaan selville tarkastelemalla riittavan laajaa kokonaisuutta. Uusim­

missa suunnitteluohjeissa on annettu osittain kokeisiin perustuvia arvoja 

talle joustokertoimelle /1/, kun palkki on teraksinen kevytorsi, jonka 

ylalaippa on tuettu sivusuunnassa katon ohutlevyprofiiliin. Jatkuvan risti ­

kon tapauksessa sivusuuntaisen tuennan aiheuttaa uumasauvojen ja 
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ylapuolisten rakenteiden yhdistelma. Tama tuenta on diskreetti ja se 

toimii vain uumasauvojen kohdilla. 

Lineaarisella normaalivoimalla kuormitetun pilarin mitoitus perustuu 

kasilaskennassa kasitteeseen nurjahduspituus. Nurjahduspituuden 

perusteella lasketaan hoikkuus ja tarkistetaan poikkileikkauksen ka­

pasiteetti rasitetu immassa kohdassa. Kapasiteettitarkastelussa otetaan 

luonnollisesti huomioon kaikki vaikuttavat jann itykset. Esimerkiksi 

ristikon alapaarteeseen saattaa kohdistua paitsi koko ristikon taivutuk­

sesta aiheutuvia aksiaalivoimia myos paikallisesta kuormituksesta 

aiheutuvia taivutusrasituksia. Kaytannossa kapasitettitarkistus tehdaan 

normien yhteisvaikutuskaavoilla, jolloin naiden kaavojen taustalla on 

jann itystarkastelu , eli rakenteen jann itykset pyritaan pitamaan tietyissa 

rajoissa. Normien mitoituskaavat on vain "naamioitu" nurjahduskaavojen 

muotoon, jotta mitoitus olisi helpompaa. 

Seuraavassa keskitytaan yksinkertaiseen tapaukseen, jossa tarkastel­

laan paloittain (kaksi jaykkyytta sauvan matkalla) tasajaykkaa sauvaa, 

jota kuormittaa lineaarisesti nollasta tayteen arvoonsa kasvava normaa­

livoima. Lisaksi tarkastellaan kimmoisen rakenteen tasonurjahdusta, 

joka voidaan kuvan 1 tapauksessa ymmartaa nurjahdukseksi pais 

kuvan tasosta. Rakenteen alaosan normaalijannitysten resultantin 

jakauma on lahes lineaarinen koko rakenteen taivutusmomentin nolla­

kohdan ja keskituen valilla. Materiaalin saastamiseksi tukialueella vah­

vistetaan usein profiilia, joten tama otetaan seuraavassa tarkastelussa 

huomioon. Tarkea erikoistapaus on se, jossa profiilia ei muuteta valmis­

tusteknisista syista, vaan profiili on sama koko tarkasteltavalla matkalla. 
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Edella kuvattu tapaus on erikoistapaus siita, kun profiilin tuenta on 

hyvin heikko ja sita ei oteta huomioon. Tassa kasitellaan myos tapaus­

ta, jossa sauva on tuettu jatkuvasti ja kimmoisesti koko matkaltaan. 

Oletetaan, etta kimmoinen tuenta ei muutu sauvan matkalla. Tallainen 

tilanne on kaytannossa esimerkiksi jatkuvan kevytorren taivutustapauk­

sessa. Jatkuvan tuennan muodostaa ylapuolinen profiloitu ohutlevy, 

liitos ohutlevyyn seka kevytorren uuma. Jos kevytorsi on limitetty tuella, 

niin uuman tukeva vaikutus kasvaa, mutta . ylapuolisen ohutlevyn 

vaikutus ei kasva, koska tata ei yleensa vahvisteta. Nain menetellen 

ollaan varmalla puolella, kun kevytorren alalaipan nurjahduksessa 

sivulle pain kimmoista tukea ei muuteta, vaikka kevytorsi olisikin limitet­

ty. Uuman ja ylapuolisten rakenteiden vaikutukset alaosan sivuttaistu­

keen ovat yleensa samaa suuruusluokkaa. Tuenta oletetaan Winkler­

tyyppiseksi eli tuennan viereisten pisteiden valilla ei ole mitaan kytken­

taa ja tuen oletetaan kayttaytyvan samalla lailla kuormituksen suun­

nasta riippumatta. 

Reunaehtotapauksena tarkastellaan vain haarukkalaakeroitua sauvaa. 

Saatuja tuloksia voidaan soveltaa varovasti myos muille reunaehto­

tapauksille. Alustavat laskelmat osoittivat, etta ainakin toisesta paasta 

jaykasti tuetulle ja toisesta paasta haarukkalaakeroidulle sauvalle 

saadut tulokset olivat konservatiivisia. 

Kasitellaan kuvan 2 tasonurjahdustapausta kimmoisen alustan kanssa 

ja ilman sita. Kuvassa 2 El on taivutusjaykkyys, L sauvan tai sauvan 

osan pituus, N normaalivoima sauvan paassa ja k alustan jaykkyys. 

Probleema on sangen yksinkertainen ja helpohkosti ratkaistavissa 

tietokoneella likimaarin. Jopa analyyttinen ratkaisu tehtavalle saattaa 
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loytya. Kuten edella on todettu, niin kyseinen tehtava on kaytannon 

kannalta sangen tarkea. Normien mukaista mitoitusta varten tu lokset 

esitetaan nurjahduspituuksina vertaamalla saatua tu losta vastaavan 

Eulerin tapauksen nurjahduspituuteen. 

Ratkaisumenetelmana kaytetaan elementtimenetelmaa. Kyseessa on 

tasotapaus, ja elementteina kaytetaan kuuden vapausasteen palk­

kielementtia, jossa solmujen valista taipumaa interpoloidaan kolmannen 

asteen muotofunktiolla ja aksiaalista sii rtymaa lineaarisella muotofunk­

tiolla. Kimmoinen alusta mallinnetaan poikittaisilla nivelpaisilla sauvaele­

menteilla, joiden jaykkyytta saatamalla saadaan alustalle eri laisia 

kuvauksia. Elementtijako valitaan rii ttavan tiheaksi (h-versio), jotta saatu 

tu los on pi irtamistarkkuuden rajoissa oikea. 

Vastaavia probleemoita on kirjallisuudessa ratkaistu monilia tavoi lla. 

Energ iamenetelmat ovat olleet sangen suosittuja. Timoshenko ja Gere 

esittavat yhden erikoistapauksen ratkaisun /2/. Kasikirjoissa on myos 

ratkaistuna useita tapauksia (esim. /3/) , jotka perustuvat ener­

giamenete lmiin . Naiden ratkaisujen tarkkuus eroaa usein lahes 30% 

tarkemmista ratkaisu ista. Myos terasrakenteiden uuden Euronormin /1/ 

likikaavat perustuvat energ iamenetelmaan /4/. Naiden antamat tu lokset 

nayttavat sangen konservatiivisilta ainakin kevytors ille sovellettu ina /5/. 

Myos muut mitoitustaulukot /6/ perustuvat yleisesti energiamenetelmiin. 
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Kuva 2. Esimerkkitapauksena tarkasteltu sauva. 

Jos kuormitus on paloittain vakio, niin tehtavalle loytyy helpohkosti 

analyyttinen ratkaisu. Naita tehtavia on totuttu ratkomaan stabiilisuus­

teorian oppikurssien laskuharjoituksissa. Tarkkoja analyyttisia tuloksia 

tahan erikoistapaukseen erityisesti ilman kimmoista alustaa on julkaistu 

laajasti (esim. /7/). 

TEHT AVA JA SEN RATKAISU 

Seuraavassa on tavoitteena ratkaista kuvassa 2 esitetylle sauvalle 

nurjahduspituus. Nurjahduspituus maaritellaan siten, etta kuvan 3 

sauvojen tasonurjahduskuormitukset ovat samat. 
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Kuva 3. Ekvivalenttisen nurjahduspituuden (L) maaritelma. 

~ 

Lineaarisesti muuttuva normaalivoima on estimoitu porrasfunktiolla. 

Sauva on jaettu tasavalein elementteihin ja kuormitus annettu solmuihin 

aksiaalisina pistevoimina. Elementtijakoa muuteltiin ja tulokset kirjattiin. 

Lopullinen malli valittiin virhetarkastelun perusteella, joka tehtiin tasa­

vahvalle sauvalle ilman kimmoista alustaa. Kuvassa 4 on esitetty 

testatut mallit ja niiden antamat tulokset. Numeroarvot on laskettu 

lahtotiedoilla L = 10 m, N = 100 kN, E = 210000 MPa ja I = 969 cm4
. 

Kuvassa 4 on esitetty alimmat ominaisarvot tasonurjahduksille, eli 

kuormituskertoimet, joilla kuvan kuormitukset on kerrottava, jotta pilarit 

nurjahtavat. Laskelmat on tehty ohjelmalla KPM-TERAS. 

Kuvan 4 tuloksista nahdaan, etta virhe, joka taipuman estimoinnissa 

tehdaan on huomattavasti pienempi kuin kuormituksen estimoinnissa 

tehty. Jos kuormitus olisi tasaisempi kuin tassa tarkasteltu, niin suhteel­

lisen hyvia tuloksia saataisiin huomattavasti harvemmalla elementtijaolla 

kuin tassa kaytettyssa lopullisessa mallissa. Edella olevat paatelmat 

voidaan tehda, kun verrataan tuloksia, jotka on saatu samalla kuormi­

tuksen estimaatilla kayttaen 8 tai 16 tasapitkaa elementtia. Tassa 

kaytettiin vain tasapitkia elementteja, koska niita on helppo generoida 

malliin. 
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Kuva 4. Testipilarit ja niiden nurjahduksen kuormituskertoimet. 

Kuvan 4 tuloksista nahdaan myos, etta virhe syntyy paaosin kuormituk­

sen estimoinnista. Lin~aarinen kuormitusfunktio on korvattu porrasfunk­

tiolla. Virhe on talloin suoraan verrannollinen elementtijakoon. Lahes 

samaan tulokseen paadytaan myos tarkastelemalla kuvan 4 tuloksia. 

Olettamalla, etta virhe on verrannollinen elementin pituuden potenssiin 

r saadaan seuraavat tulokset. 
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Edella olevan perusteella voidaan arvioida, etta jakamalla sauva 64 

elementtiin saadaan tulos, jossa virhe on aile 1%. Tahan tulokseen 

paadytaan, kun verrannollisuuskerroin t ratkaistaan (r=1) eo yhtalosta 

ja ekstrapoloidaan. 

Acr-3, 7 3040 0 01343 
-----':.._____...,,------- , *156 ,25 -

Acr 312.5 
Acr=3, 7 556 =>Ncr= 37 5, 56 kN 

Seuraavassa on oletettu, etta virhetarkastelu patee myos muihin 

laskettuihin tapauksiin. Kuvassa 5 on esitetty lopullinen laskentamalli. 

E 

0 

' II 
_j 

N=100kN 10 m 

Kuva 5. Lopullinen laskentamalli. 

Numeroarvot on laskettu kayttaen lahtotietoja L = 1 o m, N = 1 oo kN, E 

= 210000 MPa, 11 = 969 cm4, 12 = 2096 cm4 (12/11 = 2), L2/L = 0, 

0.250, 0.500, 0.750, 1.000, poikkipalkkien A = 1.513E-11 m2, 1.513E-

09 m2, 1.513E-07 m2, 1.513E-05 m2, poikkipalkkien I = 1 m4. Tulokset 

voidaan esittaa dimensiottomien muuttujien avulla. Tulokset on esitetty 

nain taulukossa 1 ja kuvassa 6. Nurjahduspituus on laskettu eo. nurjah­

duspituuden maaritelman mukaan. 
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Taulukko 1. Nurjahduskertoimet "-cr ja suhteelliset nurjahduspi­

tuudet. 
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Kuva 6. Ekvivalenttinen nurjahduspituus L. 
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TULOSTEN TARKASTELUA 

Tau lukosta 1 ja kuvasta 6 havaitaan, etta kaksi loysinta alustaa antavat 

lahes samat nurjahduskuormitukset kuin tapaus, jossa kimmoista 

alustaa ei ole ollenkaan. Naissa tapauksissa on yksinkertaisempaa 

kayttaa kaytannon sovellutuksissa laskentamenetelmaa, jossa alustaa 

ei oteta lainkaan huomioon. Numerolaskut osoittivat, etta normaalin 300 

mm korkean sigmaorren vapaa alalaippa on tallainen tapaus. Tallaiselle 

orrelle saadaan numeroarvot /5/ L = 1,25 m, I = 268400 mm4, k = 6,66 

kN/m2, joista suure s = 0,54 eli ollaan kahden loysimman alustan 

val ilia. 

Nurjahdusmuodot osoittivat lisaksi, etta kahden suurimman alustajayk­

kyyden valilla on rajajaykkyys, jolloin nurjahdusmuoto muuttuu yhdesta 

aallosta useammaksi. Kuvassa 7 on piirrettyna taulukossa 1 alleviivat­

tujen tapausten nurjahdusmuodot. 

lb. 

;: 

i_ 

4-------------------------------------------------·~ 

Kuva 7. Nurjahdusmuotoja. 
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Nurjahduskuormitus kasvaa ja toisaalta nurjahduspituus pienenee 

voimakkaasti kahden jaykimman tapauksen valialueessa. Taivutusjayk­

kyydet El1 ja El2 vastaavat teraksisia suorakaideputkia 150*150*5 ja 

180*180*6.3 ja kaksi jaykinta alustaa vastaavat noin 3,9*3 ,9 mm2 ja 

0,39*0,39 mm2 poikkileikkauksisia umpiteraksia. 
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