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TIIVISTELMA: Artikkelissa kuvataan suorakaidelaatan suurten taipumien dynaamista 

analysointia differenssimenetelma!Hi. Analyysien kaytannollista suorittarnista varten ke

hitettiin tietokoneohjelma, jolla voidaan selvittaa olemassa olevien ikkunoiden kestavyys 

sekii mitoittaa asennettavat ikkunat kestamaan rajiihdyksen aiheuttaman paineaaltokuormi

tuksen. Tietokoneohjelman toimivuus on verifioitu ulkomailla yksilasisilla ikkunoilla 

tehdyista kokeista saatujen tulosten avulla. Yksilasisten ikkunoiden ohella myos useampi

lasisten ikkunoiden analysointiin soveltuvan ohjelman kaytosta esitetiiiin pari esimerkkia. 

JOHDANTO 

Rajahdysonnettomuuksien laajimmalle alueelle ulottuvat vahingot aiheutuvat rajahdyksen 

paineaallon rikkomista ikkunoista. Tavallinen ikkunalasi muodostaa rikkoutuessaan kol

miomaisia teraviireunaisia sirpaleita, jota voivat aiheuttaa lasien lahella olijoille pisto- ja 

viiltohaavoja. 

Rajahdysaineiden massarajahdyksista saatujen kokemusten perusteella on helppo ennustaa 

etaisyys, joilla rajahdyksen paineaalto (shokkiaalto) rikkoo tietyn osuuden ikkunoista. 

Esimerkiksi 50 % yksilasisista ikkunoista rikkoutuu etaisyydella, jolla shokkiaallon 

huippuarvo Ps on 3 kPa ja 90 % etaisyydella, jolla P s on 6 kPa. lkkunoiden 

rikkouturnisen satunnaisuus aiheutuu useasta tekijasta, kuten 

ikkunaruutujen vaihteleva koko ja paksuus 

ikkunoiden suunta rajahdyspisteen suuntaan niihden 

ruutujen kiinnitystapa puitteisiin 

ruuduissa olevien siirojen koko ja sijainti. 

Suomen rajahdystarvikemaiiraysten mukaan eri tyyppiset rakennukset on sijoitettava niin 

etaalle varastosta, etta ikkunoiden rikkoutumisesta aiheutuva vaara on vahainen. Rajah-
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dysaineet voivat kuitenkin rajiihtaa myos muualla. Massarajahdysten lisaksi myos kaasu

ja pOlyrajahdykset seka paineastioiden repeamiset synnyttavat paineaallon, joka voi rik

koa ikkunoita. Teollisuuden ohjaamo- , toirnisto- ym. rakennusten ikkunat on valrnistet

tava ikkunalasia paremrnin painekuormitusta kestavasta ja rikkoutuessaan vahemman vaa

raa aiheuttavasta materiaalista. 

USA:n laivaston rakennuslaboratorio NCEL on monivuotisen tutkimusohjelman perus

teella paatynyt suosittelemaan rajahdyksen kestavien ikkunoiden valmistarnista karkais

tusta lasista tai polykarbonaatista. Lasin mitoituksen lahtCikohtana oli staattisesti kuorrni

tetun laatan taipumakayra. Laatan taipuma shokkiaallon dynaamisessa kuormituksessa 

laskettiin numeerisesti korvaamalla laatta jousi-massasysteemilla. NCEL on vuosina 

1986-87 julkaissut kayrastot, joiden avulla voidaan valita yksilasisen karkaistusta lasista 

tai polykarbonaatista valmistetun ruudun paksuus, kun painekuorrnituksen huippuarvo ja 

kesto tunnetaan /1 ,2/. 

NCEL:n menetelmaa ei kuitenkaan voi soveltaa kaksi- ja kolrnilasisten ikkunoiden mitoi

tukseen eika muille kuin shokkikuormituksille. Taman vuoksi VTT:ssa on tehty tietoko

neohjelma (noin 1000 FORTRAN-lausetta), jolla voidaan mitoittaa yksi-, kaksi- ja kol

milasiset ikkunat kestamaan rnielivaltaisesti ajasta riippuva painekuorrnitus. 

Heikoimman ruutumateriaalin, tavallisen lasin taivutusmurtolujuus dynaarnisessa kuorrni

tuksessa on luokkaa 70 MPa. Karkaistun lasin taivutusmurtolujuus on lahes kolminker

tainen (noin 170 MPa) sen vuoksi, etta karkaisuprosessissa pintojen nopeassa jaahdytyk

sessa niihin jaa edullinen puristusjannitystila, jolloin murtumisen alkaminen pinnoissa 

olevista mikrosaroista edellyttaa suurempaa taivutusjannitysta. Karkaistun lasin pinta

kerrosten puristusjannitystilan kompensoi sisalla vallitseva vetojannitystila. Talloin suu

rissa taipumissa (ohuet Ia sit), joissa kalvovoimien aiheuttamat jannitykset ovat taivutus

momenttien aiheuttamia jannityksia suuremmat, keskipinnan alueella olevat mikrosarot 

kuormittuvat merkittavasti ja karkaistun lasin etu tavalliseen lasiin nahden saattaa vaheta. 

Ikkunoissa myos kaytetyn polykarbonaattilevyn taivutusmurtolujuus on luokkaa 70 MPa. 

Eri materiaaleja kaytettaessa mitoitus tapahtuu murtojannityksen suhteen varmuus

kertoimen ollessa n = 2,0 - 2,5. Ruudut eivat saa taipua liiaksi (enintaan 10- 15 kertaa 

ruudun paksuus), koska ne saattavat talloin irrota karmista. Paineisku seka paineiskun 

jiilkeinen alipaine on otettava ikkunaruudun kiinnitystavassa huornioon. 
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Paineiskukuormitus 

Tarkasteltaessa paineen kehittymista jossakin pisteessli kaasurajahdyksessli painepulssin 

maksimi on tyypillisesti luokkaa Ps = 5 - 50 kPa ja kestoaika on Lit= 0,01...0,1 s. Pai

neiskukuormitusfunktio idealisoidaan tapauksesta riippuen eri tavoin (kuva 1). Seinan 

suuntaisesti tuleva paineisku etenee alinen nopeudella ikkunan sivulta toiselle. Laatan dy

naamista kayttaytymista karakterisoi taivutusvlirahtelyaaltojen etenemisnopeuden ja lianen 

nopeuden (ilmassa) suhde. Taivutusvlirlihtelyaaltojen etenemisnopeus on huomattavasti 

pitkittaisaaltojen (aanen nopeus lasissa Y E fp = ,j75 GPa/2500 kg!m3 = 5477 rn/s) etene

misnopeutta pienempi, mutta kuitenkin lilinen nopeuden (ilmassa) luokkaa. Paineiskun 

tullessa seinan suuntaisesti painetta laatan alueella ei voida olettaa vakioksi. Jos paineiskun 

etenemisnopeus (aanen nopeus ilmassa) on c ja tulosuunnan ja ruudun normaalin valinen 

kulma on 8, "pyyhkaisynopeus" v laatan yli on v = c/sin8. Kohtisuorassa paineiskussa 

(8 = 0), joka yleensli on pahin, paineisku "pyyhkaisee" ikkunan yli tavallaan lilirettomlin 

suurella nope udell a ja paine laatan alueella voidaan olettaa vakioksi. Samoin voidaan olet

taa lievasti vinossa paineiskussa. Numeerisella laskentamenetelmalla erilaiset kuormitusta

paukset voidaan kasitella. 

Lit 

shokkiaalto paineaalto 

Kuva 1. Paineen aikariippuvuuden erilaisia idealisointitapoja. 

IKKUNALAATAN DYNAAMISEN V ASTEEN LASKEMINEN 
DIFFERENSSIMENETELMALLA 

Laskentamenetelmliksi valittu differenssimenetelma on nyt tarkasteltavassa tapauksessa 

erittain tehokas. Nykyaikana tyoasemat laskevat yhden kuormitustapauksen lapi muuta

massa rninuutissa. Aika-askelia tarvitaan tyypillisesti kymmenia tuhansia. Jokaisella ai

ka-askeleella joudutaan laskemaan mm. useampilasisen ikkunan tapauksessa ruutujen 

valinen tilavuus valipaineen maarittamistli varten. Kaksinkertainen laskentatarkkuus on 

osoittautunut UNIX -tyoasemia kaytettaessa valttamattomliksi. 
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Ikkunan keskikohdan taipuma kriittisessa painekuormituksessa on tyypillisesti useita 

kymmenia millimetreja, minka rinnalla seinan ja karmin enintaan muutaman millimetrin 

taipumat voidaan jattaa huomioonottamatta ja olettaa alusta taysin peraanantamattomaksi. 

Kyseessa on siis painekuormitettu nivelellisesti tuettu suorakaidelaatta (kuva 2). Suurin 

rasitus syntyy ikkunan mittasuhteistaja painekuormituksesta riippuen joko laatan keski

alueelle, sivujen keskelle tai nurkkiin. Jos suurin rasitus syntyy reunan lahelle, reunan 

epatasaisuudet poistava hionta parantaa kestavyytta. 

reunat 
vapaasti 
tuetut, 
nivelelliset 

a, pituus 

b,korkeus 

K uva 2. Nivelellisesti kaikilta reunoiltaan tuettu ikkunalaatta. 

...__ -...__ -...__ -...__ 
-P ...__ -...__ -...__ -...__ 

Taipuman maksimin Wmax tullessa suuremmiksi kuin luokkaa Wmax > 0,10 .. . 0,50h 

(h laatan paksuus) kalvovoimat kantavat osan poikittaiskuormituksesta ja pienten tai

pumien laattateoria eli ns. KIRCHHOFFIN laattateoria ei ole enaa riittava. Suurten 

taipurnien aiheuttamat venymat laatan keskipinnalla ovat (kuva 3) 

(1) 

missa Eon kimmokerroin , h laatan paksuus, v Poissonin vakio ja Nx, Nx, Nxy laatan 

keskipinnan suuntaiset membraanivoimat. Ylaindeksi L viittaa lineaarisiin ja NL epaline

aarisiin (nonlinear) venymiin. Membraanivoimat ilmaistaan Airy-tyyppisen jannitys

funktion <P(x,y) avulla samaan tapaan kuin levyteoriassa eli 
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z,w 

Kuva 3. Suuren taipuman w aiheuttama venymii Ex. 

N = h ()2cP 
X ()y2 

N = h 
02

cP 
y ox2 

(2) 

Sijoitetaan nama yhtaloihin (1) ja derivoidaan sitten yhtaloista (1) ensimmainen kahdesti 

y:n suhteen, toinen kahdesti x:n suhteen ja kolmas seka x:n etta y:n suhteen. Nain saatu

jen kahden ensimmaisen yhtalOn summasta vahennetaan kolmas yhtalo, jolloin siirtymat 

Ux ja uy eliminoituvat ja saadaan yhteensopivuusyhtalO 

(3) 

Sijoittamalla membraanivoimat (2) laatan suurten taipumien differentiaali~htaloon 

2 2 2 
4_1 aw ow aw 

v w- K (q + Nx ox2 + Ny ()y2 + 2Nxy oxoy)' 
(4) 

missa 

K= Eh3 

12(1- v2) (5) 

on laattavakio, tullaan yhtaloon 
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Yhtalot (3) ja (6) yhdessli ovat suurten taipumien perusyhtalot (von KARMAN, 1910). 

Lisalimallli laatan keski intaa vastaan kohtisuora translaatioinertiavoima kaavasta (6) tulee 

o
2
w [o

4
w o

4
w o

4
w] ph-= q(x,y,t)-K -+2 +-

ot2 ox4 ox2oy2 oy4 

[

a2w ()2cp o2w ()2cp o2w ()2cp ] 

+h ox2 oy2 + oy2 ox2 -
2 

oxoy oxoy . (7) 

missli phef2w!ot2 (p on laattamateriaalin tiheys, h laatan paksuus ja t aika) on inertiakuor

mitus ja q(x,y,t) ajasta riippuva tunnettu ulkoinen laatan pintaa vastaan kohtisuora kuor

mitus. Rotaatioinertiavoimaa ei oteta huomioon, koska laatan paksuus on pieni jlinnevli

liin verrattuna. Laatan keskipinnan suuntaista inertiavoimaa taas ei oteta huomioon, kos

ka keskipinnan suuntaiset siirtymlit ovat pienili taipumiin verrattuna ja keskipinnan suun

taiset heikohkot hliirioaallot etenevat hyvin nopeasti vaikuttamatta merkittlivlisti huomatta

vasti hitaampiin poikittaisvlirahtelyihin. Jos taipuma won pieni, yhtalostli (7) jaa alempi 

rivi pois. Yhtlilon (7) vasemman puolen aikaderivaatta kirjoitetaan muotoon 

(8) 

Tamli mahdollistaa uuden ajanhetken taipuman wi/+& laskemisen eksplisiittisesti yhtli

lOstli (7) laatan reunojen sisalla oleville differenssipisteille, kun yhtlilon (7) oikean puolen 

arvo lasketaan ennen uutta ajanhetkea. Taman jalkeen kaavasta (3) lasketaan uuden ajan

hetken jannitysfunktion t:P arvot, minkli jalkeen seuraavan ajanhetken taipumat lasketaan 

kaavasta (7) jne. Paikkaderivaattojen ilmaisemiseksi differenssien avulla laatta jaetaan 

kuvassa 4 esitetyllli tavalla suorakulmaiseen differenssiverkostoon. Yhtalon (7) oikean 

puolen taipuman toiset derivaatat pisteelle i,j ovat 

L12w = wi-!,J- 2wi,J + wi+!,J 

L1x 2 (L1xf 

L12w - wi,J-1- 2wi,J + wi,J+! 

L1y2 (L1y)2 

L12w = wi-!,J-!-wi+!,J-!-wi-!,J+!+wi+!,J+! 

L1x L1y 4L1xL1y 
(9) 
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i=l 
0 

0 

0 

jl 0 

0 

y 0 3 

0 2 

j=l 

0 

2 
0 

3 
0 

4 

a,JAKOX 

0 

w!.j+2 

0 0 

JAKOX+l 

I 
W;-J,j+J-w;,1+J-Wi+l,j+l 

I I I 

0 

JAKOX+3 
0 

0 

0 

f---W;_2,j-Wi- l,j-Wi,j-W;-tJ,j-Wi+2,j -

w J.j-1-wl.j-1- w L.j-1 
o b,JAKOY 

0 

I 
j=3J 

wi,j-2 

I Liy 
i=3 -

0 

Llx 0 

0 0 0 0 0 0 o apupisteet 

X 

Kuva 4 . Laatan dijferenssiverkko ja laattayhtii!Ossii pisteeseen i~ j kytkeytyviit liihipisteet. 

Neljannet derivaatat ovat 

6w;,J- 4(w;_ 1,J + W;+ 1,1) + W;_2,1 + Wi+2,J 

(L1x)4 

= 6w;,J -4(wi,J-l + wi,j+l) + wi,j-2 + wi,J+2 

(,1y )4 

_ 8w;,j -4(w;J_1+w;_1,1+w;+1,1+wiJ+1)+2(w;_1J_ 1+w;+1J-l+w;_1J+1+w;+l,J+J) 

(L1x)2(,1y)2 
(10) 

Vastaavat lausekkeet pate vat tietysti myos jannitysfunktiolle C/J vaihtamalla kaavoissa (9) 

ja (10) w:n paikalle C/J. Merkitsemalla a= Llx!Liy kaavoissa (3) ja (7) esiintyvien neljan

sien derivaattojen summia voidaan havainnollistaa kuvan 5 "differenssimolekyylilla" (pa-

23 



tee seka taipumalle w etta jannitysfunktiolle C!>, vastaavat joskin yksinkertaisemmat diffe

renssimolekyylit voidaan kirjoittaa myos toisille derivaatoille). 

a= L1x ILly 

Kuva 5. Neljiinsien derivaattojen summan (kaavat 3 ja 7) "differenssimolekyyli". 

Sovellettaessa kaavoja (3) ja (7) vuorotellen taipumien ja jannitysfunktion arvojen laske

miseen uusi taipuman arvo ratkeaa suoraan yhta!Oita (7) uuden ajanhetken taipuma-arvo

jen kytkeytymatta toisiinsa (eksplisiittinen laskentamenetelma). Sen sijaan jannitysfunk

tion uuden ajanhetken arvot kytkeytyvat toisiinsa, mika johtaa lineaariseen yhta!Oryh

maan. Sen kerroinmatriisi syntyy, kun kaavan (3) vasen puoli kirjoitetaan kaikille laatan 

reunojen sisapuolelle jaaville differenssipisteille. Kerroinmatriisi on pelkastaan differens

sivalien (,1x ja L1y) funktio ja a jan suhteen vakio seka symmetrinen (kuvan 5 molekyyli 

symmetrinen keskelle piirretyn pystyakselin suhteen). Taman vuoksi kerroinmatriisi [A] 

voidaan kaavan (3) oikean puolen arvoja tuntematta redusoida Choleskyn dekompositio

menetelmalla muotoon [A] = [S]T[S], jolloin laskenta nopeutuu merkittavasti verrattuna 

suoran Gaussin eliminaation kayttoon. 

Reunaehdot 

Ennen paineiskua levossa olevan jannityksettoman laatan kaikissa differenssipisteissa 

w = ci> = 0. Taipuman w reunaehdot otetaan huomioon kuten pienten taipumien analyy

sissa. Jotta taivutusmomentti olisi nolla reunalla, tulee ulkopuolisen apupisteen taipuman 
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olla yhta suuri mutta erimerkkinen kuin sisalla olevan differenssipisteen. Jannitysfunk

tion ciJ suhteen todetaan, etta laatan ikkunaruudun kiinnitystavasta johtuen eli reunojen 

ollessa vapaat keskipinnan suuntaisista kalvovoimista voimat Nx, Ny, Nxy ovat nollia 

laatan reunoilla, mista seuraa, etta laatan reunalla jannitysfunktio ciJ = 0 ja sen derivaatat 

reunan suunnassa ja reunan normaalin suunnassa haviavat. Derivaattoja koskevat ehdot 

toteutuvat, kun laatan ulkopuolella olevien apupisteiden <P-arvot ovat jatkuvasti nollia. 

Huomattakoon, etta kaavojen (3) ja (7) oikeiden puolien hakasulkulausekkeet haviavat 

taipumattomina pysyvilla ulkoreunoilla. 

Taipumareunaehtojen huomioonottamisessa kaytetaan laatan ulkopuolisia apupisteita. 

Tarkastellaan reunaa, jolla x = vakio. Reunan, jolla y = vakio, tarkastelu kay vastaa

vasti. 

/ 
2 4 ~ j+ • ) 

j+ 1 
/. 

Ly / 
l --11 LX / T j 

j-.L 
w . . =() 

!,] 

/ X 

2 / J- w i-J ,j 

i-2 i-1 i+1 i+2 

a) b) 

Kuva 6. Laatan reuna (a), jiiykkd tuenta (b)ja vapaa tuenta (c). 

c) 

W· ·=0 !,] 

wi - J,j w i+l,j 

Vapaasti tuetulla reunalla (kuva 6c), jollaisena ikkunaruudun kiinnitystapaa voidaan pi

taa, on w = 0 ja momenttiehdosta 

(11) 

saadaan apupisteen (i+ 1, j) taipumaksi 

wi+l,j = -Wi-l,j · (12) 
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Jaykasti tuetulla reunalla (kuva 6b), jota ei nyt tarkastella, seuraa kallistumisen estymi

sestiiw;+Lj = wi- J.j· 

Kun taipumat w;,j on ratkaistu, momentit lasketaan kaavoista 

--.2 --.2 w· · -2w· · +w· 1 · w .. -2w .. +w .. 1 Mx = _ K(~ + v~) = _ K( t-l,J I,J I+ ,J + v I,J-1 I,J 1,)+ ) 

iJx2 iJy2 (L1x)2 (L1y)2 

""2 w W' I . I - W· I . I - W' I . 1+ W· I . I Mxy =- (1- v)K-0 - =- (1- v)K 1+ ,J+ 1- ,J+ 1+ ,J- 1
- ,J-

dXdY 4L1xL1y 
(13) 

ja taivutuksesta johtuvat jannitykset laatan pinnalla kaavoista 

(14) 

Suurten taipumien tapauksessa taivutusmomenttien aiheuttarniin jannityksiin lisataan kaa

voista (2) saatavat kalvojannitykset 

N ij2cp 
(Y -__,L- -

X - h - (jy2 

N ij2cp 
(Y __ y ---

y - h - iJx2 

- Nxy - (j2cp 
't'xy - h - - dXdY . 

(15) 

Yhdistetyn jannityksen laskerniseksi lasille sovelletaan usein maksirnipaajannityskriteeria. 

Maksirnipaajannitys lasketaan kaavasta 

(16) 
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Tukivoimien laskenta 

Kannien mitoitusta varten tarvittavien tukivoimien laskennan Hihtokohta ovat ns. redusoi

tujen tai korvikeleikkausvoimien laskukaavat 

(17) 

Taipumien ollessa estettyja laatan reunalla on y-akselin suuntaisilla sivuilla ()wf()y = 0 ja 

x-akselin suuntaisilla sivuilla ()wf()x = 0, joten tukivoimien laskukaavat (17) yksinker

taistuvat muotoon 

Q- =-Kd3w 
x ()x3 

Q =- Kd3w. 
y ()y3 

(18) 

Kolmannen derivaatan muodostamisessa reunan differenssipisteelle reunan sisapuolelta 

tarvitaan kaksi ja ulkopuolelta kaksi differenssipistetta. Koska vapaasti tuetulla reunalla 

taipuma on antimetrinen reunapisteen suhteen, ovat ulkopuolisten apupisteiden taipumat 

yhta suuria mutta erimerkkisia kuin vastaavalla etiiisyydella reunasta olevien sisapisteiden 

taipumat (vrt. laatan taipuman Fourier-sarjaratkaisu). Reunapisteen i,j tukivoimien las

kukaavat (18) x- ja y-akseleihin yhtyvilla laatan sivuilla ovat differenssimuodossa 

- 2wi+l J - wi+2 J 
Qx = K ' ' (y-akselilla) 

(Lix)3 

(19) 

Vastaavasti kahdelle muulle sivulle saadaan (huomattava, etta laattateoriassa positiivisilla 

reunoilla vaikuttava positiivinen leikkausvoima vaikuttaa ulkoisen kuormituksen q suun

taan ollen negatiivinen tukireaktiovoima) 
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(y-akselin suutaisella oikealla sivulla) 

(x-akselin suutaisella yHisivulla) . (20) 

Aika - askeleen valinnasta 

Jotta nyt sovellettu eksplisiittinen laskentamenetelma olisi stabiili, aika-askeleen on oltava 

riittavan pieni. Pienten taipumien tapauksessa stabiiliusehto eli kriittinen aika- askel on /3/ 

(21) 

Jos laskentamallissa olisivat mukana myos keskipinnan suuntaiset varahtelyt, joihin 

sovellettaisiin vastaavaanlaista eksplisiittista keskeisdifferenssifonnulaatiota kuin taivu

tusvarahtelyihin, tarvittava aika-askelvaatimus laskettaisiin kaavoista .dt < min(Llx/'/E/p, 

.dy/YE/p}. Tama johtaisi pienempaan aika-askeleen enimmaisarvoon kuin kaava (21). 

Suurten taipumien tapauksessa aika-askelvaatimusta ei nyt selvitetty analyyttisesti, vaan 

kokeilemalla kayttamalla lahtOkohtana kaavan (21) antamaa arvoa. Suurten taipumien ta

pauksessa aika-askeleen tulee olla kalvovoimien takia lyhyempi kuin pienten taipumien 

tapauksessa. Yleensa stabiilius menetetaan akillisesti vasta hyvin lahella kriittista aika

askelta. Laskennassa kaytetty tyypillinen aika-askel on ollut 0,00001 s. 
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Esimerkki 1: Ana1ysoidaan vapaasti tuettu yksilasinen ikkuna sivujen pituuksien olles
sa a =b = 1 m ja paksuuden h = 5 mm. Kuormituksen muoto on kuvassa 1 esitetty shok
kiaalto, jonka Ps = 11 kPa ja kestoaika L1t = 0,01 s. Lasin kimmokertoimelle kaytetlilin 
arvoa E = 69 GPa, Poissonin vakiolle v = 0,25 ja tiheydelle p = 2500 kg/m3. Laatta 

jaetaan 10 x 10 - ruudukkoon ja aika- aske1eeksi va1itaan 0,00001 s. Tutkittiin pienten ja 

suurten taipumien teorialla laskettujen tulosten eroja. Laatan keskikohdan taipuman mak

simi ja alimpaan taajuuteen liittyva varahdysaika tulivat pienten taipumien teorialla lahes 

kaksinkertaisiksi suurten taipumien teorialla laskettuihin arvoihin verrattuna (kuva 8). 

\10---t-;:-+-H-+---f>l~-+ keskikohdan tai puma [mm] 
suurten taipumien teorian mukaan 

axb = 1 m x 1 m, h = 5 mm 

aika [s] 

Kuva 8. Laatan keskikohdan taipuma ajanfunktiona kdyttiien 10 x 10- ja 20 x 20 -
ruudukkoa (merkityt taipuman maksimin numeroarvot laskettu 10 x 10 -
ruudukolla). 

Pienten taipumien teorialla suurin redusoitu jannitys 107,3 MPa syntyi ajanhetkella 

0,0170 s laatan keskelle. Suurten taipumien teorialla taas suurin redusoitu jannitys 77,8 

MPa tuli ajanhetkella 0,0090 s nurkan lahelle (kuva 9). Kuva 10 esittaa taipuman muotoa 

samalla ajanhetkella. Analyysit tehtiin myos 20 x 20 - ruudukkoa kayttamalla. Talloin 

pienten taipumien teorialla maksimitaipumaksi tuli 42,9 mm ajanhetkella 0,0146 s ja mak

simijannitykseksi 107,1 MPa ajanhetkella 0,0147 s seka suurten taipumien teorialla mak

simitaipumaksi 20,8 mm ajanhetkella 0,0075 s ja maksimijannitykseksi 85,2 MPa ajan

hetkella 0,0089 s. Jannitykset muuttuivat siis enemman kuin taipumat, mika oli odotetta

vissakin, koska jannitykset saadaan tarkkuutta alentavilla derivoinneilla taipumista. Ana

lyysit tehtiin myos kayttlimalla aika-askelta 0,000001 s, milla oli kuitenkin vahainen vai
kutus tuloksiin. 
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Kuva 9. Maksimipiiiijdnnitysjakauman muoto laatan alueella ajanhetkelld 0,009 s, jolla 
saavutetaan suurinjdnnitysarvo 77,8 MPa nurkan ldhelld (suurten taipumien 
teo ria) . 

Kuva 10. Taipuman muoto laatan alueella ajanhetkelld 0,009 s, jolla saavutetaan suurin 
jdnnitysarvo (suurten taipumien teoria). 

Tutkittiin myos laattaa, joss a laatan toisen sivun pituus kasvatettiin arvoon a = 1,5 m. 

Ti:illoin suurten taipumien teorialla maksimiji:innitys tuli lyhyen sivun keskelle. 
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USEAMPILASINEN IKKUNA 

U seampilasisessa ikkunassa ruutujen valiin kehittyva paine lasketaan adiabaattiyhtalosta 

p VK = vakio , (2 2) 

missa ilman adiabaattivakio on K = 1,4. Jos oletetaan ruutujen valisessa tilavuudessa 

paine paikan suhteen vakioksi ja kaytetaan ruutujen 1 ja 2 taipumista lasketuista tilavuuk

sista merkintoja V1 jaV2 ja yhden ruudun pinta-alasta merkintaa A, ruutujen 1 ja 2 va

liseksi paineeksi tulee 

v2 -- v1 Pl2=Po(1+ )-K, 
A e1 

(23) 

missa Po= 0,1 MPa ympariston ilmanpaine. Vastaavasti ruutujen 2 ja 3 valisen tilan 

paineeksi tulee 

( 2 4) 

Kuva 11. Kolminkertainen ikkuna. 

Tilavuudet V1, V2 ja V3 lasketaan numeerisesti jokaisen aika-askeleen jalkeen. Ikkuna

ruutujen valisessa tilavuudessa paine voidaan olettaa vakioksi, jos ruutujen taipumisno

peus on aanen nopeuteen verrattuna sen verran pieni, etta paineaallot ehtivat tasaantua riit

tavasti valitilassa. Tahan aaritapaukseen nahden vastakkainen aaritapaus syntyy, kun ik-
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kunaruutujen taipumisnopeus on hyvin suuri. Talloin tilanne vastaa kimmoisella alustalla 

olevaa laattaa, jolloin ruutujen valiset paineet lasketaan kaavoista 

W2- W} 
P12 =Po (1 + )-1( 

e1 

(25) 

Ikkunan paineiskukuormitus on kuitenkin lahella ensin kuvattua tilannetta, jossa painetta 

valitilassa voidaan pitaa paikan suhteen vakiona; kuten seuraavan esimerkin tuloksista il

menee. 

Esimerkki 2 : Tarkastellaan neliomaista kaksilasista ikkunaa, jonka a = b = 1 m, 

ulomman ruudun paksuus h = 14 mm ja sisemman h = 12 mm ruutujen valinen etai

syyden ollessa 50 mm. Polykarbonaatin kimmokertoimelle kaytetaan arvoa E = 2,39 

GPa, Poissonin vakiolle v = 0,38 ja tiheydelle p = 1200 kg/m3. Levy jaetaan 10 x 10-

ruudukkoon ja aika-askeleeksi valitaan 0,00001 s. Paikan suhteen vakioksi oletettu ul

koinen annettu paine, valitilan laskettu paine ja ruutujen keskikohdan suurten taipumien 

teorialla laskettu taipuma ajan funktiona on esitetty kuvassa 12. Ulkoruudun suurin re

dusoitu jannitys 24,1 MPa saatiin ajanhetkella 0,0419 s laatan keskelle ja sisaruudun 21,6 

MPa ajanhetkella 0,0110 s myos laatan keskelle. 

6~--------~--~~~~~--~ 
sisaruudun keskikohdan 
taipuma [mm] 

4 

2 

-2 

-4 

valitilan paine [kPa] 

POLYKARBONAATTI
RUUDUT lmxlm 
(vali 5 em) 

0 0,01 0,02 0,03 0,04 0,05 0,06 aika [s] 

Kuva 12. Ulkoinen paine, viilitilan paine ja ruutujen keskikohdan taipuma ajanfunktiona. 
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Ulko- ja sisaruudun keskialue taipuvat liihes samalla alimmalla taajuudella (locking

ilmio), vaikka ruutujen vapaat ominaistaajuudet ovat erilaisen paksuuden takia erilaiset 

(pienten taipumien teorialla laskettu ulkoruudun 19,4 Hz ja sisiiruudun 16,6 Hz). Laatan 

taipuman suurimmaksi nopeudeksi saadaan kuvasta 12 graafisesti derivoimalla noin 10 

rn/s, joka on pieni verrattuna iiiinen nopeuteen noin 340 rn/s ilmassa tehden oletuksen 

ruutujen viilisestii vakiopaineesta oikeutetuksi. 

Joissakin tapauksissa jatkettaessa laskentaa pitkiilti taipuman ja jiinnityksen ensimrniiisten 

maksimikohtien ohi laskennan stabiilius menetettiin, minkii seurauksena siirtymiit ja jan

nitykset kasvoivat mielivaltaisen suuriksi. Epiistabiilius aiheutui niihtiiviisti siitii, etta 

pakkokuormituksen lakattua ja suurimpien varahtelyjen tasaannuttua jaljelle jai pieniamp

litudisia korkeita taajuuksia, joiden analysointi olisi edellyttiinyt tiheiimpiiii laskentaverk

koa ja lyhyempiiii aika- askelta. Ongelma viiltettiin lisiiiimiillii laskentamalliin pieni sisai

nen vaimennus, joka hiivittaa korkeamrnat taajuudet vaikuttamatta alempiin taajuuksiin. 

Ohjelmaan Iisiittyja piirteitii 

Ohjelmaan tehdyn pienen lisayksen (yksi ohjelmarivi) jiilkeen ohjelmalla voidaan laskea 

myos staattisia kuorrnitustapauksia. Kaavan (7) inertiatermiin lisattiin nopeuteen verran

nollinen vaimennusterrni eli 

a2w dw 
ph-+c-=Ph 

dt2 dt 

w.t-t:Lit- 2w.l . + w.t-:Lit w.t-t:Lit- w.l . 
!, J !, J !, J + c !, J !, J 

(.1tf .1t 

(1 + c .1t)w.t-t:Lit _ (2 + c .1t)w.l. + w.t-:Lit 
ph !,] ph !,] !,] 

=ph ----'-'--'-'--------.L-'-'--------

(.1tf 
(26) 

jossa c on vaimennuskerroin. Tiilloin vakiopaineella kuorrnitetun laatan variihtelyt vai

menevat ja jaljelle jiiii staattinen muodonmuutostila. Ilmeisesti kriittistii vaimennus

kerrointa kiiyttiimiillii piiiistiiiin nopeimmin staattiseen lopputilaan. Kriittistii vaimennus

kerrointa on kuitenkin vaikea maiirittiiii varsinkaan suurten taipumien tapauksessa. Ko

keilujen mukaan sopiva valinta on esimerkiksi c.1t!(ph) = 0,1 (korkeiden taajuuksien 

suodatukseen sopiva valinta oli kokeilujen mukaan edt!( ph)= 0,00001). Parissa staatti

sessa tapauksessa (toisessa pienet ja toisessa suuret taipumat) ohjelman tulostamaa taipu

maa verrattiin kirjallisuudesta saatuun arvoon ja todettiin tarkka yhtiipitiivyys. 

Monilasisissa ikkunoissa ulkoruutu rikkoutuu ensin. Ohjelmaan tehtiin lisiiys, jonka 

avulla on mahdollista annetulla ulkoruudun murtumisjannityksellii tapahtuvan rikkoutu-
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misen jiilkeen kohdistaa ulkoinen painekuonnitus sellaisenaan sisempiiiin ruutuun. Niiin 

voidaan arvioida sisiiruutujen rikkoutumista paineen vaikutuksesta. Kolmelasisissa ik

kunoissa sisiilasina kiiytetiiiin umpiolasia (viili 12 mm). Tiilloin pienen viilitilavuuden an

siosta painekuormitus jakaantuu kutakuinkin tasan jiiljellii olevien kahden ruudun kannet

tavaksi. Ohjelmalla voitaisiin myos selvittiiii optimaaliset ruutujen viiliset etiiisyydet an

netussa paineiskukuormituksessa. 

JA TKOTUTKIMUSMA.HDOLLISUUKSIA 

Lasiruuduilla tehtyjen kokeiden mukaan lasiruudun murtumisjiinnityksessii esiintyvii 

huomattava hajonta (luokkaa 20-40 %) aiheutuu ruuduissa olevista siiroistii. Jos siiro 

sattuu ruudun voimakkaasti jiinnittyviille alueelle, ruudun rikkoutumiskuormitus alenee. 

Hajonnan suuruus voitaisiin selvittiiii teoreettisesti tutkimalla lasilevyssii olevia pinta- ja 

mahdollisesti sisiiisiii siirojii valitsemalla siirojen esiintymistiheydelle, koolle, orientaa

tiolle ja suunnalle erilaisia todenniikoisyysjakaumia. Esimerkiksi puolielliptisten pintasii

rojen jiinnitysintensiteettikertoimelle on esitetty kirjallisuudessa valrniiksi laskettuja arvoja 

vedon ja taivutuksen rasittamassa laattassa. Tutkimuksesta olisi mm. se hyoty, etta saa

taisiin selville, miten hajonta staattisessa kuonnituksessa eroaa hajonnasta dynaarnisessa 

kuormituksessa johtuen erilaisesta jiinnitysjakaumasta ruudun alueella. 
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