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TIIVISTELMA Artikkelissa osoitetaan kiinteiden paikallisten karteesisten suorakul
maisten koordinaattien soveltuvan erinomaisesti numeeristen laskentamenetelmien lisak
si kaarevien sauva- ja kuorirakenteiden analyyttiseen kasittelyyn. Esitetyilla tuloksilla 
ei sinansa ole tieteellista uutuusarvoa, mutta kehitetty lahestymistapa, joka on ilmeisen 
hyodyllinen erikoisesti opetuksen tarpeita silmalla pitaen, avaa yksinkertaisen ja sys
temaattisen esitystapansa myota uuden nakokulman matemaatbsesti usein hankaliksi 
tulkittuihin teoreettlsiin tarkasteluihin. Sovelluksina johdetaan seka taivutettujen etta 
kalvotilassa olevien sauva- ja kuorirakenteiden lineaaristen muodonmuutosten analyyt
tiset lausekkeet maaritettyma kulloinkin kaypien ortogonaalisten kayraviivaisten koor
dinaattien avulla. 

JOHDANTO 

Kaarevien rakenteiden - kuten sauvojen ja kuorien - tarkastelussa kaytetyt koordi
naattijarjestelmat valitaan t avanomaisesti siten, etta koordinaattiviivat yhtyvat ra
kenteen tiettyihin karakteristisiin viivoihin ja ovat nain ollen kaarevia eli kayraviivai
sia. Kuva 1 (a) esittaa tyypillista yksidimensioista rakennetta, kaarevaa sauvaa ja sen 
kayraparametria a kolmidimensioisessa avaruudessa ja kuva 1 (b) vastaavasti ohutta 
pintarakennetta ja sen referenssipinnan pintaparametreja a ja {3. Laskennallisessa 
tarkastelussa on talloin luontevaa - muiden mahdollisuuksien jaadessa useimmiten 
kokonaan harkinnan ulkopuolelle - esittaa rakenteen siirtymatila kayttamalla apuna ky
seisen kayraviivaisen koordinaattijarjestelman kantavektoreita. Oleellista on, ett a nama 
yksikkokantavektorit eivat ole suunnaltaan paikan suhteen vakioita, mika seikka tekee 
tarvittavat muodonmuutosten lausekkeet helposti varsin mutkikkaiksi. Alan kirjallisuu
dessa on kaytetty perinteisesti kahta vaihtoehtoista menetelmaa kyseisten lausekkei
den johtamiseksi. Ensinna, on kaytetty apuna erilaisia differentiaaligeometrisia piir
roksia, joiden avulla kuvataan rakenteen deformoitumista ja maaritetaan muodonmuu
tokset, FLUGGE (1966) ODEN (1967). Taman menettelyn etuna on silloin, kun piirros 
on taitavasti tehty, havainnollisuus, mutta usein tama tarkastelutapa jattaa lukijalle 
kuitenkin hieman epavarman tunteen kasittelyn eksaktiudesta. Toinen, matemaattises
ti ehdottomasti luotettava menettelytapa, perustuu tensorilaskennan keinoin johdet
tuihin yleisiin kayraviivaisessa koordinaattijarjestelmassa lausuttuihin venymatensorin 
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Kuva 1. (a) Sauvan akseli, paikkavektori r ja kayraparametri a. (b) Kuoren referens
sipinta, paikkavektori r seka pintaparametrit a ja (3. 

lausekkeisiin, FLt)GGE (1972) . Nain johdettuja tuloksia on taas puolestaan kovin han
kala todeta yleispateviksi varsinkin silloin, kun lukijalla ei ole riittavaa tensorilaskennan 
perusteiden tuntemusta. 

Tassa artikkelissa pyritaan tuomaan esiin muodonmuutosten lausekkeiden joh
tamiseksi edellamainituista kahdesta vaihtoehdosta poikkeava lahestymistapa, jossa 
myos kaarevia rakenteita kasiteltaessa voidaan virhetta tekematta hyodyntaa suoraan 
kiinteassa karteesisessa suorakulmaisessa koordinaatistossa patevia tuttuja ja yksinker
taisia venymien ja liukumien lausekkeita. Taman menettelyn toivotaan tuovan helpo
tusta muun muassa monasti varsin hankalaksi koetun kuoriteorian oppimiseen. Ilmeinen 
vastenmielisyys, joka on syntynyt vaikeaksi tulkitun matemaattisen kiisittelyn myota, 
pitaisi tiiltii osin poistua, sillii esitetty menettely perustuu ainoastaan yksinkertaisiin 
vektorilaskennan alkeista tuttuihin laskutoimituksiin. Samalla toivotaan alennettavan 
sita korkeaksi noussutta kynnysta, joka pyrkii vieroittamaan monet insinoorit mekanii
kan teoreettisten tehtavien parista. 

KOORDINAATISTON MUUNNOKSET 

Esityksessa tullaan kayttamaiin kolmea eri koordinaattijarjestelmiiii, jotka kaikki on 
esitetty kuvassa 2. Koko rakennetta tarkastellaan ns. globaalissa kiinteassa koordi
naatistossa x, y , z, jonka kantavektorit r,;, k ovat kiinteita muodostaen oikeakiitisen 
jarjestelman. Rakenteen geometria miiiiritelliiiin tavanomaiseen tapaan sauvan ja kuo
ren osalta kayriiviivaisia viiva- ja pintakoordinaatteja kiiyttamallii siten, etta paikka
vektori 

r = i:;'(a) = x(a)i + y(a)] + z(a)k 

r = r( a, (3) = x( a, (J)i + y( a, (3)] + z( a, f3)k 

(la) 

(lb) 

Niiille koordinaateille, jotka on maaritetty sauvan akselilla ja kuoren referenssipin
nalla, on siis kiiytetty tiissa yhteydessa merkintoja a ja (3. Lisaksi niiihin koordinaat
tijarjestelmiin liitetiiiin ns. normaalikoordinaatti n, joka on pisteittain kohtisuorassa 
tarkasteltavan kuoren pintaa ja pintakoordinaatteja vastaan ja tasosauvan tapauksessa 
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K uva 2. Kaytetyt koordinaattijarjestelmat. 

yhtyy tarkastelutasoon allen samalla kohtisuorassa sauvan akselia vastaan. Koordinaat
tiakseli t muodostavat kuvan 2 mukaisesti aina oikeakatisen jarjestelman, jossa koor
dinaattiviivojen tangentiaalisia yksikkovektoreita merkitaan tunnuksilla ea, e/3 ja nor
maalin suuntaista yksikkovektoria vastaavasti tunnuksella en. Suoritettavien ana
lyyttisten tarkastelujen osalta rajoitutaan tassa yhteydessa niihin tapauksiin, joissa 
koordinaatit a ja f3 ovat keskenaan ortogonaalisia. Sen sijaan numeerisissa lasken
tamenetelmissa ei ortogonaalisuusvaatimusta ole tarpeen asettaa. 

Taman lisaksi rakenteen referenssipinnalle maaritellaan kulloinkin tarkasteltavaan 
pisteeseen kiinnitetty paikallinen suorakulmainen karteesinen koordinaattijarjestelma 
X, Y, Z, jonka X -koordinaattiviiva sivuaa, yksidimensioista rakennetta tarkasteltaessa, 
sauvan akselia ja jonka X- ja Y-koordinaattiviivat pintarakenteita kasiteltaessa sivua
vat tarkasteltavaa pintaa. Koordinaatti Z yhtyy tarkastelupisteessa kuoren ja kaarevan 
sauvan edella maariteltyihin normaaleihin. Naiden viivojen suuntaisia yksikkovektoreita 
merkitaan tunnuksilla ex, ey, ez . Vektori ex on siis kaarevan sauvan tangenttivek
tori ja vektorit ex ja ey vastaavasti kuoren tangenttivektoreita siina pisteessa, missa 
paikallinen koordinaattijarjestelma on maaritetty. On huomattava, etta jatkossa ortogo
naalisen koordinaattijarjestelman kyseessa ollessa paikallisen koordinaattijarjestelman 
yksikkovektorit valitaan siten, etta ne yhtyvat kayraviivaisten koordinaattien yk
sikkotangenttivektoreihin kussakin pisteessa erikseen. 

Koska rakenteen geometria maaritellaan kayraviivaisten viiva- ja pintakoordinaat
tien avulla ja koska tarkoituksena on maarittaa muodonmuutokset paikallisissa suo
rakulmaisissa koordinaateissa, tarvitaan eri koordinaatistoissa laskettujen derivaatto
jen valiset yhteydet. Tahan tarkoitukseen on kaytettavissa ketjuderivoimissaanto, jota 
sovelletaan muodossa 

f) ax f) fJY f) fJZ f) 

00' 00' ax + aa fJY + oa fJZ 
f) ax f) fJY f) fJZ f) 

(2) 8(3 = 8(3 oX + 8(3 fJY + 8(3 fJZ 
f) ax f) fJY f) fJZ f) 

on on oX + on fJY + on fJZ 
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eli 
[) [) 

a a ax 
[) 

=J 
[) 

8{3 aY 
(3) 

[) [) 

an az 

ill!SSa 
ax aY ez 
a a a a a a 

J= 
ax aY ez 
8{3 8{3 8{3 (4) 

ax aY az 
an an an 

on J acobin matriisi. Derivaattojen viilisten yhteyksien liihtokohta on yhtiilo (3). 
Siihen liittyviin J acobin matriisin alkiot on helppo miiiirittiiii, koska paikallinen 
koordinaattijiirjestelmii lausutaan kiiyriiviivaisten koordinaattien avulla, toisin sanoen 
X= X(a,{3,n), Y = Y(a,{3,n), Z = Z(a,{3,n). Tiilloin derivaatat aXjaa, aX/8{3 
jne. ovat helposti laskettavissa. Derivaattojen oaf aX) 8{3 I aX jne. lausekkeet ovat 
sen sijaan yleisesti varsin hankalasti loydettiivissii ja on helpompi miiiirittiiii tarvittava 
kiiiinteinen yhteys kiiyttiimiillii a puna J acobin matriisin kiiiinteismatriisia 

[) [) 

ax a a 
[) = J-1 

[) 
(5) 

aY 8{3 
[) [) 

az an 

Johdetaan J acobin matriisin alkioiden lausekkeet tarkastelemalla esimerkkinii ha
vainnollisuuden vuoksi kuvassa 3 esitettyii kaksidimensioista kuorirakennetta, jossa 
paikallinen koordinaattijiirjestelmii on kiinnitetty keskipinnan pisteeseen A. Kunkin 
ympiiristossii olevan pisteen koordinaatit voidaan miiiirittiiii tiilloin kiinnitetyssii jiir
jestelmiissii projisioimalla paikkavektorien erotus i- 17A kiinteille koordinaattiakseleille, 
jolloin saadaan 

X = (i- iA) . ex 
Y = (i- fA) . ey (6) 

Derivoimalla niiin saatuja yhtiiloi tii pintakoordinaattien a ja f3 suhteen ja ottamalla 
huomioon, etta paikkavektori TA ja kiinteiit kantavektorit ovat vakioita derivoimisen 
suhteen, saadaan 

aY ai .... 
-=-·ey 
aa acx 
aY ai ~ 
-=- ·ey 
8{3 8{3 

(7) 
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K uva 3. Kiintea paikallinen koordinaattijarjestelma. 

Nain saatiin Jacobin matriisille esitysmuoto 

[

or ~ 
-·ex 
00' 

J = !:}~ 
ur ~ 

o(J · ex 

or ~ l oa . ey 

or ~ 
-·ey 
o(J 

(8) 

joka yksinkertaistaa huomattavasti jatkossa suoritettavaa tarkastelua ja on erikoisen 
kayttokelpoinen erilaisten numeeristen algoritmien ohjelmoinnissa. Taman esitys
muodon ovat todennakoisesti ensimmaisina ottaneet kayttoon IRoNs ja AHMAD (1980). 
Esitetty johto on luonnollisesti helposti laajennettavissa kolmidimensioiseen tapaukseen. 

Vektorilaskennan keinoin voidaan maarittaa ortogonaalisen koordinaattijarjestel
mii.n a, (3, n yksikkovektoreiden pintakoordinaattien suhteen lasketuille derivaatoille 
lausekkeet 

0 
1 OHex Hex 

----

:a{~} 
Hf3 o(J Rex 

c{ ~ } 1 OHex 
0 

Hex 
---
Hf3 o(J Rex{J 

Hex Hex 
Rex Rex{J 

0 

(9) 
0 

_1_ oHf3 Hf3 

:p {}.} 
Hex 00' Rex{J 

{ ~ } _....!..._ oH!3 
0 - Hf3 

Hex 00' Rf3 

- Hf3 Hf3 

Rex{J Rf3 
0 

joita tarvitaan jatkossa analyyttisia lausekkeita johdettaessa. Kaavojen johtaminen on 
esitetty useimmissa kuoriteorian oppikirjoissa, eika sita ole tarkoitus tii.ssa yhteydessa 
toistaa. Kaytetyt LAME:n parametrien eli ns. mittakaavatekijoiden, jotka maaraytyvat 
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yhtaJoista 

lausekkeet ovat 

fJrfoa = H01 e01 
or 1 of3 = H pep 

~ (or or)~ HOI= lorfoai = - ·-
00'. 00'. 

~ (or or)~ Hp = lorfof31 = of3 · of3 

(10) 

(11) 

Koska rakenteen geometrian kuvauksessa ei kayteta koordinaattia n, joka on suoravii
vainen ja jonka otaksutaan kaikissa tapauksissa olevan kohtisuorassa muita koordinaat
tiviivoja vastaan, ei yksikkovektoreiden derivaattoja normaalin suhteen jatkossa tarvita. 

Yhtaloista (9) on lisaksi helposti maaritettavissa kaarevuuksien ja kierevyyden 
lausekkeet 

1 

Rp 
oep ~ 1 
--·en=-oa Hp 

1 oep ~ 
Hp of3 . en 

oeOI ~ 
of3 . e, 

(12) 

Kaarevuussateet ja jatkossa vastaavasti kaarevuuden muutokset maaritellaan posi
tiivisiksi silloin, kun kaarevuuskeskipiste sijaitsee normaalin negatiivisella puolella, 
NovozHILOV (1964). Kirjallisuudessa esiintyy myos kaytiinto, jossa kaarevuussade on 
valittu positiiviseksi silloin, kun kaarevuuskeskipiste sijaitsee positiivisella normaaliak
selilla, esim. W ASHIZU (1975). Talloin tulee kussakin edella esitetyssii yhtalossa vaihtaa 
kaarevuus- ja kierevyyssateen etumerkki. 

Jos tarkastellaan kolmidimensioisessa avaruudessa mielivaltaista kayraii, jonka ak
seliin koordinaatti a yhtyy ja jos maaritellaan koordinaatti f3 kayran sivunormaaliksi, 
havaitaan, etta edelliset lausekkeista (9) sisaltiivat vektorianalyysista, Vii.rsii.Lii. (1975), 
tutut FRENET:n kaavat. Talloin on huomattava, etta mittakaavatekijan H01 derivaatat 
haviavat ja erikoisesti, jos valitaan koordinaatti a kayran pituuden mitaksi mittakaa
vatekija saa yksikon suuruisen vakioarvon. Tasokayralle patevat yhtalot saadaan taas 
jiittamalla sivunormaalin osuus lausekkeista kokonaan pois. 

Tiissa luvussa esitetyt matemaattiset apuvalineet ovat pitkalti riittavia jatkossa 
esitettavien tulosten ymmartamiseksi. Oleellisimpia ovat ketjuderivointisaanto (5) 
seka yksikkovektoreiden derivaattojen lausekkeet (9), joita tavanomaisestikin sovel
letaan sauva- ja kuorirakenteita analysoitaessa. Vastaavanlaiset derivaattojen lausek
keet on helposti johdettavissa muille ortogonaalisille koordinaattijarjestelmille, kuten 
esimerkiksi napa-, pallo- ja sylinterikoordinaateille. 

SIIRTYMA- JA MUODONMUUTOSTILA 

Tarkasteltavan rakenteen mielivaltaisen pisteen siirtymavektori voidaan lausua kayttii
mallii kantavektoreina erikseen kunkin edellamainitun koordinaatiston yksikkovektorei
ta. Yleisissa globaaleissa koordinaateissa lausuttuna siirtymavektori on 

(13) 

43 



Sarna vektori on lausuttavissa paikallisessa karteesisessa tai kayraviivaisessa koordinaat
tijarjestelmassa muodoissa 

U = uxex + Uyey + Uzez 

U = Uaea + Uf3e{3 + Unen 

missa kertoimina esiintyvat siirtymakomponentit ovat vastaavasti 

ux =u·ex, uy=u ·ey , uz = u· ez 

(14a) 

(14b) 

(15a) 

(15b) 

Muodonmuutoskomponenttien lausekkeet kiintean paikallisen koordinaattijarjestel
man koordinaattien suhteen ovat tavanomaista muotoa 

oux 
ex= ax' 

Ouy 
ey = EJY' 

ouz 
ez = az' 

OUy ouz 
/YZ = EJZ + EJY 

ouz oux 
rzx = ax+ az (16) 

oux ouy 
/XY = EJY +oX 

Sijoittamalla naihin siirtymakomponenttien lausekkeet (15a), joissa kantavektorit ex, 
ey ja ez ovat kiinteita ja nainollen vakioita, saadaan valittomasti 

aa -
ex= EJX ·ex, 

aa _ au _ 
/YZ = EJZ · ey + EJY · ez 

oil 
ey =- ·ey, 

EJY 
ou - ou -

/ZX = {)X · ez + EJZ ·ex (17) 

oil 
ez = az . ez, 

aa _ aa _ 
/XY = EJY . ex + oX . ey 

Nama skalaaritulotyyppiset lausekkeet osoittautuvat olevan laskennallisesti erittain 
kayttokelpoisia ja ovat tiettaviisti myos IRoNs:n kayttoonottamia, IRoNs ja AHMAD 

(1980). 

VEDETTY SAUVA 

Tarkastellaan aluksi yksinkertaisena esimerkkina kuvassa 4 esitettya, globaalissa x, z
tasossa sijaitsevaa kaareva-akselista tasosauvaa. Yhtykoon kayraviivainen a-koordi
naatti sauvan akseliin ja olkoon n taman normaali rakenteen tasossa, jolloin yksik
kovektorit tangentin ja normaalin suunnille mielivaltaisessa pisteessii 0' ovat ea ja en . 
Kiinnitetiiiin paikallinen karteesinen koordinaattijiirjestelmii, jonka yksikkovektorit ovat 
ex ja ez, pisteeseen 0. Tarkoituksena on miiarittiiii sauvan akselin suhteellinen venyma 
pisteessa 0. Se saadaan suoraan soveltamalla ensimmiiista yhtiiloista (17), jolloin 

oux aa _ 
ex = ax = ax . ex (18) 
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Kuva _4. Yksidimensioinen kaareva sauvarakenne. 

Kun siirtymavektori tai sen interpolantti tunnetaan, venyman arvo on laskettavissa 
hista yhtalosta valittomasti numeerisesti. Nyt on kuitenkin tarkoituksena johtaa tasta 
maaritelmasta lahtien kayraviivaisissa koordinaateissa esitetty venyman analyyttinen 
lauseke. Siirtymavektorin esitysmuoto (14b) on kyseessa olevassa yksidimensioisessa 
tapauksessa 

u(a:) = Ua(a:)ea(a:) + Un(a:)en(a:) 

Sijoittamalla tama venyman lausekkeeseen (18) saadaan 

8ua ( ~ ~ ) ( 8ea ~ ) 8un ( ~ ~ ) ( 8en ~ ) 
EX = [)X ea ·ex + Ua [)X ·ex + [)X en · ex + Un [)X · ex 

(19) 

(20) 

Jotta derivaatat kiinteiden karteesisten koordinaattien suhteen voidaan laskea, sovel
letaan ketjuderivoimissaantoa (5), joka tassa yksidimensioisessa tapauksessa saa otet
taessa huomioon edellinen maaritelmista (10) muodon 

a · _1 a (or ~ ) -1 a (H ~ ~ )-1 a 
ax = Jll 8a: = 8a: . ex 8a: = (\'e(\' . ex 8a: (21) 

Venyman lauseke halutaan nyt maarittaa nimenomaan siina pisteessa, johon 
paikallinen koordinaattijarjestelma on kiinnitetty eli pisteessa 0. Talloin yksikki::ikan
tavektorit yhtyvat, eli e"' = ex seka vastaavasti en = ez. Koska kantavektoreiden 
ortogonaalisuudesta johtuen ovat voimassa ehdot 

derivaattaoperaattori (21) voidaan kirjoittaa muotoon 

8 
ax 

1 8 
Ha Oa: 

(22) 

(23) 

Ottamalla huomioon tama ja yksikkovektoreiden derivaattojen lausekkeet (9) venyman 
lauseke (20) on tasosauvan tapauksessa 

(24) 
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josta saadaan kiiyttiimiillii jiilleen yhteyksiii (22) venyman lopullinen lauseke 

OU 01 Un 

Eo= EX= HoOD'+ Ro (25) 

Yksidimensioisen sauvan tapauksessa koordinaatti 0' voidaan valita mittaamaan sauvan 
pituutta, jolloin mittakaavatekijii H 01 = 1. Saatu tulos on sopusoinnussakirjallisuudessa 
esiintyvien venymiin lausekkeiden kanssa. 

VEDETTY JA TAIVUTETTU SAUVA 

Yhdistetiiiin seuraavaksi edelliseen tarkasteluun taivutuksen osuus. Tiilloin tehtiivii on 
tulkittavissa kaksidimensioiseksi. Oletetaan rakenteen sijaitsevan edelleen x, z-tasossa 
ja a-koordinaatin yhtyviin sauvan akseliin, jonka normaali on n. Mielivaltaiseen sau
van akselin pisteeseen 0' viritetyt tangentin ja normaalin suuntaiset yksikkovektorit 
ovat kuten edellii eOI ja en, kuva 5. Jos piste P' sijaitsee sauvan akselilla olevan 
pisteen 0' kautta kulkevalla normaalilla eta.isyydellii n sauvan akselista, tiimiin pisteen 
siirtymiivektori voidaan esittiiii ns. TIMOSHENI<O:n palkkiteorian mukaan muodossa 

(26) 

Funktio 8( 0') on alkutilassa sauvan akselin normaalilla olevan materiaalisiiikeen rotaatio 
rakenteen tasoa vastaan kohtisuoran akselin ympiiri, mikii tarkoittaa sitii, etta normaalin 
ei oleteta viilttiimiittii pysyviin kohtisuorassa sauvan akselia vastaan deformaation 
tapahtuessa, vaan leikkausmuodonmuutoksiasallitaan syntyviin. TIMOSHENKO:n palkki
teoria ottaa siis likimiiiiriiisesti huomioon sauvan leikkausmuodonmuutokset. I<iin
nitetiiiin paikallinen suorakulmainen koordinaattijiirjestelmii X, Z nyt siihen sauvan 
akselin pisteeseen, jonka kautta kulkevalla normaalilla sijaitsevassa pisteessii muodon
muutokset on tarkoitus miiiirittiiii, kuvassa 5 pisteeseen 0. Sauvassa on kaksi nollasta 
eroavaa muodonmuutoskomponenttia ex ja /ZX ja niiden lausekkeet ovat 

oux oil ~ 
ex = ax = ax . ex 

au z au x ail ~ oil ~ 
/ZX = oX + oZ = oX . ez + oZ . ex 

(27) 

Muodonmuutokset voidaan jiilleen laskea viilittomiisti numeerisesti niiistii yhtiiloistii, 
kun siirtymiivektori tai sen interpolantti tunnetaan. Analyyttisten lausekkeiden loy
tiimiseksi sijoitetaan siirtymiin esitys (26) muodonmuutosten kaavoihin (27), jolloin 
saadaan, esimerkkinii venymiin ex lauseke 

(28) 

Derivointisiiiintoii (5), joka on tiissii tapauksessa 

z; . ez l-l { ! } 
or f) 
-·ez -on on 

(29) 
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Kuva 5. Vedetty ja taivutettu kaareva sauvarakenne. 

sovellettaessa eli Jacobin matriisin alkioita laskettaessa kaytetaan hyvaksi sita seikkaa, 
etta pisteen P' paikkavektori voidaan jakaa kahteen komponenttiin, joista edellinen on 
vastaavan sauvan akselilla sijaitsevan pisteen 0' paikkavektori ja jalkimmainen tassa 
pisteessa maaritellyn normaalin suuntainen vektori. Paikkavektori rp' voidaan esittiia 
muodossa 

(30) 

josta lasketaan tarvittavien derivaattojen lausekkeet. Nama ovat 

(31) 

Palautetaan tarkastelu normaalilla O'P' sijaitsevasta pisteestii P' normaalilla OP 
sijaitsevaan pisteeseen P, jossa muodonmuutoskomponentteja maaritetaan. Talloin ovat 
voimassa yksikkovektorien valiset yhteydet e"' = ex ja en = ez seka laskusaannot (22) 
ovat sovellettavissa. Jacobin matriisi yhtalossa (29) saa diagonaalisen muodon, joten 
derivoimissaanto on 

(32) 

Aksiaalinen venyma pisteessa P on taten 

(33) 
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Sovelletaan jaJleen yksikkovektoreiden derivaattojen lausekkeita (9) sekii ortogo
naalisuusehtoja (22) ja otetaan lisiiksi huomioon, ettii n ja a ovat riippumattomia 
muuttujia, jolloin termi on/ oa hiiviiiii. Niiin aksiaalisen muodonmuutoskomponentin 
lauseke, ja vastaavilla laskutoimituksilla miiiiritetty leikkausmuodonmuutoksen /n 01 

lauseke saadaan lopulliseen muotoonsa 

(34) 

Usein on kiinnostavaa esittiiii muodonmuutosten lausekkeissa normaalin suunta.i
sesta koordinaatista n korkeintaan lineaarisesti riippuvat termit. Tiitii varten voidaan 
lausekkeet kehittiiii n:n kasvavien potenssien mukaan sarjaksi seuraavasti 

(35) 

Muodonmuutosten lausekkeet voidaan myos muodostaa soveltamalla teknillisen 
taivutusteorian pohjana olevaa BERNOULLI:n otaksumaa, jonka mukaan leikkaus
muodonmuutos palkissa hiiviiiii. Rotaatiotermin arvo voidaan miiiirittiiii vaatimalla, 
ettii leikkausmuodonmuutos yhtiilossii (34) tai jiilkimmiiisessii yhtiiloistii (35) saa arvon 
nolla eli /n 01 = 0. Tiilloin rotaatiofunktion lausekkeeksi saadaan 

(36) 

Sijoittamalla tiimii aksiaalisen venymiin lausekkeeseen (34) tuloksena on 

Sarjakehitelmiin kiiytto antaa vielii tuloksen 

(38) 

Lausekkeesta (37) on helposti johdettavissa tuttu suoran sauvan taivutukseen liittyvii 
aksiaalisen venymiin lauseke ottamalla huomioon, ettii R 01 = oo, H 01 = 1 sekii 
vaihtamalla koordinaattien symbolit a -+ x jan -+ y. Tulokseksi saadaan 

(39) 

Kirjallisuudesta on myos helposti todettavissa saatujen tulosten oikeellisuus. 
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Kuva 6. Kuorirakenteen referenssipinta. 

KUOREN KALVOTILA 

Siirrytaan nyt tarkastelemaan kuvassa 6 esitetyn kuoren referenssipinnan muodonmuu
toksien maarittamista. Kuoren kayraviivaisten pintakoordinaattien a ja fJ ja normaalin 
n suuntaiset yksikkovektorit ovat ea, ep ja en. Otaksutaan edelleen, etta koordinaatit 
a ja fJ ovat kohtisuorassa toisiaan vastaan, eli etta kyseessa on ortogonaalija.rjestelma. 
Kuoren mielivaltaisen pisteen 0' siirtymavektori voidaan esittaa muodossa 

u(a,{J) = Ua(a,{J)ea(a,{J) + Up(a,{J)ep(a,{J) + Un(a,{J)en(a,{J) (40) 

Asetetaan pinnan pisteeseen 0 paikallinen kiintea koordinaattijarjestelma X, Y. Muo
donmuutoskomponentit, jotka tulevat nyt tarkastelussa kyseeseen, ovat venymat kum
mankin pintakoordinaatin suunnassa ja leikkausmuodonmuutos pinnan tasossa eli 

aux au ~ 
EX = aX = aX 0 ex 

auy au ~ 
Ey = -- =- ·ey 

aY aY 
(41) 

aux OUy au ~ au ~ 
/XY = aY + aX = aY . ex + aX . ey 

Pisteessa 0 kummatkin ortogonaaliset koordinaattijarjestelmat yhtyvat, jolloin 
koordinaatistonmuunnos- eli J acobin matriisi saa yksinkertaisen diagonaalisen muodon: 

l

or ~ 
aa 0 ex 

J = !:)~ 
ur ~ 
-·ex 
afJ 

ar ~ 1 aa. ey _ [Ha 
ar ~ - o 
-·ey 
afJ 

( 42) 

Sijoittamalla siirtymavektori (40) muodonmuutosten lausekkeisiin (41), ottamalla 
huomioon derivointikaavassa (5) Jacobin matriisi ( 42) ja koordinaattien yhtenevyys, 
venyman Ex lauseke voidaan esimerkkina valittomasti kirjoittaa muotoon 

(43) 
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Sijoittamalla tiihan yksikkovektoreiden derivaatat lausekkeista (9), nollasta eroavien 
muodonmuutosten lausekkeiksi saadaan 

( 44) 

jotka vastaavat tasmalleen kirjallisuudessa esitettyja kuoren referenssipinnan muodon
muutosten lausekkeita; esimerkiksi NovozHILOV (1964) tai MIKKOLA (1986). 

KUOREN TAIVUTUSTILA 

Siirrytaan seuraavaksi tarkastelemaan kuorirakenteen taivutusprobleemaa. Kiiytetty 
koordinaattijiirjestelma on samanlainen kuin edella referenssipinnan muodonmuutoksia 
maaritettiiessii. Sijaitkoon piste P' analogisesti taivutetun sauvan tapauksen kanssa silla 
pinnan normaalilla, joka leikkaa kuoren referenssipinnan pisteessii 0'. Talloin pisteen P' 
siirtymiivektori voidaan esittiia REISSNER-MINDLIN:n laattateorian mukaisesti muodossa 

u(a,{3,n) = [ua(a,/3)- nB,a(a,/3)] ea(a,/3) + [u ,a(a,/3)- nBa(a,/3)] e,a(a,/3)+ 

+ un( a, f3)en( a, {3) 
( 45) 

Kyseessa on TIMOSHENKO:n palkkiteorian mukainen vastine laatta- tai kuorirakenteelle. 
Funktiot Ba( a, f3) ja B,a( a, {3) ovat kuoren normaalilla olevan materiaalisaikeen rotaa
tiokomponentit a- ja {3:-suuntaisten koordinaattiviivojen ympari. Rotaatioiden kierto
suunnat on valittu positiivisiksi kuvan 7 osoittamalla tavalla. Toinen kirjallisuudessa 
kaytetty tapa on valita kiertosuunta positiiviseksi silloin, kun kummatkin rotaatiokom
ponentit ovat positiivisten koordinaattiakselien suuntaisia. Jiilkimmaisen kaytannon 
mukaan rotaatiokomponentin B,a eteen tulisi yhtiilossa ( 45) positiivinen etumerkki. I<iin
nitetiian jalleen paikallinen suorakulmainen karteesinen koordinaattijiirjestelmii kuoren 
referenssipinnan pisteeseen 0, jonka kautta kulkevalla normaalilla piste P sijaitsee. 
Muodonmuutoskomponentit, joista ainoastaan kuoren normaalin suuntainen hiiviaa, ts. 
ez = 0, ovat 

aux ait ~ 
ex = aX = aX . ex 

auy au ~ 
Ey = aY = aY. ey 

aux auy au ~ au ~ 
/XY = aY + aX = aY . ex + aX . ey ( 46) 

auy auz au ~ au ~ 
/YZ = aZ + aY = aZ. ey + aY . ez 

auz aux at1 ~ au ~ 
/ZX = aX + aZ = aX . ez + aZ . ex 
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Kuva 7 . Yleinen kuorirakenne. 

Kaavan (30) ilmeinen vastine tiissii on 

( 47) 

Sijoi t tamalla tiistii lasketut derivaatat 

( 48) 

J acobin matriisiin (8) ja suorittamalla tarkastelu sen pisteen 0 kautta kulkevalla nor
maalilla, jossa paikallinen ortogonaalinen koordinaattijiirjestelmii on viritetty, saadaan 
kuten aikaisemmin 

ai ai ai n - H __!!_____ -·ex - ·ey - ·ez Hcr(l + Rcr) 0 a a a a aa . cr Rcrf3 

J= 
ai ai ai n n ( 49) -·ex -·fy -· ez -Hf3- Hf3(1 + Rf3) 0 a(J a(J a(J Rcrf3 
ai ai ar: 

0 0 1 -·ex -·ey -·ez an an an 
Saatu matriisi ei ole eniiii. diagonaalimuotoinen, koska koordinaattiviivat a ja (J eiviit 
vii.lttii.mii.ttii. ole pisteen P kautta kulkevalla pinnalla eniiii ortogonaalisia. Tiistii 
johtuen tarvittavan kiiiinteismatriisin alkiot tulevat varsin mutkikkaiksi. Samoin 
muodonmuutoskomponentit eri koordinaattijiirjestelmissii. eiviit ole referenssipinnan 
ulkopuolisissa pisteissii eniiii keskenii.iin yhtiisuuria, ts. tcr =/= . ex jne. Siirtiimiillii 
tarkastelu tiissii vaiheessa pii.akaarevuuskoordinaatistoon, jossa kierevyys hiiviiia, ts. 
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1/ Ro:f3 = 0 ja ortogonaalisuusehto sailyy, paastaan jalleen diagonaalimuotoiseen 
matriisiin, jonka kaantaminen onnistuu helposti . 

Sijoittamalla siirtymavektori (45) muodonmuutosten lausekkeisiin (46), ottamalla 
huomioon ketjuderivointisaanto ( 49) ja suorittamalla lopullinen tarkastelu normaalilla 
OP saadaan muodonmuutoksille lausekkeet 

( 
n )-1 (GUo: G8f3 1 GHo: Un) 

co: = 1 + Ro: Ho:GO: - n Ho:Go: + (uf3- n8o:)Ho: Hf3G/3 + Ro: 

( 
n ) -1 ( GUf3 G8o: 1 GHf3 Un) 

cf3 = 1 + Rf3 Hf3Gf3- n Hf3G/3 + (uo:- n8f3) Hf3 Ho:Go: + Rf3 

(50) 

/o:f3= ( 1 +_21:_)-1 ( GUf3 -n G8o: -(uo:-n8f3)_1_ GHo: )+ 
Ro: Ho:Go: Ho:Go: Ho: Hf3G/3 

( 
n )-1 ( GUo: G8f3 1 GHf3 ) 

+ 1 + Rf3 Hf3G/3 - n Hf3G/3 - (uf3 - n8o:) Hf3 Ho:Go: 

/f3n = ( 1 + :f3) -1 ( :;;{3 - Uf3 ~f3n8o:) - 8o: 

/no:= (1 + :J -1 (::;o:- uo: ~o:n8f3)- 8f3 

Nama voidaan esittaa tavanomaisesti myos n:n kasvavan potenssin mukaan kehitettyina 
sarjoina. Ottamalla kyttoon eri kertoimille lyhennysmerkinnat, joihin liittyy perinteinen 
deformaatiotilan geometrinen tulkinta, saadaan lausekkeet 

co:= c~ + nKo: + O(n2
) 

cf3 = c~ + nKf3 + O(n2
) 

{o:f3 = {~f3 + nKo:f3 + O(n2
) (51) 

{f3n = 1$n + nKf3n + O(n
2

) 

{no: = l~o: + nKno: + 0( n 2
) 

Vakiotermit, joissa ylaindeksi nolla viittaa kuoren referenssipintaan, edustavat kalvoti
lan muodonmuutoksia eli venymia ja kokoonpuristumia. Lineaarisesti kuoren nor
maalikoordinaatista riippuvien termien kertoimet eivat sensijaan kuitenkaan REISSNER
MINDLIN:n teorian mukaan enaa vastaa rakenteen referenssipinnan kaarevuuksien muu
toksia. Niille voidaan luonnollisesti kayttaa nimityksena termia kayristyma, mutta 
talloin on pidettava mielessa kertoimien geometrinen merkitys ja eroavaisuus perinteisen 
laatta- ja kuoriteorian vastaavista kasitteista. Referenssipinnan venymien lausekkeet 
ovat 

(52) 
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Vastaavasti kiiyristymiin rinnastettavat termit ovat . 

(53) 

KIRCHHOFF-LOVE:n laattateorian perusteella otaksuma ohuen kuoren normaalien 
pysymisestii normaaleina myos rakenteen deformoituneessa tilassa vastaa sitii, etta 
leikkausmuodonmuutokset laatan paksuuden yli hiiviiiviit. Riippumattomien rotaa
tiotermien lausekkeet voidaan ratkaista tiistii ehdosta asettamalla esimerkiksi kahdessa 
viimeisessii yhtiiloistii (52) leikkausmuodonmuutoksien lausekkeet nolliksi 'YfJn = 'Yna = 
0. Tiilloin saadaan 

()()( = OUn Up 
----
HpafJ Rp 

(54) 
OUn Ua 

Bp = ----
Haoa Ra 

Sijoittamalla niimii yhteydet muodonmuutosten lausekkeisiin (50) piiiidytiiiin vastaaviin 
tavanomaisen kuoriteorian mukaisiin lausekkeisiin 

(55) 

Niimii voidaan lopuksi haluttaessa esittaii n:n kasvavien potenssien mukaan kehitettyinii 
sarjoina, vastaten lausekkeita (51), joissa keskipinnan muodonmuutokset ovat samat 
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kuin yhtaloissa (52) esitetyt, mutta kiiyr istymiin rinnastettavat termit ovat lausekkeiden 
(53) sijasta muotoa 

2 OUn oHp 2 82un 

- Hp Hp8(3 H018a - H01Hpoa.of3 
(56) 

Johdetut lausekkeet ovat yhteneviiiset WASHIZU:n (1975) esittiimien tulosten kanssa, 
mutta poikkeavat jonkin verran muun muassa NovozHILOV:n (1964) ja MIKKOLA:n 
(1986) esittiimistii lausekkeista johtuen viimemainittujen tekemistii likimaiiraistyksistii 
kaavojen johdossa. 

YHTEENVETO 

Artikkelissa on esitetty liihinna opetustarkoituksia silmalla pitiien uusi lahestymistapa 
kaarevien sauva- ja kuorirakenteiden analyyttistii kasittelyii varten. Tassii menetelmassii 
kiiytetaiin hyvaksi koordinaatistoja, joiden ei tarvitse olla millaan lailla mukautuneita 
tarkasteltavan rakenteen mahdollisesti mutkikkaaseen geometriaan. Muun muassa 
kuoriteoriaan usein liityvia suhteellisen hankalia muodonmuutosten lausekkeita ei told 
tiissakaan yhteydessa pystytii valttiimaan, mutta esitetyn menettelyn suurena etuna 
on systemaattisuus, jonka avulla monimutkaisetkin lausekkeet voidaan johtaa periaat
teessa hyvin yksinkertaisesti, ainoastaan matematiikan perusteisiin tukeutuvia lasken
tamenetelmiii kiiyttiimalla. SamaHa voidaan syrjiiyttiiii erilaiset differentiaaligeometrian 
graafisiin kuvauksiin perustuvat, jossain miiiirin epamiiaraiset tarkastelutavat, joilla 
usein johdetaan eksakteja matemaattisia lausekkeita. Menetelmii on samalla tarkoitettu 
alentamaan sitii korkeaksi todettua kynnystii, joka monasti pyrkii vieroittamaan lukijan 
ja aivan erikoisesti opiskelijan rakenteiden mekaniikan tehtavien parista. 
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