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TIIVISTELMA: Artikkelissa tarkastellaan kinunoisten rakenteiden epastabiiliutta ja jalki­
kriittista tilaa konservatiivisten kuorrnien alaisena. Uihtokohtana on diskretoidun rakenteen 
kokonaispotentiaalienergian lauseke. Tunnettuja teorioita valaistaan yksinkertaisten esirnerk­
kien avulla.Tarkastelu rajoitetaan virheettorniin (tiiydellisiin) rakenteisiin. 

JOHDANTO 

Rakenteiden staattisen eplistabiiliuden arvioirniseen kliytetiilin tavallisesti tasapainomenetel­

mlili (hliiriomenetelrnlili) tai energiamenetelrnlili. Perusteoriaa ja -menetelmili kehittivat ennen 

muita Euler, Bryan ja Timoshenko. Modernin stabiiliusanalyysin kehittlimisessli uraauurta­

vaa tyotli teki Koiter, joka vliitoskiljassaan [1] esitti teorian kriittisen kuorman ja sen jlilkei­

sen tilan mlilirittlimiseen. Diskreettien systeemien yleista stabiiliusteoriaa ovat tarkastelleet 

perusteellisesti myos Thompson ja Hunt [2] ja Croll ja Walker [3] . Taman artikkelin tar­

koituksena on klisitella epiilineaarisen konservatiivisen rakenteen epastabiiliutta ja eplistabii­

liustilan luonnetta ja pyrkili havainnollistamaan niitli yksinkertaisten esimerkkien avulla. 

Esitys rajoittuu yksinkertaisiin kriittisiin pisteisiin ja taydellisiin (ideaalisiin) rakenteisiin. 

ENERGIAMENETELMA 

Tarkastellaan kirnmoisen rakenteen tasapainotilaa konservatiivisen kuormituksen alaisena 

(esim. painovoiman aiheuttama kuorma). Rakenteen siirtymatila ajatellaan kuvatuksi 

diskreetilla tavalla, esim. elementtimenetelrnlin avulla. Merkinnlit ovat seuraavat. Rakenteen 

kokonaispotentiaalienergia on V(q, A), jossa A on kuormaparametri ja q rakenteen 

siirtymavektori 

q = {q1, ... , qn }T (1) 

Potentiaalienergian derivaattoja merkitlilin lyhyesti 

(2) 
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Tasapainon valttamaton ehto on, etta potentiaalienergialla on stationaarinen arvo ts. sen 

ensimrniiiset derivaatat siirtymien suhteen ovat no Ilia 

V;(q,A) = 0, i = l(l)n (3) 

Yhtiilot (3) ovat rakenteen tasapainoehdot. Kuormaparametrin muuttuessa nollasta liihtien ne 

miiiirittelevat rakenteen tasapainopolun (q , A) (n+ 1)-ulotteisessa avaruudessa Rn+ l=Rnx R. 

Ratkaisu on yksikasitteinen kuormittamattomassa tilassa ja pysyy sellaisena aina kriittiseen 

kuorman arvoon saakka. Talloin tasapainopolulla on epasaannollisyyspiste: tapahtuu haa­

rautuminen eli bifurkaatio tai kysymyksessa on rajapiste (tasapainopolun tangentti on kohti-

suorassa A-akselia vastaan). Yhtiilot (3) ovat epalineaariset, mika tietenkin vaikeuttaa niiden 

ratkaisemista. Tunnetusti ratkaiseminen tapahtuu etenemalla askeleittain tasapainopolkua 

pitkin linearisoituja yhtiiloita kayttaen. Otaksutaan, etta yhtalOiden (3) ratkaisu (q0 
, A 0 ) 

tunnetaan. Etsitaan uusi ratkaisu (q0 +u, N +A) pisteen (q0 
, N) ympiiristosta Newtonin­

Raphsonin menetelmaa kayttaen 

Vii(q0 + u" ,A)ut1 + V;(qo + u" ,A) = 0, n = 0, 1, ... , U0 = 0 (4) 

Edellytys ratkaisun onnistumiselle luonnollisesti on, etta tangenttijaykkyysmatriisi [Vijl on 

saannollinen. YhtalOiden (4) ratkaisu antaa siis lisaysvektmin u=u(A) kuorman lisayksen 'A 

funktiona. 

KRllTTINEN PISTE JA SEN OMINAISUUDET 

Saannollisyyspisteissa tangenttijaykkyysmatriisi on positiivisesti defmiitti ja sen kaikki omi­

naisarvot ovat positiivisia. Sen maiirittelema kuvaus Rn~ Rn on kiiiintaen yksikasitteinen. 

Epasaannollisyyspisteessa (qc, A c) tangenttijaykkyysmat:riisi on singulaarinen. Seuraa­

vassa otaksutaan, etta singulaarisuus on yksinkertainen, ts. vain pienin ominaisarvoista on 

nollaja muut positiivisia. Orninaisarvoa nolla vastaava orninaisvektori olkoon xe Rn 

(5) 

Fysikaalisesti yhtiilo (5) merkitsee, etta rakenteen jaykkyys suuntaan x haviaa.Tehtiivana on 

etsia (qc, A C):n ympiiristosta yhtalOiden (3) ratkaisut (qc+u, A c +A)E Rnx R. Ljapunovin­

Schmidtin menetelman mukaan (ks. [ 4]s.116) siirtymaavaruus Rn jaetaan kahteen 

aliavaruuteen : x ja sen ortogonaalinen komponentti Y =Rn -1. Ratkaisuja etsitaan 

muodossa 

q=qc+u, A=A c +A, jossa 

U=Ux+y, ye Y, UE R, xl_y (6) 
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Tangenttijaykkyysmatriisin valittama kuvaus Rn~ Rn ei ole enaa yksikasitteinen, koska 

yhtalo (5) patee. Kuitenk:in sen valittama kuvaus (n-1)-ulotteisesta aliavaruudesta Y aliava-

ruuteen S=Rn -1 on yksikasitteinen. S on aliavaruus, joka on ortogonaalinen [Vijl T:n 

orninaisvektoria x* vastaan. Tangenttijaykkyysmatriisi on symmetrinen, koska VWVji, 

joten orninaisvektorit ovat samat x*=x. Yhtaloiden (3) ratkaisernisen kanssa ekvivalenttinen 

probleema on ratkaista yhtalot 

PijVjCqc+<Xx+y, Ac+A) =0 (7) 

xiVi(qc+<Xx+y, Ac+A) =0 

[Pijl on matriisi, joka maarittelee projektion aliavaruuteen S, ts. P: Rn~s. Yhtalot (7) 

tarkoittavat siis, etta vektorin Vi projektio aliavaruuteen S haviaa ja etta sen komponentti 

ominaisvektorin x*=x suuntaan haviaa. 

Tarkastellaan ensiksi yhtaloa (7)r. Se valittaa kuvauksen YxRxR~S. Tangenttijaykkyys­

matriisin [V ijCqc, A c) J valittama kuvaus Y ~s on kaantaen yksikasitteinen, ts. yhtalolla 

VijCqC' AC)yj=Si, SE s (8) 

on yksikasitteinen ratkaisu ye Y jokaiselle s E S. Silloin yhtalo (7)1 miifuittelee vektorin 

y (<X,A) niin, etta yhtalo (7)1 patee, kun qc+y (<X,A) kuuluu qc:n ymparistoon Y:ssa ja 

( u,A c +A) ( O,A C):n ymparistoon R 2 : ssa. Yhtali:in (7) 1 vasenta puolta voidaan pitaa 

( <X,A) :n funktiona, joka on nolla paitsi pisteessa (0,0) myos sen ymparisti:issa. Derivoimalla 

u:n suhteen saadaan 

P;i[Vik(qC,N)xk + V.k(qc,N) ()yk] = 0 
J aa 

(9) 

P;j[Vjk_/qc,N)xkxl +2Vjkl(qC,N)xk OZ' + vjkl(qc,N) a;k ()y, + vjk(qc,N) ~
2

y~] = 0 
aa aa aa aa 

Yhtaloissa esiintyvat derivaatat lasketaan arvoilla a=O ja A.=O. Yhtalosta (9)1 seuraa, etta 

dy/da pisteessa (0,0) on nolla. Jalkimmainen yhtali:i sievenee muotoon 

P;i[Vikl(qC,N)xkx1 + Vik(qc,N) 
02y~] = 0 a a 

Derivoimalla 'f.._:n suhteen saadaan vastaavasti 

P;i[Vik(qc,N) i; + v;<q<,N)] = 0 

P.[V. (qc Ac) ()yk ()y, + 2V: (qc Ac) ()yk + V. (qc Ac) ()2yk + v:·(qc Ac)] = 0 
IJ jkJ ' ()A, ()A, jk ' ()A, jk ' ()}.2 J ' 
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Yhtlilosta (10) voidaan ratkaista rPy;aa2 e Y edellyttlien, etta {Vijk<qc I Ac)xjXk}e S ts. 

Vijkxixjxk=O. Samoin yhtalOsta (11)1 voidaan ratkaista 'dy/dA e Y edellyttaen, etta 

{Vi'(qc I A c) }e S ts.Vi'xi=O. 

Tarkastellaan sitten yhtlilOa (7~. jonka avulla on mahdollista maarittaa a:n ja A:n valinen 

riippuvuus (perustuen siihen, etta riippuvuus y ( a,A) patee pis teen (0,0) ympliristOssa). 

Derivoirnalla yhtlilon (7)2 maarittelema funktio f ( a,A) a:n ja A:n suhteen saadaan 

::(0,0) =xJVii(q",N)xi+Vii(qc,N)~]=O (12) 

= xJViik(q",N)xixk + 2Viik(q",N)xi i~ + Vii(q",N) ~~i] = Viikxixh = D 

c c dyj ' c c ' 
= xJVi/q ,A) dA. +Vi (q ,/\.)]=Vi xi= A 

- [V ( c AC)dyj dyk 2V'( c Ac)dyj v"( c Ac) v ( c Ac)d2yj]-
- xi iJk q ,n dA dA. + iJ q ' dA + ' q ' + 'J q ' dA2 -

- dyj dyk ' dyj " -
- Viikxi dA. dA. + 2Viixi dA. +Vi xi - B 

dzf (OO)- [V < c AC) ()yk v'< cAc) v < cAc)(}yj()yk v·c c AC)()yjl dadA. , -xi iik q ,n xi dA. + ii q ' xi+ iik q ' da dA. + ii q ,n da = 

dyk ' 
= Viikxixi dA. + Vijxixi = c 

Yhtalon (7)2 vasemmalla puoliskolla on siis Taylorin kehitelma 
1 

xiVi(qc +ax+ y,N +A.)= AA. + 2(Da2 + 2CaA. + BA-2 )+ 0 3(a,A.) 

Mer kinta 03 (a, A) tarkoittaa lauseketta, joka liihestyy nollaa, kun a ja A molemmat 

liihestyvat nollaa. Lasketaan viela 3. derivaatta a:n suhteen 

1) 

2) 

A~O I rajapiste 

A=O, c2-BD>0 I haarautuminen 

(13) 

(14) 

(15) 

Liihteessa [ 4] on tarkasteltu lisaksi tapauksia 3) A=O, c2-BD<0 I eristetty piste, ja 4) A=O I 

c 2-BD=O I tangentiaalinen rajapiste tai tangentiaalinen haarautuminen. 
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Tarkastellaan aluksi Hihemmin tapausta 1) 

1) A=Vi'xr~O (16) 

Jotta yhtillo (7)2 toteutuisi, tiiytyy olla A-=0, joten siirtymii on 

u(a,A.) =ax+ ~ (O,O)+ .. ·=ax+02 (a,A.), 

ts. siirtyma tapahtuu ominaisvektorin x suuntaan. Fysikaalisesti yhtiilO (16) tarkoittaa, etta 

ulkoinen voima pex1:_ Vi' tekee tyotii siittymiin x tapahtuessa, kun taas sisiiisten voimien 

tekemii tyo Vif-ixj on nolla. On siis odotettavissa dynaamisia ilmioita (liipilyonti), ellei 

voimaa kontrolloida. Yhteys A( a) saadaan yhtillon f ( a,A.) =0 avulla. Derivoimalla a:n 

suhteen saadaan 

;: (0,0) + :1 (0,0) ~~ (0) = 0 

josta seuraa yhtiiloiden (12)1 ja (16) perusteella 

dA. (0) = 0 
da . 

Toistamiseen derivoimalla saadaan vastaavalla tavalla 

d
2

A. (O) = _ D 
da2 A 

(17) 

(18) 

(19) 

Jos DIA on positiivinen, on kysymyksessii kuorman maksimiarvo ja tapahtuu siis liipilyonti 

(kuva 1a). D: n ollessa nolla, saattaa kysymyksessii olla kiiiinnepiste. Tarkempi selvitys 

vaatii A.:n korkeampien derivaattojen miilirittiimistii. 

Katsotaan sitten tapausta 2) 

2) A=O, c2-BD>0 (B:;t:O) 

Merkitiiiin A./a=r, jolloin saadaan 

1 
f(a,A.) = 2a2 (Br2 + 2Cr + D)+03(a) 

Merkitsemiillii (21):n sulkulauseke nollaksi saadaan kaksijuurta 

C-~C2 -BD C+~C2 -BD 
rt = B , r2 =- B 

Edelleen saadaan 
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Derivaatta ()y !i1'A ratkaistaan yhtiilostii (11)1. Toinen ratkaisuista esittaa alkuperiiistii polkua 

ja toinen haarautuvaa polkua. Jos kummatkin juuret ovat nollasta poikkeavia, haarautuminen 

on epasymrnetrinen ja laskeva haara on epastabiili ja nouseva vastaavasti stabiili (kuva 1b). 

J os kerroin D on nolla, on juuri q =0 ja haarautuminen on symmetrinen (kuva 1c ). Tilan 

luonteen selvittaminen vaatii kertoimen E (15) huomioonottamista. 'A 1 :n kehitelma (23) 

alkaa 2. asteen terrnilla 'A 1 =sa2+03 (a) ja lauseke (21) on muotoa 

1 1 [ d
3
f d

3
f d

3
f d

3
f ] f(a A) =-(Bs2 a 4 + 2Csa3)+- --a3 +3--sa4 +3--s2a 5 +-s3a 6 +0 (a)= 

' 2 6 da3 da 2 a;., aaa;.,z dA3 4 

= a 3
( Cs+~)+04 (a) (25) 

Panemalla lausekkeen (25) sulkulauseke nollaksi, saadaan 
E 

S=--
6C 

(26) 

Jos s on positiivinen, kysymyksessa on symrnetrinen stabiili haarautuminen, jos taas ne­

gatiivinen, niin haarautuminen on symmetrinen epastabiili. Siirtyma on muotoa 

X1 =ax+ 0 2(a) (27) 

E: n lausekkeessa esiintyva derivaatta iJ2y I aa 2 voidaan ratkaista yhtiilOsta (1 0). Saman yh-

A A 

a)' 

< eplisfdk. 
\ 

' ' 

(28) 

Kuva 1. Rakenteen epastabiilius: a)rajapiste, b)epasymmetrinen haarautuminen, c)symrnet­

rinen stabiili tai epastabiili haarautuminen. 
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SOVELLUSES~ERKKEJA 

Tarkastellaan eraita yksinkertaisia esimerkkeja edella esitetyn teorian valossa. 

Esim. 1. Yhden vapausasteen rakenne (kuva 2). 

Rakenne on tli.ysin jaykka sauva, joka on tuettu alapaastli.lin nivelellisesti momenttia vastaan-

ottavalla jousella M= k8. Ylaplilihlin vaikuttaa pystysuora kuorma P. Kokonaispotentiaali­

energian lauseke on 

1 
V(O,A) = 2k[ 02

- 2A(1-cos0)] 

jossa A=PL/k. Tasapainoyhtli.lostli. 

V1 = k[ () - AsinO] = 0 

nlikyy, etta ratkaisu on 8=0 eli pystysuora tasapainoasema ennen kriittisen kuorman saavut­

tarnista. Muut derivaatat ovat 

V11 = k[1- AcosO] 

v111 = kAsin() 

vllll = kAcos() 

v; = -ksinO 

v; 1 = -kcose 

Orninaisarvotehtava (5) saa muodon k(l-A)x=O, joten Ac=l ja x={ 1 }. Vektori y kutistuu 

nollavektoriksi, koska orninaisvektori x tayttli.a jo koko siirtymaavaruuden. Kertoimet A, B 

ja D ovat nollia, kun taas C=-k ja E=k. Koska A ja D ovat nollia, on kysymyksessa 

symmetrinen haarautuminen. YhtalOn (26) mukaan s=l/6>0, joten haarauturninen on 

stabiili. 

X 

0 

Kuva 2. Yhden vapausasteen rakenne ja symrnetrinen stabiili haarauturninen. 
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Esim. 2. Kaksisauvainen ristikko (kuva 3). 

Otaksutaan, etta pystysauva on tiiysin jaykka ja etta vinosauva on lineaarisesti kimmoinen. 

Nurkan 3 suhteelliset siirtymat ovat u=U/L ja v=V/L. Pystysauvan venymattomyyden takia 

niita sitoo yhteys 1-v=~ 1-u2. Kuormana on pystysuora voima P nurkassa 3. Vinosauvan 

venymaenergia lausutaan kayttaen ns. insinoorivenymaa 11~~ . Kokonaispotentiaali­

energialla on silloin lauseke 

V(u,A) = ~k[(--/1 +2csu -1r- 2A(1-""1- u
2 

)] 

jossa k on sauvan 2 jaykkyys k=EA2~ ja c ja s tarkoittavat lyhenteitii c=L3~ ja s=L~. 

Kuormaparametri on A=PL/k. Lasketaan tarvittavat potentiaalienergian derivaatat tyytyen 

linearisoituihin lausekkeisiin 

V" = k( c2s2 -A )u 

V"" =k[cV(1-3csu)-A] 

V""" = k[ -3c
3
s

3 
(1- 5csu)- 3Au] 

v~ = -ku 

v~u = -k 
TasapainoyhtalOsta Yu=O nahdaan heti, etta kuormaparametrin ollessa riittavan pieni, 

ratkaisu on u=O eli pystysuora tasapainotila vallitsee. Kriittinen kuormaparamettin arvo on 

A c=c2s2 ja ominaisvektori on tietenkin x={ 1}. Kertoimista (12) A jaB ovat nollia, kun taas 

C=-kja D= -3kc3s3. YhtiilOn (21) sulkulausekkeesta saadaan yksi juuri r=-D/2C=-3c3s3/2. 

YhtiilOiden (25) ja (26) mukaan A=-(3c3s3/2)u+ .. ·. Kriittisella kuorman arvolla tapahtuu 

siis epasymmetrinen haarautuminen (kuva 3). 

Esim. 3. Kaksisauvainen ristikko (kuva 3). 

Rakenne on samanlainen kuin edellisessa esimerkissa, mutta nyt otaksutaan etta ristikon 

sauvat ovat tiiysin kirnmoisia. Nmkan 3 siirtymat maiilittelevat rakenteen siirtymatilan. 

Valitaan sauvojen venymamitaksi Greenin-Lagrangen venyma, jota yksinkertaistetaan 

ottamalla toisen asteen termeistii vain rotaatiosta aiheutuva mukaan 

1 2 1 2 1 2 2 1 2 2 1 2 2 2 1 2 ( )2 e1 =-v+-v +-u =-v+-u, £2 =csu-s v+-s u +-s v =:csu-s v+-s su+cv 
2 2 2 2 2 2 

Kokonaispotentiaalienergia saa muodon 

EA L ( )2 EA L ( )2 1 ( 2 2 ) V(u,v,A)=--1- e, +--2- 2 e2 -PV=-K e1 +ke2 -2Av 
2 2 2 

joss a K on sauvan 1 jaykkyys K=EA 1 L ja kK on sauvan 2 jaykkyys kK=EA2~ ja kuor­

mapararnetti on A=PL/K. TasapainoyhtalOt ovat (ottaen vakioksi K=1) 
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V" = £ 1u + ke2[cs +s\su + cv)) = L[N1u + N2 (c + s3u + cs2v )] = 0 

Vv = -£1 + ke2[-s2 + s2c(su +cv))- A= L[-N1 + N2 (-s + cs2u + c2sv)- P] = 0 

Naista saatujen linearisoitujen yhthloiden 

V u=ks2c(cu-sv)=0 

V v=-ks3cu+(1 +ks4)v-A=O 

ratkaisu on U
0 =SV0 /c , V0 =A. Sauvavoimat ovat tietenkin N° 1 =-KA/L, No 2=0. 

Muodostetaan sitten toisen kertaluvun derivaatat 

Vuu = kc2s2 -v+%u
2 

+ks
4
[3csu+(2c

2 
-s

2
)v+%s2 (su+cv)

2 J 

Vuv = -kcs3
- u + ks2

[ s2 (2c2
- s2 )u + cs(c2 

- 2s2 )v + ~cs3 (su + cv )
2 J 

Vvv = 1 + ks4 + kcs3
[ (c2

- 2s2 )u- 3csv + ~cs(su + cv )
2 J 

Sijoittamalla naihin ratkaisu U0 
, V

0 saadaan lineaaristen termien tarkkuudella 

V"" = kc
2
s2 

- (1- 2ks
4
)A 

Vuv = -kcs3
- ~[1- ks2 (c2

- s2 )]A 
c 

Vvv = 1 + ks4
- 2ks4A 

Nwjahdusdeterminantin lausekkeesta 

Det = [kc2s2
- (1- 2ks4 )A][l + ks4 

- 2ks4A]- {-kcs3
- ~[1- ks2 (c2

- s2 )]Af 
c 

saadaan toisen asteen yhtalo kliittisen kumman maarittamiseksi. Se on likiarvo, koska on 

kaytetty lineaarista ratkaisua. Laskelman jatkamiseksi valitaan a:lle ja k:lle tietyt arvot. 

Valitaan a=45° eli c=s=l/..J2 ja k=l/8. Ominaisarvoksi saadaan thl!Oin 0,0295 ja normee­

ratuksi ominaisvektmiksi x={ 0,9983 0,0589} T. Kertoimen A (12>3 arvoksi tulee nyt 

A=-0,0589 :tO. Kriittinen piste on siis rajapiste. Kertoimen D maarittamiseksi on muodos­

tettava kolmannet detivaatat 

V""" = 3kcs
5 

+ 3u + 3ks 
7 
(su + cv) 

Vuuv = -1 + ks4 (2c2
- s2 )+ 3kcs6 (su+cv) 

Vuvv = kcs3(c2
- 2s2

) + 3kc2s5 (su + cv) 

Vvvv = - 3kc2s4 + 3kc3s4 (su + cv) 

Kayttamalla edella laskettuja U0
- ja V0 -arvoja, ominaisarvoa ja ominaisvektoria saadaan 

D=VijkXiXjXk=(8,7541·0,99833-3·62,91·0,9983 2·0,0589-3·0,9115·0,9983·0,05892-

0,9705·0,05893)/64=-0,0372. 
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Osamiiii.raksi (19), joka ilmaisee kuormaparametrin muutoksen rajapisteen ympiirist<:issa, 

tulee 

D/ A=( -0.0372)/( -0,0589)=0,632<0. 

Kuormalla on siis maksimiarvo rajapisteessa (kuva 3, piste II). 

Huomautus. Tavanomainen linearisoitu stabiiliustarkastelu antaa kuormaparametrin kriitti-

seksi arvoksi Ac=kc2s2/(1+ks4), joka on l/33"'0,0303 kyseisessa numeerisessa esimer­

kissa (kuva 3, piste III). 

p 

0 u 
Kuva 3. Kaksisauvainen ristikko. I)haarautumispiste sauvan 1 ollessa taysin jaykka, m liki­
maarainen rajapiste sauvojen ollessa kimmoisia, III) likimaarainen rajapiste tavanomaisen 
stabiiliustarkastelun mukaan. 
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