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TllVISTELMA: Kirjoituksessa kaydaan lapi elementtimenetelman soveltamismahdollisuuksia 
eraissa akustiikan ongelrnissa. Elementtiformuloinnit aaltoyhtalon ratkaisulle ilmassa erityyppisine 
reunaehtoineen, aanen etenemiselle rakenteissa seka ilrnaaanen ja rakenteen varahtelyn kytkennalle 
esitetaan lyhyesti. Kaytannon sovellutuksia esitellaan kitjallisuusesimerkkien avulla. 

JOHDANTO 

Elementtimenetelmaa on kaytetty rakenteiden staattisen ja dynaamisen kayttaytymisen 

analysoinnissa jo 1950-luvun puolivalista alkaen [1]. Se on pitkaan ollut naissa sovellutuksissa 

rutiininomainen tyokalu ja valmisohjelmia on runsaasti saatavilla. Elementtimentelma on 

osoittutunut erinomaiseksi numeeriseksi valineeksi myos yleisten osittaisdifferentiaaliyhtaloiden 

ratkaisemisessa, mika johtuu menetelman yleisyydesta ja systemaattisuudesta, vankasta 

matemaattisesta pohjasta (klassisen Rayleigh-Ritzin johdannainen) seka soveltuvuudesta 

epasaannollisiink:in tapauksiin. Myos akustiikan ongelmiin elementtimenetelmaa on sovellettu jo 

1960-luvulta lahtien [2]; aluksi aaltoyhtalOn ratkaisemiseen, mutta myohemmin myos 

akustoelastisiin ongelmiin, eli tapauksiin, joissa rakenteen varahtely ja aiinen eteneminen ilmassa 

tai muussa valiaineessa kytkeytyviit toisiinsa. 

Elementtimenetelman akustiikan sovellutukset ovat kuitenkin toistaiseksi olleet melko rajattuja 

varsinkin Suomessa. Syita tahan on useita. Menetelma johtaa helposti varsin raskaaseen 

laskentaan, koska riittavan tarkkuuden saavuttamiseksi elementtikoon pitiia olla puoliaallon 

pituuden suuruusluokkaa tai mielellaan sita pienempi. Korkeilla taajuuksilla ja isoissa tiloissa tai 

rakenteissa tama vaatimus johtaa hyvin isoihin elementtimalleihin. Laskenta on raskasta myos, jos 

vaste pitaa maiirittaa laajalla taajuuskaistalla. Naista syista elementtimenetelma sopii parhaiten 

tapauksiin, joissa tutkittava tila on pienehko, taajuudet ovat kohtuullisen matalia eli muutamien 

satojen Hertzien luokkaa tai rakenteiden ominaistaajuudet ovat erillisia. Korkeammilla taajuuksilla 

ominaismuototiheyden kasvaessa tilastollinen energianalyysi (SEA) on usein kayttokelpoisempi 

runkoaanen etenemisen tutk:imisessa. Merkittavana etuna elementtimenetelmalla on kuitenkin se, 

etta geometria voi olla lahes mielivaltainen ja etta ilmaaanen ja rakenteen varahtelyn kytkenta 

voidaan helposti toteuttaa. 

9 3 



Edella mainituista syista elementtimenetelmaa on teollisuudessa eniten kaytetty autojen korien ja 

sisatilojen meluongelmien tutkimiseen. Rakennusakustiikan sovellutukset ovat olleet vahaisempia 

johtuen ilmeisesti perinteisten menetelmien riittavyydesta normaalisovellutuksissa ja 

elementtianalyysin raskaudesta. Jalkimmainen ongelma pienenee jatkuvasti tietokoneiden ja 

ohjelmien kehittyessa. Toisaalta pyritaan keveisiin ja lujiin rakenteisiin esim. komposiitti

materiaaleja kayttlien, jolloin alineneristavyysongelmia ei voi rakenteiden massiivisuudella hoitaa. 

Tarkemmat analyysit tulevat talloin tarpeellisiksi ja myoskin suhteellisessa kustannusmielessa 

mahdollisiksi. 

AAL TOYHT ALON ELEMENTTIRATKAISU 

Aanen paineelle p ilmassa tai jossakin muussa kitkattomassa valiaineessa eli "nesteessa" patee 

aaltoyhtlilo [3] 

(1) 

missa con lilinen nopeus. Taman osittaisdifferentiaaliyhtlilbn perusreunaehdot ovat "pehmea" ehto 

p=O (2) 

ja "kova" ehto 

ap =O an . (3) 

Naista ensimmainen ehto edellyttaa, etta reunan takana on periaatteessa tyhjio ainakin 

vliliaineeseen verrattuna. llmaaanisovellutuksissa silla voidaan jossakin tapauksessa kuvata esim. 

kiinteassa seinassa olevan aukon vaikutusta, vaikka tallainen ehto ei aiheuta energiahavioita. 

Jalkimmliinen ehto vastaa jaykkaa, taysin heijastavaa seinaa. Yleisemmassa tapauksessa seina voi 

liikkua nopeudella v, jolloin reunaehto (3) saa muodon 

(4) 

missa p on tiheys ja Vn on reunan normaalin suuntainen nopeuskomponentti. 

Elementtimenetelmaa sovellettaessa tarkasteltava tila jaetaan aarellisen kokoisiin elementteihin, 
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joiden sisiilla painekenttaa kuvataan ennalta valittujen funktioiden eli ns. muotofunktioiden N i ja 

tiettyjen elementin pisteiden eli ns. solmupisteiden paineiden Pi avulla muodossa 

P = L Ni(x,y,x) Pi =[N(x,y,z)] {P}, 
i (4) 

missa [N] on muotofunktiomatriisi ja {P} on solmupainevektori. Kaytettavat tilaelementit voivat 

olla esim. kuvassa 1 esitettyja "tiiliskivielementteja" tai naista isoparametrisella muunnoksella 

saatavia kayristetilivia elementteja [1]. Naissa elementeissa muotofunktiot ovat polynomeja, joiden 

asteluku maaraytyy elementin solmujen lukumaarasta. Tasta johtuvat kuvassa 1 kaytetyt 

nimitykset lineaarinen, parabolinen ja kuutiollinen elementti. Esimerkiksi parabolisella elementilla 

painejakautuma jonkin koordinaattiakselin suunnassa on toisen asteen paraabeli, jolla pyritaan 

kuvaamaan sinimaista paineaaltoa. Tasta syysta elementin sivun pituus tulisi olla puoliaallon 

pituutta pienempi, jotta elementtiratkaisulla yleensa voitaisiin kuvata vastaavan taajuista 

paineaaltoa. 

a) lineaarinen. 
8 solmua 

Kuva 1. Tavallisirnmat tilaelementit 

b) parabolinen, 
20 solmua 

\:) kuutiollinen . 
32 solmua 

Paineen muotofunktioapproksimaatiossa (4) solmupaineet Pi ovat tehtavan varsinaisia 

tuntemattomia, jotka pitaisi jollakin tavalla maarittaa aaltoyhtali:in (1) perusteella. 

Elementtimenetelman yhteydessa kaytetaan normaalisti painotettujen jaannosten menetelmaa, eli 

kerrotaan differentiaaliyhtali:i sopivilla painofunktioilla ja integroidaan molemmat puolet 

tarkasteltavan tilavuuden yli [4]. Galerkinin menettelyssa valitaan painofunktiot samoiksi kuin 

ratkaistavan suureen muotofunktiot, jolloin yhtiiloiili saadaan yhta monta kuin elementtimallissa on 

solmuja. Osittaisintegroinnin avulla eli Gauss-Greenin kaavoja soveltamalla paastaan lopulta 

aaltoyhililOsili (1) lineaariseen yhtiiloryhrnaan 

[H] {P} +[G] {i>) = {Q}, (5) 

missa akustinen "jaykkyysmatriisi" 
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[H]= i ((v}[NJY({v}[N])ctv 

ja akustinen "massamatriisi" 

[G] = i l_;{N]T [N] dV 
c2 

v 

seka "voimavektori" 

( Q) = i [Nf ap dA = -i p [Nf avn dA 0 an at 
A Kl 

(6) 

(7) 

(8) 

Integrointi viimeisessa kaavassa suoritetaan sen pinnan yli, jolla paineen normaaliderivaatta tai 

pinnan nopeus on maarattyo ( p} kaavassa (5) tarkoittaa solmupainevektorin toista aikaderivaattaao 

Kaikki nama matriisit ja vektorit integroidaan ensin elementtitasolla ja sen jalkeen 

elementtimatriisesista kootaan koko systeemin yhta!Oryhma menettelylla, joka on aina samanlainen 

elementtimenetelmassa tehtavasta riippumattao Useissa kaupallisissa elementtiohjelmistoissa (esimo 

ADINA, NASTRAN, PERMAS jneo) on suoraan valmiudet tassa esitetyn tehtavan 

ratkaisemiseeno 

OMINAISV ARAHTELY 

Tietyilla taajuuksilla suljetussa tilassa syntyy seisova aaltokuvioo Nama nso ominaistaajuudet ja 

vastaavat aaltokuviot eli ominaismuodot saadaan yhtalosta (5), kun asetetaan herate { Q} =0, jolloin 

ratkaisu on muotoa 

(P} = {J>} eirot 
0 (9) 

Yhtalon (5) avulla saadaan nyt nso ominaisarvotehtava 

([H] - ro2 [ G ]){ P} = ( 0) , (10) 

jonka ratkaisuna saadaan ominaistaajuudet ja: -muodot. Ominaisarvotehtavan ratkaisu onnistuu 

kaikilla kaupallisilla elementtiohjelmistoillao 

ABSORBOIV A SEINA 

Edella esitetyssa formuloinnissa ei esiinny lainkaan haviOita, koska valiaineen haviOita ei otettu 

huomioon ja seinat olivat taysin heijastaviao Aaltoyhtalon ratkaisua voi t1illoin soveltaa 
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lHinenpainetason mlilirittlimiseen vain ideaalitapauksissa resonanssitaajuuksien vlilillli. Merkittlivin 

hlivio tapahtuu yleensli seinlimien absorption kautta. Tlirnli ilrnio tulisi pystyli ottamaan huomioon 

myos elementtiratkaisussa, jotta lilinenpainetaso pystyttliisiin myos kliytlinnon tapauksissa 

ennustamaan kohtuullisella tarkkuudella. Yksinkertaisin absorptiomalli on kliyttlili tavallista 

akustista impedanssia paikallisesti eli olettaa, etta absorboivan pinnan joka pisteessli plitee 

p = Z Yn, (11) 

missli Z on seinlin impedanssi ko. pisteessli. Ratkaisemalla tlistli vn ja sijoittamalla se 

voimavektoriin (8) sekli ottamalla huomioon paineapproksimaatio (4) saadaan aaltoyhtli!On 

elementtiformulointi (5) nyt muotoon 

[H]{P) + [R] {i>) + [G] (i>) = {Q) , (12) 

rnissli vaimennusmatriisi 

[R] = i ~[N]T[N] dA. 
(13) 

Impedanssi Z on yleisessli tapauksessa kompleksinen ja vastaavasti paine on myos kompleksinen 

suure. Tarkempi tapa seinlin absorption huornioon ottamiseksi on mallittaa myoskin absorboiva 

materiaali elementtimenetelmlillli [5], jolloin vastaavasti tuntemattornien lukumlilirli kasvaa, mutta 

malli on realistisempi. 

AANILAHDE KENT Ass A 

Jos tarkasteltavan tilan sislillli on jakautunut lilinillihde, jonka llihdevoimakkuustiheys on q 

[m3/(sm3)=l!s], tulee aaltoyhtlilon (1) vasemmalle puolelle lislitli termi 

(14) 

Elementtiratkaisussa tlimli nlikyy voimavektorissa lausekkeena 

(Q) = i p[N]T~ dV. 
(15) 

Jos pisteessli (xo, yo, zo) on pistemliinen lilinillihde, jonka voimakkuus on q0, supistuu kaava (15) 
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muotoon 

{Q} = p [N(xo,yo,zo)JT <io. (16) 

Edelleen, jos aanilahde on solmussa i, on vastaava muototfunktio N i = 1 tlissa pisteessa ja muut 

muotofunktiot havilivat, jolloin voimavektorissa on vain yksi nollasta poikkeava alkio 

(17) 

Alinenpainetaso voidaan edella mainituilla edellytyksilla laskea kaavasta (12), kun aanillihteena on 

joko liikkuva seinama tai aanilahde kentassa. Jos tarkasteltava taajuuskaista on laaja, joudutaan 

kompleksinen yhtalOryhma ratkaisemaan lukemattomia kertoja, mikli voi vieda paljon 

tietokoneaikaa. 

AANEN ETENEMINEN RAKENTEISSA 

Aiini etenee rakenteissa kiintelin aineen vlirahtelyna eli runkolilinena. Erona nesteisiin verrattuna on 

se, etta pitkittaisen aallon lisliksi voi esiintya myos muita aaltotyyppeja [6]. Kaytannossa aanen 

etenemisen kannalta tarkein aaltotyyppi on taivutusaalto, joka esiintyy levymaisissa ja 

palkkimaisissa rakenteissa, eli rakenteissa, joiden mitat yhdessa tai kahdessa suunnassa ovat 

huomattavasti pienempia kuin muissa suunnissa. Elementtimenetelma sopii tasslikin tapauksessa 

periaatteessa hyvin aaniaallon kuvaarniseen, mutta elementtien pi tali olla pienia suhteessa aallon 

pituuteen. Tama rajoittaa usein menetelman soveltarnisen vain suhteellisen matalataajuisen aanen 

tutkimiseen. 

Varahtelevan rakenteen liikeyhta!O elementtimenetelman avulla muodostettuna on esitetty 

lukemattornissa alan oppikirjoissa, ks . esim [4], ja se on aina muotoa 

[M) {u} +[C) {u} + [K) {U} = {F}, (18) 

missa [M] on rakenteen massamatriisi, [C) vaimennusmatriisi, [K] jaykkyysmatriisi seka {D }, {u} 
ja {U} ovat vastaavasti kiihtyvyys-, nopeus- ja siirtymavektorit. Taman yhta!On pohjana on 

siirtymlitilan muotofunktioapproksirnaatio 

{u} = [Ns]{U} , (19) 

missa { u} sisliltaa rakenteen siirtymatilan kuvaarniseen tarvittavat siirtymlikomponentit ja [N s] on 
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rakenteen muotofunktiomatriisi. Taivutustapauksissa tarvitaan rakenteen kayttiiytymisen 

kuvaamiseen vahintliiin kolme siirtymakomponenttia, joten rakenteen elementtimallissa on aina 

huomattavasti enemman vapausasteita kuin aaltoyhtalon elementtirnallissa. 

Runkoaanen heratteena voi toimia esimerkiksi rakenteeseen kohdistuva pistevoima, joka 

sijoitetaan voimavektoriin {F} suoraan kyseisen solmupisteen maarittamaan kohtaan, tai 

ilmaaanen aiheuttama paine p, jota vastaava ekvivalentti voimavektori on [7] 

{F} = -i [NsJT {n} p dA , 
(20) 

missa {n} on rakenteen pinnan ulospain osoittava normaalivektori. Jos herate on harmoninen, eli 

{F} ={F) eirot , (21) 

niin vaste on samaa tyyppia, eli 

{U} ={D) eirot, (22) 

ja se saadaan ratkaistua kompleksisesta yhtiilostii 

({K} + iro[C]- ro2 [M]){u) ={F) , (23) 

joka on siis ratkaistava kaikilla halutuilla taajuuksilla erikseen. 

ILMAAANEN JA RAKENTEEN V ARAHTELYN KYTKENT A 

Varahteleva rakenne aiheuttaa ilman paineen vaihtelua ja siten ilmaaanta. Vastaavasti ilmaaanen 

jaksollinen paine voi herattaa rakenteen varahtelya. Tasta syysta ilmaaani ja runkoaani ovat aina 

periaatteesa kytkeytyneita ja tietyissa tapauksissa kytkentii on niin voimakas, etta ominaistaajuudet 

seka ilmassa etta rakenteessa muuttuvat ja jarjestelmaa tulee tarkastella yhtenaisena 

"akustoelastisena" systeemina [8]. Elementtiformuloinnissa kytkeytyminen tapahtuu aaltoyhta!On 

kuormitustermin (8) ja vastaavasti rakenteen voimavektorin (20) avulla. Rakenteen pinnan 

normaalinopeus Vn voidaan esittaa muodossa 

(24) 
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mika sijoitettuna kuormitustermiin (8) antaa 

(25) 

Tassa [S] on niin sanottu kytkentamatriisi. Vastaavasti sijoittamalla paineapproksimaatio (4) 

rakenteen voimavektoriin (20) saadaan 

{F) = -i [Ns]T {n) [N] dA {P} =- [S]T {P}. 
(26) 

Kytkentayhtiilot (25) ja (26) yhdessa aaltoyhtalOn (12) ja rakenteen liikeyhtalOn (18) kanssa 

maarittavat taydellisesti akustoelastisen systeemin kayttaytymisen. Jos haetaan vain 

ominaistaajuuksia ja -muotoja, voidaan vaimennustermit unohtaa, ja kytketyn systeemin 

ominaisarvotehtava saadaan muotoon 

[ 
[K] [S]T l f (D) \ _ ro2 [ [M] [0] ] ((D) ) = {O} . 
[0] [H] \ (P) f {S] [G] (J>) (27) 

Tama epasymmetrinen ominaisarvotehtava voidaan ratkaista suoraan tai muuntaa myos 

symmetriseen muotoon, jolloin standardiratkaisurutiineita voidaan kayttaa. 

ESIMERKKEJA KIRJALLISUUDEST A 

Kuorma-auton ohjaamon akustinen ominaisviiriihtely 

Artikkelissa [8] on esitetty katsaus elementtimenetelman sovellutuksista autojen meluongelmiin. 

Kuvassa 2 on esitetty kuorma-auton ohjaamon akustiikan tutkimiseen kaytetty elementtimalli ja 

silla lasketut 3 alinta akustista ominaistaajuutta ja -muotoa. 

Komposiittipaneelin iiiineneristiivyys 

Artikkelissa [9] on tutkittu elementtimentelman avulla aanen siirtymista erityyppisten 

komposiittipaneelien lapi. Paneeli oli mallitettu laattaelementeilla ja sen takana oleva tila akustisilla 

tilaelementeilla kuvan 3 mukaisesti. Tuleva aanikentta kuvattiin paineheratteena paneelin pinnalla. 

Taulukossa 1 on esitetty myos vertailuja laskettujen ja mitattujen aaneneristavyysarvojen valilla 
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lasikuitulujitteiselle paneelille. 

Three-dimensionJI acoustic finite element model of truck cab. 

Kuva 2. Kuorma-auton ohjaamon akustinen elementtimalli ja alimmat ominaismuodot [8]. 

Panel 

Coupled system. Dimensions in meters. 

Kuva 3. Komposiittipaneelin akustoelastinen elementtimalli [9]. 
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TAULUKKO 1. Laskettuja ja mitattuja (NASA) aaneneristavyyksia lasikuitulujitteiselle 

komposiittipaneelille [9]. 

Noise reduction of fiberglass/ epoxy panel 

£,=53·74GPa, E2 =17·9GPa, G, 2 =8 ·96GPa, v,= 
0·25,p = 2173 kg/m3 

One-third-octave NASA test data FEM 
cen ter frequency (Hz) (dB) (dB) 

100 13·1 14·1 
125 11·6 12·7 
160 15·2 14·8 
200 16·3 15·8 
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