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TIIVISTELMA: Artikkelissa kasitellaan kvasilineaarisen toisen kertaluvun hyperbolisen 
osittaisdifferentiaaliyhtiilon ratkaisemista karakteristikamenetelmiillii.. Tata on sovellet­
tu Timoshenkon palkin liikeyhtiiloiden ratkaisemiseen. Tuloksia on vertailtu ominais­
muotojen summauksella seka differenssi- ja elementtimenetelmiillii. saatuihin ratkaisui­
hin. 

JOHDANTO 
Aallonetenemistehtavat ovat yhdistettyja alku- ja reuna-arvotehtii.via. Nama ovat 

yleensii. hyperbolisia osittaisdifferentiaaliyhtaloita. Hyperbolisen systeemin numeerisista 

ratkaisumenetelmistii. karakteristikamenetelma on tarkin (Fox, 1962, s. 218). Kaksidi­

mensioisen probleeman ratkaisemiseen se on kiiyttokelpoinen, mutta useampidimensioi­

sille systeemeille se on monimutkainen. Tiilloin differenssi- ja elementtimenetelmii ovat 

kiiyttokelpoisempia. 

Karakteristikamenetelmassii systeemin alkuperiiiset differentiaaliyhtalot lausutaan 

karakteristikoiden muodostamassa ns. karakteristisessa koordinaatistossa, jolloin 

differentiaaliyhtalot ovat kanoonisessa eli normaalimuodossa. Kun nama yhtiilot 

on maaritetty, ne voidaan suoraan numeerisesti integroida differenssimenetelmiilla. 

Karakteristikamenetelmaa on menestyksellii sovellettu sauvarakenteiden aksiaalisten, 

vaanto- ja taivutusmuodonmuutosten dynaarniseen analysointiin. Tassa artikkelissa 

rajoitutaan tarkastelemaan vain taivutettua palkkia. 

KARAKTERISTIKAMENETELMA 
Toisen kertaluvun kvasilineaarinen osittaisdifferentiaaliyhtiilo on muotoa 

A(:c,y,u,u., ,u11 )u.,., + 2B (:c,y,u,u ., ,u11 )u., 11+ 
C(:c,y,u,u.,,u 11 )u1111 + D (:c,y,u,u.,,u11 ) = 0 . (1) 

Tasolla :cy oleva kayra r (:c, y) tunnetaan. Funktion u ja sen ensi=iiisten derivaattojen 

u., ja Uy arvot tunnetaan tiillii kayriillii. Niiitii kutsutaan Cauchy'n ehdoiksi. Kun nama 
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ehdot ovat voimassa, yhtiilon (1) ratkaisu saadaan kii.yrii.n r lii.heisyydessii. kii.yttii.miilla 

Taylorin sarjakehitelrmi:ii. funktiolle u pitkin kii.yrii.ii. r. 
Funktion u ja sen ensimmii.isten derivaattojen u ., ja u 11 kokonaisdifferentiaalit ovat 

du = u .,dx + u 11 dy , 

du., = u.,.,dx + u., 11 dy , 

du 11 = u.,11dx + u 1111 dy 

(2) 

(3) 

(4) 

Yhtiilot (1), (3) ja (4) muodostavat lineaarisen yhtiiloryhmiin toisten derivaattojen 

u.,., , u.,11 ja u1111 ratkaisemiseksi, 

[! 
dy 
dx 
2B 

Merkitii.ii.n tatii. yhtiiloii. lyhyemmin 

0 l { u.,., } { du ., } 

71 ::: ~jy (5) 

Ax=b. (6) 

Kun det A =f 0, ratkaisu on yksikasitteinen. Kehittii.miillii. kii.yriillii. r olevassa pisteessa 

( x 0 , y0 ) funktiolle u Taylorin sarja saadaan ratkaisu pi steen ( x0 , y0 ) ymparistossii. 

(Chorlton, 1969, s. 165). Kehittii.miillii. Taylorin sarja yhii. uudelleen muissa kii.yrii.n r 
pisteissii. ja sen jiilkeen taman liiheisyydessii. olevissa pisteissa saadaan lopulta tehtiivii.n 

ratkaisu halutussa tason xy alueessa. 

Taylorin sarjakehitelmiiii ei voida kii.yttiiii., jos kiiyriin r tangentti yhtyy karakte­

ristikaan. Tilloin det A = 0 ja yhtiilon (6) ratkaisu ei ole yksikasitteinen. Tehtiivii 

voidaan ratkaista kiiyttii.miillii karakteristikamenetelmii.ii.. Koska kerroinmatriisi A on 

singulaarinen, saadaan yhtiilo 

dx dy 0 
0 dx dy = 0 , 
A 2B C 

joka voidaan edelleen kirjoittaa muodossa 

C (dx) 2
- 2Bdxdy +A (dy) 2 = 0 

Tii.mii yhtiilo mii.ii.rittii.ii. karakteristikat. 

(7) 

(8) 

Ainoastaan karakteristikoilla kerroinmatriisi A on singulaarinen, joten derivaatat 

u.,.,,u.,11 ja u 1111 ovat mii.ii.rittelemii.ttomiii. mutta toisistaan riippuvia. Jotta yhtiilollii (6) 

olisi ratkaisu tulee yhtiilon muidenkin determinanttien hii.vitii. karakteristikoilla (Fox, 

1962, s. 210 & Ames, 1969, s. 180). Tii.mii. nii.hdaan helposti, kun derivaattojen u.,.,, u., 11 

ja u 1111 ratkaisemiseen kii.ytetii.ii.n Cramerin sii.ii.ntoii. eli 

Uzz Uzy Uyy 1 
-=-=-=-' 
~1 ~2 ~3 ~ 

(9) 
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missii /),..on A :n determinantti. Determinantit /),. 1 ,/),. 2 ja /),. 3 saadaan vaihtamalla /),.:n 

ensimmi:i.inen, toinen ja kolmas sarake vektoriin b (Chorlton, 1969, s. 165). 

Koska yhti:i.lon (6) muidenkin determinanttien tulee havitii., voidaan kirjoittaa 

yhtii.lo 

jolloin saadaan 

du ., dx 
duy 0 
-D A 

0 
dy = 0, 
G 

-Ddxdy- Adu.,dy- Gduydx = 0 . 

Tamii. yhti:i.lo miiii.rittii.ii. ehdot joiden tulee toteutua pitkin karakteristikoita. 

Yhti:i.lon (8) juuret ovat 

~~ = B + V B2 
- AG = f , 

~~ = B - V B 2 
- AG = g . 

(10) 

(11) 

(12a) 

(12b) 

Kun yhti:i.lo (1) on hyperbolinen, f ja g ovat reaaliarvoisia ja keskenaii.n ensuuna. 

Yhti:i.lot (12a) ja (12b) mii.ii.rittii.vii.t kaksi karakteristikaperhettii., f' jag'. Jaetaan yhti:i.lo 

(11) dx:llii. ja sijoitetaan yhti:i.lot (12a) ja (12b) siihen, jolloin saadaan 

Ddy + Afu., + Guy = 0 , 

Ddy + Agu., + Guy = 0 

(13) 

(14) 

Tason xy kii.yrii.llii. r on anettu u, u., ja Uy. Piirretaan karakteristikat f ja g kii.yrii.n 

r pisteista. Saadaan kuvassa 1a oleva kahden karakteristikaperheen muodostama 

verkko. Merkitiian karakteristikoiden leikkauspisteitii. kirjaimilla P, Q, R, S ja T. 

Kuva 1 Heratekii.yra r ja karakteristikoiden muodostama verkko 
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Kuva 2 Karakteristikamenetelmiin elementti 

J os karakteristikat riippuvat ratkaisusta joudutaan leikkauspisteiden koordinaatit ( x, y) 
laskemaan samaan tapaan kuin funktio u ja sen derivaatat u ., ja Uy. Millii tavalla niimii 

arvot lasketaan, riippuu valitusta aproksimaatiosta. Trapetsisiiiinnollii voidaan yhtiilot 

(12a) ja (12b) diskretoida seuraavasti kiiyttiimiillii kuvassa 2 esitettyjii merkintojii 

fR+fP 
YR- YP = 

2 
(xR- xp) , (15) 

9R+9P 
YR-YQ= 

2 
(xR-XQ) (16) 

Vastaavasti yhtiilo (2) saa diskreetit muodot 

U:z;R + U.,p ( ) UyR + UyP ( ) 
UR- Up= 

2 
XR- :Cp + 

2 
YR- YP , (17) 

U:z;R + UzQ ( ) UyR + UyQ ( ) 
UR- UQ = 2 :CR - XQ + 2 YR- YQ (18) 

Diskretoidaan vielii yhtiilot (13) ja (14) samaan tapaan, jolloin saadaan 

AR!R + Apfp ( ) CR + Cp ( ) - DR+ Dp ( ) 

2 
u , R- u ., p + 

2 
UyR - UyP - -

2 
YR - yp , (19) 

AR9R + Aqgq ( ) CR + Cq ( ) - DR+ Dq ( ) 
2 U :z;R- U:z;Q + 2 UyR- UyQ -- 2 YR- YQ . (20) 

Yhtiilot (15)-(18) ja toinen yhtiiloistii (19) ja (20) muodostavat epiilineaarisen yhtiiloryh­

miin muuttujien :c , y, u, u , ja uy laskemiseksi pisteessii R. Yhtiilo ratkaistaan yleisessii 

tapauksessa iteroimalla. Jos karakteristikat ovat suoria ja riippumattomia funktion u 

arvoista, leikkauspisteet on helppo miiiirittiiii. Tiilloin leikkauspisteet voidaan ratkais­

ta erilliiiin jatkuvuus- ja karakteristisesta yhtiilostii. Yhtiilot (15) ja (16) voidaan siis 

ratkaista erikseen, jolloin jiiljelle jiiii vain kolme tuntematonta uR, u .,R. ja UyR· SamaHa 

tavalla lasketaan muuttujien arvot muissa kayriin r liiheisyydessii olevissa karakteris­

tikoiden leikkauspisteissii. Taman jiilkeen voidaan edella maaritetyista karakteristikoi­

den leikkauspisteistii muodostaa uusi kayrii rll jolla muuttujien u, u, ja uy arvot ovat 
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~--!~' , ............ 
......... (,, 

' ' , 
' 

' g' 

Kuva 3 Ratkaisun eteneminen ja karakteristikat reunalla. 

tunnettuja (kuva 1 b). Seuraavaksi lasketaan tuntemattomien arvot kiiyriin r 1 liihei­

syydessii, minkii jii.lkeen voidaan muodostaa kiiyrii r 2 • Tiitii proseduuria toistamalla 

ratkaisu etenee aina vain kauemmaksi kiiyriistii r, ja lopulta se kattaa alueen, joss a 

vaste haluttiin miiiirittiiii (kuva 3a). 

Alkuarvotehtii.villii ei ole ainoastaan alkuehtoja vaan niillii voi olla myos reunaehtoja. 

Karakteristikat eiviit voi ulottua reunan yli ja siten miiii.rittelyalueen ulkopuolelle. 

Koska reunapisteessii. toinen karakteristikaperheistii f' tai g' puuttuu (kuva 3b ), 

toinen yhtii.loistii. (15) tai (16) jiiii pois. Samoin kay toiselle yhtiiloistii (19) tai (20). 

Yhtii.loitii jiiii jiiljelle kolme mutta tuntemattomia on viisi. Puuttuvat yhtii.lot saadaan 

reunaehdoista. 

KARAKTERISTIKAMENETELMAN SOVELTAMINEN TIMOSHENKON 
PALKIN LIIKEYHTALOON 

Johdetaan Timoshenkon palkkiteorian mukainen liikeyhtiilo kuvan 4 vapaakappaleen 

tasapainotilan avulla. 

y 

f'f!-j 
I o 

,dy . 

I I I Mlf!§. q(x,t) 

'{J rJx '\ M+ M:Ldx 

1
_ox 

V+ oV dx rx 

Kuva 4 Timoshenkon palkin vapaakappale. 

Timoshenkon palkkiteoriassa on kaksi siir tymasuuretta, poikkileikkauksen keskipis-
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teen siirtymii y sekii. poikkileikkauksen kiertymii 1/J. Nii.iden vii.lillii. on yhteys 

(21) 

missii /o on liukuma painopisteakselin kohdalla. Kuvasta 4 saadaan yhteys Rd'ljJ = dx, 
mistii taivutusmomentille saadaan yhtiilo 

M 

EI 
81/J 
ax (22) 

Leikkausvoima voidaan lausua leikkausmuodonmuutoksen 1 avulla 

v = G I (dA. (23) 

A 

Tulo GA(o on leikkausvoima, joka on lausuttu painopisteakselin kohdalla esiintyviin 

leikkausmuodonmuutoksen /o avulla. Se ei ole arvoltaan sama kuin yhtiilostii (23) 

laskettu leikkausvoima. Kiiyttii.miillii leikkausvoiman korjauskerrointa k niimii voidaan 

saattaa yhtii suuriksi. Nyt saadaan leikkausvoimalle yhtiilo 

V=kGA/o. (24) 

Korjauskerroin on poikkileikkauksen keskimiiarii.inen jii.nnitys jaettuna leikkauskertoi­

men ja neutraaliakselin liukuman tulolla (Mindlin & Deresiewicz, 1976). Tama on 

riippuvainen leikkausjii.nnitysten jakaumasta poikkileikkauksessa ja poikkileikkauksen 

muodosta. Leikkausjannitysten jakauma on riippuvainen liiketilasta. Cowperin (1966) 

artikkelissa on johdettu monille erilaisille poikkileikkauksille yksinkertaisia yhtiili:iita kor­

jauskertoimen arvojen laskemiseksi. 

Kirjoittamalla taivutusmomentti- ja pystysuora voimatasapainoyhtiilo ja kiiytta­

miilla yhtiili:iita (21) ja (22) saadaan Timoshenkon palkin liikeyhtiilot; kaksi toisistaan 

riippuvaa osittaisdifferentiaaliyhtiiloa, 

Jiirjestelemii.llii termeja ja ottamalla kayttoi:in merkinnat ci 
yhtiilot (25) ja (26) esittaa muodossa 
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1 kGA 
1/J.,.,- ci 1/Jtt = EI (1/1- y.,) ' 

1 
y.,., - 2Ytt = 1/J., , 

c2 

(25) 

(26) 

~ ja c~ = k~ voidaan 

(27) 

(28) 



kun q ( x, t) = 0. Yhtiili:it (27) ja (28) ovat lineaarisia hyperbolisia osittaisdifferen­

tiaaliyhtiili:iita. Yhtiili:in (8) juuria on kaksi. Ne ovat reaaliarvoisia seka funktion ja 

sen ensimrniiisten derivaattojen arvoista riippumattomia, joten karakteristinen verkko 

muodostuu suorista. Ottarnalla kiiytti:ii:in merkinniit 

kG A 
fi = EI ('1/J- y.,) ' 

h='I/J.,, 

jolloin yhtiilot (27) ja (28) voidaan kirjoittaa lyhyemrniissii. muodossa 

(29) 

(30) 

1 
'1/J:z;:z;- 2'1/Jtt = h , (31) 

cl 

1 
y.,.,- 2Ytt = h (32) 

c2 

Ratkaistavana on kaksi toisistaan riippuvaa yhtiiloii.. Kummallakin yhtii.li:illii. on ornat 

karakteristikansa, jotka vain erikoistapauksessa yhtyvat. Tasossa xt on siis kaksi 

piiii.llekkiiista karakteristikoiden rnuodostamaa verkkoa, joiden laskennallinen kasit tely 

on vaikeata. Helpompaa on kii.sitella vain yhta verkkoa siten, etta toisen verkon 

karakteristikat otetaan huomioon kuvan 5 mukaisesti. 

R 

X 

Kuva 5 Karakteristikoiden muodostama verkko ja yksi verkon elementti. 

Rakenne jaetaan x-akselin suunnassa alkioihin, joiden pituus on dx 1 • Taman 

jiilkeen aika-askeleet dt1 , dt2 seka askel dx2 voidaan miiii.rittii.ii yhtii.loistii 

dx 1 
dtl =- , (33) 

Cl 

2£1. 
dt2 = 1 ;·.£1. dtl , (34) 

c, 
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Yhta.J.ot (31) ja (32) ovat samaa muotoa kuin yhta.J.o (1). Tehdaan yhtiilossa (1) 

muuttujien vaihdoilla y = t, u = 7/J ja merkitaan A = 1, B = 0, C = -c12 ja 

D = -fl. Tiilloin saadaan yhtiilo (31). Kaavojen (12a) ja (12b) muuttujat f jag 

ovat vaihenopeuden ~ positiivinen ja negatiivinen juuri eli +c1 ja -c1 . Yhta.J.ot (13) 

ja (14) voidaan lausua yhtena yhtiilona 

(36) 

Vastaavasti saadaan yhta.J.olle (32) samankaltaisella muuttujan vaihdolla muoto 

(37) 

Ottamalla huomioon merkinnat (29) ja (30) ja kayttamiilla yhtiiloita (19) ja (20), yhtiilot 

(36) ja (37) saavat diskreetin muodon. 

( 7/JtR - 7/JtP) - C1 ( 7/JzR - 7/J,p) + 
c~kGA + 

2
EI (7/JR -YzR+'ifJp-y,p )dtl = O, 

( 7/JtR - 7/JtQ) + C1 ( 7/JzR - 7/JzQ ) + 
c~kGA + 

2
EI (7/JR-YzR+'ifJq-y,q )dtl=O 

(38) 

(39) 

Vastaavasti diskretoidaan jatkuvuusyhtiilot. 

dz1 dt1 
(7/JR- 7/Jp) = + (7/JzR + 7/J,p) 2 + (7/JtR + 7/JtP) 2 , (40) 

dz1 dt1 
(7/JR- 7/Jq) =- (7/JzR + 7/J,q) 2 + (7/JtR + 7/JtQ) 2 , (41) 

2 dt2 
(YtR- YtH)- c2 (YzR- YzH) + C2 (7/JzR + 7/JzH) 2 = 0 , (42) 

(YtR- YtJ) + c2(y,R- YzJ) + c~ (7/JzR + 7/JzJ) d~2 = 0 , (43) 

dz2 dt2 
(YR- YH) = + (YzR + YzH) 2 + (YtR +YtH) 2 , (44) 

dx2 dt2 
(YR- YJ) =- (y,R + YzJ) 2 + (YtR + YtJ) 2 · (45) 

Muuttujien arvot pisteissa H ja J saadaan lineaarisella interpolaatiolla pisteiden P, Q 
ja K arvoista. Esimerkiksi taipuman y arvot ovat 

2 
YH = YK + 1 + £1. (yp - YK) , 

c, 
(46) 

2 
YJ = YK + 1 + £1. (YQ - YK) , 

c, 
( 47) 

Yhta.J.ot (38)-( 45) muodostavat lineaarisen yhta.J.oryhman 

Ku=f , (48) 
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missa vektorio uT = {1/!n 1/lzR 1/ltR YR YzR YtR}· Jos jatkuvuusyhtiilot otetaan seka 

positiivisten etta negatiivisten karakteristikoiden suuntaan, saadaan kerroinmatriisiksi 

a -c1 1 0 - a 0 
a +c1 1 0 - a 0 

K= 
2 0 - dtl 0 0 0 
0 (3 0 0 -c2 1 
0 (3 0 0 +c2 1 
0 0 0 2 0 -dt2 

• " c~dt1 kGA • {3 c~dt, V • kt "k · aad rrnssa a= - 2- EI Ja = - 2-. mmave on s1 s aan 

f= 

-a (1/Jp - YzP)- c11/JzP + 1/!tP 
-a (1/!Q- YzQ) + c11/JzQ + 1/!tQ 

1/Jp +1/JQ + (1/Jzp- 1/JzQ) ~ + (1/JtP +1/JtQ) ~ 
-{31/JzH- C2YzH + YtH 
-f31/JzJ + C2YzJ + YtJ 

YH + YJ + (YzH- YzJ) !!p + (YtH + YtJ) ~ 

( 49) 

(50) 

Kun tarkasteltava piste R ei ole reunalla, jatkuvuusyhtiilo voidaan ottaa kumrnan 

tahansa karakteristikan suunnassa tai molemmissa suunnissa. Sen sijaan reunapisteissa 

toinen karakteristikoista, negatiivinen tai positiivinen, puuttuu. Taman\ mukaan 

valitaan jatkuvuusyhtiiloiksi, joko (40) ja (44) tai (42) ja (45). Reunaehtojen kasittely 

on helpompaa, jos jatkuvuusyhtiilo otetaan vain t-akselin suunnassa. Tiilloin tehdaan 

pieni virhe mutta sen merkitys pienenee askelta pienennettaessa. Kerroinmatriisiksi 

saadaan nyt 

K= 

ja voimavektoriksi saadaan 

f= 

a -c1 1 0 -a 0 
a +c1 1 0 -a 0 
1 0 -dtl 0 0 0 
0 (3 0 0 -c2 1 
0 (3 0 0 +c2 1 
0 0 0 1 0 -dtl 

-a (1/Jp - YzP)- c11/JzP + 1/JtP 
-a(1/JQ -YzQ ) +c11/JzQ +1/JtQ 

1/JK + 1/JtKdt1 
-{31/JzH - C2YzH + YtH 
-{31/JzJ + C2YzJ + YtJ 

YK + YtKdt1 

(51) 

(52) 

Yhtiilot voidaan diskretoida myos muilla tavoilla. Askeleen kokoa pienentamiilla eri 

diskretointeja kayttaen lasketut ratkaisut liihestyvat toisiaan. Yhtiilo ( 48) joudutaan 

yleensa ratkaisemaan tuhansista satoihin tuhansiin kertoihin. Kerroinmatriisi pysyy 

koko ajan muuttumattomana ja ainoastaan voimavektori joudutaan piiivittamaan 

kullakin askeleella. Taman vuoksi on kannattavaa ratkaista tehtiiva periikkiiisina 

sijoituksina. 
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NUMEERISET ESIMERKIT 

Tarkastellaan homogeenisen yksiaukkoisen palkin transienttia vastetta. Kuormituksena 

on ajan suhteen puolisiniaallonmuotoinen pistekuorma keskella palkkia. Materiaali 

on kimmoinen. Palkin pituus on 2400 mm, korkeus 300 mm ja leveys 150 mm. 

Kimmokerroin on 2, 1·105~ ja liukukerroin on 0, 8·105~. Tiheys on 7, 8·10-3 ----'L,, 
mm mm rnm 

ja leikkausvoiman korjauskerroin on 1,0. lmpulssin kestoaika on 0,1 ms ja se on noin 

neljii.skymmenesosa rakenteen pisimmasta varahdysajasta. Voiman suurin arvo on 1 

MN. 

Kuvassa 6 on tulokset tapauksista, joissa on kaytetty seka ominaismuotojen 

summausta etta karakteristikamenetelmaa. Tulokset on esitetty dimensiottoimina 

siten, etta aika on jaettu Eulerin palkkiteorian mukaisella pisimmii.lla varahdysajalla 

ja keskipisteen taipuma vastaavalla taipuman staattisella arvolla. Sarjaratkaisu 

(Anderson, 1953) on laskettu kayttaen 20:ta ominaismuotoa. Karakteristikamenetelmii.ii. 

kaytettii.essa palkki on analysoitu erikseen jakamalla se 60, 120, 240 ja 480 osaan 

( dx 1 ) . J atkuvuusyhtii.lo on diskretoitu seka negatiivisia etta positiivisia karakteristikoita 

pitkin. Reunoilla olevissa pisteissa jatkuvuusyhtii.lo on kuitenkin diskretoitu vain t­
akselin suunnassa. 

Kuvasta 6 nahdaan, etta karakteristikamenetelmii.lla laskettu ratkaisu lii.hestyy 

vastaavaa sarjaratkaisua . 

.. 
q 
9 

" q 
9 

~ 
9 

"" >O 
);.~ 

s 
9 

0 
9 

0 
0 
0 

0 .0 0.1 0.2 o.a 
t/tn1 

-- 20mod, HOOSUH 
--·- l =60dx1, KARAK 

120 
240 
480 

OA 

Kuva 6 Palkin keskipisteen taipuma (sarjaratkaisu ja karakteristikamenetel­

ma). 

Tarkastellaan Koenigin ja Davidsin (1968) kii.yttii.maa numeerista esimerkkiii.. Ulo­

kepalkki, jota kuormittaa ulokkeen paii.ssa pistemomentti. Rakenteen geometria ja kuor-
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mitus on esitetty kuvassa 7 . Kii.ytettii.vii.t materiaaliparametrit ovat: kimmokerroin 

E = 2, 068 ·105~, liukukerroin G = 0, 796 ·105~ ja tiheys 1 = 8,304 · 10- 3 ____s_,. mm mm mm 

Leikkausvoiman korjauskertoimelle on kii.ytetty arvoa 0,833. Koenig ja Davids pitii.viit 

kii.yttii.mii.ii.nsii ratkaisumenetelmaii. elementtimenetelmii.n tyyppisenii ja kutsuvat sitii. ni­

mellii. "Direct Analysis". Al-Mousawin (1988) mukaan menetelmii on kuitenkin lii.hem­

piinii. differenssi- kuin elementtimenetelmii.ii.. 

M!Nm ml t -------

112 ,9~ 

1 2 '[' 

Kuva 7 Ulokepalkki ja kuormitus. 
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0 
(X) .... 
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0 - ~ 

eo 
E5j 
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co 
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~ 

0 
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3.0 
t (s) 

4.0 

Kuva 8 Taivutusmomentti pisteessii. :z: = 12, 7mm. 

Koen ig 

L= 30 dx1 
60 

120 
420 

6.0 

Tarkastellaan ensin askelkoon merkitystii. karakterist.ikamenetelmii.llii. laskettuun 

ratkaisuun. Kuvissa 8 ja 9 on esitetty taivutusmomentti- ja leikkausvoimajakaumat 

ajan funktiona pisteessii. :z: = 12,7 mm. Askel d:z:1 on valittu eri tapauksissa siten, ettii. 

rakenne diskretoidaan :z:-akselin suunnassa 30, 60, 120 tai 420 osaan. Kuvista nii.hdii.ii.n , 

13 



z 
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0 .0 1.0 2.0 3.0 
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Kuva 9 Leikkausvoima pisteessii .x = 12, 7=. 

4.0 

Koenig 

L= 30 dx1 
60 

120 
420 

6.0 

etta saadut tulokset vastaavat hyvin differenssimenetelmiillii. laskettuja tuloksia. As­

keleen koko ei selviistikiiiin vaikuta dispersioon kiiytettiiessii karakteristikamenetelmiiii, 

vaan vaihenopeudet ovat kaikilla diskretoinneilla saman suuruisia. Sen sijaan kiiytetty 

diskretointi vaikuttaa voimakkaasti vasteen suurimpiin ja pienimpiin arvoihin . 

Lasketaan sama ulokepalkki esimerkki myos elementtimenetelmiillii. Aikaintegroin­

tiin on kii.ytetty keskeisdifferenssimenetelmaii ja massamatriisina on kiiytetty diagonaa­

lista massamatriisia. Lineaarisia yhden integrointipisteen Timoshenkon palkkielement­

tejii. on kiiytetty 24 kappaletta. Aika-askeleena on kiiytetty 0, 3JLs. Kuvissa 10 ja 

[ 11 on esitetty taivutusmomentti- ja leikkausvoimajakaumat ajan funktiona, laskettu­

na karakteristika-, elementti- ja differenssimenetelmiilla. Nahdiian, etta kaikki kii.ytetyt 

ratkaisumenetelmii.t antavat samanlaisia tuloksia. Kii.yrat ovat varsin pitkii.lle saman­

muotoisia. Eri ratkaisumenetelmien numeeriset dispersiot sen sijaan poikkeavat toisis­

taan varsin paljon. Elementtimenetelma antaa pienemmiin vaihenopeuden ja differens­

simenetelma suure=an kuin karakteristikamenetelma. 

Tarkastellaan vielii. momentin etenemista palkissa. Kuvassa 12 on esitetty 

karakteristika- ja elementtimenetelmiilla lasketut momenttijakaumat eri ajan hetkinii. 

Huomataan, etta tulokset ovat hyvin lahellii toisiaan, mutta dispersio vii.iiristiia tulosta. 

Kuvasta nii.hdiiii.n, ettii. heijastumisen yhteydessii. ero kasvaa selvii.sti. 
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Kuva 10 Taivutusmomentti pisteessa z = 12, 7mm. 

z 
-o 
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0.0 1.0 2.0 3.0 
t (s) 

-- Koenig 
--- --· FEM, 24 elem. 
- ·- ·- karak., L=120dx, 

4.0 6.0 

Kuva 11 Leikkausvoima p!steessa z = 12, 7mm. 

PAATELMAT 

\ 

Karakteristikamenetelmii on kaksidimensioisen aaltoyhtalon numeerisista ratkaisume­

netelmista tarkin ja nopein (Al-Mousawi, 1988). Lineaarisissa probleemoissa niiin ei 

kuitenkaan valttamii.tta ole. Jos vaste halutaan ratkaista vain muutamissa rakenteen 

kohdissa, sarjaratkaisu on taloudellisempi. Elementtimenetelmii. oli taloudellisempi, jos 
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~ ~-----------------------------. 
KARAKTERISTIKA 
24 elem., CD, M.oR 

Kuva 12 Taivutusmomenttijakauma eri ajan hetkinii. 

halutaan selvittaii vain vasteen suuri=at ja pieni=iit arvot. Hypiiyksellisten he­

ratteiden etenemisen karakteristikamenetelmii kuvaa tarkkaan, kun taas sarjamuotoi­

nen ratkaisu ja elementtimenetelmii. eiviit kuvaa sita kovinkaan tarkkaan. Materiaalil­

taan epiilineaaristen rakenteiden vas teen analysointiin karakteristikamenetelmii on hyva. 

Tama tosin ei onnistu, jos materiaali on myotopehmenevaa, koska silloin karakteristi­

koita ei ole eniiii olemassa. 

Karakteristikamenetelmiiii on vaikea soveltaa geometrialtaan monimutkaisempiin 

rakenteisiin. Toisaalta menetelma ei johda kovinkaan paljoa parempiin tuloksiin kuin 

esimerkiksi elementtimenetelmii.. Taman vuoksi menetelmiin merkitys on lahinnii 

vertailulaskelmien tekeminen muille ratkaisumenetelmille. 

KIITOKSET 

Tyo liittyy Suomen Akatemian rahoittamaan tutkimusprojektiin. 
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