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Artikkelissa tarkastellaan avouomavirtauksen ratkaisua differenssimenetel­

m~ll~. P~~asiassa tarkastellaan 20-mallia, jossa nopeusvektorin vaakakompo­

nentit ovat vakioita pystysuunnassa ja nopeusvektorin pystykomponentti on 

nolla. Lis~ksi k~sitell~~n lyhyemmin 20-mallin laajentamista monikerrosmal­

liksi, jossa kukin kerros k~sitell~~n 20-mallin tavoin. Lis~ksi kerrosten 

v~lill~ tapahtuu massan vaihtoa sek~ liikem~~r~n vaihtoa konvektion ja dif­

fuusion kautta. Painejakauma pystysuunnassa otaksutaan molemmissa malleissa 

hydrostaattiseksi. Mallien antamia tuloksia er~~ss~ sovellutuskohteessa 

tarkastellaan ja verrataan n~it~ kohteessa tehtyihin mittaustuloksiin. 

MALLIEN YLEISKUVAUS 

Mallien perusyht~lot ovat jatkuvuusyht~lo sek~ liikem~~r~n s~ilymisyht~lot. 

Vesi otaksutaan kokoonpuristumattomaksi sek~ l~mpotila- ja konsentraatio­

eroista aiheutuvat tiheyden muutokset merkityksettomiksi. Tiheys supistuu 

siten pais jatkuvuus- ja liikeyht~loist~. 

Koska painejakautuma pystysuunnassa otaksutaan hydrostaattiseksi, voidaan 

paineen asemasta k~ytt~~ muuttujana vedenpinnan korkeustasoa w(x,y). T~m~n 

lis~ksi tuntemattomina ovat virtaamat 

U = uh ( 1) 

ja 

V = vh (2) 
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jossa h on vesisyvyys ZO-mallissa ja kerrok sen paksuus monikerrosmallissa 

seka u ja v ovat nopeusvektor in vaakakomponentit. Virtaamien laatu on 

siten m/s x m = m2/s = m3/s/m. Monikerrosmalli ssa tarvitaan lisaksi vir­

tausnopeuden pystykomponentit kerrosrajoilla. Nama lasketaan jatkuvuusyhta­

loi sta myohemmin esitettavalla tavalla. Yhtaloista ( 1) ja (2) nahdaan, etta 

nopeuskomponentit u ja v otaksutaan vakioiksi pystysuunnassa koko vesi­

syvyydel la (20-malli ) tai kerroksittain (monikerrosmalli ) . 

Virtauksen turbulenttisuus otetaan huomioon likimaaraisella tavalla kasitte­

lemalla kinemaattisen viskositeetin sijasta turbulenttista viskositeettia 

(eddy-viskositeetti ), jolle annetaan kinemaattiseen viskositeettiin verrat­

tuna s uuri arvo (luokkaa 0,01 m2/s), jolloin se kuvaa turbulenttisten pyor­

teiden aiheuttamaa liikemaaran siirtymista. Pohj akitka lasketaan Manningin 

kaavalla. 

OISKRETOINTI 

Oiskretointi paikan suht een suori t e taan lahteessa 1 esitety lla ''staggered 

grid'' menetelmalla, jossa w, U ja V lasketaan omissa so lmuissaan ja tar­

vittavat valiarvot interpoloidaan suoraviivaisesti. Jatkuvuusyhtalot muodos ­

tetaan w-solmuissa, x-akselin suuntaiset liikey htalot U- solmuissa ja y-akse­

lin s uuntaiset liikeyhtalot V-solmuissa. 

Kuva 1 esittaa 20-mallin diskretointia. Uloimpina so lmuina ovat aina U- ja 

V-solmut. Mallin ei valttamatta tarvitse olla s uorakaiteen muotoinen kuten 

kuvassa 1, mutta epasaannollinenkin reuna on kuitenkin aina porrasmainen ja 

reunasolmut ovat U- tai V-solmuja. 

Jos reunalla ei anneta reunaehtoa, otaksutaan uloin, reunaa vastaan kohti­

suora virtaama nollaksi. Virtaamareunaehto saadaan antamalla ko. virtaamalle 

tietty arvo. Vedenkorkeusreunaehto puolestaan saadaan kiinnittamalla veden­

pinnan korkeustaso ko. reunaa lahinna olevissa w-solmuissa . Talloin kunkin 

w-solmun vieressa olevan, em . reunalla sijaitsevan virtaussolmun virtaama 

lasketaan w-solmuun liittyvasta jatkuvuusyhtalosta. 
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Muodostettaessa jatkuvuusyhtaloa w. - so lmussa muodostetaan sol mun ymparill e 
1 

laatikko, jonka reunaviivoilla w
1

-solmun viereise t virtaamasolmut s ij aitse -

vat ( ku va 2). Muodostettaessa x- akse lin s uuntais ta liike yhtaloa U. -solmussa 
1 

muodost e t aa n so lmun ympa rill e laati kko, jonka y-a kse lin s uuntai s illa sivuil-

l a s ija itseva t u
1
-solmun viereiset w-solmut j a nurki ssa U

1
-so lmua lah i mmat 

V- so lmut. U
1

solmu sija i tsee ai na em. w-solmujen puoli va li ssa . Vastaavalla 

t ava lla muodostetaan laatikot V-solmujen ymparille y-akse lin suuntaisia 

liikey ht a loita muodoste ttaessa. 

Monikerros malli diskre toidaa n samalla tavalla kuin 20-malli. Talloin on kui­

t e nkin kuvassa 1 U- ja V- s olmujen paika ll a use ita paa llekkais ia so lmuj a 

( kuvat 6, 7). Kukin virtaamasolmu si jaitsee si ta rajoittavan l aa tikon kes­

kel la. Jos pohjan korkeustaso jollakin a lueell a muuttuu paljon, on osa ker­

roksista paatettava . lata esittaa kuva 7, jossa tarkas tellaan x-z tason 

suuntaista pysty leikkausta. Jos U- s olmua rajoittavan laatikon jomman kumman 

w-solmun kohdalla vesivahvuus alittaa arvon TOL / 2, jossa TOL on kunkin ta­

pauksen mittas uhteiden perusteell a maaray tyva toleranssi, pidetaan ky se i ses­

sa virtaamasolmussa virtaama noll ana koko la s kennan ajan. Sarna pa tee luon­

nollisesti myos V-solmuihin . Jos taas em. vesivahvuu s on valilla TOL /2 , TDL 

al ennetaan pohjan korkeustas oa siten, etta ves ivahvuudeksi tulee TDL . Valit­

semalla TDL riittavan suureksi saadaan las kennassa kaytetty pohjan profiili 

porrasmaiseksi. 

JATKUVUUSYHTALbT 

Jatkuvuusyhtalot muodos tetaan kullekin w-solmulle. 20-tapauksessa ne ovat 

muo toa 

( w. - w0
) OX . OY . / OT + (U - U ) OY . + (V 

1111 e w 1 n 
V ) OX. 

s 1 
D. (3) 

w0 on vedenpinnan korkeust aso aika-askeleen alussa, OX. ja OY ovat laatikon 
1 1 1 

sivumitat ja OT aika-askel. Muut merkinnat se lviavat kuvasta 2. 

Monikerrosmalli ssa on kunkin kerroksen virtaamat summattava. Jatkuvuus yhta lo 

on talloin 
n ze 

(w -w0 )0X OY /OT+(~ U . 
i i i i . 

1 
eJ 

j= 
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LIII<EYHTAltiT 

Liikeyhtalot muodostetaan U- ja V-solmuille. Tarkastellaan seuraavassa 

U-solmun liikeyhtalon muodostamista ZD-tapauksessa (kuva 3). Liikeyhtalo 

U-solmulle voidaan esittaa muodossa 

LV LV + LV 
e s 

LV + F 
n w 

( 5) 
w 

jossa L on liikemaaravektorin komponentti x-suunnassa, LV on diffuusion ja 

konvektion kautta tapahtuva, em. liikemaaran komponentin vuo laatikon seinan 

lapi, DL on em. komponentin muutos tarkasteltavalla aika-askeleella DT, Fw' 

Fe ja Fka ovat hydrostaattisen paineen aiheuttamat voimakomponentit x-suun­

nassa ja Fk on kitkavoiman komponentti x-suunnassa (kuvat 4 ja 5). 

Kun yhtalon (5) molemmat puolet ajatellaan jaetuksi tiheydella, joka otaksu­

taan vakioksi, saadaan yhtalon (5) termeille seuraavat esitysmuodot. 

LV = u U DY. + e(U - U.) DY. I DX w sw sw 1 w 1 1 w 
(6) 

Tassa. u ja U ovat virtausnopeus (mls) ja virtaama (m3 lslm) pisteessa w . 
sw sw w 

Nopeus u
5

w interpoloidaan lineaarisesti arvoista uw ja ui. Virtaama U
5

w 

diskretoidaan upwinding menetelmalla siten, etta 

usw = uw' jos usw > D 

usw = ui, jos USW < D. 
(7) 

DYi on u1 -laatikon leveys y-suunnassa, DXW on solmujen uw ja ui valinen 

etaisyys ja e on turbulenttinen viskositeetti (eddy-viskositeetti) (m 21s). 

Vastaavasti 

LV = v U DX. + e(U s ss ss l s 
U. )DX. I DY 

l l s 

Nopeus v
55 

interpoloidaan lineaarisesti arvoista v
5

w ja v
5

e 

U
55 

U
5

, jos v
55 

> D 

U
55 

= Ui' jos v
55 

< D. 

(B) 

Virtaama U on 
ss 

(9) 
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DXi on U
1 

-laatikon leveys x-suunnassa ja DYs on s olmuj en Us ja Ui v~li ne n 

etaisyys. 

Vuot LV
8 

ja LVn muodoste taan vastaavalla tavalla. 

Hydrostaat tisen paineen aiheuttamat u1 -laatikkoon kohdistuvat ulkoi set 

voimat vo idaan esi tt ~~ muodos sa (katso kuv a 5) 

( 10 ) 

T~m~ yht~lo p~tee myos monikerros mallin Jaatikoille. 

Kitkavoima Fk on 

Fk = 0,5 g ( h + h )s f DX. DY . 
w e x 1 1 

( 11 ) 

jossa kitkakaltevuus Sfx lasketaan Manningin kaavalla 

( 12 ) 

jossa n = Manningin karkeuskerroin ( tyypilli ses ti 0,03), h . = 0,5 ( h + h ) 
1 w e 

ja vi interpoloidaan arvoista vs w' vse' vnw ja vne 

Yht~lon (5) oikeall a puolella oleva termi voidaan esitt~~ muodossa 

jossa U0 on virtaama tarkasteltavan aika-askeleen alussa . 
l 

( 13 ) 

Monike rrosmalli ssa tulee yht~loon (5) lis~k si liikem~~r~n x-komponentin vuot 

LV 0 ja LVt laatikon pohjan ja katon l~pi. Vastaava y ht ~ lo on ( katso myos 

kuvaa 6) 

LV LV + LV LV + LVb - LVt + F F - F - F = DLIDT 
w e s n w e ka k ( 14 ) 

( qb 
b 

ui ) I DZb) DX. DY. LVb -· ub + e( u 
l 1 1 

( 1 5) 

(qt ut + e( u t I DZt) DX. DY . LVt = u .) 
1 1 1 1 

( 16 ) 
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z-akselin suuntaiset nopeuskomponentit qb ja qt ovat 

(17) 

b t 
ub ja ut lasketaan solmuarvojen ui' ui ja ui avulla. Niihin sovelletaan 

upwinding menettely~ nopeuksien qb ja qt suunnan mukaan . 

Pohjimmaisessa kerroksessa j~~ termi LVb pois ja ylimm~ss~ termi LVt. Kit­

katermi Fk esiintyy vain alimmassa kerroksessa. Nopeuksien qb ja qt laskemi­

seksi kaiki ssa laatikoissa on tiedett~v~ pystynopeudet kerroisrajoilla kun­

kin w-solmun kohdalla. Solmun wi-kohdalla ylimm~n ja toiseksi ylimm~n ker­

roksen rajalla pystynopeus q1 lasketaan jatkuvuusyht~lost~. 

jossa uw1' ue1' vs1 ja vn1 ovat 1. kerroksen vaakavirtaamia. 

Seuraavan kerrosrajan pystynopeus ratkaistaan jatkuvuusyht~lost~ 

(19) 

N~in menetellen jatketaan alimman ja toiseksi alimman kerroksen rajalle 

asti. 

YHT~LbiDEN RATKAISU 20-TAPAUKSESSA 

Tuntemattomat w., U. ja V. ratkaistaan yht~loist~ (3) , ( 5) ja yht~loit~ (5) 
1 1 1 

vastaavista, Vi-solmuille muodostetuista yht~loist~. Ratkaisumenetelm~n~ 

k~ y tet~~n modifioitua Newton-Raphson iteraatiota. Yht~loiden (3) differen­

tioitu muoto on 

Dw.DX.DY ./DT + (DU -DU )DY . + (DV -DV )DX . = -F . 
1 1 1 e w 1 n s 1 w1 (2 0 ) 

jossa Dw, DU ja DV ovat vedenpinnan korkeustason ja virtaamien inkvementit 

j a F . on jatkuvuusyht~lon ep~tasapaino-osa (supenneella ratkaisulla F .=0). 
W1 W1 
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Liikeyhtaloita (5) differentioitaessa otetaan huomioon vain inkrementit OU., 
. 1 

Ow ja Ow (kuva 3). bifferentioidut liikeyhtalot s olmun w. ( kuva 2 ) vierei-
w e 1 

sissa s olmuissa uw' ue, vs ja vn voidaan talloin esittaa muodoss8 

OU = b10ww + c1owi dluw w 

OV = b20wi c
2

0w
8 dlve e 

(2"1) 

OV = b
3

0w
5 

c 30wi d/vs s 

OV = b40wi - c40wn - dlvn n 

jossa F-termit ov8t liiteyhtaloiden epatasapaino-osia. Liikeyhtaloiden epa­

tasapaino-osat saadaan siirtamalla yhtalossa (5) kaikki termit s8m8lle puo­

lelle, jolloin yhtalot ovat muoto8 F = 0. 

l<un yhtalot (2 1) sijoitetaan inkrementaaliseen jatkuvuusyhtaloon (20) se 

s 8ada8n muotoon 

(22) 

jossa 

a, = -b 10Yi 

a2 = -b 30\ 

a = (c 1+b 2 )0Yi + (c 3+b4 )0Xi + OX .OY./OT 
3 1 1 

(23) 

84 = -c40\ 

a5 = -c 20Yi 

86 = -F wi + (-d1FUw+d2FUe)OYi + (-d3FVs+d4FVn)OXi 

Jos jakin s olmuista Uw' U
8

, V
5 

tai Vn on reunasolmu, on vastaava virtaam8n 

intrementti nolla ja yhtalo (22) yksinkertaistuu vastaavasti. 
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l<aikille w-solmuille muodostetaan yhtaloa (22) vastaavat yhtalot reunaehdot 

huomioiden ja saatu yhtaloryhma ratkaistaan Gaussin eliminaatiolla. Taman 

jalkeen virtaaman inkrementit ratkaistaan takaisinsijoituksella yhtaloista 

(21 ). Menetelmaa toistetaan, kunnes kunkin w-solmun jatkuvuusyhtalo (3) 

toteutuu riittavalla tarkkuudella eli vastaava epatasapaino-osa Fh on riit­

tavan pieni. Iteraation alkuarvoina kaytetaan edellisen aika-askeleen tulok­

sia. 

YHTALbiDEN RATI<AISU MONII<ERROSMALLISSA 

Myos monikerrosmallin ratkaisu palautuu yhtaloiden (22) tyyppisten yhtaloi­

den ratkaisuun. Perusyhtalona on jatkuvuusyhtalon (4) differentioitu muoto. 

Taman jalkeen muodostetaan kussakin kerroksessa yhtaloiden (21) muotoiset, 

yhtaloista (14) differentioidut yhtalot. l(un nama sijoitetaan differentioi­

tuun jatkuvuusyhtaloon, saadaan kullekin w-solmulle yhtalon (22) tyyppiset 

yhtalot. Pystynopeudet q ovat apumuuttujan asemassa eika yhtaloita (18) ja 

(19) differentioida. Nopeudet q ratkaistaan erikseen yhtaloista (18) ja 

(19) kunkin iteraatioaskeleen alussa. Talloin vedenpinnan korkeustasoille w 

seka virtaamille U ja V kaytetaan edellisella iteraatioaskeleella laskettuja 

arvoja. 

LASI<ENTASOVELLUTUS 

Laskentasovellutuksena tarkastellaan stationaarista virtaustilannetta ka­

peassa salmessa, joka purkaa vetta jarvesta (kuvat 8-11). Salmen kapeimman 

kohdan leveys on noin 50 m. l<apeimman kohdan jalkeen salmi levenee akilli­

sesti, jolloin syntyy pyorteita paavirtauksen molemmille puolille. Lisaksi 

pohjan korkeustason voimakkaat muutokset (kuva 11) mutkistavat virtaustilan­

netta, koska paikoitelleen muodostuu pystyvirtauksia. Salmen kapeimmassa 

kohdassa virtausnopeudet ovat 1 - 1,5 m/ s. Vedenpinnan korkeustaso jarvess a 

on noin +91,5, jota kaytetaan ylavirran reunaehtona. Alavirran reunaehtona 

kay tetaan kokonaisvirtaamaa 65 m3/ s, joka on saatu hydrologisista taulukois­

ta. Stationaarinen tilanne on laskettu epastationaarisella menetelmalla. 
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T~llHin alkutilanteena on ollut vedenpinnan korkeustaso +91,5 sek~ nolla­

virtaamat koko laskenta-alueella. Alavirran puoleinen reunaehtovirtaama on 

kasvatettu nollasta arvoon 65 m3/s kuudessa tunnissa. Laskennan aika-aske­

leena on k~ytetty kahta tuntia. Laskenta on lopetettu kun virtaustilanne ei 

en~~ olennaisesti muutu. T~h~n on tarvittu noin 2 vrk tarkasteluaika. 

Turbulenttisen viskositeetin ja Manningin karkeuskertoimen arvojen muuttami­

nen vaikuttaa vain v~h~n laskentatuloksiin. Mittaushavaintoja l~himm~ksi on 

p~~sty viskositeetin arvolla 0,01 m2/s ja karkeuskertoimen arvolla 0,03. 

Kuvassa 8 on esitetty pintavirtausmittauksia alueelta. Kuvassa 9 on esitetty 

monikerrosmallilla lasketut keskim~~r~iset virtausnopeudet 1,5 m syvyydell~. 

l<uvassa 10 on esitetty 20-mallilla lasketut virtausnopeudet. Kuvassa 11 on 

pohjan korkeustason tasa-arvok~yri~. 

Tulokset osoittavat, ett~ 20-malli ei pysty kuvaamaan hyvin t~m~n kaltaista 

tilannetta, jossa on suurehkot virtausnopeudet ja pohjan korkeuden vaihte­

lut. Monikerrosmalli sen sijaan hydrostaattisesta paineotaksumasta huolimat­

ta pystyy kuvaamaan virtaustilanteen hyvin tarkasti. 
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Kuvo 2. w[-laot ikko 20-moll isso 

Kuvo 1.. L i i kemCioron x-komponent in 
siirt~minen ui - loot ikon 
reunojen lopi 20-mol Iissa 

Kuvo 1. Esimerkki ~ksinkertoi ses t o 

loskentoverkosto . 

• w-piste 0 U-piste X V-piste 
v ino rontov i iva 

Kuvo 3 . Ui-loot ikko 20-mol I i sso 

Kuvo 5. Ui-loot ikkoon kohdistuvot 
ulkoiset voimot (=h~dro­

s toot t i nen poi ne) 

Kuvo 6. Ui-lootikko sivulto pbin 
monikerrosmol I isso 
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Kuvo 8 . 
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VI RT AUSNOPEUS 
1. 00 m1s 

Kuv o 9. Monikerrosmo l I iI l o loskettujo pin t ovirtousnopeuksio 

VI RTAUSNOPEUS 
1. 00 m1s 

Kuv o 10 . 20-mo l l i llo loskettujo vir t ousnopeuk sio 
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